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SUR LES INVARIANTS

DES

SYSTEMES DIFFERENTIELS,
Par M. Ermsse DELASSUS.

i P e

INTRODUCTION.

Dans des Mémoires antérieurs (1) publiés en 186 et 187, je me
siis occupe des systemes différenticls queleonques, et le Mémoire
actuel est le développement de résultats que jai obtenus récemment
en reprenant Pétude de ces questions. Aussi, sans u'il soil nécessaire
de e rappeler chaque fois, Jemploierai constamment les notations,
locutions et résultats contenus dans ces Mémoires, et notamment dans
celui Sur Uextension du théoréme de Cauchy awx systemes les plus geéné-
raux d’équations awx deéripces partielles.

On reconnait immédiatement qu’un méme systeme différentiel peut
¢tre mis de diverses facons sous forme canonique et que ces diverses
formes conduisent d des facons bien dilférentes de déterminer I'inté-
grale au moyen de fonctions el constantes initiales. Par exemple, le

(1) Sur lextension di théoreme de Cauchy aur systemes les plus générawr déque-
tions awr derivées particlles (Annales de ‘Feole Normale supéricure, 1890 ).

(*) Sur les transformations et intcgration des systemes différenticls (Annales de
' Lcole Normale supcricure, 1897 ).
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systeme canonique

Ju C Jv Ju (e, ¢ fonctions de )

-— =0 - = — ’ : sdewx, y, 3

Ja ’ dx ~— Jy ’ »
définit, par application du théoreme de Cauchy généralisé, une inté-
grale au moyen de deux fonctions initiales dépendant toutes deux de v
et =. Mais ce systeme peut ¢tre inis sous la forme canonique

Jdru o Du " 0*u — i)il{ _ e :
dat D dy ! o dz ’ dy? d.r dy
*u 0o 0o du du Je
dy ds = Oros a0 gz 0 Jy o

et, sous celte nouvelle forme, le méme théoreme de Cauchy géne-
ralisé détermine une intégrale par (rois fonctions initiales, deux
dépendant de y et z et une dépendant de =,

Existe-t-tl des relations entre ces divers systémes de fonctions et con-
stantes initiales fourns par Uapplication du théoréme de Cauchy genera-
Use aux diverses formes canoniques d un méne systéme différentiel?

Sil'on se place au point de vue analytique pur, on sait que les fone-
tions arbitraives entrant dans Pintégrale générale n'ont, o la riguenr,
aucune importance, ne constituant que des movens plus ou moins
commodes de grouper les constantes arbitraires en nombre infini qui
figurent dans U'integrale géndérale. Mais, si lon s’assajettit 2 n’infro-
duire que des fonetions arbitraires acceptables sous la seule condition
d’étre analytiques, on obtient déja des groupements présentant incon-
testablement un certain intéré(, et si, en outre, comme cela se pre-
sente pour les systémes initiaua de Cauchy fournis par le théoréme de
Cauchy généralisé, ces fonctions initiales se suivent suivant une loi
régulitre et ont une signification géométrique ¢vidente, ces groupe-
ments s'imposent et leur ¢lude est nécessaire.

La réponse a la question que nous venons de poser nous est fournie
par des invariands, ¢’est-a-dire par certaines quantités formées avee
les nombres fondamentaux des formes canoniques et qui restent inva-
riantes quand on passe & une autre forme canonique. Jai exposé deux
méthodes pour les obtenir; la premiere est plus simple et les donne
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simultanément, mais jai néanmoins tenu @ exposer la seconde, qui
les donne de proche en proche, car ¢’est elle qui m’a conduit i cette
notion d'invariants et qui m’a permis de trouver leur loi de formation
au moyen de fonetions qui se presentent dans Panalyse combinatoire
¢lementaire. ‘

Ces invariants ne font pas que donner la réponse a la (question
posce. s ont une portée bien phus considérable, comme on le verra
déjacdans ce Mémoire, et ils semblent devoir jouer un role important
dans la théorie des systemes différenticls, principalement & propos de
leurs transformations.

I. — Formules et remarques préliminaires.
I, SUR LES FORMULES DE COMBINAISONS.

I. Nous poserons

I I P - R e )
l.'.'..../)

(1) wa(s):

Coette fonetion de =, qui west définie que pour les valeurs entiéres
et positives de indice p, estun polynome entier de degré pen z, e,
pour z enticr el positif, elle a pour valeur le nombre des combinaisons
de z objets p i p avee répétition.

On verifie immediatement Ta formule de récurrence

() Gpir (30 1) 7= 2 (3) (5 1),
et, st on Papplique suceessivement i
Sy Sebd, ..., Il (/e entier positifl),
on obtient
(3) op(3) A wp(st1)d ot op(s-h) =9 (5 4 k) —2,0,(3—1),
et, plus particulicrement, en faisant s =1, b =f£ —1,

(4) W (1) () = b g, (K ) == vy (F).
Ann. Ee. Norm., (3), XXV. — Jrin 1908, 33
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2. La formule d'addition de la fonction g,(=) étant néeessaire pour
la suite, nous I'établirons de la facon suivante :

Puisque 2, 24, ... sont des polynomes entiers de degrés succes-
sifs 1, 2,..., on peut successivement exprimer z, %, ... linéairement
au moyen de o, de g, etg,, ..., et tout polynome entier de degré p
pourra s’exprimer linéairement au moyen de o, 2., ..., 2, En parti-
culier, @ ¢tant une constante,

9,(3 4 a)
sera un polynome de degré p et 'on pourra éerire
() op(sa)=9,(a)+ Al (3)--A)o,(2) ... ALo,(3),

les A ¢tant des fonctions de a vartant avee p et qu'il s'agit de déter-
miner.
On aura de meme

(6)  gp(s+a)=o,q(a)4- AV o (=) A o (z) - AL, (2.

Suppnsnns maintenant que a soll un entier et (que s soil un autre
entier assujetti a Punique condition

(7) 3o e,

Lexpression o, (5 4+ a) pourra se caleuler par la formule (6);

i
mais puisque, en vertu de (7), 5 4= a estun entier superieur i Punite,
clle pourra aussi se caleuler par Papplication de L formule (4):

G (S4-c) =9, (1) +op(2)+.. . 42,05+ a).

Par Papplication de la formule (5) on a

— (),

o,(1) =gt —a—a)=9,(a)+ Ao (1 —a)+ Al o, (1 — ) ot Al
i) =gplo—ata)=g,la) =N o ln—a) Ao (0 —a) o+ ALy, (0 —a),
D54t =wla)4- Ao (3) A w05 o AL o, (3),

Si on additionne par colonnes, en tenant compte de la formule
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sommatoire (3), on aura

Opai (34 t) = (s +a)v,(a)+ A o,(3)— o, (—a)]

-+ "\/-_"!4’7"5‘(:‘) - ?::(__ ”)] +e "\xLQ/l—H(:) — ’3/:»1("“ ’Z)j]’
ou, ¢n ]'(\“Hll'(]l“ll‘]l} que

‘:"’-.’/'(.“) - ?I{:) 'ﬁ’/ﬁ(”)v
(8) ".'4/,‘,,(:—[—~'(lf)::/}(l()A}—f.u/,((l)’iq(z)
AT (5) = AL ay(s) e AL, (5).

Les expressions (G) et (8) de o, (5 +a) ¢lant égales pour une
infinite de valeurs enticres de z sont M('nliqnvnmnl caales, puisque
ce sont des polynomes. Cette identité s’exprime en éervivant égalité
des coeflicients des o, ¢'est-a-dire

"JM,((/)“.:.:.(/((('),
AT =, (a),
AV AR
,\{:‘1 Al

Ve

| J——
At == AL,

/AN

En appliquant ces egalités aux valeurs 1, 2, ..., p— 1 altribuées
A p, onobtiendra les égalités saivantes ¢

A = Yo (),

A = A Vs, (1),

AL AL AL, (),

........................... ,

\;:l =A== (a),
o - A2 AL

/\;: ,\;: 1 ’\g ~/\1.

Quant i la valeur de AL elle résalte de Pidentite manifeste
(5d=vt)y = ola)-=w(35)
Au moyen des coeflicients A ainsi trouves, laformule (5) donne

(9) wplatay=w,(a) o, (a)yo(5)t . Ao la)o, (5)+9,(5),
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et cette formule Caddition sera veaie, quelles que soient les valeurs

des deux variables indépendantes = et a.

3. Par définition on a

s(z+4-1)...(s4p—1)
I.”..../)

9pl3)=

Supposons z entier positif; en multipliant les denx termes de Ja

fraction par
oo (s —1),

puis les divisant tous deux par
on obtiendra

(pa=1)(p =)o pa-35—1)
7
oo (35—

’T’Jl,(:;) f—

B N .
¢lest-a-dire
wp(3) =wa ((p 1),

vraie seilement pour z entier positif.
Soit Dy le nombre total des dérvivees d'ordre 2o d'une fonction de
me variabless ce sera le nombre des combinaisons avee répétition de

moobjets pris noaong ce sera done

l)/l

m o ’TJH (m )s
mais, m et n clant des entiers positifs, on a, d’apres ce qui préecede,
Gy lmy=1w, (n-41).

On pourra done cerire déefinitivement

l)ll -

m _::","/Il X(/' "!'—[)v

etocette forme présente lavantage de faire figurer comme argument
dans la fonction o précisément celui des deax nombres me, n qui ulte-
ricurcment sera considére comme essentiellement variable.
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II. NOMBRE DES TERMES l)’UN ENSEMBLE CANONIQUE DE DERIVEES,

1. Si un ensemble canonique I, formé avee des dérivées dordre n
d’une fonction de m ovariables est complet. Te nombre de ses termes
st

l)x::’?m l(/'+l)'

Supposons qu’un ensemble canonique E ait pour indices
AT AT R~ TR

et que e soit Pensemble complémentaire, les nombres T et ¢ de leurs
termes seront cvidemment lics par la relation

I' =D
Sto,=10na
Oy TGyt T (2T O,

et T est nul.

Supposons o, == o ¢l cherchons a caleuler 7.

On commenecera 4 (rouver en entier, dans e, tous les groupes (x,
correspondant aux exposants o, 1, ..., «,— 1 de drg; le nombre
des termes du groupe Gy correspondant & Pexposant ¢ ¢tant le nombre
des dovivees dordre no— ¢ d'une fonction de m — 1 variables, ¢’ est-
a-dire

b, ¢

o1
nos divers groupes G, donneront un nombre de termes

DY, =D e Dt
¢ est-a-dire

Dppea (10~ 1) A= Dy () A=Ay o (0 — o 4= 2),
ou, en vertu de la formule de sommation
Yy (00 A1) = (= — ).

Dans la portion restante de e nous trouverons en entier tous les
groupes G, qui correspondent i 'exposant o, pour dz, el aux expo-
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santso, 1, ..., o,— 1 pour dr,, el j:nnuis nous ne trouverons en entier
le groupe G, qui correspond aux deux exposants o, «,. Le nombre
des termes de ees groupes G, se caleulera comme précédemment en

remplacant
moopar m—i,

nopar n—do,
oy par o,

ce (llli (l()l]“(‘l‘?l
Y Ag(/l =) — D 2(“ A= =y ),

et ainsi de suite. Le caleul s"appliquera jusqu’aux groupes G, ., qui
donneront

O+t —oy— =y ) — (e — g = )

Enfin les groupes G, ne contiendront chacun quiune dérivée, ef,
comme e nombre de ces groupes est =, on obtiendra comme

H()IHIH‘(‘ (](‘ termes
T 1
ce (lll,()ll [)(‘Il[ ("('l'il'(‘

DA e o=y )= (A = e = Ty )

Finalement nous obtenons la formule

{10y '= oy (n-1) — Oy (11— )
""’7"/11 :!(“ 1 ——y) — Ym .!(”“(”_]"'“1“*' L)
I T T T T

Aoy (A= ==y ) — a (T — e Ty )

F o (= — ) = (e ey = )
En mettant ¢ aun Lea de ¢ paree que cette formule ne donne pas la

aleur de ¢ dans tous les cas, si %, == o on a

Slo,==10na
L= Yim—1 (10 -+ 1), t= o,
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2. Posons alors

Gy TS Oy,
Gl —_ (l“'Jr" 24
Ty =Gy Oy e S,y

et proposons-nous de démonteer que Pon a, dans tous les cas,

(11) L= G, (7 +41) — Pm (rn~+1—0,)
- ?//1—1(“ b1 ==—a,) _?m 1(” —]'I———Gl)
i

-+ Yo (10 41— T 55)‘—/-,"/'.! (“ -1 "_'Um«':)

-+ 0, (7013, ,)— (n41—ag,. )

I suflic de démonteer que, sioz,=1, clle donne o, (n+1), et

que, sioy == o, elle se rédaica Ta formule (ro).
Sioo, =1, tous les aulres = sont nuls et Pon a
(oI s S R - )

PIEEEN

Done, dans Pexpression de ¢, o partiv de la seconde ligne, les termes

se déetruisent et il reste

'{’m(" -+ l) - (,Dm(”')s

qui, envertu de La formule fondamentale (2) relative aux fonctions g,

se reduit hien i
(,Qm—fl(” 1),

Si, au contraire, «

Ly —— O, O d

e )

Ty Yy,

T Ty Py,
............. ,

Ty =yt Dy b Py ey

les deus termes de fa premiére ligne de ¢ se détruisent ef les autres

se reduisent aux termes correspondants de 5 ainsi ¢ se reduit a ', ce

qui achéve T déemonstration.
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3. L’('xprussi(m de ¢ pent se mettre sous une forme heaucoup plus
ntéressante.

On peut I'éerire

L= o, (n+71)
oy (A 1—0y) —o, (n+1—0)
oyea(n41—03) -2, (1 — T
o e e e e
o (=T, )=y (N 1—T, )

ou, par application de la formule (2) des fonetions o,

L=, (1) — 9, (1 —5y) — %, ((H—0)—...

- '-,7:!(/" =Gy ) e (=T )

La formule daddition des fonetions 2 donne

Y (10— Gl Y (—54) F"'J,(II)"J/,, 1 54) ... - Dy ,{/I)’Tq( gy )y, L,
(*?nr-l(l"~ 7y "_Jm I("“ Gy) o I,JI{”)V,J/H :'.(’" Ty) et ’,Jm I(’I)v
.............................................................. 5

’,J':!(”_"—/H ) = ?.‘1(”'7m 2) 5"{‘!("')?[( “Tmow) i ';".’(“)7

?I(” R l)::;?l( “Tm 1)""?1(”’ .

On est alors conduit & poser

[ oy =l 3y),
\m, o (= 5y) 5 (= 7)s
(1) oy == ) a5 ),
............................... s
Dy 17= Dy (— Tm—1) ?:(“" T w) oot Dy 1 (=5 ) = om (—254),

quantités qui sont formées avee les indices de Pensemble canonique
et ne conticnnent pas son ordre, ¢’est-a=dire qui resteront les mémes
quand on remplacera Pensemble considére par un ensemble dérive
@ordre quelconque.

En additionnant par colonnes, nous obtiendrons alors

t= ,7"/11(“ =) —'"51/1(”') ey

- /',’1(.”){[ ) ","2{”)(1 ) e = Dy plre) (1= oy ),
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et Pon en déduira

T = ’7"/11-1(” -+ ')_ :,"m(” -+ ')+ '{Jm(”)

Ay o () (U)o 0, (1) (1 ),

et comme, d’apres Ta formule fondamentale des fonetions o, les trois
premiers termes se détruisent, nous arrivons i la formule finale

(13) T =10, o () (a4, 4) -+ oD, () (1 my).

. Systives isrriaux ne Caseny.,

I. Considérons un certain nombre de fonctions w,, w,, ..., w, de

N N [l (
m ovariables e, ey, oo e, ob un o systeme el ay, oo e de o valeurs

initiales de ces variables.
A chaque fonetion w, faisons correspondre 7z nombres entiers

gl e, L, g,
positifs ou nuls, Te premicr ne pouvant etre que =éro ou un, e, dans
ce dernier cas, tous les autres étant nuls.

Relativement i la fonetion w,, considérons :
Sio, = 1, lafonction w, des variables 2, v, o001,

dans
due; A=,
io; N S
i l).l'l’ 9 4)_,"{-’! 7
puis les fonctions de g, oo, obtenues en faisanCa, = o, v, =

dans

% a* i,
R R P " e 2
) et

ot ainsi de suite, el enfin les fonetions de @, obtenues en faisant

g e e et e ' dans
Xy == 'l'l’ Ay - '1';:’ I R I'/u | als
4 i st 7 g ol
,)1,0...-/",,, tu, G Ty ;11,,[, (JEE e Sy '”i
( i ’ o ) ? crt 0 o o :
2R BT B Rl v, odaFesdr,, dordv ot )y deen
! mou ! mooa -2 w1y

927
Ann. F. Norm . (5), XXV, - Juns 1goR. 2
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Ges fonctions, considérées comme connues, font connaitre immé-
diatement les valears, en 2, 20, ..., 20, de certaines dérivees de w;
d’aprés une certaine loi. Parmi celles qui ne sont pas ainsi détermi-
nées, considérons-en un nombre fini.

Nous définissons ainsi, pour les p fonetions w«;, un certain nombre
de fonctions et constantes initiales. Un tel ensemble de conditions
initiales sera appelé un systéme indtial de Caucly pour les fonctions w,,
Ugy oy tt, des variables x,, ..., x,. Ge systeme initial est deéfini com-
pletement par les nombres

i i i
Zys Gy ey Dy

et par Pindication des deérivees, non fournies par les fonctions ini-
tiales, que Pon considere comme des données initiales. Soit 15/‘ le
nombre de ces dérivées relatives i,

Le Tableau

1 1 1 1
Doys Zs LR Zm s Zma
o oy ot o
2 2 ’ T Do

. ey e ey cee ey PR

r r r 4
I s IO ] P Zon

sera alors appele le Tableaw des nombres fondamentawr du systéme
witial de Cauchy, et nous remarquerons immédiatement qua toute
Jorme canonique d'un svsteme differentiel compatible le théoreme de
Gauchy gencralise fait correspondre un systéme initial de Cauchy
ayant precisément pour nombres fondamentanx ceux de la forme
canonique el quiune intégrale est completement determinée par ee
systemme initial.

2. A ladétinition précedente nous ajouterons les suivantes. Consi-
dérons un systeme différenticl S, 4 p inconnues et me variables, qui
soil compatible.

On sail qu'on peat certainement [e metire sous une forme cano-
nigque qui donne lieu aux propriclés suivantes :

12 Les ¢quations S sont distinetes, ef toufe cquation déevivee d'une

cquation de S figure dans S ou est une conséquence algéhrique des
equations de S
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20 Le systéme S est partage en systémes l)urlivls S, tels que toute
équation de S, soit ordre » el ne puisse pas étre véduite & un ordre
moindre en vertu des antres équations de S,

La mise sous forme canonique, tonjours possible, montre la possi-
hilite d'obtenir, pour le systeme proposé, des formes satisfaisant aux
deax conditions précedentes.

Sioun systeme est mis sous une forme ot la premicére condition seule
est réalisée, nous divons que le systeme est complet.

Siles denx conditions sont réalisées, nous dirons que le systeme est

ordonné.

3. Nous ferons immédiatement une remarque importante pour la

suile.
Considérons une (ransformation ponetuelie

7y /I()'! 5,)1117‘17 w‘/l)v
.............................. 5
v.'ym; () ’ ‘/')7
s Vs Vs 5‘[1),
.............................. y
T I:/'{.}’lv s Vs Ve e V)

Une telle transformation transformera une ¢quation d’ordre 7 en
une ¢cquation d'ordree et des cquations distinetes en ¢quations dis-
Linetes.

Done si, partant d'un systeme S, on applique la transfolmation
ponctuelle successivement & loutes ses cquations, le systeme (rans-
formeée, (el quiil est obtenu, sera complet st S est complet et ordonnd

st S est ordonne.

Ao Enfin nous devons faire une remarque que nous aarons souvent
a utiliser.

La démonstration du théoreme de Gauchy généralisé prend comme

. | ’ ’ . . ) . . ’ . N
point de (hlp;u't les dguations prencepeiles, o est-a-dire les Cquations S,
a partir desguelles Tes ensembles canoniques par rapport auxquels
sont résolus les systemes suceessifs S, 0,8, 4, ..o sont les ensembles






