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SUR LES I N V A R I A N T S
DES

S Y S T È M E S D I F F É R E N T f E L S ,

PAR M. ÉTIÎ E DKLASSUS.

INTRODUCTION.

Dans dos Mémoires an té rieurs ( 1 ) publiés en i8<)() et 180)7 , je me
suis occupe des systèmes différentiels quelconques, et le Mémoire
actuel est le développement de résullals que J'îH ohitiiiiis récemment
en reprenani l'étiide ( l ( t c^^s ( j ( i ( îs( ions. Aussi, sans qu'il soit iKîcessaire
de le rappeler chaque fo is , j 'emploierai conslammeni les notat ions,
locutions e(, résultais contenus dans ces Mémoires, et notamment dans
celui Sur l'exien.îilon du l/iron'me de Cauchy Clux systèmes les plus ^ené-
raux d'éyuaUo/is aux dériwcs parUcllcs.

On reconn^ut inirnédialement qu'un même système (lillerentiel peut
éire mis de diverses façons sous for/ne ca/ionu/ue et que ces diverses
formes conduisent, a des façons bien différentes de déterminer l'inté-
grale au moyen de fondions et constantes initiales. Par exemple, le

( r) Sur /,'e.i;l<tm•lon du 1/iéorcr/fc f/c Oflucfff aux s/stèmcf; les pliu ynéraux d'équa-
tlorin au,r (U'r'wwK parlîcllcs {An finies de l'Ecole Hormcdfi supérieure, 1896) .

f 2 ) Sur to transi ()rinfUlons et l'intégration des .sjsternes d/j/'é/'enilelv (.//finales de
l'Ecole Normale supérieure, 1 8 9 7 ) .
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système canonique

au àv Ou, , „ . , ,— ==o, — -= —— (^, p fondions (le .r, y, 3)ûx ox ôv "

déf in i t , par app l i ca t ion du théorème de Cauchy généra l i sé , u n e i n î é "
grale au rnoven de deux fonc t ions i n i t i a l e s d é p e n d a n t toutes deux de y
et z. Mais ce système peut être mis sous la forme c a n o n i q u e

à'2 u 0* n à1 u à2 n ()2 F
~J^ 1= °7 7)^)y ^ oî (Ï^h ̂  oy "ô^ =: ~^"^y '

à2 if à12 f r)2 (? _ ( ) ( / __ ôd û^
1}V7}ï ̂  j-ïT^ î J^ """ oy r7ï ""̂  oî 'ôy ^ <7^î

et, sous celte nouvelle forme, le même théorème de Cauchv géné-
ralisé détermine une intégrale par trois fonctions in i t ia les , deux
dépendant de y et s et une dépendant de ^.

Existe-f-il des relations entre, ces divers systèmes de fonctions et con-
stantes initiales fournis par l uppitcalio/i du théorème de CaKc/iy généra-
lisé aux diverses formes canonu/ffes d'un mfime. système (/i/férentici?

Si l 'on se place au p o i n t de vue a n a f y ( i ( | n e p u r , on s a i t ( j u e les fonc-
t ions a rb i t r a i r e s e n ( r a n t < l a n s l ' i n t é g r a l e ^ 'énérale n ' on t , ii la r i g u e u r ,
a u c u n e i m p o r t a n c e , ne c o n s t i t u a n t q u e des moyens p lus ou m o i n s
commodes de grouper les c o n s t a n t e s î i r h i l r a i r e s en n o m b r e i n f i n i q u i
f igurent dans r i n t é ^ r a l e générale. Mai s , si l 'on s ' assn je t l i t , à n ' i n i r o -
du i r e que des fonct ions a rb i t ra i res acceptables sous la seule c o n d i t i o n
d'être ana ly t iques , on o b t i e n t déjà des g roupement s p r é sen t an t i ncon -
tes tab lement u n cer ta in intérêt , et s i , en ou t r e , comme cela se pré-
sente pour les systèmes initiaux de Cauchy f ou ru i s par le théorème de
Caucby général isé , ces fonc t ions i n i t i a l e s se s u i v e n t s u i v a n t u n e lo i
régul iè re et ont u n e s i g n i f i c a t i o n géométr ique évident , ces ^ ronpe-
m e n f s s ' i m p o s e n t et l e u r é lude est nécessaire.

La réponse a la q u e s t i o n q u e nous venons de poser nous est f o u r n i e
. par des invariants, c'est-à-dire par ce r t a ines q u a n l i t é s formées avec
les nombres f o n d a m e n t a u x des (ormes c a n o n i q u e s et q u i r e s t e n t i n v a -
r ian tes q u a n d on passe à u n e au t re f o r m e canon ique . J ' a i exposé d e u x
métbof l e s pour les o b t e n i r ; la p remière est p lus s i m p l e et les donne
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simultanément, mais j 'a i néanmoins } e n n h exposer la seconde, oui
les donne de proche en proche, car c'est elle qui m'a condu is a celle
notion d ' invar ian ts et. qui m'a permis de ( rouver leur loi de f o rma t i on
an moyen de ( o n c t i o n s qui se p résen ten t dans l 'analyse coinhinatoire
élémentaire.

Ces invar ian ts ne font pas que donner la réponse a la quest ion
posée. Ils ont, une portée bien plus considérable, comme on le verra
déjà dans ce Alémoire, et ils semblent, devoi r jouer u i î rôle impor tan t
dans la (béor ie des sys tèmes d i f f é ren t i e l s , pr incipalement a propos de
leurs t ransformat ions.

I. •— Formules et remarques préliminaires.

I. SlïK LES EOHMIÎLES DE COMBINAISONS.

i. Nous poserons

, z ( z 4- l ) . . . ( 3 4-- p — 1 )( :i ^ ,3 ^ :- : —————————————L———— .
1 . - . . ./>

Cette fonc t ion de ^?, qui n'est dé f in ie que pour les valeurs ent ières
et posi t ives de l ' indice />, est un polynôme ent ier de de^'ré p en s, e t ,
pour c" en t i e r et positif, elle a pour valeur le nombre des combinaisons
de z o b j e t s ^ » a / ) avec répél i( ion.

On vérif ie imméd ia tement la formule de récurrence

( ^ ) ?/.».. i ( S -h « ) — ̂  +. i ( ̂  ) -h ^p ( ̂  -1- i ),

et, si on l ' a [ ) i ) l i < ) 0 ( 1 success ivernent ;<

^, z +- i, . . ., •; •+• // ( A ent ier positif),

on obtient

( 3 ) ^ p ( ^ ) ~-\- ?/, ( ̂  4" î ; 4-. . . 4- ^p ( -3 4- A } == 9/,..̂ .i ( s + A ) — 9 .̂,,.i ( ̂  — j ),

et, |»lus particulièrement, en faisant z == i, h •== A — i,

( /; ) ?// ( r ) "i- ?/' ^ 'lî ) -^ - • • +1 ^ r ( /tl' ) ̂  ^/^<")1 ( /1 )•
y/M//. /';r. ./V^/vr/., (3), X X V . -- JriN 1^08. 33



258 K. D K I A S S U S .

2. La formule d'addition de In fonction ̂ /^) étant nécessaire pour
la suite, nous l 'établirons de la façon suivante :

Puisque o,, s^, ... sont des polynorues ent iers de degrés succes-
si fs i, 2,..., on peut successivement exprimer ^, ^, ... linéairement
au moyen de ^, de 9, et 9^ • ' • ? (tl t()ul polyi^î»^ entier de degré/.»
pourra s'exprimer l inéairement an moyen de c/, , c^, ..., 9^. En parti-
culier, a étant une constante,

9 / / ( ^ +^)

sera un polynôme (le de^ré p et l'on pourra écrire

( 5 ) 9,,(^4-^) =9/,(/<) 4 -A Ï9 i ( . s } "t-A;9^) 4-. . . A;;9/,(:0,

les A. étant des fonctions de a variant avec / ) et qu'il s'agit de déter-
miner.

On aura de même

(6) 9^,.,.i(^4-CT) =9,,.,.i(a) -4" A y 91 ( ^ ) +• A ï 1 1 ^Js) 4-. . .-h A};;:; 9,,, i ( s ) .

Supposons maintenant que a soit un entier et que ^ soit un autre
entier assujett i à l 'unique condit ion

( 7 ) Z 4" ^ / > I .

lAsxpression cp^,f^+a^) pourra s t ^ calculer par l î ( (ormule ( ^ } ;
mais puisque, en vertu de (7), ^ "h ^ es( un entier supérieur à l 'unité,
elle pourra aussi se calculer par l 'application de la formule ( f \ ) :

9/,..,H ( ^ ••4- a ) =: o/, f l ) • t- ^p ( 2 ) 4" . . . 4- 9// ( s 4- ^ ^.

Par rapplicafion de la formul(k ( ;*> ) on a

c p ^ ( i ) = 9 ^ ( 1 •— a -4- ^) -= 9/,(^-) 4- A/i' 9 ) f i — ^ } 1-111^-1 A^ ̂ .A \ — a) .-h...-1}- A.{; ̂ p( i .--.^),
9^ (2 ) :=9^ ~a4" r/) ==o,,(^) -+• A^if '-! — ^ ) -(- AC^^ ' Î - - " ^ ) l-r-...+A{;9/,(^ — a),

9^ ( ̂  4- ff ) ^ 9/^ a ) 41" A.ï 91 ( z } "•i-- AÏ 9;; f ^ ) 4"... 4- A {; 9,/ ( z ).

Si l'on additionne par colonnes, eu tenant compte de la formule
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sommai oi re ( 3 ), on a n r a

9^+1 ( 3 4" rt ) := ( .3 -+- r/ ) o/, ( a ) -l- A// [r^ ( 3 ) — 9a (— a \
L // I" r'1,

yp+Ï \ ̂  -r- f< ) — ^. -' -T- < i ) y/, \

+ A7: 1 ^ ( 3A/;' [ -?;, ( 3 ) — 9..; (-—- a )] -4-. . . + A ;; [ o/^-. i ( ^ ) — cp^-i- i (,— ^,)],

ou, en re marquant que

^ ^ / , ( a ) "^ 91 ( .3) 9/^),

( 8 ) y/, .M ( .,3 -t- a ) == 0 ( ̂  ) 4- 9/, ( </ ) 91 ( .3 )
-h- A ̂  (;; ) ^- A ï ? "> ( 3 j -i-... -+- A (; 9 /„. i ( 3 ).

Los expressions ( ( i ) cl ( ^ ) de 9/,,i (s •-+" a/) ^^nl égales pour uin1

infinile (It* v î t i eu rs en l ieres de ^ soill. i de i» ( i< j i i e ine i t l e^des, piii^qîi^
ce sont, des polynômes. Celle iden( i (e s 'expr ime en écrivant Pénalité
des eoe f f i e ien îs des c^, <^es î -a -d i re

^, i ( ^ ) =: 0 ( ^ ) »
A^'^-?^^) ,
A^ 1 i-::.Aï,
A7;" •, : " . : AÏ,

A /' i 1 .„„ A ^
• ' / ' l 1 --" • * / ' •

En ; ( j ) [ ) l i q î i a î i l et^ c^-ali les aux valeurs i, 2, ..., p -- - i aitribuées
à />, on ohl iendra les e^ 'a l i jes s i s i van ies :

y; -=^, , (^) ,
A7: -^A/" lr:..r9^.„„,,(a),

M ^A'; 1 := A/'-2-::•:. ^/,-. :;(^;

A ;; '-1 rr::: A ;; " l =: . . .== A ï •:-= A ï ̂  9, ( «) ,
A$; -= A;; l- l^-. . . •"A;•- l l l l : • l l- :Ai.

Qnani a la valeur de A ] , elle resnile de l ' identi té inanifeste

9^ ; -i- ^ ) ~- ^^ a ) 4" 9i ( 3 }.

An moyen des coe f f i c ien ts A a ins i t rouvés, la (bnnule (^) donne

(9) 9,, (3 4-- a) •= 9/,^/) + 9,, i (^; 9 1 ( 3 ) 4-.. . -h 91 (^ 9/;-i (^ ) 4- 9 / / (3 ) ,
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et cet te formule d'addit ion sera vraie, quelles que soient les valeurs
des deux variables indépendantes ^ et a.

3. Par définit ion on a

^ ^4-0...(^-h/^i)j ^ . ) ^ ^^ ^

Supposons ^ ent ier positif; en multipliant li^ deux (.(U'UK^S de la
f rac t ion par

i . - ; > , . . . ( . -—i ) ,

puis les divisant tous deux par

i. 9 . . . p,

( p 4 -1 ) f p •i- •>- ) . . . ( r -i.. .-,̂ (, ^ :,:: ———^_^^——

e/est-a-dire
9/.^) ̂  ?^^/-* -4- ï ) ,

vraK1 seiileinent [)onr z (ai l ier j^ts i l i l * .
Soit 1)^ le noini)!^1 î o l a l des dér ivées d'ordre //. d ' ( j t i ( 1 fonct ion de

fn vai* iables; ee sera le nombre des combinaisons avec répéti t ion de
rn objets pris //. a H; ce sera donc

l);;/ :•:,- " j , , ( ni ),

mais, m et n étant des entiers positifs, on a, (Papres ce qui précède,

9^( /n ) == 9,,/,,.i(// -+- ï ) .

On pourra donc écrire déf in i t iveinent

D;;/^ 9/ , / , , , , ( / / 4 - î ) ,

d cette fornie [n'esonte Favanta^ de fairî1 figurer (•oinm<1 argument
dans la fonction ^ précisément celui des deux nombres m, îi qui ulté-
rieurement sera considéré comme essent ie l lement variable.
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I I . NOMlirJS DES T E H M E S D ' U N E N S E M B L E CANONIQUE DE DÉIUVÈES,

i. Si un ensemble canonique E, forme avec des dérivées d'ordre n
(Fune fonction de m variables es! complet. l ( ï nombre de ses termes
est

I);;,-=^/« i ( / / 4 - l ) .

Supposons qu'un ensemble canonique E ait pour indices

^0, ^1, . . ., G/^ 1,

et qiK1 e soit l î ( t nse în l ) l ( t eonijtlénK^nlaire, [ ( ^ s nomhres T et / de leurs
termes seront ev idenîntenï lies par la relation

T-4^-=!);;/.
Si a,, == i on a

a, 'T-: (7^-=. . .•= a/// . ,1 =:o,
e t T est mil.

Supposons a^ :== o < » ( , eherehons a eale-uler /.
On commencera a j ronver en enl i t^1 , dans ^, tous les ^rou[)es (j,

correspondant aux exposan ts o, i, ..., ry^ — i de ôj^ ; le, nombre
d^^s termes du ^roiipe (;, cori^ïsi ïondant à rexposant i étant le nombre
des dérivées d'ordre //. — / d'une fonct ion de //?. — i variables, c'est-
à-dire,

I ) / / /
" / n i i

nos divers groupes ( » , donn f î ron t lin nombre de tennes

î } " »L_ l } ' 1 ' 4- .4- ( ) / / - % ] 4-1
"/// l 1 î / / / t 1 ' • • " ' "ni 1 »

c'est-à-dire

9//, .,,.2 ( // -t- l ) 4- ?///-2 (' fl ) -+- • • • 4-9/// 2 ( ^ — 0 1 + ^ ),

ou, en vertu de la formule de sommation

o/,, ..i { n - i - î ) --• ^///.„„.! ( //. 4- ï — V'\ ) •

Dans la portion restante de e nous trouverons eu entier tous le&
groupes Gy qni correspondent à l'exposant a, pour àx^ et aux expo-
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santso, i, ..., a ^ — ï ponr^r^ el jamais nous ne trouverons on entier
le groupe G^ qui correspond aux deux exposan ts a,, a^. Lo nombre
dey termes de ces groupes G^ se calculera comme précédemment en
remplaçant

m par / /? — i,
n, i);ir fi — ai,

ai p<ir a,),
ce (jui donnera

?/// • 2 ( l l -r- ( — 5<i ) — ?//^--^( ^- 4- i — ai — c^ ),

et ainsi (le snile. Le caleul s 'a|) j ) l i ( | i ier<i jns?]!! '^!^ ^roii|)es (« / , / , .? <|ni
donruM'ont,

rp^ ( // ̂  i ̂ - ^, -— . . .....-,- y , ^ _ ^ ) — ̂  ( //. ..+- i — a, — . . . ••— a//,..,...; ).

Enfin les ^'rounes <«„/ i ne e o n f î t ^ n d r o n t eliaenn ( s n ' i i î t e dérivée, ei,
coninie le nonil)!^1 de (•es ^Tonp^s est a,,/^.,, on ob t iendra eonnne
nonjl)re de (erines

y'ni i.
ce (jd'on peiit ec r i l ^ *

t^{ n ,,4.» ï .„.. y^ ̂  . _ __ y,^, ̂  ) —— ^ j ( ̂  -.-;.- I —— ̂  —— . . . —— a,/,.., î }.

Finalement nous oblenons la forninle

( i o ) // = cp//,_,.t ( //- -h l} — 9///,.-„ i ( // -h ( — %i )

"+• ^m ^ n •4- 1 —— 0] ) — O// / , „,. (' // 4- i 1-1-11- ^i --- ^î }

+ 9 ^ ( / z 4- i — a, — . . .— a//,-...;;) — 9^ n 4- i — a, — . . .-•- a^,-^)
-4- 9i ( / / -t- i — ^i — . . .— a///,.....} — 9 i f //. -|~ î — ^i — . . .-- a/^.,,, ).

En nietlani / / an liesi de / parée que celle lorînule ini donne pas la
valeur de t dans tous les cas, si a^rrr; o on a

t =:: ^;
si a,, = î on a

/ = Ç'//,~-.i(^ 4" î ) , ^•—.- 0.
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'î. Po soi"! s alors
c7,, =-= a,,,

o-i == </o-+- ai,

0-2 == a,)-4- ai -r- a^,

cr/// î -= a,, 4- ai -t- . . . 4- a//, ...,i,

(il Dr oi) osons-nous de dèmoutrer (jue l'on a, dans tons les cas,

( r î ) ^= q ,̂ ( //- -h î ) — 9//<, ( //- 4- î — o-,, )

-4- 9//,-i ( //• i" î — cr,, ) — o/// . 1 (' //.. -)- î -— o-i )

-4- 9,; ( // 41- î — '7,i, :{) — ^2 ( /^ 4- î — CT //,„.>/)

4- cpi ( //, -h î --- o-,/, ..J — ^1 (//. -h î — ^,n î )•

II surfil do, (h'tnionhTr ( [ (Hï , si a,, = î , cllo (lonn^ 9//^,(^4-ï) , el
(KK*, si a,) =r o, (die. s( t r ^d i s i t a la formule Û°)-

Si a,, —: î , tous les aulr^s 7, soni i s s i l s ( î f l 'oiî a

0-., 11-",;: O-, .ir::- . . . •—. <7,,, ̂  .:::= f .

Donc, < l a t i s IVxpiTssion do /, a |)ar(ir (b la s o c ^ o ï K l î - li^'ne, les termes
se détruisent et il reste

9^(/ / . 4- î ) —cp^ (//,},

qui, eu vertu (le la formule (oudameutale ( 2 ) re la î i ve aux fonctions ̂
se réduit hieii a

^,n.-.^n 4- U.

Si, au < 1 outrai re, r/^— o, ou a

o-,, ;-.::;: <•.),
^•i •=-ai,

a., — ai 4- ̂ ,

IPS deux larmes di1 la^ première li^ue <le / se détruiseut et les a,ul.re&
se réduiseut aux ( e r i t K î S (•oi 'r i^iîOil i lauts de / / ; aiiisi / se rédi î i tà^, ce
q 1 1 . i a cil è ve, la d <'.; i t i o î » s I. ra t i o u.
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3. L'expression de / peut se mell;re sons une forme beaucoup plus
intéressante.

On peut l'écrire

t = ©^ ( / / -h i)
-1- 9^_ i ( /< 4- r — c7(-, ) — ©/ / / f /z 4- i — 7,, )

4- 9/,,,..2 ( //- 4- t — 7, ) • - 9/^.. i f / / . 4~ t •~- 7i )

_ 9 ^ ( //, ̂  ( _ r j ^ . j — 9^ ( // -h î — C7,// ,.^ )

— ^i (//. -r- i — o"///......i ),

ou, |)ar ap[) l ic i î( ion de la formule ('2j dt^ fonclions o,

/ -z 9^/ ( //, -(- \ } — ^,,, ( ft. — '7,, ) --- ^,,1 ) ( / / - — 7i J -—. . .

— ^^(n — y,,, . ;.) -- ^ j ( //. 4- 1 -— 7 in î ).

La fornuilt1 d'addit ioi l des ("oi icl ions ^ donne

m,^ (n — 7f) ) ":"- ^,ii (— cr,,} 4-" ^i ( // ; O/// î ('--• '"7(1 ) • (--. . . • • • • ^,,1 î ( n ) ^1 f - • îr,, ) - i 9//, (' // j

9 ///... î f // •— cr i ) ;; -•- 9 //, . î f - ~- cr î ) i 91 { i i } 9 // / ;; ( ••-• '71 ) i - . . . • • t - 9 /// î ( i l } ,

9a ( ̂  — y / i i «j ) ":::: ̂  ^ 1 — 7//, ^ ) - i • 91 (' //. ) 9 ; ( • a-,,, . ^ ) i 9, f // ),
91 ( /< -h f - - CT,// i ) == 91 (...... y//, i ) - }•- 91 C n ) " i • î ,

Ot» est alors coud 1 1 il a poser

0)0 ~= 9] ( - • C T o ) ,

r.)l r-:: 9 i f — ' 7 i ) 4- 92(--" ̂

( l2) ' (o^ rr 91 ( — c?-a ) 4- 9^ f— '7, ) 4-" 9:; ("-"- î?-,, ),

^i^ i =• 9l (~ '7^-1 ) "-{- 9;;(— 7///. y ) 4- . . . 4- 9///.-, i (— 7, ) 4- 9//, (— On ) ,

quantilés qui soni formeos avec les indices de rensemfde eanoni ( ( i ie
et, ne coiilionnent pas son ordre, c'esl-a-dire (jili resleroni les nienK^
qualHl on remplacera l'ensemble considère par nn ensemble dérivé
(l'ordre quelconque.

En addit ionnant par colonnes, nous obl iendrons alors

t •=. 9,/, ( n 4- f ) — 9,// ( // ) -"--1 — ^// „ i
— 9 i ( / / ) f l 4-"^//,.-J — 9J^)(l 4- ^,n .,,) — . . .— 9///....i(^; f î 4 - - r,),,),
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et l'on en déduira

T •=.. ^/ / / „ ; ( // -4- i ) — c?/ / / ( //., -|- i ) -t- 9/// ( n )

--1-. i ̂  ,,^^ ^ 4. ^ , ( ' / / . ) ( ( 4- <<) / / / - - 2 ) -4- . . . -h 9//,.. i (' //. ) ( l 4" ^»(, ),

et, comme, d'après la formule fondainenlale des lonclions ^, les (rois
])re!nie!'s ê t ^ ' ê ï i e s se ( lét ru iseni , nous arrivons a la forîmile f i i i a l t *

( î 3 ) 1' ~ l 4- r») / / / -. i -h 91 ( // ) f 1 -4- r '» / / / :; ) -r . . . -r- ^ / / / -1 ( // ) ( I -I- ^>(, ).

III. Svs'ri'-;MI-:S IM'I'IAUX DE CÀ'JCJIY.

I, ( î o î i s i d t ^ ' o i s s nii eer( ;Ni i no i t i l ) ! ^* de fonel ions / / , , n^ . . ^n . , d(1

ni va! ' ia l ) )es .r,, .r^, ..., ,v,,, d nn sysle i t ie .r^, .r"0, ..., ..r̂  d(1 valt^.urs
iî l i l iales de ces var iab les.

A ehauue (o i t c i i o î i / / / l a i so i ss eor res j iO îK i re /// iioinl)i'es entiers

positifs on nuls, le preîHhT ne pouvant elfe (|ne zéro on ///z, ( ^ î , dans
ee de r i s i e r cas. Ions les a n t r e s e lan t ns i ls .

i^dai ive i i îent ;» la (ondion //,, e.onsiderons :
Si oî» •— j , la fonct ion if, d f^ .s var ia i ) Ies .z'i, .r^, .. . , .r,,,.
Si a^ — i, les f o n c t i o n s de ,r.., ..., .r^ ol)!^*!!^^ en faisant x^-^-x^

dans
i } i i i ^' / i- l///•//n ^.r,î " ' î ^rï?

pnis l î ^ s fone-t ions de .r;;, ..., .r^ o ! ) {ennes en l 'aisanl./r, =-=• .r^, ,r^ :::= .r!I
dans

^%', /^. ^:/.', ; i ̂  ^%', i y.', i i , ^

O.r^^ ( ) , r ' ^ f ) . t ' ^ '' f}./-^ ().r^ I î

el a ins i de suite, el, enf in les (onc t ions de .r,,/ oh fennes (M» faisant
a-, =,= .r^ .r, —: .r!;, . . . , .r^, , =- r^ , dans

^ »...... > a;,, , ̂  ^ ^ ̂ ^ i - . . . • a,,, ,,.i. l ̂ . ^ ̂ ^''i! illl̂ l̂ll̂ ^^_^^, ^ .̂̂ ^^ , ..., ^ ̂  ̂  ̂ ^^^ ̂ ^^^^ ^

y /
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Ces fonct ions, considérées comme connues, font cou 11 a sire imrné-
diatement les valeurs, en .r^, -r.0, ..., .2'^, de certaines dérivées de if,
d'après une certaine loi. Panni celles qui ne sont pas ainsi détermi-
nées; considérons-en un nombre f ini .

Nous définissons ainsi , pour les p f onc t ions a^ un cer ta in nombre
de fonct ions et constantes initiales. Un tel ensemble de cond i t i ons
ini t ia les sera appelé //// système i n i t i a l de Cauelfy pour les /'onctions u^
u 2 1 ..., Up (1(^ veina blés .2' i, ..., .r,̂ . ( \ < 1 s y s t. é ; n ( v i n i ( i 'à 1 e s (, d é ( i n i com-
plètement par les nombres

et par l'indication des dérivées, non fournies par les fondions ini-
tiales, que l'on considère comme des données in i t ia les. Soit a^ le
nombre de ces dérivées re lat ives a / / / .

Le. T a b l e a u
y. ^ 'y. ^ ... y. ̂  y ^^/
a,;, a", . . . . y . ; , , , , a-,

yf y/' r/f' y^'•^-o » ••" i î • " • i " " n i i 1 " " / i l

sera alors appelé le Tableau, des nombres fo/uinfne./uau.r (la sYsf(''nie
inituil de ('auelfY, et nous remarquerons immédia tement ([n'a ( o u ï e
forme ca/ionicnte d''un système < l i f 1 e r e n l ici compa t i b l e le ( béoréme de
Caucby ^'énéraiisé (ait ( • ( ^^ " (^ ( (ondr t * un système i u i f i î d < ! ( » Caucl iy
ayant précisément pour nombres fondamentaux ceux de la forme
canonique et qu'une intégrale est complètement déferminée par ce
système initial.

î. A la déf in i t ion précédente nous ajouterons les su ivantes. Consi-
dérons un système di f férent ie l S, i» j î inconnues ej./// var iab les, qui
soit compatible.

On sai l , qu'on peu! certainement le meth'e sous une forme cano-
nique qui donne lieu aux propriétés suivantes :

î 0 Les équat ions S sont d i s t i n c tes , et t o u < e équat ion dérivée d'une.
equahon de S f igure dans S ou est une conséquence algébrique des
équations de S ;
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2° Le système S est par fumé en systèmes part ie ls S// tels que toute
équation do S// so i t d'ordre n et ne puisse pas cire réduite à un ordre
ni oindre en vertu des ai lire, s équations de S.

La mise sous forme canonique, îoujours possible, montre la possi-
b i l i té d 'obtenir , pour le svsiérne Droposé, des formes sat is fa isant aux
d e i i x e ou d i ( i o 1 1 s [ ) ré e ('k ( 1 e n î e s.

Si (in sys tème est mis so ies nne forme ou la première cond i t i on seule/
est réal isée, nous di rons nne le système est .complet .

Si les deux eondihons soul réa l isées, nous (lirons que le sys tème est
ordonne.

?). Nous ferons in imédia jement une remanjiie iinportanle pour la
sui te.

Considérous nue (ransf 'ormat iou ponctuel le

. / • i :: j\ (ri, . . . , , » / / / ; ci, . .., c^),

• / ' / / / ̂  j ' n , ( y \ ' , • • • . y m'. ( ' i ? • • • • > ( ' / . } • >
/ / i -=. Fi ( y,, . . ., ;r///; ( ' i , .... (^),

/ / / , r̂: 1^, (yi, . . ., ^'//,; Ci, . . ., e/j,

llne (e l l e J rans fo rma l ion t rans fo rmera nne é( jua( ion d'ordre // en
une équat ion d'ordre n et des équa t ions d is t inc tes en équations dis-
t inctes.

Donc- si, parlant d'nn s y s t è m e S, on applique la transformation
ponctuel le success ivement a ( o u ï e s ses équat ions, le, système t rans-
formé, te l qu'il est ob tenu , sera complet si S est complel et ordonné
si S est ordonné.

1. luifin nous devons faire une remarque que uous adrons souvent
à utiliser.

La démons! ration du théorème de Caucby général isé prend comme
poi nî de départ les erniations' p / ' i ï u ' i p ' d e s , c'est-à-dire les équat ions S//
à partir desquel les les ensembles canoniques par rapport, auxquels
sont résolus les systèmes successi fs S^i...^ S^,.^, . » . sont les ensembles
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dérives de ceux par rapport auxquels sont résolues les équations S/,.
Si l'on reprend la démonstration, on s 'aperçoi t immédiat'emcTît qu'il

n'est pas du tout indispensable de prendre comme équat ions princi-
pales les équations S,/ qui correspondent à Vordre canonique n. On
peut, prendre comme équations principales n'irnporle quel système S,/'
pourvu que n1 soit au moins é^al à Fordre canonique; toutes les équa-
tions d'ordre inférieur à n' joueront le rôle d'équations auxil iaires, et,
comme les ensembles principaux auront toujours les mêmes indices,
la démonstration conduira, quel que soit n\ au menu1 système init ial
de Caucby.

Il en résulte que, dans tontes les démonstrat ions ou nons aurons a
utiliser le théorème de Cauchy généralisé pour un système d i f férent ie l
sous forme canonique, nous pourrons loujours, sans a l tè res* les résul-
ta ts , supposer aussi grand que nous voudrons l'ordre des équat ions
principales.

II. — Invariants.

I. PiŒMIKKl-; MKTIÎODS-:.

I. Considérons un système dit lérentiel S conipaî.ihl^ et ordonné»
Nous avons fait la remarque que, si l'on ell'eeiue successivement sur
les équations de S la même transformation ponctuelle, le système S'
transformé de S est, tel qu'il est obtenu, ordonné. Si donc on désigne
par N,/ et N^ les nombres d'é([uations de S,, et S^, on aura forcément

N,":.N/,

Si donc nous convenons d'appeler formes ordonnées d'un. système
différenUel S, non seulement les formes ordonnées sons lesquelles il
peut se mettre directement, mais aussi toutes celles sous lesquelles il
peu! se mettre après une transformation ponctuel le quelconque, nous
pourrons dire :

Le nombre N,/, quel que s o i t n, est invariant pour Ionien les formes
ordonnées d'un niêrne système différentiel.


