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ANNALES

SCIENTIFIQUES

DE

[’ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

SUR LA
THEORIE DE GALOIS
1w
SES DIVERSES GENERALISATIONS,

Par M. K. VESSIOT.

INTRODUCTION.

1. L’objet principal de cette ¢tude est Pextension de la célebre
théorie de Galois, pour les équations algébriques, aux équations
lincaires aux dérivées particlles, de la forme

Jd-r “ﬂ o
(1) o W-Z/u(!,/,, ""[")-(")Z;r =0,

et aux systemes complets de telles équations.

Cette extension a ¢té indiquée par M. Drach dans sa These (')
mais, 4 cause de certaines lacunes dans les ¢noncés el les démonstra-
tions, il nous a paru utile de reprendre la question, afin d’arriver a
des résultats bien précis.

Nous avons abandonné la méthode de démonstration de Galois, que
M. Picard (*) a réussi, comme Pon sait, 4 é¢tendre au cas des équa-

(V) Annales de U Feole Normale, 3¢ s6rie, t. XV.
(%) Voir, par exemple, le Traité d' dnalyse de M. Picard, t. HI, Ch. XVIL

Ann. Fe. Norm., (3), XXI. — JANVIER 1G0/.
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tions différentielles ordinaires, linéaires ct homogenes. Dans e cas
actuel, en effet, lemploi de celte méthode se heurte a %a difticulté ‘su‘w
vante : le passage d'une solution & une autre ne se fail pas, en géne-
ral, par des formules rationnelles. . '

La méthode que nous avons employce est toul analylique. Nots
Iavons exposée d’abord sur la théoric de Galois elle-méme, dans un
premier Chapitre. En voici le principe :

Etant donnée une équation algébrique, que Pon considere comme
remplacée par le systeme (S) des relations entre les racines 2y, ..,
et les coellicients, on étudie d’abord le probleme fondamental suivant:
Quel parti pewt-on tirer de la connaissance de certaines relations ()
CnLre L,y o .., Xy, CN 11,’(*/)1/)/(4 yant que des n/)(:'r'(llt'(m.s' rectionnelles? Notis
montrons que Pon peut déduire du systeme [ S, A} un systéme ana-
logue, dont le systeme |S, A ] admet toutes les solutions, el qui est,
comme nous disons, awtomorphe : cooqui veul dive que ses diverses
solutions se déduisent de 'une quelecongue Centre elles par les sub-
stitutions d'un groupe G, qui est dit le groupe associd an systéme,
ou simplement le groupe du systéme. On remarquera que (S) est déja
un systeme automorphe, ayant le groupe général pour groupe associe,

Des lors, si 'on se place au point de vue de Galois, e'est-i-dire si
I'on cherche & classer toutes les relations rationnelles en ey, oo, ),
existant pour une équation algébrique donnée, on voit que 'on pent
se limiter & ne considérer que des systemes [S, A rationnels of aunto-
morphes. Bt on arrive, presque immédiatement, au résultat suivant,
qui n’est qu'une forme da théoreme de Galois

1L existe un systéme | S, A ] automorphe et rationnel, tel que tout sys-
téme [ S, A] rationnel (automorphe ou non ) en admet toutes les solutions,
dés qu'il en admet une : le groupe de ce systéme est le groupe de rationa-
lité ( groupe de Galois) de Uéquation.

Il est du reste facile de déduire, de cet énoneé, 'énoned classique
de Galois.

Cette méthode montre lelien qui unit, dans cette théorie, lo point de
vue de Uinvariance numérique des fonctions des racines, auquel s'est
attaché Galois, et, aprés lui, M. Jordan, au point de vue de Pinvariance
formelle, qui semble avoir ¢té celui de Kroneckor, L'équivalence de
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ces deux manieres de traiter la théorie est (rés importante au point de
vue de ses applications.

On voit, enfin, par la marche que nous venons d’esquisser, le lien
qui existe entre Ie point de vue de Galois, consistant & examiner les
simplications que peut présenter la résolution d’une ¢quation donnée,
et le point de vue qui consiste i chercher comment on peut tirer parti,
pour la résolution d’une équation quelconque, de certaines circons-
tances particulicres données : point de vae qui fut celui d’Abel, et,
dans un autre ordre de questions, celui de Sophus Lie.

2. Dans un second Chapitre, nous appliquons la méme méthode aux
¢quations différenticlles ordinaires, linéaires et homogenes. Nous
complétons ainsi, de maniere a la rendre enticrement rigourcuse, la
démonstration que nous avions donnée autrefois, dans notre These,
de la double propriéte da groupe de rationalité de I'équation, Nous
montrons I'équivalence de I'énoncé que nous avions donné, conve-
nablement interprété, et de I'énoned de M. Picard.

La méme marche s"appliquerait plus généralement i des systémes
automorphes d'équations différenticlles, ordinaires ou anx dérivées
particlles, pourva que le groupe associé an systeme considéré (¢’est-
Ex-tf,liru qui, effectué surles fonctions inconnues, échange les solutions
entre elles) soit un groupe de transformations fini, dontla transfor-
mation générale soit définie par des ¢quations rationnelles.

L'extension de Ta théorie de Galois i de (els systemes a ¢(¢ indiquée
par Fauteur, pour les systémes d’¢quations différenticlles ordinaires,
et par M. Cotton pour les systemes ’équations aux dérivées par-

tielles (*).

3. Dans le troisicme Chapitre, nous commencons i nous oceuper
des ¢quations (1). Nous traitons Ie probleme préliminaire fondamen-
tal, ¢’est-i-dire que nous substituons & 'équation (1) le systeme (S)
des relations différenticlles liant &o¢, ¢,, ..., ,, les fonctions x, ..., x,
qui constituent »~ intégrales indépendantes de (1), ¢’est-d-dire une
solution quelconque de (1); et nous cherchons & tirer parti, par des

(1) E. Vesswor, dunales de la Facelte de Toulouse, 1. VI, H (§V). — Corron,
Comptes rendus, t. CXXXIV, p. 2g.
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opérations rationnelles, de la connaissance El'('.qualinns différen-
tielles (A), satisfaites par certaines de ces solulwx.ns.' ‘

On arrive 3 définir un ensemble, en général infini, d
automorphes (') dont les groupes associés sont d}l méme Lype, et
entre lesquels se répartissent les solutions da systeme ['b,,A]. Mais
aucun de ces systémes automorphes n’est rationnel, en général. ‘

On est donc en présence d'une difliculté toute nouvelle. Nous
I’avons tournée en montrant que Pon peut former rationnellement un
systeme automorphe, dont Ie groupe soit encore du méme type, qui
wadmette que des solutions de (8), el qui admette une solution
de (S), se réduisant, pour ¢==1¢,, a des fonctions rationnelles de
iy s Ly supposces données. A

Le dernier Chapitre est consacré a la discussion de la théorie
esquissée par M. Drach. Dapris ce qui précede, on voil que les sim-
plificalions qui peuvent se produire dans Pintégration d"une équi-
tion (1) donnée ne sont pas de la méme nature pour les diverses solu-
tions de I'équation. On obtient, dans tous les cas, les simplifications
les plus grandes, en se bornant aux solutions principales, ¢'est-i-dire
dans lesquelles @, ..., #, se réduisent, pour une valeur particuliere
t=1t,de ¢, & L, ..., {,respectivement. Nous arrivons, pour elles, i
I'énoncé suivant, qui est Nanalogue du théoréme de Galois :

¢ systemes

Parmi tous les systémes rationnels | S, A |, admettant une méme solution
principale, il en existe un, qui est automorphe, et dont chacun des autres
admel toutes les solutions. Son groupe est le groupe de rationalité de
Uéquation. Les groupes de rationalité correspondant & diverses solutions
principales sont semblables.

Nous indiquons diverses autres formes de cet énoncé; nous mon-
trons aussi comment il faut le modifier pour Pappliquer i une solu-
tion quelconque.

(') Nous appelons, généralemont, systéme diffirenticl awtomorphe un systéme diffé-
rentiel dont toules les solutions s¢ déduisent de I'une queleongque d'entre elles par les
transformations d’un groupe, effectuées sur les fonetions inconnues dans los Cyuations
qui définissent cetle solution. Le systéme (S) est aulomorphe; son groupe étant Ie
groupe ponctuel général. Les systémes automorphes ont €6 considérés souvent par
Sophus Lie.
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On peut, enfin, se placer & un point de vue tout dilférent, pour
caractériser une équation (1) qui est spéciale, ¢’est-h-dire dont le
groupe de rationalité n’est pas le groupe géncéral. On cherehe des
transformations Q qui, cffectuces sur 7, £,, ..., ¢,, el laissant ¢ inva-
riable, n’alterent pas Péquation (1). L'ensemble de ces transforma-
tions Q forme un groupe, isomorphe au gronpe ponctuel i 7 variables,
et dont les équations de définition sont rationnelles. Pour une ¢qua-
tion (1) donnée, on peut se demander quels sont les sous-groupes de
ce groupe, dont les ¢quations de définition sont anssi rationnelles, La
réponse esloque ce sonl lous ceux qui contiennent un certain
groupe (K), qui est isomorphe au groupe de rationalité de I'équation.
On retombe done sur des résultals tout i fait équivalents aux proce-
dents.

Tous ces résultats s"¢tendraient sans peine i des systemes complets
d'équations (1). Nous avons, pour abréger, Taissé de eoté cetle géné-
ralisation. .

Il serait naturel de chercher a étendre la théorie en remplacant le
systeme (8) par un systéme automorphe toutia fait quelconque. Mais
on s¢ trouve en présence de nouvelles diflicultés, sur Tesquelles nous
reviendrons dans une autre oceasion,

4 Gy

CHAPITRE 1.

SUR LES LEQUATIONS ALGEBRIQUES.

I. — Probléme fondamental.

1. Comme nous avons expliqué, nous nous proposons de reprendre
d’abord la théorie de Galois par une voie nouvelle, entitrement ana-
Iytique, que nous naurons ensuite qu'a suivre de nouveau dans les
Chapitres suivants, consacrés aux diverses généralisations de cette
théorie.
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Devant analyser les conséquences & tirer, pour une ¢quation u'l;,;(u
brique donnée quelconque, de Iexistence possible d(: relations
rationnelles entre ces racines, nous commencerons par aiter le pro-
bleme suivant, qui scra fondamental, dans notre méthode.

Etant donnée une équatior
(1) P(z) =a?—p ottt pyah e b (1) Py =0,
on suppose connuces une ouplusieurs relations entre ses FaAcCtnes &y, ..., 2,
(A) Guley, .., 2,) =0 (f=1,9,...,0),

rationnelles et enticres par rapport a ces ravines. Quel parte en peal-on
9

trer pour la résolution de P (x) - o
Nous remplacons, i cet effet, Péquation (1) par le systeme équi-
valent

. \ N
(8) z.’r; Py Z;I',-.I',, s Cy By

dont les »! solutions se déduisent de M'une quelcongue d’entre elles
par les substitutions T du groupe général de n lettres. Nous désigne-
rons par o une solution particulitre queleonque de (8)

() 2T oy (£ =1,9,,..,n),
et par To la solution nouvelle donnée par les formules
(To) Ta; = o (L1, ..., 1),

ot Ta; désigne, suivant Pusage, celle des indéterminées @, ..., @,
par laquelle la substitution T remplace ;. Nous supposerons les
racines de P(z) = o inégales, de sorte qu’étant données la solution =
et une autre solution o de (S), il existe une substitution T et une
seule pour laquelle To est identique & & : nous dirons alors que T
transforme ¢ en o',
’ s . N N . d ” 1

L’hypothese est que le systéme [S, A, formé de Pensemble des
tquations (S) et des équations (A), a au moins une solution. Nous
supposerons donc que o est une telle solution. I1 existe alors une fa-
mille de substitutions T, dont nous désignerons Pune queleonque






