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A N N A L E S
SCUÎNTÎFÏQUES

L'ÉCOLE NORMALE SUPERIEURE,

SUR. LA.

THEORIE DE ( « A L O I S
SES ,1)1 VERSES GENERA LBSATIONS,

PAU M. E. VESSIOT.

INTRODUCTION.

'I. I/objet principal de cet te étudt1 est l'extension (le la célèbre
théorie do (ialois, |)onr l î î s ( '^j i ial ioîis al^ol)ri( i î ics, aux équations
l ineairos aux dcriv^os j ïar l i fdlcs, do la f*()î*îï ic

n
< } < f ' ^^ , Ô,^

( , ) ^ - ' - i /^^"- - - - ' " )^-0 '
/'=;!

et aux systèmes complets de telles équat ions .
Cette extension a été i n d i q u é e par M. Drach dans sa Thèse ( l ) ;

malsy à. cause de certaines lacunes dans les énoncés et les démonstra-
t ions, il nons a para u t i le de reprendre la q u e s t i o n , af in d ^ a r r i v e r a
des résultats bien précis.

Nous avons a b a n d o n n é la méthode de démonstra t ion de Galois , que
M. Picard, (2) a réussi, comme Fon sait, à étendre an cas des équa-

( } ) Â/inales de l'École Normale^ 3" sârie, t. XV. 1 '
( ï ) roir^ par exemple, le Trailé (C Analyse do M. Picard, t.. liï, Cit. X V 1 1 .

//ti.n. F.c. Norm^ (^) , X X L — JANVIKH i<)o4. '-l
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t ions différentielles ordinaires, linéaires et homogènes. D a n s i c cas
actuel, en effet, l'emploi de cette méthode se heur te» à la d i f l i c u l t é su i -
vante : le passage d 'une solution a une autre ne BO iait pas, en géné-
ral, par des formules rat ionnelles.

La méthode que nous avons employée est (ont a n a l y t i q u e N o u s
l'avons exposée d'abord sur la théorie de Galo is elloménn^ dans u n
premier Chapi t re . En voici le pr inc ipe :

Étant donnée une é q u a t i o n a lgébr ique, que l 'on considère connm»
remplacée pa r l e système (S) des re la t ions en t r e les racines .r,, ..,,.r,,
et les cocfï iciciUs, on é l u d i e d ' a h o r d le p rob lème f b n d î H n e n l a l s u i v a n t t
Quel parti peut-on tirer de la connaissance de certaines relation H ( A )
entre x^ . . . , x,^ en n employant f / t i e des opérations rdiio/Uîelles^ Nous
montrons que l'on peut . d é d u i r e du système (S, A J u n sy^l-énu* îu'ui"
logue, dont le sysleme | S , A | a d m o l ( o u f p s l ( » s s o l i i f i o u s » cl q u i r*s( ,
comme nous disons , auloinorplie : c(* {\\\'\ vcul , d i ro q u ^ ses divpr.sr^
solut ions se déduisent do l ' u u e (\\\\Ae,(}\\(\\\^ d ' fu id 'o o l l o s \)\\Y les su l»"
s t i tu t ions d'un groupe (» , ( j u i c'st. d i l le ^roape a ^ ^ f H ' / e an .yr^rwr,
ou simplement le groupe du système. Ou remarq t i e ra nn^ (S1) cs( déjà
un système automorplie, ayani le groupe générii l jH.Hîî"1 groupe assodé.

Des lors, si l'on se place au po in t âfi vue d^ Gdoîs, ^^^l-lï-diri» si
ron cherche à classer toutes les relations ratumiwlh1^ <m <r^ .^, ̂
existant pour une équation algébrique donnée^ on voit «IK» l 'orï j N * î i t
se limiter à ne considérer que des systènwg ('S, A"] ratiorïî tds of, î i i t to"
morphes. Et l 'on arrive, presque immédia tement , au résultat , su ivan t , ,
qui n'est qu'une forme du théorème de Galois ;

II existe un système [S, A] autamorphe et rationnel, tel ()ne tout $r^
terne [S, A] rationnel'(automorphe ou non) en admet Unités !^ $olution$,
dès qail en admet une : le groupe de ce système efft le groupe de raUona-
iité {groupe de Galois) de l'équation.

Il est du reste facile de déduire, de cet énoncé, renoncé chisHiqiN.
d'e Galois.

Cette méthode montre le lion qui un i t , dans cette théorie le po!n(,fh,
vue de l 'invariance numérique des fondions des racines, a u q u e l ' n^
attaché Galois, et, après lu i , M. Jordan, au poin t do vue de J invar imir^
formelle, qui semble avoir été celui de Kronecker. L'éqaivalciîw (h.
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ces deux manières de t ra i ter la théorie est très importante au p o i n t de
vue de ses appl ica t ions .

On voit , e n f i n , par la marche que nous venons d 'esquisser, le l ien
qui existe entre le p o i n t de vue de Galois , cons i s t an t a examiner les
simplicat ions que peut présenter la réso lu t ion d'une équa t ion donnée ,
et le point de vue qui consiste a chercher comment on peut t i rer par t i ,
pour la r é so lu t ion d ' u n e é q u a t i o n que l conque , de cer ta ines circons-
tances par t i cu l i è res données : p o i n t de vue q u i fu t ce lu i d'Aboi, et,
dans un au t re ordre de ques t ions , c e l u i de Sophus Lie.

2* ' D a n s u n second Chapitre , nous appliquons la même rnétl iode aux
é q u a t i o n s d i (Té re n 1 i e 11 e s o r d i n a i r e s, 1 i n é a i r e s e (: 11 o ni ogè n e s. N o u s
complétons a i n s i , de maniè re à lit. rendre en t i è r emen t r igoureuse, la
démons t r a t ion que nous av ions donnée au t re fo is , dans notre Thèse,
de la doub le propr ié té du groupe de r a t i o n a l i t é de l ' équa t ion , Nous
montrons l ' équiva lence de l 'énoncé q u e nous av ions d o n n é , conve-
nab l emen t in te rpré té , et de l 'énoncé de M. Picard.

La même marche s ' app l iquera i t p lus généra lement à des systèmes
autonnrrphes d ' équa t ions d i fFé ren t i e l l e s , o r d i n a i r e s ou aux dérivées
par t i e l l e s , pourvu que le groupe associé au sys tème considéré (c'est-
a -d i r e q u i , e f l e c t u é sur les ( ' onc t ions i n c o n n u e s , échange les s o l u t i o n s
e n t r e el les) soi t u n g roupe de t r a n s f o r m a t i o n s f i n i , d o n t la t ransfor -
m a t i o n généra le soit d é f i n i e par des é q u a t i o n s ra t ionne l l es ,

L'extension de la, théorie de Galo i s a de tels systèmes a été i n d i q u é e
par l ' au teu r , pour les systèmes d 'équat ions d i f l e r e n t i e l l e s ord ina i res ,
et par M'. Co t fon pour les systèmes d ' é q u a t i o n s aux dérivées par-
t ie l les ( ' j ,

3, Dans le t ro i s ième Chapi t re , nous commençons à nous occuper
des équa t ions ( i ) . Nous t ra i tons le problème p r é l i m i n a i r e fondamen-
tal , c'est-à-dire q u e nous s u b s t i t u o n s à l 'équation ( i ) le système (S)
des r e l a t i ons d. idercn.t iel les l iant à ^, / , , .... /^, les f o n c t i o n s x^ ,... x^
qui const i tuent n intégrales indépendantes de ( î ) , c'est-à-dire u n e
solution que l conque de ( î ) ; et nous cherchons à tirer parti , par des

( î ) ji. VKS9KOT, Ânnctiefî de U(, FddiU^ de Toulouse, t. Vlit, II (§ V). --•*• COTTON,
Comptes rciulusîy i, CXXXÎV , p. '^9.
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opérations rationnelles, de la connaissance d 'équations d i f f é ren -
tielles (A), satisfaites par certaines de ces solut ions.

On arrive1 à définir un ensemble, en général i n f i n i , de systèmes
automorphes (1) dont les groupes associés sont du ff îûme type, et
entre lesquels se répartissent les solutions du. système | S , A 1 » Mais
aucun de ces systèmes au.tomorph.es n'est r a t i o n n e l , en général.

On. est donc en présence d'une d i f ï î c u l t é toute nouvel le . Nous
l'avons tournée en montrant que l'on peut former r a t i o n n e l l e m e n t un
système automorpho, dont le groupe soit encore du même typ^s q« i
n'admette que 1 des so lu t ions de (S), et q u i admet te u n e solut ion

"de (S), s(î réduisant , pour t ̂  /„, a des (onct ions ra t ionne l l es de
! ̂  .. ., ^, supposées données .

Le dern ier Chap i t re est consacré h la discussion de la théorie
esquissée par M. Drach. D'après ce q u i précède, ou vo i t que lo^ sim*-
p l i f ica l ions q u i p e u v o n t se p r o d u i r r dans r i n l < \ ^ r a î i o n d ' u n e équa-
tion (i) donnée ne sont pas de la même n a l u n * pour les diverses solu-
t ions de I n é q u a t i o n . On obt ien t , daus (eus les cas» les s i m p l i f i c a t i o n s
les plus grandes, en se b o r n a n t aux solutions p r inc ipa l e s , c'e^t-h-dire
dans lesquelles a^ , . , . , ̂  se réduisent^ pour âne va leur pari ic i j l i^r i*
t == t^ de t, à ^, . . . , ^ 'respectivement* Noua arrivons jnH.ir cllcg, h
l'énoncé suivant, qui est l 'analogue du théorème dt* (»abiH î

Parmi tous les systèmes rationnels | S, A. ], admettant u/w même fsolutim
principale^ il en existe uns qui est auiomarphe, el dont ch(t(H(n (le^ ewl/w
admet toutes les solution.^ Son groupe est le groupe de mlionathé fie
V équation. Les groupes (le rationalité correspondant à (IweneH ^îlitllofu
principales sont semblables.

Nous indiquons diverses autres formes de cet énoncé ; nous mon-
trons aussi comment il f a u t le modifier pour rappliquer a ur ic solu-
tion quelconque.

( 1 ) Nous appelons, généralement, ytwie différentiel MUwwrphc un ^lème diffô-
remiel dont toutes les solutions se déduisent de \\\m quelcîonquo (reï t I reclIeH p»r I<*M
trans.fbrmations d'un groupe, ofïectuéôs sur len fonctions mwmnw^ dmiH Icw ^ q î î H t î o n N
qui déânissent cette solution. Le système (S) est aulomorpîwî ^m ^wî^ éiïml io
groupe ponctuel général. Les systèmes automorphes ont étô cwwiiwa wiwml îNir
Sophus Lie.
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On peut , en f in , se p lacer a u n po in t de v u e (..oui:, d i f f é r e n t , pour
caractériser une é q u a t i o n ( \ ) qui est spéc i a l e , c 'est-à-dire d o n t le
groupe de r a t i o n a l i t é n'est pas le groupe généra l . On cherche des
t rans fo rmat ions Q q u i , e f fec tuées sur / , / , , . . . , l,^ et l a i s s a n t ^ i n v a -
riable, n ' a l t è r e n t pas l ' é q u a t i o n ( i ) . 1 /ensemhle de ces t ransforma-
t ions il f o r m e u n groupe, i somorphe au groupe p o n c t u e l a // va r iab les ,
et dont les é q u a t i o n s de d é f i n i t i o n son t r a t i o n n e l l e s . Pour u n e équa-
tion ( i ) donnée , on p e u t se d e m a n d e r que l s sont. les sons-groupes de
ce groupe, don t les é q u a t i o n s de d é f i n i t i o n sont aussi r a t i o n n e l l e s . La
réponse est que ce sont tous c e u x q u i c o n t i e n n e n t u n certain
groupe (K), qu i est i somorphe au groupe de r a t i o n a l i t é de r équa t ion .
On retombe donc sur des r é su l t a t s t o u t a ( a i t é q u i v a l e n t s aux précé-
d e n t s .

Tous ces résul ta ts s ' é t endra ien t sans peine à des systèmes complets
d 'équat ions (i). Nous avons, pour abréger, Ïais.sé d é c o t e cette géné-
ra l i sa t ion .

î l serait naturel de chercher à é tendre la, théorie en rernpiacant le
système (S) par un système a u l o m o r p h e t o u t à l a i t q u e l c o n q u e * Mais
on se trouve en présence de n o u v e l l e s d i d i c u l t é s , sur l e sque l l e s nous
r e v i e n d r o n s dans u n e au t r e occas ion.

CIIAPITKE 1.
SUR LES ÉQUATIONS ÂLGÈBlUQUES.

I. Problème fondamental-

i, Comme noos l'avons e x p l i q u é e nous nous proposons de reprendre
d'abord la théorie de Galois par u n e voie nouvelle , en t jérernent ana-
ly t ique , que nous n 'aurons ensu i t e qu'à su iv re de nouveau dans les
Chapitres suivants, consacrés aux diverses généralisations de celte
théorie*
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Devant analyser les conséquences à tirer, pour une é q u a t i o n al^é-
brique donnée quelconque, de l'existence possible de r d î t f i r m s
rationnelles entre ces racines, nous cornm.enccrons par t ra i te r h* pro-
blème suivant, qui sera fondamental , dans notre méthode*

Etant donnée une équation

(0 P 0) -^ x^ — /;>, .y^~1 4-y9si ^n"^ — • • ' + (•— î)^,/ "•= o,

^ suppose connues une oïl plusieurs relations entre 5W racine «y? .,. » .r̂

( A ) ^(-/"i, . . ., -y// ) — o ( / , — r, '̂  .... 7),

rationnelles et entières par rapport à ers racines. Quel parîf en pwi-^n
tirer pour la résolution de P ( x ) —:. o?

Nous remplaçons, à c^t efîH, l\'»qnu(.iou 0; par i^ sv^hnc équi-
valent

( S ) ^^ -. p^ ^'/^^ ~ P^ . . . » ^'} .r,... ,/-„ ,̂-: /^

dont les /i! Bolut ions se dédimait do l ' i îne q i i i î l conque d^ntn* M^
par les substi tutions T du groupe général dc^ lettres ̂ m déHigi i i*-
rons par a une so lu t ion ,par t i cu l i è re qmdru-mqfïe d<» (S)
(0") 1 ^^-=^^ (r;::.;: ï , a , , . . , / / ) ,
et par Ter la solution nouvelle dormée par les I n r m u b s
{T^ T^^a, (l-:^'^ . . . , n ) ,

où T^ désigne, suivant l^nsage, celle des indéterminée .r. r
par laquelle la substitution T remplace ̂  Nous mmum^ ^ î^
racines de PÇx) = omégales, de sorte qu-étani donné.-sfa soîu(i(m^
et une autre solution a- de (S), il existe une substiUUkm 1- pf nw
seule pour laquelle To est identiqun a ^ : nous dirons dors au.-V
transtorme a' en a'. lî

L'hypothèse est que le système [S. A ) , fom,. ^ V^^ <|<.s
équations (S) et des équations (A), a au moins ,„„> solution. Nous
supposerons donc que a est une telle solution. H existe alors une fa-
mme de sabshtut.ons T, dont nous désignerons I-UHC quetcon^
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par T, et telles que les diverses solutions de [S, A] soient représen-
tées par le symbole général Ter.

Il pourra arriver que la famille des t se réduise à la substitution
ident ique , c'est-à-dire q u e le système [S, A] n 'ai t qu'une solution :
elle se déterminera alors r a t i onne l l emen t , et l ' équa t ion P(.z') == o
sera résolue. Ecartons ce cas.

L'idée bien simple qui va nous servir , c'est qu'on peut déduire
de (A) d 'autres systèmes ayant avec (S) le même nombre de solu-
t i o n s communes. Tîn effet, si l'on effectue dans [S, A] une subs t i tu -
t i on T q u e l c o n q u e , cela n'en change pas le nombre de so lu t ions ; et
comme (S) ne change pas, on ob t ien t le système [S, TA], où (TA)
désigne le système

(TA) <i/,(T^l, ...,T.^,)^0 ( Â - = Ï , 2 , . . . , < / ) ,

q u i est l 'un quelconque des systèmes annoncés. Los solutions de
[S, TA] ont pour symbole général ÏTcr, c'est-à-dire T(Tcr).

La considération du système (TA) pourra être u t i le s'il a des solu-
t i o n s communes avec [ S , A | , c'est-à-dire s'il existe une des substitu-
t i o n s T, soi t l \ , te l le que T, To-soi t de nouveau delà formetcr ; ce qui,
r ev i en t à dire que T/T, c'est-à-dire la subst i tu t ion équ iva l en t e à T,
su iv i e de T,, est u n e des t r a n s f o r m a t i o n s T, que nous appellerons T^;
ou en tin que l 'on a T =•-=•= T^'L.

Nous pouvons, en pa r t i cu l i e r , supposer que l ' u n e des solutions
communes est cr : la. cond i t i on pour qu ' i l en soil a ins i est alors que ï
soit do la fo rme T'"1. De sorte que nous allons considérer, en môme
temps que les systèmes (S) et (A), les divers systèmes (T^A) .

Toutefo is l ' i n t r o d u c t i o n (le ces systèmes ne p e u t être d ' aucune ut i-
l i t é si chacun d 'eux admet foules les solutions de [ S, A.]. La condi-
tion pour qu ' i l en soit a ins i est que, pour chacune des substitu-
tions t, hs diverses solut ions de ( 8,1-^1, qu i . sont de la forme
générale TaT"""11^, soient aussi de la, forme T A C T ; c'est-à-dire que, à.
deux subs t i tu t ions T quelconques, T et Tp, en corresponde une troi-
sième T^ telle que l'on a i t

TaT-^^T^ ou Ta-^TpT.

C^st donc que les subs t i tu t ions T forment un groupe (G;.


