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MEMOIRE
SUR LES

DÉVELOPPEMENTS EN FRACTIONS CONTINUES
DE

LA FONCTION EXPONENTIELLE,
POUVANT .SERVIR t^INTRODUCTION

A LA THÉORIE DES FRACTIONS CONTINUES ALGEBRIQUES,

PAR M. H. PADÉ.

I N T R O D U C T I O N ,

En éc r ivan t ce Mémoire, j^a i eu un double b u t : d'abord donner ,
avec les p ré l imina i r e s indispensables, la démonstra t ion du théorème
sur la convergence des réduites de la fonct ion exponen t i e l l e , que j 'ai
f a i t conna î t r e dans une Note présentée par M. Appell à l 'Académie des
Sciences, dans sa séance du 26 septembre 1898; ensu i t e présenter,
sous une forme aisément accessible et avec les modif ica t ions assez pro-
fondes que m'ont suggérées de nouvelles réflexions, un ensemble des
résultats que j 'a i obtenus et publ iés dans des Mémoires antérieurs,
dont le premier, le plus impor tan t , a paru i l y a déjà plus de neuf ans,
et r e l a t i f s à la théorie des fractions cont inues algébriques.

Du premier point , je ne dirai rien, s inon que le théorème dont il
s 'agit donne un exemple simple et complet de ce que l 'on peut s'at-
tendre à rencontrer dans l 'étude de cas plus difficiles, é tude qui jet tera,
sans doute, un jour nouveau sur la question, devenue à l 'ordre du jour ,
de la l é g i t i m i t é de l 'emploi, dans le calcul , des séries divergentes.
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Je voudrais, au contraire, insister ici davantage sur le second point ,
pour dégager, aussi complètement que possible, le sens que j ' a t t r ibue
maintenant à cette théorie des fract ions continues algébriques dont,
naguère encore, M. Poincaré d i sa i t qu'elle est une « sorte de terra
incognito » dont « la carte est encore presque blanche ( ^ ) )> et dont
je crois avoir maintenant aperçu l'ensemble.

La première notion à acquérir est celle des fractions ralionrzelles
approchées ou réduites attachées à une série entière donnée. Ce sont

des fractions rationnelles irréductibles spéciales —^? formant une
v [IV

su i te à double entrée, et dont chacune est pa r fa i t ement déterminée,
par une certaine condition d 'approximation, quand on fixe le couple
de nombres entiers posit ifs ou nu l s ([j-, v), ou le point du plan de
coordonnées entières positives ou nulles , auquel elle doit corres-
pondre. Cette loi de correspondance est un ivoque et réciproque dans le
cas général ; quand on sort de ce cas, elle demeure toujours réciproque,
mais elle n'est p lus nécessairement univoque : à une même fract ion

—i- peuvent correspondre plusieurs points du p lan ; ces po in t s em-
plissent un carré don t les côtés sont parallèles aux axes,

On peut extraire de la suite à double entrée des rédui tes des sui tes
à simple entrée ou successions donnant l i eu à des lois de récurrence
remarquables. Pour une telle succession,

A, B, G, .,., H, K, L, , . . ,

les n u m é r a t e u r s et les dénomina teurs de trois réduites H, K, L consé-
cutives quelconques sont liés par des formules de la forme

y- U,^ -4- a IL',/ ==: Un/^,
^Vp/ 4- <^V^v = V^y",

où a est un monôme à coefficient et exposant différent de zéro, et a un
polynôme à terme constant différent de zéro. Dans le cas général, une
telle succession s'obtient en prenant dans le plan des points suc-
cessifs A, B, C, .... simplement contigus ^progressants, le premier A

(r) Journal de l'Ecole Poîjfech/lique, W Cahier, p. 1 3 7 - 1 6 1 ; 1890. Notice surllalphcn.
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demeurant arbi traire . En dehors de ce cas, le choix est plus compliqué
et se dédui t de la loi de correspondance entre les réduites et les points
du plan.

Il y a, dans le cas général, trois dispositions de successions de
points A, B, C, ..., qui d o n n e n t naissance à des lois de récurrence
régulières; c'est-à-dire telles que a conserve toujours le même degré,
ainsi que a, quelles que soient les trois réduites consécutives de la suc-
cession que l'on considère.

A chaque succession de fractions A, B, C, . . . , correspond une frac-
tion continue qui a ces fractions pour réduites et qu i met en évidence
les éléments a et a des formules de récurrence q u i l i e n t ces fractions.

Aux disposi t ions qui d o n n e n t , dans le cas général, les lois de ré-
currence régulières, correspondent des f rac t ions c o n t i n u e s régulières.
A chacune des trois d i spos i t i ons correspond une i n f i n i t é de fract ions
c o n t i n u e s régulières différentes , pu i sque la première f rac t ion A de la
succession demeure ent ièrement arbitraire.

C'est parmi ces f r ac t ions ' con t inues régulières que se t r ouven t toutes
les fractions cont inues qui ont été données, an t é r i eu remen t à mes re-
cherches, pour diverses fonct ions. Pour la fonc t ion exponent ie l le , par
exemple, de la t r i p l e i n f i n i t é de celles qu i existent , on en avai t ob tenu
c i n q ; c'est la fonction pour laquelle on en avait obtenu le plus. Les
deux fract ions con t inues de Jacobi et ÏIalphen, à propos desquelles
M. Poincaré s'est exp r imé comme je l 'a i rapporté plus hau t , sont deux
des f rac t ions con t inues régulières correspondant au rad ica l déve-
loppé \/X, où X est un po lynôme de qua t r ième degré.

Ains i les fractions con t inues an té r i eu rement connues pour une fonc-
t ion que lconque ne sont que des fract ions, en très pe t i t nombre et très
spéciales, prises parmi les fract ions cont inues régulières, en nombre
i n f i n i , attachées à la fonct ion; celles-ci elles-mêmes ne sont que des
cas par t icu l ie rs de fractions cont inues plus générales obtenues en dé-
tachant des successions convenables de r é d u i t e s de l 'ensemble dou-
blement i n f i n i des rédui tes de la fonc t ion .

On aperçoit a insi , je crois, sous un t o u t autre poin t de vue, ce que
peut et doit être la théorie des f r ac t i ons cont inues algébriques; on voit
qu'elle est dominée par la n o t i o n de l 'ensemble des fractions ration-
nelles approchées de la fonc t ion ; de p lus près, par celle des fract ions
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cont inues générales formées par des successions convenables de ré-
dui tes; de plus près encore, par celle des successions qui donnent des
fract ions cont inues régul ières ; on voit que l'étude de la convergence
d'une fraction cont inue spéciale, comme celle de Gauss, à laquelle se
sont altachés M. Thomé et R i e m a n n ; comme celle de Jacobi, à laquelle
s'est a t taché H a l p h e n ; comme celles qu'a considérées Laguerre, n'est
que l 'é tude d e l à convergence d 'une succession spéciale de rédui tes
et que, dès lors, cette quest ion de la convergence se pose immédia-
tement pour la s u i t e à doublé entrée des réduites considérée dans son
ensemble.

De ces not ions nouvelles, de cet enchaînement d'idées, je donne,
dans les pages qui su iven t , par la fonction exponent ie l le , un exemple
simple et l u m i n e u x . Je me suis plus préoccupé de bien mettre en évi-
dence les idées que je viens d'exposer, que d'entrer dans le détai l de
démonstrat ions faci les ou que l'on trouvera dans d'autres Mémoires.
J'aurais pu a jouter aux résu l ta t s en d o n n a n t , par exemple, les équa t ions
di f férent ie l les des termes des réduites, les expressions des quo t i en t s
complets q u i t e r m i n e n t les fractions régulières, etc. ; mais là n ' é t a i t
pas le bu t de ce travail et ces résultats t rouveront leur place dans un
nouveau Mémoire se r appo r t an t à l ' appl ica t ion à un cas autre que celui
de la fonction exponen t ie l l e (les idées fondamentales ici exposées.

LiIIo, le 21 mars i399.

I. ~ Les réduites de la fonction exponentielle.

1. E t a n t donnes deux nombres a, v, égaux ou inégaux, pris d a n s
la suite o, i , 2, 3, 4» . . . . i l existe une f rac t ion r a t i o n n e l l e

^
' [M

dont le d é n o m i n a t e u r est de degré p,, Je numéra t eu r de degré v, et
dont le développement en série suivant les puissances ascendantes
de x coïncide jusqu 'au t e rme en x^'^ i n c l u s i v e m e n t avec ce lu i de e'^

Parmi toutes les f r ac t ions dont les degrés des termes sont au p lus
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égaux respectivement à ^ . e tv , la fract ion —^ est la seule q u i , pour
les valeurs infini nient petites de x^ représente (f avec une aussi grande
approximat ion; nous l u i donnons le nom de fraction rationnelle ap-
prochée, ou, plus brièvement, et pour des raisons qu i appara î t ront
bientôt, de réduite clé ex relative au couple ([x, v ) .

Par la démonstration que nous allons donner , non seulement nous
établirons l 'existence de la fraction, mais nous ob t iendrons encore les
expressions explicites de ses termes.

2. On sait que, F(.s) désignant un polynôme de degré n, on a

/.-.̂ =..[î -q;>.....(-,,!̂ ].
Prenons h et a pour l im i t e s de l ' in tégrale , il v ient

^P^ _ ' " ( " ) , , / ^'^ar\L x "^ -t-...+(,-i} -^î- j
——— [w -..-(-)» ̂ W"^^,

L "/- JL J Ji,

d'où, en m u l t i p l i a n t les deux membres par,^"1"1,

( î ) a e'^ — p e^ = .2•"-f-l F <?=•r F ( = ) ^-/s,
«-^

où l'on a posé

( a == FÇa).^" ' — F^ (rt)^"-1^-. . . 4- (— î)" l^"^^),
î P^ l^&î . r^—F^^)^»- 1 -^ . ..-+-(- ^^^(b).

Déterminons les coefBcients de F(s) de telle sorte que a et JÏ so ient
respectivement de degrés [M et v ; i l fau t satisfaire aux 2/z — [x ~ v
équations

( F ( a ) = o , F^^^-o, .... F(-P-^(^)=:O,
( û ) <! '

j F(^)rr:0, F ' ( ^ ) = = 0 , .... F^^-7-1^^) =0.

Le nombre des inconnues d o n t on peut disposer étant /?, on doi t
avoir

( n — p.) + ( n — v ) S n on n ̂  p ~ï- v.
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Le polynôme F(-s) sera déterminé, à un facteur constant près, si
l'on prend n == (JL + v, et l'on peut remarquer qu'alors le développe-
ment, su ivan t les puissances croissantes de x, du second membre de
la formule (i) commence par un terme en x^^^.

Le polynôme F(-s) de degré n = [JL 4- v qu i sat isfai t aux équa-
tions (3) est

¥ ( z ) =. (z - ay^Çz - b)'1^ = (^ - a^ {z — b )!J-;

mul t ip l i an t alors les deux membres des formules ( ï) et (2) par
(— î y = Ç^- i)^, et désignant par A et B les produits (—- ry-^a,
^_ jy+^ oïi a les relations

r "
( 4 ) A e^ — B ̂  = ( ~ ï ) ̂ v ̂ •P-4-^1 ^ t?^ ( s — a Y ( s — b ) ̂  clz,^^4-V^.!14-V-H 1 QZX(

/ bJ h

A ^F^^^a)—?^1^-1^^)^-^.. .+(— r)aF(v)(<2).^,
B =F^+^(Z?) —F^-'-4"^-1^^)^^-.. .+ (—ï.y¥^{b)^.

Les expressions explicites des coefficients de A et B se dédu i sen t
aisément des coefficients des développements de F(s) suivant les
puissances, soit de s — a , soit de s—b; les termes constants sont
égaux à ([X 4- v) !•

3. Faisons dans les formules précédentes a == ï et b = o, ce q u i
donne

F^)==(^-i)^;

désignons par ([x-i-v)! V^ et ([j.-+-v)! U^ ce que dev iennen t a lors
les polynômes A et B; nous avons les formules suivantes

/___ T^-P/ /^1

V px_ n — ^_12__ /^p.+v+i / p.j e^zV^z—1^ clz
^(\

\^c Up-^_^^ | c

IV , =r ï — -iî— ^ 4- ^ ( ^ — T ) ^2, _
^ pr.4-^ ï ( ^ - { - ^ ) ( ^ + V — J ) 1 . 2

(5) / -4-r-i^____^(^-i)...3.i_____^
1 v / (^+^(^ 4-^-1).. .^+2)^+ i ) ^ ! 7

u, ̂ :i ï v ï , ^(^-o ^
[w p-^v ï ( ^ -hv ) ( ^+y—i ) i . a

V ( -L» —— 1 ) . . . 2 . 1 ^

. 4" (fj. 4- v ) ( ̂  + v — ï ) . . . {p, - 2 ) (^. + iy -in '
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La fraction —^ est la réduite de e30 relative au couple (a, v).
T [AV

En effet, d'abord ses termes sont de degrés (J. et v ; la première des
formules (5) montre ensuite que, pour oc inf iniment petit, la diffé-

rence e30 — —^ est infiniment petite d'ordre ^ -4- v -h i, ce qui équi-
vaut à dire que le développement de la fraction suivant les puissances
ascendantes de x coïncide avec celui de eF jusqu'au terme de degré
p. •+-v inclusivement; enfin, nous allons montrer que, si une fraction
rat ionnel le irréductible „= possède cette dernière propriété, les degrés
de V et U étant au plus égaux à p. et v, cette fraction est identique
, U,va ,—-

T (J.V

4. Mais d^abord nous devons faire voir que les polynômes Uç^, Vp/
sont premier s entre eux.

Pour cela nous aurons recours aux polynômes analogues U^^v-n»
V^-M,v^ relatifs au couple (p. + i, v 4- i). Pour ces polynômes, la dif-
férence

VP.4-1,V4"1(9 —— aJ{A4-l,V-^-l

est inf iniment petite d'ordre
(pr. -H.) -i- Çv -+-1) -+"l== ;x4-^+3.

Considérons alors la différence
V TT TT Vv [J-V <J (A4-1, V-+-1 —— ÏJ R-V T R.-t-I, V4-1 ?

c'est un polynôme de degré égal à p. -+- v + i ; mais elle est identique à
v^(A+-1,V4-1 L T V ^ ^ — — ^(XvJ —— T ÎJ^ .vL 'P-•+" l»V4- l^ —— IJp-•+-î,V-^-lJî

et les ordres infinitésimaux, [ji + v + r , p- + v 4- 3, des quantités entre
crochets montrent qu'elle est inf in iment petite d'ordre p. + v 4- i, le
terme principal étant, au signe près, le même que celui de V^^—- U^;
elle se réduit donc à un monôme de degré (x 4- v -h ï , et l'on a identi-
quement, en désignant par À une constante différente de zéro,

V TT ÏT V — h /^a-i-v-nT P.V ^ p.-1-l, V-H—— I J {XV v ^.4-1, V 4 - 1 — — / t ô t / * *.

^/î/z. ̂  îêi*. Normale. 3e Série, Tome XVI. ^— SEPTEMBKE 1899. 5l
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De là résulte bien que V^ et Up^ sont premiers entre eux, puisqu'ils
ne sauraient admettre d'autre diviseur commun qu'une puissance de x,
et que tous deux ont un terme constant égal à l 'unité.

5. Revenons maintenant à la démonstration de l ' identi té des frac-
,. U , UF/tiens -^ et —•T T p/

L'expression
u^ ̂ ( r_ u^ _ u _ u^ -- uv^-vu^w ^ vy-v ^w ivv^ 5

différence de deux i n f i n i m e n t petits dont le premier est d'ordre
^ 4- y _}-, ̂  elle second d'ordre au moins égal, est infiniment petite de
cet ordre au moins. Le polynôme UV^— VU^, étant de degré p, -+- ^
au plus, doit donc être iden t iquement nul , d'où se déduit , puisque les

fractions .7 et —^ sont toutes deux irréductibles, que U et V nev v p/
peuvent être que les produits, par une même constante, de ILy et Vp/;
c'est ce qu'il restait à démontrer pour établir que —^ est b ien la ré-

T flVï (IV

duile ([j-, v) de e^.

6. Il résulte de cette étude que les réduites de e30 forment une sui te
à double entrée dont les termes correspondent, d'une manière un i -
voque et réciproque, à tous les couples (p-, v) de nombres égaux ou
inégaux pris dans la suite o, î , 2, 3, 4» .. ..

A ces couples de nombres correspond, dans un plan rapporté à
deux axes 0.2? et Oy rectilignes rectangulaires, l 'ensemble des points
de coordonnées entières positives ou nulles; nous regarderons chaque
réduite (;JL, v) comme correspondant au point de coordonnées ;j-, v.
Les points (o, v), situés sur l'axe desy, correspondent alors aux poly-
nômes successifs

.'y .z; .z- -
l , 1 •4- "-3 1 4- - -j- ————3

1 î ï .2

approchés de e^,
Cette représentation joue un rôle important dans ce qui suit. Les

points (p- ,v) sont placés sur un système de droites parallèles à la
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droite x + y = o ' , si l'on numérote ces droites à partir de celle qui
passe par l 'origine, en donnant à celle-ci le numéro o, et aux sui-
vantes, dans l'ordre où elles se présentent successivement, les nu-
méros i, 2, 3, . . . , la droite dont le numéro est k contient les points
représentatifs des réduites qui donnent l 'approximation /c+i et ne
contient que ces points; ce sont les droites d'égale approximation.

Une rédui te sera diie plus avancée qu 'une autre quand l'approxima-
tion qu'elle donne sera plus grande; son point représentatif est alors
sur une droite d'égale approximation plus éloignée de l'origine; nous
le dirons aussi plus avancé que le point représentatif de l'autre réduite.

II. -~ Les formules de récurrence.

A. — LES ALGORITHMES GÉNÉRAUX.

7. Les termes des réduites peuvent se calculer de proche en proche
par des formules de récurrence que nous al lons maintenant faire con-
naître.

Nous avons déjà eu l'occasion de remarquer (n° 4) que le détermi-
nant formé par les termes des deux réduites relatives aux couples ( p., v),
([j- 4- î , v -h" i) se réduisait à un monôme. Considérons plus généra-
l emen t celles qui correspondent aux couples ( jx ,v ) , (p/,v') et éva-
luons les degrés extrêmes du déterminant

A==V^U,,/^-U^V^.'.

Le degré du terme de plus haut degré est égal au plus grand des
deux nombres [j-'-i-v', v -+- p/, si ces nombres sont inégaux; égal ou
infér ieur à ces nombres, s'ils sont égaux.

Pour évaluer le degré du terme de moindre degré, nous mettrons A
sous la forme

Vp.v(V^-~ U^) - Vp,(Vp/,/^- [Jp.^);

les développements en séries entières des quantités entre parenthèses
commencent par des termes en ^^+1 et ;^p/+v'+l; donc le degré du
terme de moindre degré sera égal au plus petit des nombres p- 4-v -4- r ,
[j/ 4- v" -{-1, si ces nombres sont inégaux; égal ou supérieur à ces
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nombres, s'ils sont égaux. En particulier, si la réduite (pi', v7) est plus
avancée que la réduite (^,v), le terme de moindre degré est de
degré ^4 -v - f - i , car alors p. 4- v 4- i est plus petit que [ /+v'+i;
c'est ce qui a lieu dans les hypothèses suivantes.

Supposons que le couple (p/, v7) soit l'un des trois couples
(^-4-1,v), (^-}-i), (^+ï ,v4- j ) .

Le degré du terme de moindre degré de A est p. -h v -+-1; c'est aussi
évidemment le degré du terme de plus grand degré pour chacun des
deux premiers couples, car alors les nombres p. 4-v", p/-+-v sont iné-
gaux et le plus grand est égal à p. + v +i; c'est enfin encore le cas
pour le troisième couple, comme nous l'avons établi directement (n° 4);
donc

Le déterminant A == V^yU^v — U^V^v', dans chacun des trois cas où
le couple (p/, v7) est l'un des couples

(6) (^•+•1^), (p.,v+i), (^-{-r^-hi),

se réduù à un monôme de la forme h^^\ où h est une constante diffé-
rente de zéro.

Remarquons que rien ne prouve que ce soient là les seuls couples
(p/, v') pour lesquels A se réduise à un monôme.

8. Considérons maintenant trois réduites correspondant aux trois
couples ([x, v), (p/, V), (p/7, v'7) et posons

(7)

on déduit de là

aV^4~ ̂ V^ = Vp//v.,

a Dp, + a U^ = U^/v. ;

^_V^U^~U^V^ _V^U^-U^V^
VpU^—C^V^ ' aw V^U^-U^V^

en sorte que, dans le cas général, a et a sont des fractions rationnelles.
Mais supposons que (^.v') soit l'un des trois couples (6), et que la
réduite (p/^v'7) soit plus avancée que la réduite (pt ,v) : alors le déno-
minateur A se réduit à un monôme hx^^ et les deux numérateurs
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à des polynômes dont le degré le moins élevé est supérieure p. 4- v -r-1
pour le premier, égal à pi -h v 4- x pour le second; a et a sont alors des
polynômes dont le premier s'annule avec x, tandis que le second a un
terme constant différent de zéro.

Si le couple (p^v") est lui-même l'un des trois couples

(^+i,^),- (p^+i), (^+i,-/-î-i),

le numérateur de a se rédui t lui-même à un monôme de degré égal
à p/+ V + i, et, par suite, a est un monôme de degré

( ^+^+ j )_ (^_^v+ i ) ^

égal, par conséquent, à un ou à deux. Quant à a, i l est un binôme du
premier degré ou une constante, puisque son degré ne peut surpasser
les nombres

^ + ̂  — ( p, ^- -y 4- i ) = ̂ ^ ^ _ i ^

?...+. ^— (^ 4- y -j^ J) := ^"—— T; — i ^

et que les différences [^ — pi, V — v sont au plus égales à deux-

9. La position du point représentatif ( j j /yV') d'une réduite relati-
vement à celui ( p - y v ) d'une autre réduite est caractérisée par les deux
différences p/—- pi, v '— v des coordonnées. Dire que le couple (p/,^/)
est l'un des trois couples (6), c'est dire que la position relative du
point représentatif correspondant, par rapport au point ( p < , v ) ? est
caractérisée par l'un des trois couples de différences

(8) (i,o), (0,1), (i,i).

Considérons alors trois points H, K, L, tels que la position relative
de K par rapport à H, aussi bien que la position relative de L par rap-
port à K, soient caractérisées par l'un de ces trois couples; les réduites
correspondantes que, pour abréger, nous appellerons aussi H, K, L,
satisfont à toutes les conditions supposées dans le dernier alinéa du
numéro précédent; donc

Les termes de trois réduites H, K, L, dés qu'elles correspondent à trois
points H (^-, v), K ((7/y v^, L (yf, ̂ /) tels que, le premier étant quelconque,
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la position relative de chacun des deux autres sou, par rapport au précé-
dent, caractériser par F un des trois couples de différences (8), sont liés
par les formules de récurrence (7), où oc désigne un monôme à coefficient
et exposant digèrent de zéro, et a un polynôme à terme constant dînèrent
de zéro.

Les degrés de ces éléments a et a sont donnés avec précision, pour
tous les cas qui peuvent se présenter, par les Tableaux suivants. Dans
la première ligne sont donnés les degrés de oc et de a; au-dessous, la
première colonne, où figure 0,0, indique la réduite H; les positions
relatives des réduites suivantes K et L par rapport à H sont alors don-
nées par les couples de nombres de la seconde et de la troisième co-
lonne; à chaque Tableau, enfin, est adjoint un schéma des positions
dans le plan des points représentatifs H, K, L.

2,1 ( o u 0).

(9)

0 , î
0,0

( J , 0

^ .
h-

H(p)

i î , ï

| 1,1

L

K '

0 ,2

0,0

J/ .-z
H(|L-J) K L

0, 1

1,0

i o1 , A

2 , 0

2 , 1

/ r 9l j i A

0,0 ; I , ] 2, I

( 2 , 2

••y./ . .
H((W)

On voit, par le troisième Tableau, que le degré de a est égal à un
ou à zéro : le seul cas ou il soit égal à zéro est celui où H, K, L sont
trois points placés sur la droite oc === y.

10. Considérons une succession ou suite linéaire de points représen-
t a t i f s A, B, C, ..., H, K, L, ..., tels que chacun d'eux ait , par rapport
au précédent, une position relative définie par l'un des trois couples (8),
ou, ce q u i revient au même, tels que trois points consécutifs quel-
conques H, K, L affectent toujours dans le plan l 'une des disposi-
tions figurées dans les Tableaux précédents. La suite correspondante
de réduites sera telle que l'on aura, entre les termes de trois réduites
consécutives quelconques, des relations de récurrence de la nature de



SUK LES DÉVELOPPEMENTS EN FRACTIONS COMÎMJES, ETC. 4°7

celles qui viennent d'être examinées. On conçoit dès lors que le cal-
cul de l'une quelconque des réduites de cette suite puisse, en tenant
compte de l'ordre de l'approximation qu'elle doit donner et des degrés,
fixés par les Tableaux précédents, que doivent avoir les éléments oc et a,
se faire par un calcul de proche en proche en partant des deux pre-
mières réduites A, B de la succession. C'est un point sur lequel nous
reviendrons plus loin (n° 1.2).

B. LES ALGORITHMES RÉGULIERS.

11. Nous disons que le calcul de proche en proche que nous venons
d' indiquer est régulier, si les monômes a successifs ont le même degré,
ainsi que les polynômes a.

D'après cela, en se limitant à des successions de points représentatifs
de la nature de celles considérées précédemment^ et en écartant le cas
très spécial, signalé à, la fin du n0 9, où trois des points consécutifs de
la succession se trouveraient sur la bissextrice x ==y, trois algorithmes
réguliers sont seuls possibles; ils correspondent à des degrés de a et a
égaux à i et o pour le premier, i et i pour le second, .2 et i pour le
troisième.

On découvre sans peine, au moyen des Tableaux (9), comment doi t
être formée la succession des points représentatifs pour donner nais-
sance à chacun de ces algorithmes.

Le premier s^obt ientpar une succession résultant d'accroissements
égaux à l 'uni iéy donnés alternativement aux coordonnées oc^ y; le se-

1,0 i , i 2,1,

( î0)

^

z

LL.

c

0 û

Ul r\

03
=ii

3 ^

^
E

D

C

•
A(

. . . .

J^) & C D E

. . .

. . ./o-

• '/c' ••/B" • -
A(^)

cond est obtenu pour une succession de points sur une parallèle à l'un
des axes; enfin le troisième pour une succession de points sur une pa-
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rallèle à la droite oc=y. Ces résultats sont figurés dans les Tableaux
ci-dessus (so) qui correspondent aux Tableaux (9).

On doit supposer, dans le troisième Tableau, y. différent de v.

12. Nous ne nous arrêterons pas à examiner maintenant en détail
comment, au moyen des résultats obtenus, l'on peut effectivement cal-
culer les termes d 'une réduite quelconque, par un calcul de proche en
proche, en partant de deux réduites calculées a priori. Dans le cas ac-
tuel de la fonction exponentielle, un tel moyen n'offre, en effet, qu'un
intérêt théorique, puisque l'expression générale de la réduite nous est
connue. On pourra, sur ce sujet, se reporter à un Mémoire Sur la gé-
néralisation des fractions continues algébriques, IIe Partie, Chap. III
(Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4e série^ t. X, 1894)-

III. —- Les fractions continues.

A. — LES FRACTIONS CONTINUES GÉNÉRALES.

13. Les successions de fractions A, B, C, ..., que nous avons intro-
duites dans le Chapitre précédent (n° 10), sont formées parles réduites
successives de certaines fractions continues à termes rationnels, et
c'est à cette propriété des fractions —^ que se rattache le nom de ré-

T y-v
(fuites que nous leur avons attribué.

Les lois de récurrence (7) sont précisément celles qui expriment la
loi déformation des réduites d'une fraction continue où les numéra-
teurs partiels seraient égaux a oc, et les dénominateurs partiels égaux
à a. Si donc les deux premières réduites d'une fraction continue sont
justement les fractions A et B, et que les numérateurs et dénomina-
teurs partiels qui interviennent pour la formation des réduites sui-
vantes soient les <x et a relatifs au calcul de proche en proche des
fract ions C, D, ,.., H, K, L, . . . , en partant des deux fractions A, B,
les réduites de la fraction continue seront justement les fractions
A, B , C , . . . , H , K , L , ....

En dehors de la partie de la fraction continue qui donne A etB, on
voit que tous les numérateurs partiels sont des monômes à coefficient et ex»
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posant différents de zéro, et les dénominateurs partiels des polynômes à
terme constant différent de zéro. En raison du rôle considérable joué
par ces fractions continues dans la théorie de l 'approximation d'une
fonction par des fractions rationnelles, je les distinguerai par une qua-
lification spéciale dont l'origine sera expliquée plus loin (n° 24); je les
appellerai des fractions continues holoïdes. D'après cette déf in i t ion» on
voit que :

A toute succession de points représentatifs A, B, C, ..., de la nature de
celles étudiées précédemment, correspond une fraction continue holoïde
dont les réduites successives sont précisément les fractions A, B, C, ..., et
qui met en évidence les éléments des formules de récurrence qui servent au
calcul de proche en proche des fractions de cette suite.

Selon que la suite de points représentatifs sera limitée ou i l l imitée ,
on aura une fraction continue correspondante limitée ou i l l imitée.

B. — LES FKACTIONS CONTINUES ÏIÉGULIÈRES.

14. Les plus élégantes de ces fractions continues sont données par
les successions de points représentatifs qui conduisent aux algo-
rithmes réguliers (n° 11). Elles ont tous leurs numérateurs partiels du
même degré, ainsi que tous leurs dénominateurs partiels; et, selon les
degrés de ces éléments, elles se rangent en trois catégories figurées
par le Tableau suivant

I i il ml
a

a

1

ï

0

II

ï

11 î

2

1

qui fait connaître les degrés des a et des a dans chacune d'elles.
Le calcul effectif des quantités a et a pour une fraction appartenant

à l'une quelconque de ces trois catégories se fait au moyen des for-
mules (7), par identification, après qu'on a remplacé les U et les V
parleurs expressions (5). Avant de transcrire ici les résultats du cal-
cul, nous devons, pour arriver à donner aux fractions continues leur
plus parfait caractère de régularité, faire encore quelques remarques-

Ann. de î'Éc. Normale, 39 Série. Tome XVI. — OCTOBRE 1899. 52
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15. On peut faire usage de deux formes différentes de fractions
continues, à savoir :
/ » \ ^-»(I) o,-4-————=———

a-$
034- ———- a^

03 + .
^ 4-..

( I l )
Oi-l-

^+__^_
0.34-..

Si nous désignons par U^ et V^ les deux termes de la première
réduite A, par U^v etVp,v ceux de la seconde B et que l'on fasse usage
de la forme (1), on aura

__ t-'^V __ Tp.vUp. 'V '——UIAVV^'V
"1—"y""? ^————————^————————î Oâ^ Vu.'./.

T P.V V ;AV

La fraction ^±ï étant i r réduct ib le , le caractère général des élé-
ments a et a dans les fractions continues holoïdes ne sera conservé
pour les premiers éléments de la fraction que si Vp, se réduit à une
constante, ce qui exige que ^ soit nul , et correspond à un point repré-
sentatif situé sur Faxe desj. Ainsi, quand la suite des points repré-
sentatifs A, B, C, ... commence par un point situé sur l'axe des y,
c'est la forme (I) de fraction continue qu'il convient d'adopter pour
que les éléments aient, dès les premiers, le caractère général des
éléments d'une fraction continue holoïde.

En adoptant une fraction continue de la forme (11), on a

, — r j -y _v „ _ Vp-vUjj/v'—Up/V^v Up,vi—.Up.v, O i—y^ , ^2===——————,-—— r-——,. a^==.-^—'
u ̂  ^ p.v

lîiïe convient particulièrement pour une succession de points A, B,
C, ... dont le premier se trouve sur l'axe Ose; car alors v = o, ILy se
réduit à l'unité, et, des les premiers éléments, la fraction continue a
les caractères des fractions continues holoïdes. En résumé :

Les formes (I) et (II) de fractions continues sont plus particulière-
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ment adaptées, au point de vue qui nous occupe de la plus parfaite
régularité : la première, à une succession de points représentatifs dont le
premier est sur l'axe des y ; la seconde, à une succession de points repré-
sentatifs dont le premier est sur Vaxe des x.

Nous parviendrons donc aux formules les plus parfaites en faisant
commencer la suite régulière des points représentatifs par un point de
l'axe des y ou des a?, et en prenant alors, suivant le cas, une fraction
continue de la forme (I) ou de la forme (II).

11 convient enfin encore de noter ce point de détail que, pour les
fractions continues de la première catégorie, si l'on veut que les élé-
ments a^ soient, comme tous les dénominateurs partiels suivants, des
constantes, il faut que les deux premiers points représentatifs soient,
l 'un et l 'autre, ou sur l'axe des x, ou sur l'axe des y.

Les seules fractions continues, entièrement régulières, dès le début ,
sont celles de ces fractions qui partent de l'origine des coordonnées.

16. Voici maintenant le Tableau des fractions continues régulières.
Nous avons annexé à chacune d'elles le schéma qui montre comment
progressent dans le plan les points représentatifs de leurs réduites
successives.

|. — Fractions de ta première catégorie.

^-H
^ x x^ x^ 04-i)!_____

, + ^ ^ ^ . . . 4 - - ^ + — — — — — — ( v + r ) ^ •

(^ •4- l ) ( -U -+- 2)
y[ . . H.—x x " ^ ^
! - r——G . , ; (^a)(^3) :
| | (v -4- 2).^
î T"̂  ' ' (^+3)(^^4)B"—-c • - • r — ————————————

2X
Mo'^ " ' ' ' (^4-4)(v^5y

• •——————————>.05 l "T" ————""

(v==o, i, 2,3, ...).
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(P) (-1)^1^^1

i-f+îL2-. ; (-1)^^___(^i)l
ï ^ ".' ^! (^4-1)^

^ , (^4- l ) (^ .4-2)

^ • - * • î l 1— -
( p. 4- 2 ) X

, g.——:H

. . E.__IF . J •

. C*——<D •

(^+3)(^-h4)
IX

^__ (^ .4-4) (^+^>)

A(p^o) B " ' JC 1 4 - . ,

(^==0, 1 , 2 , 3, .. .).

(pl+2)(^+3)

II. — Fractions de la seconde catégorie.

^v-H) ,+^+^+...+^+___^n1___
I 2 î y î .y

!/[ . . . . i _ _t_ _^ _______^+i)(v-^9")_______
" 1 1 / 4 - 1 2 X

1 ' * * ' ' T x ^ (7+2)(^T3^• • • • • l ' ' - ' - -———— —j— "—————————————————————————————————————T—————————————"

1 ^ 4 -2 ÏX

\ ' ' v ' .r (^+3)^-T4)

'^^r—B—î—ô—E ^ • . ' ^4-3 i _ ^ .
————————^ . I -y-(-./l ' " .

(V==:0, 1 , 2 , 3 , ,. .).

(_ ][)P.+I ̂ 1X4-1

I..^^^,,.;', (-1)^ ^ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ ( ^ + 1 ) 1
T 2 ! "* ^! _____^

,' , x _______(^.4-1) (^.4-2)
i —r" ————— — —————————————•————————

^A E? • - * ' ^ 4- I _____^X

\ ' " ' " ' ' r -<- x (^ 2) (^3)i ~r" "~——— — —~~--————————————~-—
c! » • * , • pi 4~ 2 3 x

x (JTTIiy^ 4- 4)
|m 4-3 ^

AT?,o) • • . ^ ^ 14- —^~4 — • .

<^=:0, î , 2 , 3 , ...).
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IÏI. — Fractions de la troisième catégorie,

x ,z'2 , , x^ , , (v4-ï) '
l ' a ï -^•••-r y f 1 i(v4-i^â

£ ^^____________^•+• I ) (v4-2) 2 (v- i -3)_________

y{ * ' * /' v(v+î) 2(v4-2).y2

^ • , ^ ^ (.-^(.-^(v-r-Ô)
c./ . . (v 4- 2) (v + 4) 3 (y -r- 3 ) ̂ '2

B/. . . , ^ , ^4-5)^-4-6)^^4-7>

/ . (V4-4)(V+6)'" V.T
A(0'Y • • • - ^(ÏÏÔKÏ(v+6)(v+8) ' ' •

[ ' ^ = ( 0 ) , i , 2 , 3, 4, ...].

(—i)^1^^1

x- œï-—— (-^0^^ _________________(;JL4-I) !_____________
ï 2 ! '" ;ji! i QJt.4-i)a?2

^X (;J.+T)(;J^.+'X)2(;J.+3)

^ ( y.-+ 2) a((Ji"h2)^2

^ ^ ^ ___ ^ (yjL+3)(^+4)2(;A-4-5)
(^L+2)(iJL+4) ___3(|Jl+3)^_ ^

j + i^^ ^ (^)(l^)î(l^7)
______ ([i+4}(^+6) _^^-
A(^O) ' ^- , . 'T'(p.+6)(^+8)'"^''•

[ ; i=(o), 1 , 2 , 3 , 4 , • • • ] .

En faisant v == o dans (e) et [ï = o dans (*(), on obtient deux frac-
tions continues régulières qui ne rentrent dans aucune des trois caté-
gories précédentes. Ces deux fractions, qui ont les mêmes réduites, à
savoir, celles qui correspondent aux points successifs de la bissectrice
oc ==y^ sont deux fractions exceptionnelles se rapportant aux cas exclus
à la fin des n08 9 et 11.

G. — HISTORIQUE.

17. Le nombre des fractions continues obtenues avant que j'aie fait
connaître les formules générales du Tableau précédent est extrême-
ment restreint, car on n'en peut compter que cinq; encore peut-on
dire que la fonction ̂  est sûrement la fonction pour laquelle ce nombre
est le plus grand. Ces cinq fractions continues ont été données l 'une
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par Euler, une autre parGauss et les trois dernières parLagrange ( 1) ;
deux appartiennent à la première catégorie, une à la seconde et deux
à la troisième* Quatre des successions de points correspondantes par-
tent de Porigine des coordonnées, la cinquième part du point (0,1).
Pour bien fixer le caractère de généralité des formules données anté-
rieurement, nous reproduirons ici ces cinq fractions continues, en
indiquant pour chacune d'elles la succession correspondante des points
représentatifs et le cas particulier des fractions du Tableau général
auquel elle se rapporte.

I, — Fractions de la première catégorie.

v = o dans (a); LAGRANGE.

ûc

1/

8'

.

; 0

F»

C

H

E

i i -•"•""-"•" l-n- .„„—„.. ,- . , . , ...
X

2
1 -- —————————

,1 X

3Ï
l 4- ————————

ï X

3 Tï — —————
I X

5"2
—l ï+—————

Ï X
G . -^ —5 s
. . Ï — ————————

1 X

, , 7 ^

(1) EULER, Lïtroductio in Analysin infiniiorum^ 1.1, §§ 368-373. — GAUSS, Disquisi-
tiones générale^ etc. {OEwres, t. III, p. 123). — LAGRANGE, Sur l'usage des fractions
continues^ etc. {CEuvreSj t. IV, p. 3oi).
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fJi •= o dans ((3) ; GAUSS.
r

i
3^

ï
/y

6

y i . . . ,i ^
J

• • . G ——•H —— X
10

! . E..—— F . ï
—~~~ oc
10

T _ 1 ^ __________________.LCILL-
II, — Fraction de la seconde, catégorie.

fJ.==o dans (ô) ; EULER,
i

x
x ï

n . . . . r îj? 3
oi » . . » ï -

2 *^

^ 4.ci
« . . . . * r- 3 ^ ̂
^ . . » ^ - ^ ^

III. — Fractions de la troisième catégorie»
^i== ï dans (s) ; LAGRANGE.

^2

x -4- <a?-+-
1 W

^ . ______9 T______
ï . 3 . ï ^^ I -D

/ " ^ a5 4y - • '-^^—————rï?
J/8' • ' • , _ - + _ _ _ 9^_ ̂  49 4

> . 7 «a?/ ï — —— 4-
7-9

A • - » . » 5 M ^

0 ^
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v =: o dans (s ) ; LAGRANGE.

x

: .y
. .0 • .

Zl:-:
A •̂

.Z*
1 — — -j

2

J
•h————

ï 4- -

I

l

73

4-

^
T
ï œ'1

375'4
ï x^

577 T
j ^2

779 T
x+ !+..

La dernière de ces fractions at t i re l 'attention par ce fait qu'elle ne
rentre pas effectivement dans la troisième catégorie, où les dénomi-
nateurs partiels doivent être du premier degré; mais c'est là un fait
exceptionnel sur lequel nous avons déjà attiré l 'at tention (n° 16).

IV. — La convergence des réduites.

18. Le dénominateur Vp^ de la réduite (^.,v) est (5)
A==iJl

V — ^ ( ^ h iJ.(^—î)...(p.—h-+-i) x^
'^•^^ i/ (^+y)(^-+-^-i) . . .(^+v--/z+i) h \ '

h s=0

L'identité
p. —i y. iv

pi.-4-^ _-^~"~" ^-+-v (^^v) (^-4-^_ ^

montre que, si les deux entiers positifs [j. et v croissent indéfiniment,
de telle sorte que le rapport-tende vers une limite, nécessairement

positive ou nulle, o, la quantité —^-"~ i -. tend vers —x—; le coefû-
wh icient de (— i r r-r dans Vyv tend vers 7———rr» et le (h 4-1)'^^ termev / h \ r (&;) -h s y1 v /

de Vp,y tend, par suite, vers

(--"-Y\ M+i/
h\ '
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En même temps, le nombre des termes de Vp^ croît indéfiniment, et
l'on peut ainsi présumer que V^ tend vers une limite égale à la
somme de la série

(S)
i x i x^ i ,a?3

T ____ __ ____________ _ 1 , _______ __________________ ____ .____________ _________________ _I

1 ûû -}- 1 Ï . 2 (œ-4- l ) 2 I . 2 . 3 (ûû -+- l)3 ' ' ' '

c'est-à-dire à e t;rrï.
Pour établir cette proposition en toute rigueur, désignons par (a, b)

un intervalle d'étendue finie, et par X un nombre positif plus grand à
la fois que |a ] et |&| . Les valeurs absolues des termes de Vp^ seront,
pour toutes les valeurs de oc appartenant à l'intervalle (<%, &), infé-
rieures aux termes de même rang de la série à termes positifs con-
vergente

X X2 X3
j 4, _ 4- —— 4- - .——-h . . . ;

1 1 . 2 1 . 2 . 3

si donc, s étant un nombre positif quelconque, on choisit l'entier po-
sitif k de telle sorte que la somme de la série

x^1 x7^2

(TÏTyi ̂  (Â-- i -2) i ̂  * "

soit plus petite que y la somme, que nous désignerons par r^ des
termes du polynôme Vp/ qui suivent le terme en x^ aura un module
inférieur à |>; de même aussi le reste, R^? àe la série (S) limitée au
terme en x^.

Soient maintenant ̂  ^t S^ les sommes des k •+• i premiers termes de
Vp^ et de la série (S), en sorte que

Vp, == .̂  4- '7^

^^^^S^+BA..

Les nombres (JL, v croissant indéfiniment de telle sorte que le rap-
port v- tende vers la limite co, chaque terme de ^ tend vers le terme
correspondant de S^; le polynôme s^ tend donc vers le polynôme S^ et
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l'on peut déterminer un nombre positif A tel que, pour tous les couples
de valeurs attribuées à ^ et v pour lesquels on a p. ^> A et v > A, la
différence S/,— s^ soit, quel que soita? appartenant à l'intervalle (a, &),
plus petite, en valeur absolue, que « • Maison a alors, pour ces valeurs
de x,

I ̂ "ûrn - Vp.v | = 1 S/. + R/. — ̂ •- ̂  | ̂  1 SA- - s/, \ + | Rh \ + ] ̂  | < £.
a"

ce qui établit que Vp,v a une limite, et que cette l imi te este* (0-M; en
outre, V^ tend uniformément vers cette l imite dans l'intervalle (a, &),
c'est-à-dire puisque a et 5 sont arbitraires dans tout intervalle d'éten-
due finie.

La démonstration s'applique directement au cas où. œ = = o ; elle
s'étend aisément au cas où le rapport - grandirait indéfiniment. Enfin,

F-
on peut encore supposer qu'an seul des deux nombres p, v croisse in"

"définiment; la limite de Vp/ est alors e^ ou ï , suivant que c'est le
nombre p. ou le nombre v qu i croît seul indéf in iment , et ces limites

,'r

sont encore données par l'expression e 0)"1"'1, en y faisant (ji) nul et
infini.

Nous avons ainsi cette proposition :
Quand on attribue à p- et v une succession de couples de valeurs telles

que :
1 ° L'UÎZ au moins des nombres p, v croisse indéfiniment;

2° Le rapport - tende vers une limite ̂  ou croisse indéfiniment,

le dénominateur Vp/ de la réduite ([j-, v) de e30 tend, quel que soit x, vers
y

une limite; cette limite est e (û~i~l; dans tout intervalle d'étendue finie,
V^ tend uniformément vers sa limite.

19. Tout ce que nous venons de dire relativement au dénominateur
V^ pourrait être répété pour le numérateur Up/ de la réduite. Mais les
formules (5) montrent que U^y se déduit de Vp, par l'échange des
lettres (A et v et le changement de x en — x\ en sorte que l'on peut
conclure immédiatement de l'étude faite sur Vp/ que la proposition
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finale s'applique à Up/ avec cette seule modification que la limite, au
x

_ --y FTi (OJ'
lieu d'être e a>-"1, est ̂  ou 6e04-1.

Le quotient des deux limites est
WX

TT ft(jù-+-l
ï,.^ ^P __ ^_____ __ .̂.FH U i — „ „ ^ — — 6 ,

¥ p-v ^""oïTT

et ceci subsiste même pour co infini. Ainsi, dans les conditions indi-
quées par l'énoncé du théorème précédent :

La réduite (p-, v) de e^ tend, quel que soit x, vers une limite; cette
limite est e^'y et, dans tout intervalle d'étendue finie. Ici réduite tend uni-
formément vers sa limite,

20. Le rapport- est le coefficient angulaire de la droite qui va de

l'origine au poin t représentatif de la réduite (;x, v). Quand ~ tend versP-
ii ne limite ou grandit i ndé f in imen t^ cette droite tend vers une position
l imi te , et la suite des points représentatifs détermine une direction
asymptotique. Soient p , y les paramètres directeurs de cette direc-
tion asymptotique. On peut résumer les résultats obtenus dans cet
énoncé :

Pour une succession, de points représentatifs déterminant une direction
asymptoliyue Çp, ç), les suites des dénominateurs et des numérateurs des
réduites convergent vers des limites

__/^_ ., J_F__
e p - ^ ' l ^ ep-^-^

dont le quotient est e'^; dans tout intervalle d'étendue finie, la conver-
gence est uniforme.

V. — G-énéralisation.

21. Les résultats que nous avons obtenus dans ce q u i précède peu-
vent être étendus à d'autres fonctions que la fonction .exponentielle;
je vais indiquer sommairement les points principaux de cette généra-



420 H. PADÉ.

lisation, en renvoyant, pour la démonstration, aux Mémoires suivants
désignés dans ce qui suit, pour abréger, par les lettres A, B, C.

A. Sur la représentation approchée d'une fonction par des fractions
rationnelles ÇAnnales de l'École Normale supérieure, 3e série, t. IX,
1892).

B. Sur les séries entières convergentes ou divergentes et les fractions
continues rationnelles ÇActa mathematica, t. XVIII, 1894).

G* Sur la généralisation des fractions continues algébriques (Journal
c/e Mathématiques pures et appliquées, 4e série, t. X, ï894).

22. Étant donnée une fonction y ==/(^), régulière dans le voisi-
nage de l'origine, et un couple de nombres entiers positifs ou nuls,
(^, v), il y a, parmi toutes les fractions rationnelles irréductibles dont
le dénominateur est au plus de degré p-, et le numérateur au plus de
degré v, une fraction qui, dans le voisinage de l'origine, représente la
fonction y plus exactement que toutes les autres; c'est-à-dire telle que
la différence entre la fonction y et elle-même soit, pour x inf iniment
petit, un infiniment peti t d'ordre plus grand que la différence entre la
fonction y et toute autre des fractions considérées (A, n° 4 et suiv.).
C'est cette fraction spéciale, parfaitement déterminée quand p et v
sont donnés, que nous nommons la réduite (;x, v) de la fonction y.

Dans le cas général, les termes de la réduite ((J-, v) sont de degrés
égaux à ^ et v respectivement, et l'ordre infinitésimal de la différence
entre la fonction et la réduite est [j- -4-v -+-1 ; je dis, d'une telle ré-
duite, quelle est normale. C'est ainsi que les choses se passent dans
le cas de la fonction exponentielle, quel que soit le couple (p^v) :
toutes les réduites de e^ sont normales. Mais il n'en est pas toujours
ainsi : les degrés des termes de la réduite ( (x ,v) peuvent être inférieurs
à p - e t v , et l'ordre de l'approximation fournie peut être différent de
p . - 4 - v + i ; cet ordre, néanmoins, est toujours plus grand que la
somme des degrés des termes de la fraction, et c'est là une propriété
caractéristique des réduites de la fonction y; c'est-à-dire que, dès
que la différence entre la fonction y et une fraction irréductible est un
infiniment petit d'ordre supérieur à la somme des degrés des termes de la
fraction, cette fraction est une des réduites de la fonction ( A y n° 17).
Une telle fraction correspond alors à un ou plusieurs couples : à un
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seul, quand l'ordre de l'approximation ne surpasse que d'une unité la
somme des degrés des termes, et la réduite est alors normale; à plu-
sieurs dans le cas contraire; le nombre des couples auxquels elle cor-
respond est toujours égal au carré de la différence entre l'ordre de
l'approximation fournie et la somme des degrés des termes.

Quand toutes les réduites de la fonction sont normales, les notions
de point représentatif^., v) et de droite d'égale approximation subsis-
tent sans modification comme dans le cas de la fonction exponentielle.
Il n'en va pas de même quand des réduites de la fonction sont anor-
males, car, comme une telle réduite correspond à plusieurs couples
(p-, v), il n'est plus vrai que tous les points représentatifs qui se trou-
vent sur une même parallèle à la droite x+y=o correspondent à
des réduites donnant la même approximation. Pour conserver à ces
droites leur caractère de ne passer que par des points représentatifs
correspondant à la même approximation, il faut supprimer du plan
certains de ces points. Cette suppression dépend de la loi suivant
laquelle sont répartis dans le plan les points qui correspondent à une
même réduite anormale. Cette loi, qui est cependant des plus simples,
n'a pu être établie jusqu'ici que par une discussion assez pénible;
elle consiste en ce que tous les points représentatifs qui correspondent à
une même réduite anormale emplissent un carré dont les côtés sont paral-
lèles aux axes (A, n° 26. Exemples, n° 7).

La réduite anormale considérée donne une approximation qui cor-
respond à la droite d'égale approximation contenant la diagonale du
carré, en sorte que l'on ne doit laisser subsister que ceux des points
représentatifs qui sont sur cette diagonale ; tous les autres points du
carré doivent être supprimés, car, pour ceux placés du côté de l'ori-
gine, l'approximation est plus grande qu'il ne convient pour la droite
d'égale approximation qui les contient, tandis que pour les autres elle
est trop petite. Quand il s'agit de la représentation par leurs points
représentatifs de réduites qui peuvent être anormales, il faut toujours
supposer cette suppression effectuée.

23. Nous disons que deux couples de nombres ( (^»v) , ((^v') sont
contigus quand ni l'une ni l'autre des différences ^ / — p | , \V—v|
n'excède l'unité.
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Nous disons de deux réduites normales ou anormales qu'elles sont
contiguës quand il y a deux couples (p., v), (^/, V) auxquels elles cor-
respondent et qui soient contigus; mais il faut remarquer que les
points (p-.v), (pt-Yv') peuvent être parmi les points supprimés du
plan.

Nous pouvons alors énoncer ce théorème général vrai, que les
réduites soient toutes normales ou non (A, n05 54 et suiv.):

Les termes d'une succession de réduites contiguës et de plus en plus
avancées A ,B ,C, . . . ,H ,K ,L , . . . sont liés par des relations de récur-
rence de la forme (7), où a désigne un monôme à coefficient et exposant
différents de zéro, et a un polynôme à terme constant digèrent de zéro.

On pourra, par conséquent, obtenir, ces réduites en partant des deux
premières A, B par un calcul de proche en proche.

D'ailleurs, les suites de réduites dont il est question dans le théorème
précédent sont, GÉNÉRALEMENT, les seules qui donnent naissance à des lois
de récurrence de la forme indiquée; mais il peut se présenter des cas
où des suites d 'une autre nature donnent naissance à des lois de récur-
rence de même forme. Ce cas peut se présenter, alors même que toutes
les réduites seraient normales et, de fa i t , il se présente pour la fonct ion
exponentielle : la suite des réduites non contiguës de cette fonc t ion
correspondant aux couples

(n) {n,n'), ( n + 2 , / 2 4 - a ) ( ^4 -4 ,^+4) , ...

donne lieu à un algorithme, d'ailleurs régulier, où les éléments a sont,
des monômes du quatrième degré et les éléments a des binômes du
second degré. Si nous ne l'avons pas rencontré, parmi les algorithmes
réguliers, dans notre étude de la fonction exponentielle, cela tient à
l'exposition synthétique que nous avons suivie, en écartant systéma-
tiquement tous les cas exceptionnels (A, n° 68).

Supposons que toutes les réduites soient normales. On peut alors
chercher à constituer la suite des points représentatifs, A, B, C, ..., H,
K, L, .... de telle sorte que le calcul de proche en proche des réduites
correspondantes soit régulier, c'est-à-dire tel que les monoroes a
aient tous le même degré, ainsi que les polynômes a (A, n° 57).

Deux des trois catégories de successions examinées dans le cas de
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la fonction exponentielle (n° 11) et remplissant une telle condition
existent toujours et nécessairement dès que toutes les réduites sont nor-
males ; ce sont celles où les monômes a sont du premier- degré. Les
successions de la troisième catégorie, celles où a est du second degré,
ne donnent un calcul régulier que dans le cas général; mais il ne suffit
pas que toutes les réduites soient normales pour que l'on puisse
affirmer que toutes ces successions, ou une partie seulement d'entre
elles, donnent un calcul régulier; et c'est ainsi que se range sous un
point de vue plus général le fait spécial, rencontré dans le cas de la
fonction exponentielle, d'une succession devant donner un calcul
régulier rentrant dans la troisième catégorie et que nous avons été
obligé d'exclure systématiquement de nos considérations (n05 9, 11
et 16).

Dans le cas générale il n'y a pas, en dehors des trois catégories de
successions de points qui viennent d'être signalés, de succession don-
nant un calcul de proche en proche régulier. Ainsi, la succession de
points (n) qui, pour la fonction exponentielle, donne un calcul régu-
lier, est absolument exceptionnelle et tient cette propriété de la nature
propre de la fonction.

24. Aux successions de réduites que nous venons de considérer
correspondent des fractions continues dont les éléments mettent en
évidence les lois de récurrence par lesquelles sont liés leurs fermes.
Tout ce que nous avons dit, relativement aux fractions continues géné-
rales, à propos de la fonction exponentielle (n° 13), s'applique au cas
général.

Les fractions continues ainsi obtenues appartiennent à la catégorie
des fractions continues holoïdes, et c'est ici le lieu d'expliquer l'ori-
gine de cette qualification (B, n° 10). La définition précise de ces
fractions est la suivante :

Une fraction continue HOLOÏDE est une fraction continue dont toutes les
réduites sont des fractions rationnelles approchées d'une même fonction,
et dont tous les éléments, à F exception de ceux relatifs aux deux pre-
mières réduites, sont des monômes à coefficient et exposant différent de
zéro pour les numérateurs, des polynômes à terme constant différent
de zéro pour les dénominateurs.
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On démontre aisément que les réduites d'une telle fraction con-
tinue sont des fractions rationnelles irréductibles deplusenpius appro-
chées de la fonction (A, n05 43 et 56); et c'est là un caractère fonda-
mental qu'elles ont en commun avec les séries entières, où les polynômes
obtenus en limitant la série à ses termes successifs sont caractérisés
par la condition d'être de plus en plus approchés de la fonction que
représente la série.

Les théorèmes du numéro précédent peuvent être résumés alors dans
cet énoncé :

Une succession de réduites contiguës et de plus en plus avancées donne
naissance à une fraction continue holoîde, et, généralement, il ny a que
ces suites qui donnent naissance à une telle fraction.

Au cas où la fonction n'a que des réduites normales, les considéra-
tions développées à propos des fractions continues régulières (n° 14)
sont applicables, et Von peut affirmer l'existence, dans le cas général, de
trois catégories de fractions continues régulières. Si l'on sait seulement,
des réduites de la fonction, qu'elles sont toutes normales, sans plus,
on ne peut affirmer que tout ou partie des fractions continues régu-
lières de la troisième catégorie existent. Enfin, il peut y avoir d'autres
fractions continues régulières correspondant aux cas exceptionnels si-
gnalés à la fin du numéro précédent; et je transcrirai ici, pour rendre
complet le Tableau des fractions continues régulières relatives à l'expo-
nentielle, les deux fractions régulières exceptionnelles qui s'y rap-
portent encore.

i +
I X"

i - i x 4- x! _ „____î-i3!^^!.

ï+_^!______5^9 '42_____
3.7 2 , i x^

i + „„ f! _ 9.ii^i3 y
7. u 2 , î .z"2

I Ï . Ï 5 2
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ï

..vj — ————————————————————————————-

œ ^ TTyTS T^
l + - -4- — — •———————————————-——————————.

3 1 3 1 .2'̂

ï + _L ̂  _. _____^^O ^_____
3.7 a ï .r'"

ï .z'2 9 . ï r2. i3 4"2

7 . 1 1 2 ï x^
/ \ -4- ———^ — —. •

I I . I 0 3

Les réduites de ces fract ions très spéciales sont, comme l ' indique le
schéma unique qui s'y rapporte , celles qui correspondent aux couples

(0,0), (2,9.), (4,4), ...

25. Be la t ivementà la convergence des réduites, et, plus spécialement ,
des fract ions con t inues holoïdes qu i correspondent à une fonct ion , je
rappellerai que les travaux de M. Thomé et de R iemann sur la série
hypergéornétr ique on t mis en évidence le fait , pour la fraction conti-
nue de Gauss, d 'avoir un champ de convergence plus é tendu que la
série hypcrgéométrique. La fraction de Gauss n 'é tant qu 'une fract ion
1res par t icul ière parmi toutes les fractions holoïdes attachées à la
fonction hypergéométrique, on peut se demander par quel mécanisme
se fa i t le passage de la divergence de la série à la convergence de la
fraction c o n t i n u e , quand on considère u n e chaîne de fractions con-
t inues in te rmédia i res entre celle q u i donne la série et la fraction de
Gauss : c'est là une quest ion intéressante où je suis occupé, et dont
j'espère donner prochainement la so lu t i on .

Laguerre et Halphen ont montré qu'à une série convergente pouvait
correspondre une fraction con t inue divergente. Si l'on rapproche ce
fai t de ce qu i est re la t i f à la série hypergéométrique, et que l'on tienne
compte de la notion main tenant acquise de la mult ipl ic i té des fractions
continues holoïdes attachées à une fonction, on est amené à regarder
ces faits comme des cas particuliers de cette proposition générale que,
parmi les/radions continues holoïdes qui correspondent à une fonction,
les unes pewent être convergentes, les autres divergentes. De là peut se
conclure une justification des règles élémentaires du calcul des séries

Ann, de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome XVI. — OCTOBRE 1899. 54
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pour le cas de séries d ivergentes (A, n° 59; B, n05 6-8) ; mais la ques-
tion appelle de nouvel les recherches.

26. Je terminerai en m e n t i o n n a n t l 'extension que l'on peut faire de
la théor ie des fractions continues algébriques, ou mieux, des lois de
récurrence analogues à celles que l'on considère dans cette théorie, au
cas de plus de ^/eux fonctions; car i l est à remarquer que la recherche
de la r édu i t e (;^, ^) d ' une fonct ion équivaut év idemment à la question
suivante : étant données deux séries entières S et S', déterminer deux
polynômes A et B, de degrés au plus égaux respectivement à [A et ^, tels
que la quan t i t é

AS+BS^

soit infiniment petite d'ordre au moins égal à ( x + v +i. La formule (4)
montre par quels polynômes est résolue la question quand S et S ' son t
deux exponent iel les .

La généralisation consiste alors, étant données n séries entières
Sp S^, ... S^, à trouver n polynômes Ap Aa, ... A^, de degrés an plus
égaux respectivement à ;^i, y^ . . . ̂  tels que

A i S i + A â S 2 + . . .-+-AA

soit inf in iment peti te d'ordre au moins égal à (G, 11° Partie).

^ "{- J^ 4-... 4- ̂  4- îz — l.

C'est à M. Hermite qu'est due cette notion de la généralisation de
la théorie des fractions continues algébriques, et l'expression des po-
lynômes A quand les séries S sont des exponentielles.


