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SUR LA REDUCTION

SYSTEMES DIFFERENTIELS QUELCONQUES
A UNE FORME CANONIQUE,

Par M. C. RIQUIER,

PROFESSEUR A L'UNIVERSITE DE CAEN.

Dans diverses Notes communiquées & 'Académie des Sciences ('),
et dans un Mémoire in extenso dont elle m’a fait 'honnear d’ordonner
I'insertion au Recued de Mémoires des Sayants étrangers (*), J’ai établi
que tout systeme différentiel peut, sans changement de variables ni
intégration, se vamener & un autre composé : 1° d’un groupe de rela-
tions finies exprimant certaines des fonctions inconnues a I'aide des
autres et des variables indépendantes; 2° d’un groupe orthonome
passif et linéaire du premier ordre ol se trouvent engagées, avec les
inconnues restantes, quelques-unes de leurs dérivées a titre d’incon-
nues adjointes. L’économie des conditions initiales, évidente dans ce
dernier systeme, se (rouve par 1a méme immédiatement connue dans le
systeme proposé, et, dans I'un comme dans I'autre, la solution générale
dépend de fonctions arbitraires en nombre fini.

Cela posé, et un systeme orthonome passif et linéaire du premier

(1) Voir les Comptes rendus de I Académic des Scicnces des o8 mars 18¢g2, 27 fé-
vrier 1893, a4 avril 1893,

() T. XXXII, ne 3. Voir aussi, dans les dnnales de I Lcole Normae, deux Mémoires
publiés en 1893 et une courte Note publiée en 1897.
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ordre étant donné, on peut toujours, par un simple changement linéaire
et homogéne des variables indépendantes, modifiant, il est vrai, I'éco-
nomie des conditions initiales, le mettre sous une forme telle, que la
recherche d’intégrales ordinaires répondant & des conditions initiales
données s’y ramene & une recherche semblable exécutée successive-
ment sur divers systemes de forme tres simple. Ce résultat a ¢té com-
muniqué a 'Académice des Sciences dans la séance du 8 mars 1897, et
son exposition détaillée constitue objet du présent Mémoire.

1.

Je rappellerai tout d’abord Ia définition suivante :

Etant donné un systeme du premier ordre résolu par rapport i un
certain nombre de dérivées, on peut, pour en disposer nettement les
diverses équations, les éerire dans les cases d’un quadrillage rectan-
gulaire dont les lignes correspondent aux variables indépendantes et

les colonnes aux fonctions incomnues, en metlant Péquation qui
4

aurait, par exemple, 7% pour premier membre, dans la case qui appar-
tienth la fois & la colonne (u) et & la ligne (2). Parmi de semblables
systemes, je distinguerai spécialement ceux dont les lignes peuvent
étre rangées dans un ordre tel, qu’en faisant abstraction pour un instant
des colonnes vides et des colonnes pleines, chacune des autres, par-
courue de bas en haut, soit formée par la succession dun fragment
vide et d’un fragment plein : c’est, avec quelques restrictions en
moins dans la définition, le type de systeme différentiel que nous
avons étudié, M. Méray et moi, il y a quelques années ('), sous le nom
de systéme régulier; il constitue, comme je I'ai ¢tabli dans le Mémoire
cité plus haut (*), un cas tres particulier du type que j'ai nomme
orthonome.

Cela posé, tout systéme orthonome, passif et linéaire du premier ordre

() Méray et Riquir, Sur la convergence des développements des intégrales ordi-
naires d'un systéme d’équations différenticlles particlles ( dnnales de P ficole Normale,
1890).

(%) Recueil des Savants étrangers, . XXXIL, n° 3, p. 10 et 11.
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peut, par un simple changement linéaire et homogéne des variables indé-
pendantes, se ramener a un systéme régulier, passif et linéaire du premier
ordre, dont les colonnes contiennent respectivement les mémes nombres
d’équations que les colonnes correspondantes du pPropose.

I. Considérons un systeme orthonome et linéaire du premier ordre,
et, dans le second membre de I'une quelconque des équations qui le
composent, désignons le coefficient d’'une dérivée paramétrique pre-
miere par la lettre A affectée de quatre indices, deuxindices inférieurs
appelant la dérivée principale premiere qui figure dans le premier
membre correspondant, et deux indices supérieurs rappelant la dérivée
paramétrique premicre que multiplie le coefficient considéré : par
exemple, si x,y,%,..., u,¢,w,q,... désignent respectivement les
variables indépendantes et les fonctions inconnues engagées dans le
systeme donné, la notation Ay désignera, conformément & cette con-
vention, le coefficient de % dans le second membre d'une équation
ayant pour premier membre du

dz

Considérons maintenant un produit ebtenu en multipliant entre cux
quelques-uns de ces coefficients, et écrivons & la suite les uns des
autres, sur une premiere ligne horizontale, tous leurs indices supé-
rieurs, puis de méme, sur une deuxieme ligne horizontale, tous leurs
indices inféricurs; eela posé, si, abstraction faite de U'ordre de leurs
lewtres, les dewx lignes ainsi obtenues sont identiques 'une a Uautre, le

produit consideré ne peut manquer d’étre identiquement nul en x, y,
Zy iy Uy 93y Gy e

Supposons, par exemple, qu’il s’agisse du produit
(1) AT AVIALTAYS,
ot les indices des facteurs satisfont évidemment & la condition indi-
quée; désignons par

x 2 x
Cly Cyy ~vey €y
by ey eeeg ey
) u M
Cis Cay ooy Cpy

.y ey ey
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les cotes respectives des variables indépendantes et des fonclions
inconnues; puis, formons les différences

(e +cl)— (e} +c)), (¢h—+cy)—(cy+ch)s ooy (ch+ci)—(ch+cp),

(cy—+ct) —(cf+c})y (ey+ey)—(ch+cy), ..., (ey-+ci)— (i),

t(cz—kc’{)——(c?-’—ci‘), (e +ef)—(c]+ce3), .ovy (ch4cp)—(c] ¢,
( "

(el +eh) —(ev+ci) (ef+ci)—(ey-+c5), ..., (ef-+ci)— (et eh)s
qui existent respectivement entre les cotes des dérivées

de  dv du  dy
ALV S A .

dr’ dx’ dy’ ds’

et celles des dérivées
dy  du dy v
dy Todr’ da’ s

Sile produit (1) n’était pas identiquement nul en a, y, 5,..., «, ¢,
w, g, ..., aucun de ses quatre facteurs ne le serait non plus; il résulte
alors de l'orthonomie du systeme que, dans chacune des quatre
lignes (2), les différences ne seraient pas toutes nulles, et que, dans
chacune d’elles, la premiere différence non égale & zéro serait positive :
la ligne obtenue en ajoutant les lignes (2) par colonnes verticales
jouirait done, elle aussi, de cette propriéteé, et 'on aurait, pour quelque
valeur de indice 7,

Cf A= ef A= e - ¢F - e b o) - eff - eF > el A el - e e ) b e - e ]

inégalité impossible, puisque, en vertu de notre hypothese, ses deux
membres se composent respectivement des mémes termes & ordre
pres.

Il. Tout systéme orthonome et linéaire du premicr ordre peut, par un
simple changement linéaire et homogéne des variables indépendantes, se
ramener a un sysiéme régulier et linéaire dw premier ordre, dont les
colonnes contiennent respectivement les mémes nombres d’équations que
les colonnes correspondantes du proposé.
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Pour rendre ce point plus aisément saisissable, nous raisonnerons
sur des exemples (*).

SUR LA REDUCTION DES SYSTEMES DIFFERENTIELS QUELCONQUES, ETC.

A. Considérons le systeme orthonome

% = Az % -+ AL % -+ AVl % + AL %’;’5 -+ A7 g% + A

& A %’ AL % AL c[l[‘; Al Ay,

3 | G =ML - ML T+ A T ME A L A
(?y = Ab zf'yl - Al %i—;— + ALY (;l,-} AL A Yy,
N AR G N G M T A T A

oltu, v, w, p, g désignent cinq fonctions inconnues des deux variables

indépendantes z et y.

1% ¢ v N2 q
du dv r_liz__ _
LW T de 7 | de T
dp dg
y (l')/' ——- e ({y — e .

Si, dans le systeme (3), on effectue la transformation

2=y x4 31,

Y=oz P

(1) Le lecteur est prié de traeer pour chaque cxemple, comme nous le faisons pour
Pexemple o, le Tableau quadrillé qui correspond au systéme proposé, et celui qui eor-
respond au systéme transformé mis sous forme réguliere.
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ott ', y* désignent les nouvelles variables indépendantes, et «,, 3,
o,, B, des constantes provisoirement indéterminées, le déterminant
différentiel du systeme transformé par rapport aux dérivées

p du dv dw dp dy
(4) 2 47’ Az’ do’ d7

a pour valeur

% ry J qx
BiAiL — o PiAL LAY oy AT o ALG
1y "L qx
Bi ALY BiAUY— oy BuALY oy AL Y
-4 2 o
(5) | BiALY BrAL BiARY — o o ALY oy AL
BiAZY Bi AT BiALY a  Apt — By oy AYY
a v na qx __
ﬁi A:;;’ Bl Ai}’? !31 A"/,vy % A’/J' 2 A'/.Y ﬁl

Ce déterminant (5) peut étre considéré comme une fonction, soit
des quantités

(6) &y, (31» -0:2’ ﬁ*): x, .Va i, "a v, [)’ //7
soit des quantités
(7) oy, By, ooy Po, ', ¥, w, v, v, p,oq.

Considérons-le actuellement comme une fonction des quantités (6),
et supposons établi, ce qui fera 'objet de la démonstration ci-apres,
que, pour toutes valeurs particulicres de z, y, «, v, w, p, ¢, considérées
comme initiales, on tombe sur une fonction non identiquement nulle
de a,, B, o, By; on pourra alors, en considérant le déterminant (5)
comme une fonction des quantités (7), trouver, pour «,, 3,, «,, B,
des valeurs numériques qui laissent différents de zéro, et le détermi-
nant (5) dans le voisinage des valeurs initiales de @', ¥/, u, ¢, w, p,
%y Bl
o By
systeme transformé pourra donc étre résolu par rapport aux déri-
vées (4) et, par suite, étre mis sous forme réguliere.

q, et le déterminant des formules de la transformation; le
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u o {8 r q

dww
de'

dp _

dr'

dy

dr’

ar | da T

Or uous allons effectivement faire voir que, dans le déterminant (5),
considéré comme fonction des quantités (6) et ordonné par rapport
aux coefficients de la transformation, le coefficient d’'un terme conve-
nablement choisi, par exemple du terme en o387, se réduith ==1.

Observons i cet effet que chaque colonne du déterminant (5) peut
étre décomposée en deux sous-colonnes ayant pour éléments : la pre-
miere, les produits de o, par de simples fonctions des quantités x,
vou, v, w, p, ¢, la seconde, les produits de B, par des fonctions de
ces mémes quantités; nous les appellerons, pour abréger, la sous-
colonne (o) et la sous-colonne (B,). Cela étant, on remplacera, dans
le déterminant (5), trois des colonnes par leurs sous-colonnes («,) et
les deux colonnes restantes par leurs sous-colonnes (), on répétera
cette opération de toutes les manieres possibles, et 'addition de tous
les déterminants ainsi formés donnera évidemment le terme cherché.
Ces déterminants sont au nombre de dix et correspondent aux combi-
naisons suivantes des sous-colonnes :

(Bo)y (Ba)y (o), (), (o)
(B)s (e)s (B)y (on)y (o4);
(B)y (e0)y (), (Br)y (ou);
(Br)y (e), o)y (an)s (i)
(d,), (@1)’ (51)’ (al)’ (5(1);
(ar)s (B1)s (om)y (Bi)y (er); .
(ar)y (B1)y (ou)y (o) (B1);
(o), (o) (Br)s (B1)s (ou)s
(e1), (a1)y (Bi)y (o), (Bi1)s
(o1)s (1), (er)y (Br)s (P1)-

En conséquence, le coefficient du terme en «}@] est la somme des

Ann. de ' Fe. Normale. 30 Série. Tome X1V, — JuiLLer 1897.

34
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[

dix déterminants sulvants:

wy
A 11:::
\ ny

v

wy
A W

ALY

ny
wy
A
wy
A we
Apl

wy
[iSeY

ALy

»y
wy
Ag ¥
—1
)

s

O

O
O
O

O

A
ALY
AL
AY,

0
—1

0

vy
Mg

Avx
¢
A“-,y_;,

vy
AI’.T
AlY

qY

,\I'Y

ux
ey
J\u.r

ey
/ we
AT

ny

AV
ALY

0O
O

0

0

wy
e

wy
wy
A W
wy
ARy

ay
4y

AWy
“\t‘t.}:
A

wy
‘l\uu:

wy
Ay

wy
gy

Al
ALz
A%
AL
A P

ay

Al
AbE
AL
ALS
AGy
ALE
Al
ARG
ADY
Ay
AP
ALE
A%
A b fv

px
Al p

&
A ;’t x

qx
A%

qx
A l{’.l.'

A%

ry
q.x
A’I Y
A7

wa
AlL
ALZ
Ay
z\:ﬁ
ATS
AL
A1z
Al
A
O
(8]
(e}
[#]

— ]

O
0
0
0

—1

G. RIQUIER.

A
AL
ALY
Ay
Ay
ALY
Adx
AL
Ay
Ay

qy

(8]

(8]

AL
¢ \:: fI:
AV

A i C'}.’x.'

AU;Y

Py
vy
Dy

De ces dix déterminants, le premier se réduit i

au signe pres, chacun de ces termes s’obtient, comme on sait, en pre-

wy
wx
Alt}’
v
wy
Ly
wy
¢y

v
A Il»):l'
v
Av

vy
A vy

vy
A’I.Y

AL
e
AL
A3

x
Al
qx
AlZ
g
Al’ Y

AYE

qy

A
AL
ALy
ALY,

wy
A

A
ALY
Alx
AE
AGy
Al
AnE
AR%
ALY
AbE

1Y

(6]

AlL
ALz
Al
AZE

oqx
A%y

O

AT
A
AL
Ay

A/[,J'

vy

A

wa
Ugs
Al
gL
ALE

Af/.lt

Dp'y

A oy

Ty

[§]

—1
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nant un élément

, et un seul,

ETC.

207

dans chaque ligne et dans chaque

colonne, et faisant le produit de ces quatre ¢léments; or, les éléments
du déterminant sont affectés, dans les lignes successives, des indices

inféricurs

(8)

wr, ©x, py, qy,

el, dans les colonnes successives, des indices supérieurs

(9)

wy, ¢y, px,

qx;

si_donc on observe que les indices supérieurs (¢) sont les mémes, a
Pordre pres, que les indices inférieurs (8), on voit immédiatement,
en vertu de 'alinéa I, que tous les termes du déterminant sont identi-

quement nuls, et, par suite, le déterminant lui-méme.

Ainsi, Ie premier de nos dix déterminants est identiquement nul, ct
Pon ferait une démonstration analogue pour chacun des autres,
abstraction faite du dernier qui se réduit évidemment
somme de nos dix déterminants se rédait bien & ==
voulions I'établir.

. Considérons le systeme orthonome

e =AD A
T =M A
=ML A
RV A
=N g A
oo
AL A
e

a — 1. Done, la
1, comme nous

du du ., de L dy dy Ay
::g (/[J. I"A:;& lP -+ :t};‘ l)/ Aftdz'('[:: -+ th(_[; -+ ::{1, (ll
" du wp At dy o dv dy do
w2 i - A —— 7 -+ AR o= T + A - o + A, == -+ Z{"ZZ
du du . dp _dy Lo s dy
:f”;bdll AZO. @ + Al P AL AL Alk 70
up. du up du oy dy e AV e A0 ot AV
ws (l{.' + Aus Zl—‘ Aus 67)-’_ +Au.v ‘{E A-us dS =+ Ay lt
du du L, do . dy . dv dv
" ;]"[; + A Ep -+ A%t c—l; + A i A% T e 7
du du dy L de . dy dy
i ({[,L A’v[r;?[- +A 7 + A s -+ ALY, 7 + AYL ai
up du up e dy vr dv s v ot Ay
o ‘(},{}' AV)J T -t AH ;Z_}j -+ A '(75 :\,,‘L s -+- \,,, (/l
up. du np du dv be dv b AV o Ay
o, (j/l; - A‘”l’ IP = A,,p 3-); -+ Ao 7 -+ Aop, - P + A o a

- AL, ’5‘ A
"t .
AL A

p

A i—g + Ausy
4 A Z% + Ay
AL+ Ao
-+ AP :5: + Ay,
+ A% g—: + Aoy
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ol u, ¢ désignent deux fonctions inconnues des variables indépen-
dantes &, y, 5, 5, t, A, by @- '
Si dans le systeme (10) on effectue la transformation

e oy s s 0t e+ O,
shem oy Pas s Oyl kO,
sz oy Bys S b Ogl gkt Oy
= oy PBis s+ o e k00,
W= oyy+Bss s+ 05t ek Oyp
Pl gy 4 Bes b ges Ol e h O,

p' - p,

ouwal,y, s, s, ', N, p, ¢ désignent les nouvelles variables indépen-
dantes, et

%y f)x, 71 O, & O

%, Pur Yar Oy &y Oy

Ky s 163, 739 Oy &, Uy,

%y B Yo O &, O

%y @;n i 05 €5 Oy,

o . A
iy 26y Yoy D60 Epy 0(2

des constantes provisoirement indélerminées, le déterminant diffé-
rentiel du systeme transformé par rapport aux dérivées

du du _r{ “ du  du do dy dy

de” dy” ds ds’ de’ dx’’ dy” did

se réduit immédiatement, grice a la nullité d’un certain nombre ’élé-
ments, & un déterminant du sixieme ordre ayant pour colonnes verti-
cales successives
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u
e"'.lAZ,) -+ 0 Aul_} — Oy
EIAZ:‘:"‘ 0 A — B,

el A+ O A — 7,
N.Y

wy,
0,AY,

alA.,(}, “+ 0, AL,

N
°1Aut -+ — Oy,

1/7
n') -+

a ARy + BiAT
‘71Aun+ BlAE
gl ln l"p Am
o Al -+ B AL

ey vz
23 AU)\ -+ 161 AI’I

s AL+ 0, AL

ea AUk 4
e A - 0, Al

wy

— %y
G' AZE—‘ 52:
- 72’

& ’\',ﬁ': —+ g‘lAut - a'l’

X 3
A 4 0, A",

&y A:I-[?y -+ 011&””’

wiL?

-+ /1 ‘\,,) -+ 01 A:;,},
+ P AL 0 AL,
+ 1 AL 4 0 AL,
-+ ./lAwt -+ OLAUD

vt

+/1A4'/ +01’ A

P

T Sy

oy Al =+ BrAE 4 71 Al S AL — 04,

AL + D AT —

269

Au)\

wh ul
wy € A\u}—'!_g¢‘\u;"—"

&, AZ’:,: \rrU

us

=+ QJAZ[;' — %y

533

sy

c

I8 Al A 0k noAMY
A',ﬁ‘.-—}—g:,‘A“g-—/g, EiAIIZ.\'—*_Oif uc'—/h
ul N ! up,
x’ut\ -+ 93[\!{\[ ~— O3y sdAlt;lz -+ 9& Ay — Ou

wh .

78
g Al - O AT s AL+ 0AL,

AL+ 0, AL, e AL + O AL,
1.1\ :,) -+ ﬁe A;‘) -+ “/01\:\‘» -+ 6: A;’,l‘ N

G ALY 4 B AV 4 7o AV —+ 0,480,
“2Am + B ALG - 72ALS - 00ATS
o4 BaAb: —+ 7o AL - G AL,
oc,A‘,) + oAl - 72V + 0,A0 — ¢,
oy A"iL + P2 ALG + e AT+ 3, AN — b

Il s’agit de prouver que dans ce déterminant, considéré comme
fonction de &, y, =, 5, 1, 1, 1, p, u, ¢ et des quantités (11), et ordonné

par rapport aux quantités (r1), le
ment choisi, par exemple du terme

coefticient d’un terme convenable-
en o, Byy, 0,80y, se réduit b %= 1.

Or, pour ¢valuer le coefficient en question, il est évidemment permis

de remplacer par zéro toutes les quantités (11) a l'exception de o, B,
N ) , » , . .

Yur Gi» €45 Oy le déterminant (12) se réduit alors au suivant :

e A — oy O,ALY 0
e ALk 0, A~ Ba o
e Al LAY =
e A 0, A%y o
eAly O, ALY 0
el Al 0, AL 0

&

o AL B AL

oy ALY B AL

oy A BaALS

o AL BoAL ’
V3

vy
%y Ai‘)x -

vy
oty A ol

P A
B2 AL — 0,

&y

¢’est-a-dire au produit de y,8, par le déterminant

o AI’:I;

e ALh
g ALk

e AL

(13)

— oy Oy \Z'i
2
0, A% —
wuph
02 }\‘,-I

i
02 \V 3

vy
oyt wy

p?‘ uy-

%y A}Jt! ﬁ11 s
vy
a‘lAv)\ & ﬁ'zl\w
A::[] (5‘21\::(1 - 02

Dans le déterminant (13), comme dans Ie déterminant (5), chaque
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colonne peut étre décomposée en deux sous-colonnes, et il nous suf-
fira, pour obtenir le coefficient cherché, d’ajouter ensemble les coef-
ficients partiels fournis par les combinaisons suivantes des sous-
colonnes :

(etr)y (Ba)y (er)s (D25

(1), (0s), (e1), (P

(e)s (Ba)y (er)y (1)

(e1)y (Da)y (o), (Ba).

On a ainsi 4 faire la somme des quatre déterminants

—1 o 0 o —1 AL o A
0 -1 0 0 o A% o A%
0 0 —1 ol o A 1 AY ’
0 o 0 —I o /\ﬁ’,{jj [3) i
Ao AW o Ak AIEAL AL
A —1 AZ o Ak NN AR
AL o AY o A A A A
? o AL =1 Al A AR A

dont le premier se réduit ¢videmment i 1, et dont les trois autres sont
identiquement nuls en vertn ’un raisonnement tout semblable i
celut que nous avons déjh fait dans I'exemple 4. Le coefficient du
terme considéré dans le déterminant (12) se réduit done bien b =1,
comme nous voulions I'établir.

C. Considérons le systeme orthonome

fdu A ., v . (v
dy = N o N g N A
du . du oy @0 wz AW
s Au:. ZEZ = Au: ;7; ~+ Au:. 2[5 -+ AU-’”
dy A ., dv . sy

) T = AT e AL o+ AVE oz Ay

(14) \ ; '

dy N du oy Ay wa AW
222_ LAy ;l—l; -+ Aa’:. ';z; -+ A(':,“ ‘(7:_" -1~ Au:r
v ol .. do 5 sy
To = AE g A dy AR A
dw wa A oy v dw

ety ) s Y A ReA

vdy Aoy Gz + A Ty AR+ Ay
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ol u, v, w désignent trois fonctions inconnues des variables indépen-
dantes x, y, 5. Si, dans le systéme (14), on effectue la transformation

(1)

' = x+ By + 115,
) Y'=osa 4+ Bay + 7253,
Vs =g+ By y 4+ 755,

ot z’, y', 2 désignent les nouvelles variables indépendantes et

(16)

Ay, 161: Yla
ay @2: 72’
A3, ﬁ:;s 73

des constantes provisoirement indéterminées, le déterminant différen-
tiel du systeme transformé par rapport aux dérivées

a pour valeur

(17)

nwua
7y A "wy

"
a AL

war
%y A"’.l,’
rd
oy N
wa
%y A Wt
wa

2 /\ wy

.__(jl

—— -Y1

du dy dwv du o diy

P dw i d Ay dy
@1 AZ‘} 71 A '/‘e; oy A I’l’}l - ‘33 132 '\;;} 72 \',:';
BiALL 71A%G oy AT ~— 72 B2 AL 72 A3
BiALL — o 71 AVE ay AUT BaALL — o 72AVZ
BiAUL — 71 AT oy ALY BaAUl — 72 72 AUE
@1/\:3;: 71 ARS — oy ey AL By AL Y2 Aln— o
BiAL 1AL — B e ALY B2 ALY 72 ALY — Be

Il s’agit de prouver que dans ce déterminant, considéré comme fone-
tion de , y, =, u, v, w et des quantités (16), et ordonné par rapport
aux quantités (16), le coefficient d’un terme convenablement choisi,
par esemple du terme en o B, B,v3, se réduita == 1. Or, pour évaluer
le coefticient en question, il est évidemment permis de remplacer v,
et o, par zéro; le déterminant (17) se réduit alors au suivant :

%y Afﬂi
oy Ay
o  ALE
oy A
oy AL

[22] A

— By

(18)

wx
Wy

BiAYy
BiALL
ﬁtAﬁrl““ 221
BiAYZ
ﬁiAK"&
BiLAY

[¢]

0

0

[¢]

—_ 132

— Yy
8]
8]
(6]

O

Ba A

BaALL
BaACY

PaAit—

B2 AL
PaA,

72

w3z

72 A.,,J.
72 AVE
72A0Z
72 AE
72A0%

I

2

72 ARy —
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Dans le déterminant (18), chaque colonne peut, comme dans les
déterminants (5) et (13), étre décomposée en deux sous-colonnes,
etil nous suffira, pourobtenir le coefficient cherché, d’ajouter ensemble
les coefficients partiels fournis par les combinaisons suivantes des

sous-colonnes :

(B)s (), (e1), (Ba)s (72), (72)3
(B1)s (er1)y (o), (72)» (B2)» (7203
(B1), (o), (=), ('/2): (72)» (B2);
(1), (B1)s (o) (@z), (72)» (72);
(a)y (Br), (ou)y (72)s (B2)s (7205
(e)y (Br)y (o), (72)s (72), (Bu)s
(ar), (21), (£1), (B2)s (72 (72)3
(er)s (ag)y (£1)s (725 (B2)s (7203
(ar)s (1), (P1), (72), (72)s (22)
Des neuf déterminants ainst formdés, le troisicme se réduit & ==

et les huit autres s’annulent, soit comme ayant deux colonnes iden-
tiques, soit en vertu du raisonnement déja fait dans les exemples A
et B.

0. Considérons le systeme orthonome

{du . dut . du oy . dy o sy

T = M G A T AR T A G A ,~ A b A
dy du due v €9 .. Ay , , (/&

(19) o= AL 573/ -+ AY3 i Af,f 7 -+ AL} P 4= /\‘J,’ ~ \1},’ dy - -~ Aoy,
iy du . (lu . o . Ay . (lﬂ oy (v

\\ }7;: A::'; (7‘—); -+ A:{.: d \:‘5 / -+ \:\.. [- A::l{ .-‘ - \:: > —l—; -+ An 2y

oltu, v, w désignent trois fonctions inconnues des variables indépen-
dantes z, y, z. Si, dans le systeme (19), on effectue la transforma-

tion (15),
rapport aux dérivées

a pour valeur

BiALL+ 71 A — oy

du
dx

77

de
dx

o A% -+ 1A

i
,
ody!

K 4
&%y Nr‘z’.c + By ALY

le déterminant différentiel du systeme transformé par

BiAY + 71 ALY a AL+ 7 AL] — B o AV BLAYY ;
BiALY -+ 71 AlS oy ALE 4y AL o  ARE - By ARL — vy
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Dans ce déterminant, ordonné par rapport & o, B,, v,, on cherchera
le ‘coefficient du terme en «,83,v,; on remarquera, a cet effet, que
chaque colonne peut étre décomposée en trois sous-colonnes, et 1'on
ajoutera ensemble les coefficients partiels fournis par les combinai-
sons suivantes des sous-colonnes :

(e1)s  (Bi)s (71); (B1), (e), (71);
(1), (71), (Ba)s (B1)s (71)s (on)s
(y1)s (o), (B1)s (y1)s (B1)s (ou)s

ces six déterminants sont nuls, & 'exception d’un seul qui se réduit
i ol 8

E. Considérons le systeme orthonome

du . du dy . sy . v
T A priny A% dy -+ AL% a2 " AvX Iy + Ay
du . du ody . iy .y
Iy = ALy = A dy AL o AL Ty 4 Ay
de . du oy @y wa (v wy v

(20) doe ™ Avd ds A dy AV dx = AS dy - Ava,
dy L du ody . iy .. dw
T = Al 7 -+ ASY ;6*/ == A:}: dx -+ A% ;75/ “- Ay,
sy . du . dy e Ay .. diy
—n = AL oo AL Iy T AT o AGE @+ Ay

ol u, v, w désignent trois fonctions inconnues des variables indépen-
dantes x, y, z. Si, dans le systeme (20), on eflectue la transforma-
tion (15), le déterminant différentiel du systtme transformé par
-apport aux dérivées

du dy dw du dy
T T d d dy
a pour valeur
Y1 — o BiAL oy ANT -+ BrAYY YaAii — oy BoAll
YiA»f?f; -~ B BIAZ'}} 0‘1Aﬁf -+ f)iA% 72 Aﬁf; — B BzAf?;r
1A BiAY —oe, o AVF + B1AVY 72 ALZ BaAYh — e,
ViAD BiAY — 71 o AVT + B ATY Y2 AE B AL — 7,
71AGE B1ALL a AT+ BiASY — v 72 AR B2 AL
Ann. de (*Ee. Normale. 3° Série. Tome X1V. — JuiLer 1897, 35
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Dans ce déterminant, ordonné par 1"‘1pp0r Ea ey, By Yis %o Bas

Y2, ON

cherchera le coefficient du terme en ajy,B.v.. A cet effet, on y rem-

placera B, et «, par zéro, ce qui donnem

YIAZ; — % 0 o AT YzA;fjc
AL o @A pAE—f
(21) y1ALZ —oy o A7 72 A0E
71A%2 — 711 o AYY 72A0%
‘ 71AGE o oA —71 VAL

ﬁz Ai’,{;
@ Au)
B2 ALY

52Aﬁf — 72

p2Aw..

puis, on remarquera que chaque colonne du déterminant (21) ainsi
obtenu peut étre décomposée en deux sous-colonnes, et 'on ajoutera
ensemble les coefficients partiels fournis par les combinaisons sui-

vantes des sous-colonnes :,

(71)r (), (), (B2),
(71)s (en)y (o), (
(o), (y1)s (o), (
(en)y (71) (o), (y2)y (Ba);
(o) (ot1)s (“/1): (
(an), (a1), (71)r (

tous ces déterminants s annulcnt a 'exeeption d’un seul qui se réduit

el

F. Considérons le systeme orthonome

=AM A A A A O
% = Aif;‘-if—;: + AL g‘y—’ A% —(‘«j‘y + AL Zj‘ + AYE ‘fl‘:’
s :A.{:,fg—; +A§;§% AY % + MRS A
% = Az L T+ % + AL, :ﬁ; + A5 % A O
EX Asp gy AR A A T

dp

e pr 17
r Au: dax

v AP
M

)
Az L+
dap

+ ALz ©
wy df

\ P X‘ A7

ry (l xr

(l/)
ds
@
ds
dp
dz
d, dp
d=

vz Ap
+ AL

N3
-+ ART =
NS
-+ ALZ
N3
A(’U.L'

9
+ AL S

-+ Az,
+ Avas
“+ Ay
= Ay

-+ Apy,

ol u, v, w, p désignent quatre fonctions inconnues des variables indé-
pendantes x, y, . Si dans le systeme (22) on effectue la transforma-



(23)
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tion (15), le déterminant différentiel du systeme transformé par rap-
port a

du de dw dp dw

dz"’ dz’ dz’ dz’ dy’
a pour valeur

LA+ BAT =y BAL AL V1A% o ALT + y:1ALZ 72 AL
oy Af’}v + B AL B AL+ YAy — oy ANE oy ADZ + 71A%; 72 AVZ
+ BrAGk Br Al + 71 ALL YiARe — ar o ALZ 4y ALY 72A0:

3 ’\m -+ ﬁlA,’f.-" ﬁle’) + 1ALy V1AL — Br oy AR+ }’1Aw3 72 ALY
A”“‘ BiAgy PiAGy + 7:AL 718y o ALS+ v ARy — B ALY

Dans ce déterminant, ordonné par rapport & o, 3,, ¥» ¢y, Bas sy 0N
cherchera le coefficient du terme en «jf,v, .. A cet effet, on y rem-
placera «, et y, par zéro, ce qui donnera le produit de B, par le déter-
minant du quatrieme ordre

—

— 8,

a ALT -+ BiAY— 71 BAR AL 710z o AfT 4y AL

o AGE - B ALY BiAY + AL — o P AL a ALY+ v AL .
o Al = B ALY By :J.: 71 AL 71 A — o o ARG+ 71 AL ’
%y A%y -+ BI A%)}: @ /:y -+ Yx ;’;y /1 A‘I‘;w A%’c + /le; ial

puis on remarquera que la troisieme colonne du déterminant (23)
peut étre décomposée en deux sous-colonnes et toutes les autres en
trois sous-colonnes, et I'on ajoutera ensemble les coefficients partiels
fournis par les combinaisons suivantes des sous-colonnes :

(en)y (o) (71)s (B1)s
(1), (1) (ew)s (Be);
(71)y (e)y (1), (B1);
(@), (B1)y (a)y (71);
(a1), (B1)s (71)s (ou);
(B1)y (o4)y (an)y (74)3
(B1)y (an)y (y1)y (o);

(ﬁl)i (}'1)’ (1), ()3
(71)s (B1)y (1), (ou);

tous ces déterminants sont identiquement nuls, & I'exception d’un
seul qui se réduit a = 1.
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G. Considérons enfin le systeme orthonome

du i it oy 49 - v dp - z//) i . (I(/ oo s o s

e = \(,{a, -+ A — & l—A‘,,), ?F + Ay - ly +A{,) + ALY P +A,Q, -+ &,(ﬁ —— A dy -+ Auyy
L du “du o 40 ws i ” b c[p 24 4 (1(/ o (s o s

'(’E,' - \m \u.. (l}’ + Ays t—l; \u.. d}’ Au., 1, -+ Au,: d‘; -+ Au: (73 -+ Au: (/l - \u. ',.) -+ \u,y

&\ {!ﬁ A @ e dp e dp wdf/ T A d(/ A B g B

({.I‘ V.Zd v [y v d VL l 1 (4 l (4 l |"L - V.lr'(l‘l: (R4 [ "y

dy urdu vv w3 dw Py d/) Pz d/’ ‘ :/.::({/ ¢ d_(/ s ([E LAY Is .

= \“;& A A AR dy + ALy gzl +AW(T Azg o A (/:7--}».,\‘,_.,,

([W \ln:' + A".Y_(gi + AW: dW -+ Ap) Ap" EIP xr/t _+_ \'I d/ - \v: | sy _(l\‘ N \

;l.l = Dy ({l wa:dy W d W / - -+ i r([ -+ W [ ey anr / LT e /, il W

d“ n 4 '3 d‘ D, [ 24 d/) U (1(/ qz / "' $

=A 2 Al -+ AL 7+ \‘I‘y‘“lj"' ALy i Als- e + Al 7 + / \;‘,(,— - A‘,’, I, Ay

o =T “’Ya"

,S

22 Ap

d ; L dw d e . o (s

g At A dy AR +A{§;d§ + AT A A /_~ G g A A
I(/ o o dw dp L dp ([r/ o s ols

dv '\lmf dz Mv d)’ + A s AZ)}:E[:}} o ds + AZ# "[ +Arn e A'/: ,/, -+ Af/’» ,/y F Ay,

(I$ ul' (7 w* ¥ [)Ydl) 144 ([/’) g d(/ r/:.’/ N”' '. ,\\y “
b ~axg dy - MET AL dy N g N N g A A e A
ol w, v, w, p, q, s désignent six fonctions inconnues des variables
indépendantes , y, z. Si, dans le systeme (24), on elfectue la (rans-
formation (15), le déterminant différentiel du systeme (ransformé par
rapport a
de dv dw dp dy ds  du dv  dv

de’ di’ di’ di’ da” de’ dy” dy” dy

a pour colonnes successives :

alArty f’l? ﬁle)yr T A?;;; B Auy‘l' /1A{i)7

aAS =71, BiAE, 7ALE, BiALL -+ 71 AL
o AyE, BV —a, 7 AYE, BiALY 7 AL,
o ALY, 1Ay — Ty A, B ALY + }’x AL,
o AL, BiAL HANE — oy BlALL AL,
“IA:::';? B A NGy — B B ALY+ 71 AL,
“xAﬁ’ ﬁnl\fm /1/\‘,‘;}, ﬁxAm + 9 ALE —ay,
%A B AT, 1Ay BiAly + 1A

“1A§Lfr QIAV:T’ YlA?g" 6IAM -+ /lAg;v



SUR LA REDUCTION DES SYSTEMES DIFFERENTIELS QUELCONQUES, ETC. 277

\H; -+ 71"‘%?" A:;J; -+ :BIA':& AZ; 5’: ﬁ’- u_)s Y"A‘l‘t;ﬁ
a Ai’[f -+ "/xAZi, o AL+ @lAfig’ oy Al — — 72 ﬁ AbL, /QA‘::;
o AlZ 4= 1 ALL o A%+ BrAdL, as AUT, BaAln—o, 72ALZ,
o ALY 4 9, ALZ, 2 ASE + B AL, a2, AlE, B, A ‘(’,-‘z'—yg, 72 A7,
%y {\‘r{x’. -+ 71 A:ﬁm 291 Awm"‘_ ﬁ' Auu9 dzA:::?t" 52 A:;vln 72 A:::i — 0y,
'/I/\n 'y - /LA‘H: IAu) -+ @1'\cw: s A::’q)ﬂ’ 6 Aﬁ_)’ /ZA::'; "’
% '\;I’ w1 A;):;" v Alr'l: -+ B AI”’ a"AZﬁ’ Ba Apx, 72A(/‘J’577
HAGF AT =By AT BAR, AL BAR AT,
dlAsﬁ -+ 71 A(«/:f’ oy ALY + (le I — )2t 2A.Is":x) E’%Ash Y?Agv:::'

Dans ce déterminant, ordonné par rapport a oy, B,, v,, @, Bsy Ya»
on cherchera le coefficient du terme en o} 37y, B,v3. A cet effet, on y
remplacera e, par zéro, ce qui simplifiera les trois dernieres colonnes;
puis on remarquera que, dans le déterminant ainsi obtenu, chacune
des trois colonnes dont il s’agit peut étre décomposée en deux sous-
colonnes, et chacune des six premieres en trois sous-colonnes; finale-
ment, on ajoutera ensemble les coefficients partiels fournis par les
diverses combinaisons des sous-colonnes. Or, les 180 déterminants
qui en résultent se réduisent tous & zéro, a I'exception d’un seul qui
se réduit & 4= 1.

HI. Sideux systémes orthonomes et linéaires du premier ordre, S et §',
peuvent se déduire l'un de U autre par un changement des variables inde-
pendantes, et st, dans Uun et dans Uautre, les colonnes correspondant aux
mémes fonctions inconnues contiennent les mémes nombres respectifs
d’équations, les deux systémes sont a la fois passifs ou non passifs.

Supposons, en cffet, que le systeme S soit passif, et soient

u, ..., les fonctions inconnues;

x, ..., les anciennes variables;

x', ..., les nouvelles;

tles formules qui lienta, ... 4 a', ...;

¥ celles qui expriment les anciennes dérivées premieres et secondes
de w, ..., en fonctions de leurs nouvelles dérivées des mémes
ordres (ou inversement);
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U les relations ultimes distinctes des deux premiers ordres du sys-

teme S;

U les relations ultimes distinctes des mémes ordres du systeme S';
(W) le groupe transformé de ¥ & I'aide des formules £, ¥, et composé,
comme lui, de relations toutes distinctes.

Puisque, dans I'un et autre systéme, les colonnes correspondant
aux mémes fonctions inconnues comprennent les mémes nombres res-
pectifs d’équations, les fonctions inconnues ont, de part et d’autre, les
mémes nombres respectifs de dérivées principales dans chaque ordre:
nous désignerons par N le nombre total des dérivées principales pre-
mieres et secondes, soit du systeme S, soit du systeme S'. En vertu de
la passivité du systeme S, chacun des groupes U, () contient exac-
tement N relations. '

Cela posé, si I'on transforme 'une quelconque des relations A’ a
'aide des formules f, &, la formule résultante, vérifiée pour toutes
les intégrales du systeme S, est une conséquence algébrique de U,
car autrement la solution générale de S ne posséderait pas le degré
d’indétermination qui résulte de la nature passive du systeme; on en
conclut qu’avantsa transformation, la relation considérée du groupe W
est une conséquence algébrique de (U). Done le groupe W', composé
par hypothese d’équations toutes distinctes, ne peut comprendre plus.
de N relations. Ainsi, chacune des nouvelles dérivées principales pre-
mieres et secondes, et en particulier chacune des nouvelles dérivées
cardinales, n’a qu’une seule expression ultime, d’olt résulte, comme
on sait, la passivité du systeme S'.

IV. Sil’on observe, comme je I'ai rappelé plus haut, que tout sys-
teme régulier est orthonome, Ie simple rapprochement des alinéas 11
et ITI suffit & établir 'exactitude de notre énoncé général.

2.

Jappellerai, pour abréger, systéme simple un systeme du premier
ordre, linéaire par rapport aux dérivées des m fonctions inconnues qui
s’y trouvent engagées, et résolu par rapport aux m dérivées qui inté-
ressent une seule et méme variable; ou, en d’autres termes, un sys-
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teme linéaire du premier ordre dont le Tableau ne contienne qu’une
seule ligne entierement pleine avec des lignes entierement vides.

Cela posé, dans tout systéme régulier, passif et linéaire du premier
ordre, la recherche d’intégrales ordinaires correspondant & des conditions
initiales données se raméne a une recherche semblable effectude successi-
vement sur divers systémes simples (*).

Supposons, pour fixer les idées, que le systeme régulier, passif et
linéaire du premier ordre auquel on a affaire ait pour Tableau

w 0 w P
di _|do_ |aw_ | _
Pl ade | de " d = | de ™
de ||
¥ = s T
(25) L | de
5| =
e _
Slods T
t

olt u, v, vp, p désignent quatre fonctions inconnues des cinq variables
indépendantes z, ¥, =, s, t. Désignons en outre par x,, ¥,, 5y, 55, £, les
valeurs initiales choisies pour ces dernieres, par Us(¢), V,(5,s, ),
W,(z,s,¢),P,(y, 5,5, ) quatre fonctions données, et supposons qu’on
cherche les intégrales ordinaires du systeme (25) déterminées par les

(1) Dans un Mémoire publié I'année derniére [ Extension du théoréme de Ceauchy aux
systémes les plus généraux d'équations aux dérivées partielles (Annales de U'Ecole Nor-
male, novembre et décembre 896)], M. Delassus a ramené l'intégration de ses sysiémes
canoniques i I'intégration successive de plusicurs systémes do M™ de Kowalevsky : la
réduction analogue que jeffectue, dans le n° 2 du présent Mémoire, sur lintégration des
systémes réguliers, conduit, comme on le voit, & un résultat plus simple.
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conditions initiales
w = Uy (¢) POUr & — Zy== ) — Yo =5 — 547=8 — § =0,
v = V;(5,5,¢) pour & -—x,==y— )o==0,
w=—W;(3,s,1) pour x —xry,= Yy — )==0,

p=Pi(y, 5,51t pour z—az,=o0,
Il est clair que les intégrales dont il s’agit peuvent, par un groupe-

ment convenable des termes de leurs développements. étre mises sous
la forme
w=(x—z,)U(2, ¥, 5,8 ) +(y—y) Us(¥, 5,5, ¢)
-~ (5 _'*’0) U (*" 5 ) -+ (S ""%)Ul‘-(‘?’ t) -+ U:;(l),
(26) ¢ =(x— ) Vi (=, VARIRE L)+ (]”'.)”0) Vv, (J” 5,8, L) - v, (5,8,¢),
W= (:ZI—— xﬂ)wi(wi J” 5, 8, t) -+ (}’—}’o)wﬂ(.}’» 5, 8, t) -+ W:i(‘:"“': L))
p=(x—waxy) Py (2, 9,58 t)+Ps(y, 58 ¢)

En posant
(27) (s —55) Ua(s, &) + Uy (¢) = Yy (s, ¢),

la premiere formule (26) devient

(28) u=(x—z) U(x, y, 3,5 L)+ (¥ — o) Us(y, 5,5, ¢)
+(5—25)) Us(5,s8, )+ Y,(s, ¢).

Cela étant, si, dans la quatrieme ligne du Tableau (25), on donne
aux trois premieres variables x, y, 5 leurs valeurs initiales 2, y,, 5o,

d
la fonction u et ses dérivées d“ ‘Z se réduisent respectivement a Y,
axy, dy, da clv (lv elw dcv dw dp (//) dp dp

T > etlesquantités o, w, p, 7os 50 T o T T W W i

a des fonctions connues de s, ¢, comme on le voit sans peine par la
formule (28) et les trois derniéres formules (26). La fonction Y, (s, ¢)
vérifie donc une équation aux dérivées partielles, linéaire et du pre-

dy
mier ordre, résolue par rapport & —-; elle se réduit d’ailleurs, pour

§ = §,, & une fonction connue Uy (¢), comme le montre laformule (27).
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On est donc ramené, pour la déterminer, a rechercher dans un certain
systeme simple (impliquant une seule fonction inconnue) I'intégrale
ordinaire qui répond & des conditions initiales données.

Supposons connue la fonction Y, (s, ¢), et posons

(: - :0) U;,(S, S5 [) -+ Y,,(S, t) = Y;,(G, S, t)'

Si, dans la troisitme ligne du Tableau (25), on donne aux deux pre-

mieres variables «, y leurs valeurs initiales x,, y,, on verra, par un

. du du , 7. .
raisonnement semblable, que u, —=> —— se réduisent respectivement

A Y-,, i}la (—ir—‘y et ¢, w 14 Z‘j) E[_t” f-l—(’): (-g‘—p’ E-Zf-’ f{(—p: d_p, @7 (—9—)7 dﬁ
P od dt P dsT dsT dtT dsT ds T de” dy’ dsT ods’ de
a4 des fonctions connues de z, s, ¢. La fonction Y, (3, s, ¢) vérifie done
une ¢quation aux dérivées partielles, linéaire et du premier ordre,
, . dYy R T N
résolue par rapport & —=; clle se réduit d'ailleurs, pour =z = z,, & une
fonction connue Y, (s, ¢). On est donc ramené, pour la déterminer, &
rechercher, dans un certain systeme simple (impliquant une seule
fonction inconnuce), U'intégrale ordinaire qui répond i des conditions
initiales données.
Supposons connue & son tour la fonction Y, (z,s, ), et posons

(y —50) Us(y, 3,8, ¢) Yi(5,8,¢)== Xo(y, 5,8, ¢),
(y—x0) Val(y,5,8,¢) Vi(s,8,t) = ®(y, 3,5,t),
(y =) Waly, 5,5 t) +Wy(s,5,0) =¥ (y, 5,5, ¢).

Si, dans la deuxieme ligne du Tableau (25), on donne & la premiere
variable 2 sa valeur initiale z,, on verra, comme ci-dessus, que

du du dy de dv dy dw dw  dw  dw

u, ¢y W, 2;,')‘/, -5;21 (7‘;, -EE’ ;z?’ 2‘[27 zl‘—yz Zz’ ds’ —(l—[

se réduisent respectivement a

dY, dY, db, db, db, db, d¥, JdV, dJd¥, JW,
) ) 7 Y ~) el _— T
dy dy ds ds dt

q 1, et il
v, ., W, di’ dy’ ds’ ds’ dt
Ann.de ' Ee. Normale, 3¢ Série. Tome XIV. — Aovr 1897. 36
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_dp dp dp dp, 1. . . )
i AN des fonctions connues de y, 5, 5, £. Les fonctions

(29) Y, (¥, 5,8, 8), Dy (yy 5,5 8), Ty (y, 508, ¢)

vérifient donc un systeme partiel linéaire et du premier ordre, résolu
sy dYy, d®, AW - .
par rapport aux trois dérivées —, —=, ——; elles se réduisent d’ail-
dy " dy dy

leurs respectivement, pour y = y,, & trois fonctions connues
-r-'i(:" .S‘,l), V:}(:’Sré)r \VE(‘:’ S5 t)'

On ecst donc ramené, pour les déterminer, & rechercher, dans un
certain systeme simple (impliquant trois fonctions inconnues), le
groupe d’intégrales ordinaires qui répond & des conditions initiales
données.

Finalement, si 'on suppose connues les fonctions (29), les inté-
grales cherchées vérifient les équations de la premicre ligne du
Tableau (25) et se réduisent, pour x = x,, & des fonctions connues

T‘z(y; S, 8, ‘)7 q’z()’z SIRP L)a ‘Irﬂ(y) 5,8, A)» P:&(.)’: 5,8, L)

On est donc ramené, pour les déterminer, a rechercher, dans un
dernier systeme simple (impliquant quatre fonctions inconnues), le
groupe d’intégrales ordinaires qui répond i des conditions initiales
données.

APPENDICE.

Dans un Mémoire publié¢ ici méme & la fin de I'année derniére (1), M. De-
lassus a émis sur mes travaux certaines critiques auxquelles j’ai répondu
dans un article publié en mars (*); une Note de M. Delassus, parue dans le
numéro de juin (*), m’oblige & une nouvelle réponse, qui, je U'espére, fera
cesser toul malentendu.

(1) Extension du théoréme de Cauchy, ete. (Annales de ’Ecole Normale, novembre
et décembre 1896).

(2) Sur les systémes différentiels les plus généraux (Annales de U ficole Normale,
mars 1897).

(*) Note sur les systémes différentiels (Anunales de ULcole Normale, juin 18¢7).
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En ce qui concerne le théoréme de M. Tresse (1), il est exact, comme le
dit M. Delassus, que je ne 'ai pas démontré, et je ne fais aucunc difficulté
de le reconnaitre.

Jarrive maintenant & I’objet principal de notre débat.

Si, dans son Mémoire sur I’Extension du théoréme de Cauchy, M. Delassus
se fit borné & dire qu’il avait retrouvé mes résultats, ou plutdt certains de
mes résultats, avec quelque chose en plus, il et été dans le vrai, et cette pré-
tention de sa part m’eit semblé toute naturelle; je n’ai jamais songé, comme
il semble le croire, & revendiquer comme mien ce guelque chose, et si j'ai, en
mars 1897, publié une Note, en réponse & son Mémoire, c’est que ce dernier
contenait sur mes travaux une critique que je persiste & ne pas trouver justi-
fiée : jestime, en effet, contrairement & ses assertions, avoir établi le premier
ce fait, que,.dans tout systéme différentiel composé d’équations en nombre
JSini, la solution générale, si elle existe, dépend d’un nombre fini d’éléments
arbitraires, constantes ou fonctions.

Dans la Note qu’il a publiéc en juin dernier, M. Delassus s’exprime ainsi :

« Les intégrales des systémes différentiels peuvent étre considérées comme
dépendant d’'une infinité de constantes arbitraires, ou d’un nombre fini de
constantes et fonctlions arbitraires, le second point de vue pouvant d’ailleurs
se déduire du premier si Pon sait trouver une loi convenable pour le groupe-
ment des constantes arbitraires en nombre infini. Dans tous les Mémoires
que M. Riquier a publiés, en collaboration avec M. Méray ou scul, les inté-
grales sont considérées uniquement sous le premier point de vue, et M. Riquier
s’occupe, pour la premiére fois, du groupement en fonctions arbitraires dans
sa Note récente, qui constitue une addition & son Mémoire, addition posté-
rieure de prés d’un an A la publication de mes résultats sur la question consi-
dérée A ce point de vue. »

Il m’est on ne peut plus facile de répondre & ce qui précéde.

Effectivement, dans le Mémoire que M. Méray et moi avons publié en col-
laboration il y a sept ans, et dans lequel nous étudions des systémes du
premier ordre résolus par rapport & certaines dérivées, nous nommons déter-
mination initiale A'une intégrale la fonction de ses scules variables paramé- -
triques a laquelle se réduit cette derniére, quand on donne & ses variables
principales leurs valeurs initiales (*); nous faisons remarquer ensuite que,
dans un pareil systéme, hypothése de la passivité, combinée avec celle de
laconvergence des développements, assure 'existence d’intégrales ordinaires

(1) Tout systéme différenticl compose d’équations en nombre illimitc’ équivaut, au point
de vue de Uintégration, a quelque systéme différentiel n’en comprenant qu’un nombre
limité. ' ‘

(2) Voir les Annales de I Ecole Normale, p. 37; 189o.
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répondant & des déterminations initiales arbitrairement choisies, en sorte que,
sous le bénéfice de ces hypothéses, la solution générale du systéme dépend
de fonctions (ou constantes) arbitraires en nombre égal a celui des incon-
nues (1). Une remarque analogue avait d’ailleurs été faite sur tous les types
du premier ordre étudiés antéricurement au point de vue de Iexistence des
intégrales, et, en la présentant a notre tour, nous n’avons fait, M. Mcéray et moi,
que I’étendre d un type du premicr ordre plus général. Je I'ai donc, dans tous
mes travaux ultéricurs, considérée, et  juste titre, comme un lieu commun
de la théorie des systémes du premier ordre; cela étant, la question de I'exis-
tence des intégrales se posait pour moidans les termes suivants : Eiant donné
un systéme différentiel quelcongue (que je supposais ne comprendre qu’un
nombre limité d’équations), le réduire, sawf constatation éventuelle d’impos-
sibilité, a un systeme duw premier ordre ol se trouve réalisée la double con-
dition : 1° de la passivité; 2° de la convergence des développements des inic-
grales. Ce probléme, jen ai publié la solution dés 1893, c’est-a-dire anté-
ricurement aux travaux de MM. Tresse et Delassus; c’est done & moi qu’il
convient de l'attribuer, et, du méme coup, la proposition formulée au début
de la présente Note.

Ainsi, la raison du silence que, dans mes travaux postéricurs a cette date,
jai gardé sur le groupement des constantes arbitraires en fonctions, sautait
aux yeux de tout lecteur attentif : par le seul fait de la réduction & une forme
orthonome passive du premier ordre, la solution générale d’un systéme
donné devait dépendre finalement de fonctions arbitraires en nombre fini, et
ces fonctions se dégager d’elles-mémes, sans que j'eusse besoin de m’en in-
quiéter.

M. Delassus semble s’étonner que Particle publié par moi en mars 1897
soit postérieur de prés d'un an & la Note qu’il a communiquée & I'Académie
des Sciences. La raison cn est fort simple. J'avais remarqué avece intérét, en
lisant le Compte rendu du 3o mars 1896, que M. Delassus avait retrouvé une
partic de mes résultats avec quelque chose c¢n plus, ¢t ¢’est précisément ce
quelque chose qui justifiait & mes yeux la publication de sa Note; mais, en ce
qui concerne I'objet de notre débat actuel, que jai nettement spécifié plus
haut, ma priorité ne me semblait pas pouvoir faire 'ombre d’'un doute, et il

(1) Nous disons, cn cffet (Adnnales de I’ Ecole Normale, p- 37 ¢t 38) :

Pour qu'il existe un groupe d’intégrales ordinaires répondant 4 des déterminations
initiales données d’avance, il faut et il suffit : 1° que, dans le caleul des valeurs initiales
des dérivées principales, il y ait concordance entre les relations ultimes; 2° que les
développements construils par la mdthode des cocfficients indélerminés soient conver-
gents. — Et, quelques lignes plus loin, nous nommons systéme passif un systéme ol la

concordance des reclations ultimes a lieu pour un choix arbitraire des déterminations
initiales.
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ne me serait jamais venu & 'esprit que M. Delassus plt la contester; je n'ai
eu connaissance de cette prétention que dans les derniers jours de jan-
vier 1897, époque A laquelle les numéros de novembre et décembre 1896 des
Annales de UEcole Normale, qui contiennent le Mémoire de M. Delassus,
sont parvenus & la Bibliothéque universitaire de Caen. Je me suis haté
alors de rédiger une réponse, et, désle 1 février, M. Darboux avait cette
réponse entre les mains. On serait donc mal fondé a me taxer de lenteur en
cetle circonstance.

Comme je I'ai dit au début de cette Note, on ne retrouve, dans le Mémoire
de M. Delassus, qu'une partic de mes résultats, et M. Delassus laisse entiére-
ment de cOté la réduction d’un systéme complétement intégrable d’ordre
quelconque & un systéme linéaire et complétement intégrable du premier
ordre, réduction qui, selon toute probabilité, doit procurer, dans plus d'une
circonstance, des avantages notables. D)'autre part, et ¢’est 1a un point qui ne
me parait pas sans importance, ma méthode dispense entiérement de recourir
au changement de variables, dont 'emploi peut, dans certains cas, présenter
des inconvénients sérieux, et que 'on trouve, dans le Mémoire de M. Delassus,
A Ia hase de tous les raisonnements.

En terminant, je tiens remercier M. Delassus des appréciations ¢logicuses
que, nonobstant ses eritiques, il a cru devoir émetire sur mes travaux. De
mon cOté, et abstraction faite des cas ol le changement de variables est &
éviter, je reconnais avoir appliqué avee fruit, dans le présent Mémoire, Pidée
fondamentale du sien, pour simplifier mes résultats.



