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LE P R O B L È M E DE PFAFF,
PAÏI M. J. ZANTSCHEWSKY,

P R O F E S S E U R A L ' U N I V E R S I T É D ' O D E S S A .

Notions et formules préliminaires.

1. Soit A un déterminant quelconque d'ordre n et ^'^hv un
m i n e u r pris avec son signe. Formons une expression

^ ^ ^ A P l • < ' P w _ _ { _ ^ k P \ ' - ' P w
^m i f/i M-wg r/a ' * • "m^/y ̂ w i yi,,, w.//v — ^ ̂ M q ) i ^(wr/) 'j1 »

où les quantités a^y sont définies par les relations

Si l'on fa i t avec les indices m^ q^ • . .m^q^ tous les arrangements pos-
sibles, on aura av! termes, parmi lesquels il y aura :

j° N,,/= i .3 . . . (ûv — r) termes à seconds facteurs (mineurs)
égaux, la somme des premiers étant une fonction de Pfaff d'ordre v,
définie par l 'équation symbolique

(w^i. . . Wy<7v) = am.q^Hqî .. • Wv<7v) -+" ̂ m^h^^lz • • • Wvyv<7i)
-+' ^m,(f^^hf • - ï^Cj^q^m^) +-. .;

û0 Des termes qu'on obtient en permutant dans les précédents
quelques paires m^fi en^'/r^. Le mineur changeant son signe en même
temps que l'une quelconque des quantités a^ on obtient ainsi ^' — i
sommes, qui sont égales à la première ;

301 Des termes qui se distinguent des précédents parce que quel-
ques-unes des paires rn^q^ ..., m^ ont changé leur place. Chacune
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des 2^ sommes précédentes donne encore v! sommes, qui leur sont
égales.

En tout, nous avons 2v! termes, dont la somme est égale à

^ .v ! ( mi yi... Wy /7v ) A^'f'^.

Une semblable expression correspond à chaque combinaison
m^q^.. .m^ qu'on peut faire avec les indices r , 2, ..., n. La somme
de toutes ces expressions sera représentée par

V / . ^ ^h'-'P^
^(^my)i^(m^ -

Par exemple, si A est un dé terminant du cinquième ordre, on aura

|i Z (^)î ̂ r = (I ̂  ) Awt / î4 + (1 2 3 5 ) ̂ ^/)4 ̂  • • "+ (23^ ) A^^< /4 "
2. Dans un Mémoire, inséré au XVIP Volume du .Recueil mathéma-

tique de Moscou, j'ai ind iqué une méthode de t r ans fo rmat ion d 'un
produi t de deux mineurs. Sans m'arrêter aux démonstrat ions, j ' indi -
querai succinctement quelques résultats auxquels je suis parvenu.
Prenons, comme premier cas, le produit de deux m i n e u r s , ' d o n t les
indices supérieurs sont égaux; par exemple

^l"2"î( A^t^î"»
./MiWs//î;(«-^i/^;(*A:

Une transformation par index m^ est donnée par l 'égalité

A/î i /^/3'a A«,(»sMit—A"i^nî i A^i^â"» ^i A^W A^â";» i A^s^ A^^.'i •
^//•/.i/y/sWii " ^pipîps — ^iWaWi, • a//l/.t//2/>(^ "T" a/v//âW;^ • /̂̂ M.!/»;, •*-r ^p[m^m^ - ^fhfh^i ^

et,^ de la même manière, on peut transformer par index Wa, m;p /^, «..
Prenons maintenant le cas où les indices supérieurs du premier

mineur sont en nombre moindre que les indices du second, mais
compris parmi ceux-ci; par exemple

, A^ i^a A"^^^"^
. 1 '"WïW^-ÏiWa/^

, Une'transformation par index m^ ou m^ se fait comme dans le cas
précédent, mais quand on veut transformer par run quelconque des
indices p , il faut introduire des indices fictifs ̂ , ^4 corres pondant aux
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indices supérieurs n.^ n., et opérer comme avec des indices réels; une
transformation par l 'index/^» nous donne, par exemple,

A/t|Mi;/Z;i/?4 A^i^s^^. î—— \ r l t " - n i A / Î ) . . . " / » i A / Î I . . . / ? ( A / ? ) . . . / ? -
-*mi ma.ra.V4 • ^pip^p^p^ — '-/^///a.^iy'.-. • '—/-'i^i/»;i/5.-. • ^//îi/ïi.riiy/. • ^pim,,p^p,i

i. A^i.../». ', A^ l - "^ i _ A« ) . . .w i A ^ t - . - ^ î
~t~ ^ÀMt///2/^.r4•^A/h.'<•!^^n/'.î "•" ^AWlW2.t•;l/'ï•^l.r,î/^^/?4•

Pour revenir à notre cas, il faut permuter l 'ordre des indices infé-
r ieurs de telle manière que les indices x^, x,, soient placés sous les
indices /L$, n^ et puis il faut les effacer. Nous aurons ainsi

A / / i / / â A / Î I . . - ^ — — A " 1 " 2 A / / r . .« t „! A/ ' i ^â A W i . . . / ' 4 Â^i»2";t AMi^o / /4
-"^i/^s • -*/'i.. - p4 —— ^Ps^si " "TiWi/W^ 1 /" l/^â " -^/^//a/^/U """" *AWl///a/5^ • ^p)p»p.'.

_ A^i/^".< A^i^s/'il
"À^^^^â""-/»l/>;l/U•

Mais on peut transformer aussi notre p r o d u i t par .l'index f i c t i f ^
(ou^) , dans quel cas il n'est pas nécessaire d ' in t rodui re tous les
autres indices f ic t i fs ; l 'opération reste la même, comme dans le cas
précédent. On i n t r o d u i t aussi des indices fictifs dans le cas ou les in-
dices supérieurs de deux mineurs sont différents , ou quand l'un des
deux facteurs est le d é t e r m i n a n t lui-même. Ainsi les produi t s

/?l/?i/(;l A^l^ili^l A \nl>îu2A' / / / 1 w a/// ;i * '-*/; i p'îp ,j i fcA • *-*? i /? 3

se transforment, en i n t r o d u i s a n t des indices fictifs, comme il su i t :
A/ÎI^!)^ A»i»s^f)rt.î A"i"a A^'^â
^m iW,âW;(..r4 • ̂ ptp^p^ ^.-t'i.rg • " p i p s é

Apres une des transformations .exposées, on se débarrasse des in-
dices fictifs, comme dans le cas traité plus haut,

3. Proposons-nous de transformer, à l 'aide des indications précé-
dentes, le produi t

, __ V\ . y .Pi^'ra^H VI , . A P ï - . - / W 3
— Jiâ ^am(f^ ^nfi^rs ' /^ { ^ ' m y } ! ^{mff^iw •

On a
A __ "'C'I / v^ / ' ,y n P i " " PS'H-S i PI • • • PyH-t

—J^ ^^^1 ^"Y^l ^{m.ff^rfs a (m^'/'^ti^ •

En in t rodu isan t , sous le signe de la sommation, dans le premier
facteur du produit des deux mineurs, l 'index fictif ^^3, correspon"
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dant à l'index supérieurpa^, transformons ce produit par l'index ̂ ,.,.3

^ / w t . ^ / ̂ pi"-Pw APr"Pr^ ./?i...^v.H>APr--/^+a
A== 7^ ̂ mqYl ^m'r/') l\^{mr/^ rsf. ^(m'f/'^w —^(m^ rm ^(m'f/'^^

. Pi • ' ' P-w A ^ - - - r'^ , V Tït}
^ ^WY/J^W ^{m'r^tu 1 ^ 1 > ^ »

où l'on a posé
, .Pf-p-r^i .Pt-'Pwi ,/»i..;W3 ,Jh"-P^+^ ^

'i = ^{mq^rstn'i ^(m^^r/i (m'^l^tuv — ^(w^);^/; ^(w'-y')<;-» m^w^/'»^,//«'B

Mais comme tous les indices m'/ parcourent les mêmes valeurs, on
peut, pour chaque valeur de i, changer m,q, en m,q', et vice versa;
donc

^ (^K/)Ï (^v)Ï B; == ̂  (a^)\(a^)\ B^

et1 l'on aura, en écrivant m^ y^.^ à la place de m,q,,

ss^^^^^^^0^^^
i

en posant

B=^(a„)rl(^.^orl (<^XnC^^^^^
* Pi - ' - ^uv+s A ^ < " • • l''^ -1 "a ^

^A(W^)y^Y/v.,.^.., ^(w/^^-î/,/.,„„,,.,,/«(^ *

Mais on retrouve l'expression B, quand on transforme par l'index, s
le produit

r _ ̂  /,, \v +1 A^' " "r)îw ^ ( a v -1 A^ ' " ̂ ""^t^j^(a^^)i A^^,. -^^^'y^ ^m^r'///.^ *

En effet,
r — 'V r /71 ' v^i r ̂  / / ̂  -i ( ^pi ' * "pw" ^ l " < r)w -+• V I) /^
L,_^^^yh ^^Yh ^(w,^1.^ (my)r' to^ ̂  ̂  il7^y

où, 1 !

1 , - . , _ _ . "̂ 1 Y ^ p l ' - ' P t ^ ^PI'^'PW^S A P l • < ' ^BV+'ï1 1 1 l^l '--7^V-t.3 1 \

/ ~", 2s^ \iw/) fSffi \M(ff{f[ r (w'r/')Ï-11 t/^wi , ( rnr/) r1 w-^ (w^)y:H '' (W//')T1 ^<^/i y?
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d'où l'on voit que, en permutant les indices m^ et 7^,^, on aura

2 2 ̂ ^^n'^r^i = (^ î)B.
;

On peut donc écrire

(\\ ^^ ( ri \v A^1'"7^4'3'V1 ( n Y/ /\Pf"Pw+s_ 'V / / , \v A ̂ '•"/'"-'-a "V //-, v; Ap i—Pav-^
^ JL ̂ ^V/)^ ̂  ̂ ^^l^^r.ç Zl ̂ ^l A^/)^ JL ̂ ^^^^^^

^L. 'V / /y V^ A^1"-^3^-3 'V / /7 V \ P i - " P ' W _ 'V //y V^ A^'"^'-'-1"1 'V //y V^ A^1 ' "^^»r^ ^^^^{m^rm Z^ ^a'nff^\n^^ Zà ̂ ^îh^^ ^ {a mq) i A^^ ̂

—-...'u_'V / / y \y-H A/7!"-/7"^» V /'/y \v--j ÀP^•••/ îm•3
""•" y + i , 2é { m ) ï (m^1 /• Zà { m(l ) l ^{m^ tws

_,, ^ _ ̂  (ff \V+ A^r- '^ay^ V / /y \V—Ï A^ f " /^av+a .ï^Zi1^^'1 -W^ Zi^^^ -(^r1^1

4. Soit ^av-^ l 'élément de notre dé terminant A placé à (inter-
section de la ,yi<"me ligne et de la (/^-y)"111^ colonne. Mult ipl ions l'éga-
lité (î) par ^,a,n.3, donnons à .s'' les valeurs i , 2 , . . . , n et sommons
toutes les égalités obtenues de cette manière. Puisque

^ V / / y \y A^-./Ws;. ——^ //y \V APf-p2v+2
^U Jd ^"^/^"aA'p (î4v'4';l"^"A< v ̂ ^h "-(wY^jpa

•s

et
^ ̂  /"/y \v A^'- '^v+a/, —/•»
Zi ̂  {amf/)lt~(m^ a. ^2W" 0>

on aura l'égalité

il} V F/y VA'01""^"2 V i n ^ A^""^4-3 -l- 'V (n ^ APi-'P^i Y /^ ^ ^1—^1-2
' / A ^^^V-y)';^ 2al v mqn \nr/^u ^ 2d ^^^"(m^ur ^ k /rt<7/l (w/)?^

^ ̂  (fil ^V A^'*'^43 ̂  / /y V A^r- '^v+î
• ^1 l ̂ J 1 "(wr/); pr Zà { m(l ) l (w/)l ̂

— —^L- ̂  / n v/+l A P» • ' • ̂ av+a V ( ^ \v "-ï A^ * " /78y"t"a »
~ V + ï Zà { m^ ) l \nq)^ t Zi ^ mq n (^r1 ̂

De même, soit b^w l 'élément de A placé à l'intersection de la ^m(i

ligne et de la (p^^)1^ colonne. En multipliant l'égalité précédente
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par 6,.^+2 et sommant pour toutes les valeurs de r égales à i, 2 , . . . , n,
nous obtiendrons

(^•Z^.^c^S^^^^^^
^^(^^^^^

^ _ ̂  / - y \V+1 \Pi---Ps'^ V / / y \v-lAPr.-/^v4.i .^T^rZi( /'K/)1 (/"<1-1 ji^' /"7/l '/^r'^"
On conclut de ccïtfcc identi té ce théorème, qwsi ron a

W Z(^)ÏÀ^^>t"l=o

pourirois valeurs l, u, 9 de p, F une quelconque des deux égalUéfî

[ V / \y..H \Pt".fhw—/.
Zà ^mf/^ A(w//»'î•H """^

(^
(^(a^rA^^^o,

a^r^ /^^// nécessairement, ^ index p^ g ^âî/^ ^c^^ ^^/^^ arbitraire.
ffnn autre côté :.» i'êgalùé (a) a /^^ ̂ o^r c/e^-r valeurs quelconques

f, u de. p eisi, en même temps, on a l'une quelconque des deux égalités (/->),
r///^ quelconque des égalùés aura lieu ,^""""lt"llF""ol'

"V ( n \^ A^1'"^"''^ — o^l^w/hA^^^ —0,

2 / / y \V \Pl"-PïW —— <.. | ' , • f
{a'^/)la^^ — — 0 ? \ ^ <'1^, ^ /

F index p ^/a/2^ tout à fait arbitraire.

5. Proposons-nous encore de transforaier la différence

_ " V / / y \v A^1"-^4-1 ^V C/7 \V"M A^1 '"^'1"1^'_^ ('/y \ vAP^• " / > mlV / / y m-iA^1 '" '/^'1"171^
- - "Z l^^^ 1^^, Zi^^'^i V^p, Zi^^^^^pi Zà^^1 nw/^1?."-Z^^)^;^^^^

En effectuant-la transformationdu premier11 produit par index pa
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nous aurons

î) — V / ^ \ \ H l f / y \v V /^'•••/Wi A/^•••/Wi/••••• ,,P^--Pw^Pi--'P^-^rs \
s) --Z/^^i ^^'h Z, [\nW^ ^.-p^^.^^F.+A^^^^ A^^rl-^/7iïîîpJ•

Dans la sommation par rapport à i on peut permuter les indices m,,
q, etw,^, <^

î ) — — / y ,_ . \ V / /, \ V 4 - 1 / / , \V / A / Î ' • • • / ^ H A/ ' I--- /^-!^ ' / 'r-./^y.M A ^l • • •/^4-l/'•V \
17 -~ ̂  ^ ï; ̂  ̂ ^ (^/// 'y')! ^<///'./ïï//..,. A(/^/^•lp<P^/v^"~" A(^/-/i./,,,. A(w-7)rPlP./»„,,}•

D'un autre côté, soit

n .-«„.„ "V/^ ^v+lA / ' l" / l ' • i '4" l r 'V//. ^A/r - - /^ -MA'
1 ~" j^l1 / / / / / ;1 "f//^^' ^ ̂ ^y^^l/^p.ps

^ Y f^ y^.+.i^'-'-^v-H^ V / ^^/^•"/^-1->/-
^ ^ ̂ h V^ï-^ ^ ( ///^7 ) l à(m1^ P. P. •

En t r a n s f o r m a n t le premier produi t par Fi ndex. fictif ^,, correspon-
dant à r index supérieur r(1) , nous aurons

J) ..... ^(/y , , \ V / ^ V/.M ^YA^' "^^'-^"•'A7 '1"'^1"1 A/ ) l • • • /^•^-^•A•, . /^• . . / ' . r ; .^ . l \ul~^^/^'^^^///^ ^Z^^^P^.P^^^r-u/^.^^^-^^^p^

Pour obtenir l 'expression I) il ne reste qu/à permuter les indices
m,y, et m^y^ et de changer le signe de la somme résultante. On
aura donc l ' ident i té

( 3 ) V ( r / ^ A7'1 ' ' '/îm" V ( n Yw^'1' ' • /^•H '''
' Z^ { m(l ) l (w^ ̂  ^ { amf^ 1 "(W^iN-'pi

.^ 'V i n V-' A /^ - • t / ^ "H V /., ^v•+•îÀ^ l•"p• i<-'•M/l>>'' ^
2^ (^ / / / / /) l ̂ ^yl P. 2ri( ^//^ "(^r/ir-11?. ^

/ •

/1

— V / /, \v A / ?" • " /Î•!V4•11 /' \^ ( \^ï \ î h " • ̂ -(-1 'y / -i"~ Zà ̂ ^y)^^^?^ Zi (^y)ï A^^M /^

— ̂  ( r i ^A711 '"^' '1^ V / ^ V/..H À / ? ' - • • / ^ • M / • . \ '
^^^^f^^Pipa ^ (^y)i A(^^•> • \

^v"''' 1,

Kemarquons que les identi tés (i), (2) et (3) que nous avons obte- ^><

0) Suivant les indications du n° 2, il faut introduire dans le second facteur l'index
fictif y^ correspondant à l'index supérieur s.

Ânn. dt} l'Éa. Normale. ̂  Sépîe. Tome XIIL JCIU.ET 1896, 1 331 •



^n^ J. ZANTSCIIEWSKY.

nues sont vraies aussi pour n == i et n == o, mais dans ces cas i l fau t
poser

(amyYi ^^

(a/,^)-1^),
respectivement.

6. Dans ce qui va suivre on rencontre le dé te rminan t de la forme

Xi

Y•^rt-M

^L
()a'l

^A
u^'^i

<̂tei

àfn

à.Viw

Xi

Considérons les équations

A A' A A^ == o. A/,, ==; o.

Mult ipl ions ces équations par A^, A^1^ respectivement e( retran-
c l ions ie second produi t du premier

t S k A A* A A'^' A ^ A-1'"^' A <IF / 1 \A,,^A/,. " A^A^ = A^,.A/, = o (1 ),

d'où l'on voit que, si pour l 'un quelconque des indices k

(6) A^,?o,

on aura pour chaque indice m

(7) A^ == o-

On peut regarder les équations (5) comme équations d i f lc rent ie l les
par rapport à une des fonctions/, par exemple f^^ Pour que ces
deux équations constituent un système complet il f a u t qu'on ait

f.sk à , .A' . t S k à . ..î .

2lA''•'B^A/'•)--A''lm^;(A''•)

( i ) On obtient celte ideMitô on transformant le premier produit par l'index pi.
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ou, on ayant égard aux équations données (5),
n -H
"'Ç^ <rv / A s^ A ^ A s^ A S \

2d d^, ̂ p^^—^n\>,) •==- 0
w==l

OU
// -+" 1 I I -+ 1 /2 4- 1

'"C"̂  cl „ ..ç/i- , A' , VI *,? M ., * sk s *,ç^' V^ ^ / A A' ^i ̂  ̂ /-/'^"^ = 2 '̂" ̂  (^'/'^ + A/^ i ̂  (A"') = °-.
/// =: 1 W? î= 1 7:2 =S 1

Mais quand l 'inégalité (6) est satisfaite, l 'équation (7) sera une
conséquence des équations (5) et l'on aura simplement

/; -+-1
^ d . . s . _

Zà ̂ {Mm)^0'
m. = 1

ce que l'on peut encore écrire comme il su i t
n 4- î n •+-1
X^ ^^ ^ /v A ^ Î \ <^ Ô^n A.U2 2- ̂ ^'"^Z ̂ A/"^0'
// := l ïn.'ssï m y q

ou, en posant
., „ ̂ m ^X./a,,,^^-^,

nous aurons

(8) .^a^A;^=o.

Cette équat ion exprime la condition pour que les équations (5)
constituent un système complet; elle contient la fonction f^^ Mais
il est aisé de voir que, quandrinégal i té (6) est satisfaite et, par consé-
quent, l 'équation (7) a lieu pour chaque indice m, la condi t ion (8) se
transforme en une autre ne contenant pas la fonction//^, en ex-
cluant le cas quand elle se réduit à une suite des équations

A;V//:= o ( m, g == i, 2, ..., n -+• ?)•

En effet, en posant dans la formule (3) v === o, p ^ === s, r== k, s = i,
nous aurons

y y( . S k i A A" "V^ i L S k i __ iS / î V^ , /»•! *.çi '̂ 1 iA'A'
rï 2a^ aw(^"m({9i—"Pi j^j a.my{sw/ps — -"pipa j^^^y ^y— •"-piPa (̂ amf/lAmq'
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De cette ident i té on voit que si, pour une paire quelconque des indices
p i » pu?

À •ï 1 .̂Ap^<o,

l'équation (8) équivaut à l 'équat ion

(9) ^ ̂ A^—.o,

q u i ne contient pas la fonctiony^.
On a donc le théorème suivant :
Soit A un déterminant de la forma (4)- Si "pour Uun quelconque des

indices s on a deux équations

(5) A^=o, A^-=o,

et si, en même temps, pour F un quelconque des iridiées k,
A A-/.- -.,.,

^ •< ̂

on aura aussi, quel que sou l'index m,

A^ =o.

En supposant que les indices s et k sont différents de F unité et que
pour une paire quelconque des indices p,, p^ on a l'inégalité

A A" 1 -^
PiP^0»

on aura, comme condition que les équations. ( !) ) forment un système
complet par rapport à la fonction /^,

( î 0 ) ^^yA^=;0

7. Considérons ma in tenan t deux équations de la forme

o^) 2 (^-^^S^:^0- 2 (^^)^^:^-o.
En regardant ces équat ions comme équat ions , d i f férent ie l les par

rapport à une des fonctions, par exemple, /^, dans quel cas les
indices?/.. , p ^ / k à(we'nt être différents de /, nous aurons la condi-
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t . ion, pour que ces deux équations forment un système complet,

2 j 2 (^)^f^ ̂  [2 ̂ nC^]
- 2 (^^^[^ (a,^<^] j =.0,

on, en ayant égard aux équations données,

oa) 2 ̂  [(^)?A^2 (^)^Ï

—— V ^/7 \V ^«——/W^^ /^.. //,,Â/1^ ( ̂ my ), à^,,^ p^p ̂  ( a^y ) ( A,,//^^ ̂  =:o.

On peut transformer l'expression sous le signe de difÏerentiat ion
par la formule (3), où il f a u t posera,, = k, p,^ == /, ̂  p,., „ ̂  ̂
y = p. En posant donc, pour abréger,

V ( a Nv-HA7'1'"7^7' —^ (,<^//K/;Î ^///y^,., == a/.,

Y»' / , .y A / ' r - - / ^ ^ ..
^ ^ ̂ , // ; 1 A ,/,/y^^ ? ̂  =:: ? ̂

'V { ( t y^iA^""^'^1" " ./^ {(.t^q ) i ^(^^i.^^i p,p_p — /p,

^ ( a,/^ )'{ â.^,^^ k = ôp,
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