J.ZANTSCHEWSKY
Le probleme de Pfaff

Annales scientifiques de I’E.N.S. 3¢ série, tome 13 (1896), p. 267-294
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1896_3 13__267_0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1896, tous droits réservés.

L'acces aux archives de la revue « Annales scientifiques de I'E.N.S. » (http:/www.
elsevier.com/locate/ansens) implique I’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1896_3_13__267_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

LE PROBLEME DE PFAFF,

Par M. J. ZANTSCHEWSKY,

PROFESSEUR A L'UNIVERSITE D’ODESSA.

Notions et formules préliminaires.

1. Soit A un déterminant quelconque d’ordre n et A7/, un
mineur pris avec son signe. Formons une expression

Pree P y APt Py
alﬂ‘(/‘ Ay PR am,,r/., Aml,r/p..vm.,r/v = (amfl); AU;I{])'; ’ ’
ol les quantités a,,, sont définies par les relations

g == == Qgm,

Ay = Ayq== 0.

Si I'on fait avec les indices m, ¢,...m, ¢, tous les arrangements pos-
sibles, on aura 2v! termes, parmi lesquels il y aura :

1° N,=1.3...(2v—1) termes & seconds facteurs (mineurs)
¢gaux, la somme des premiers étant une fonction de Pfaff d’ordre v,
définie par I’équation symbolique

(M gy My Gy) = Gy g, (Mg Gy - MyGy) ~ Conymy (G235 - Dy Gy Gy)
= Uy (Moo My Gy GiMg) + ...

2° Des termes qu’on obtient en permutant dans les précédents
quelques paires m;¢; en g;m;. Le mineur changeant son signe en méme
temps que I'une quelconque des quantités a,,,, on obtient ainsi 2’ — 1
sommes, qui sont égales i la premiere ;

3° Des termes qui se distinguent des précédents parce que quel-
ques-unes des paires m,q,, ..., m,q, ont changé leur place. Chacune
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des 2’ sommes précédentes donne encore v! sommes, qui leur sont
égales.

En tout, nous avons 2v! termes, dont la somme est égale a

\ P es Pay
Yl (mygy...myqy) A{,,,,/,r
Une semblable expression correspond & chaque combinaison
m,q,...m,q, quon peut faire avec les indices 1, 2, ..., n. La somme
de toutes ces expressions sera représentée par

o APt Py
E (@mq )] Bimgy ™ -

Par exemple, si A est un déterminant du cinquieme ordre, on aura

(mi3

I o Moo D gene Yees Ny - food Py
gZ(a,,,,,)fA' It = (1234) Al "t 4 (1235) Al ™ . L L (2345) ALy .

2. Dans un Mémoire, inséré au XVIIC Volume du Recuell mathéma-
tique de Moscou, j'ai indiqué une méthode de transformation d’un
produit de deux mineurs. Sans m’arréter aux démonstrations, j'indi-
querai succinctement quelques résultats auxquels je suis parvenu.
Prenons, comme premier cas, le produit de deux mineurs, dont les
indices supéricurs sont ¢égaux; par exemple

ALy - A
Une transformation par index m, est donnée par I'égalité

Nangny nNaNg . ANgMaNg nongny Hynghy nyngny nyngng nyngny
Am,mguz;1 . A,:l]),lz,, —_ Apnn;,m;, . A/ux,rg/:;, -+ A/sz,m;, . Aplm,/:a = ApH/::,III;, . A/J,p._,m, ’

et, delaméme maniere, on peut transformer par index m,, my, p,, -

Prenons maintenant le cas ol les indices supérieurs du premier
mineur sont en nombre moindre que les indices du second, mais
compris parmi ceux-ci; par exemple

ATtz AR,
Mty Sppapapss

Une transformation par index m, ou m, se fait comme dans le cas
précédent, mais quand on veut transformer par I'un quelconque des
indices p, il faut introduire des indices fictifs «,, z, correspondant aux
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indices supérieurs n,, n, et opérer comme avec des indices réels; une
transformation par I'index p, nous donne, par exemple,

Nynangn g nyreangy, ny...n; Nyooaity Myo..ng AMyeeatty
Amlm._.r';,.r‘ . A,"P.:,)JI}/‘ - A/Jim._‘.r,,r,‘ . A[)x'"x]’.‘]h -+ Am‘]z.;.r“'z‘,_ . -&,r‘m.;p;,p‘

= Aol Bpiigps == ARl p, ARt e, .
Pour revenir & notre cas, il faut permuter "ordre des indices infé-
ricurs de telle maniere que les indices @y, x, soient placés sous les
indices n,, n,, et puis il faut les elfacer. Nous aurons ainsi

nyngy ny..ong nny Nye..ny nyny Mpooaly nnay nnsng
A/r/ng . A/ll ey T A//,_,m;. . A/”ml/r,uu -+ A/lt,;z._- . AIJ[III._\]I;,/); - Am,m._.pi . A/),/zap;

— A LA,

Mais on peut transformer aussi notre produit par index fictif z,
(oua,), dans quel cas il n'est pas nécessaire d’introduire tous les
autres indices fictifs; 'opération reste la méme, comme dans le cas
précédent. On introduit aussi des indices fictifs dans le cas ol les in-
dices supéricurs de deux mineurs sont différents, ou quand 'un des
deux facteurs est le déterminant lui-méme. Ainsi les produits

Aliiting - Blipipts ALALDE
se transforment, en introduisant des indices fictifs, comme il sait :
A itmr - Bpipiespss AR Ap
Apres une des transformations exposées, on se débarrasse des in-

dices fictifs, comme dans le cas traité plus haut.

3. Proposons-nous de transformer, & I'aide des indications précé-
dentes, le produit :

Q g AP Pk Y Piees Puots
— 2 ) 2 v
A= (@mg)i Dong?rs (@mq)} A(m//;;' luv

On a
¥l . y A Ptecs Puvga Pieee Pt
A— - 2 (amr[ )i (am’r/‘); Arm(/);‘rs A (m'(/',;‘tuu .

En introduisant, sous le signe de la sommation, dans le premier
facteur du produit des deux mineurs, U'index fictif ,,,,, correspon-
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dant 3 I'index supérieur pyy.4, transformous ce produit par 'index z,,.,,

PrecePavis 4 Prevs Paviez ProePavaes g Press Paves
— v
A w—— 2 (anlr1>‘1 (am'{/r)l <A(”"/)r)'é‘l A(ln'(/'};'lll’ - A(lﬂ{/);‘l's‘ll A(’n!(/i);} I
Preee Paviea o Press Paveen Uy
-+ A(m(/):rsu A(m'(]’;zm -+ 2 Bi 2
i

ou l'on a posé

t o AP Paves pPaes Paveiea Pies Paves Prece Pauia
Bi - A(’"//)Z"*"’";f A(’""/')';"‘ ’/; (”"l’/'Ji“-H tuw ™ maqyy ”“’/;‘ A(’""/')‘;"’ m; (m/,/']‘?“ fuw

Mais comme tous les indices m'¢” parcourent les mémes valeurs, on
peut, pour chaque valeur de 7, changer m;¢; en m,q, et vice versa;
donc

..1 \ \, ﬁ v ’
2‘ (@ma)y (@)} Bi= 2‘ (@mg )i (@my )y By,
et 'on aura, en écrivant m,,, q,,, a la place de m) ¢, ,
WA N . .
z 2‘ (@mq)i(@my )y Bi==v B,
i
en posant

(' o VL e g L0

A,".“”W'M A[’{--- Puvia )

Vg
(M)} rsfysq (' g 7y L

2‘1 PiessPavis PieeePayia
= V41 V-1
B = ( Uy ) 1 (“m’f/') 1 (A(;m/};‘ rSMy., A

Mais on retrouve I'expression B, quand on transforme par U'index s
I
le produit
C- 2: (amq),;_‘_l AI’:---I’zv—M . 2‘1 (am(l)vl_1 Aﬂx-nl’uv-w

(mg ¥+t ()= tews "

En effet,

v V41 L, y—1 Puees Pavas g Pieee Pavgs W
G= 2 (@mg )1+ (g ) (A“n(/)'f{-! s A(’"vql)“w-l wor D),

Piee Pavees P1ere Doy Pree Pavies o Prees Day
l)[:: A I 3 » A W:: g + A 1 ‘_J/+’ ) A/’i ].i/-'n ,
Z (mg)§™ sqiima)itir — on'qy  teomy (mq)§™ ms (mapiElr = (m/g) ™ tuw g
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d’olt 'on voit que, en permutant les indices m;q; et m,.,q,.,, on aura
EE (@mg)i (amg)TIDy= (v +1)B.

On peut donc écrire

(l) E (amq) A'I::”/]‘I[’:;/:-: 2 (alﬂq) A(I:,th) l:::w — 2 (amq) AIJ; « Pavies 2 (amq) AIJI < Py

(mq)irst ng) v

~
7‘:»&: e Pavs Do Pavis
- Z} (@ )3 AP D (g Y AL — B (g V1A y

Prece Prvien
(M rse el (anzq) A

(I)I(/l lu

— U
(”’q),gf:; ’ 2 (a"lq ) IA, e Pk

(mq)i~" tups

~“u+1
v
—— AP Pavia V—1 Pavt
V=T (amq) (mr/) \“ 2 (amq) A(mf/)'_’l;w

. Soit by, 'élément de notre déterminant A placé 4 linter-
soctmn de Ia siéme ligne et de Ia (p., ieme colonne. Multi slions 1'éga-
Povas I o3

lité (x) par by iy, donnons a s les valeurs 1, 2, ...

. et sommons
toutes les égalités obtenues de cette maniere. Puisque

-1’“

2 Z ((Znu[ A”' 15 + Pavis bs 2I+J'—E (am([)l lm(/) e

et
2 2 amq A():’,’,q’ P;:’ bs,!v+3 =0,

on aura I’égalité

y v AP1eee Pav: v e Pavia Pieee Pavia
z (amf, (”"/)’ ;,H-n 2 (amq) A(I:l!/J ;;‘l 4 2 mq) A iy, 2 (amq A

ur (mq)} to
Ptees Pavsa Pies Pavees
+ 2 (a”“/ A(m(/;" vr E (am‘] A

(mr/) ut

Vi1 p: <+ Payta
v+, 2 (amq) + Amq)v+1y+’ E (“mq

mq)“"‘ trou

De méme, soit b,,,,, 'élément de A placé  I'intersection de la ri¢me
ligne et de la (pyeps )™ colonne. En multipliant I'égalité précédente
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par bz, et sommant pour toutes les valeurs de r égales a1, 2, ..., n,
nous obtiendrons ‘

2 Wl 2, con Py » Dyy s
. AP f’H'IH oo Pavia Pieee Pavia Prees Pavis
(3 ) 3 NI’I W(/‘ Z (a’”’l) (lm/| e + Z a""/ A(mr/l LG (amq ) A‘/"f/l I
N (a ), AP P (ng)’ AP+ Prvsa
+ MG L= om0 MAI = ungy, ut

v b‘ d ..1 e v
— VA1 AP1 s Pavin Ve APt Prvdr |
Ty -+ 1 Z (amq) A (gt 2 (amr] )1 Almr])vr‘ tuy

On conclut de cette identité ce théoreme, que sz {on a

-
(a) 2‘ (g VL AP 0 = o

mq )i p

pour trois valewrs t, u, ¢ de p, 'une quelconque des deux égalites

-
vl AP AT —
‘ z (”mr/) A(m//l"‘l =0,

Proce Payps =)
( Z (@mp)}™ Amu/;" g = ¢

(h)

aura liew nécessairement, Uindex p,,. o élant tout & fait arbiraire.
D'un autre ¢oté : si l'égalité (a) a lieu pour dewx valeurs quelconques
, wde p el si, en méme temps, on a ! une quelconque des deuax ('galtlr'c (),
/ une quelconque des dgalités aura liew -

Nl
Piees 29900
Z (“mq) A[rm/l (u =0, /

’

i K ]
Precs Payit e 3 E q
Z ((t,,,,[ A(Illf/] (: =0, 1\.( h ¢
i G
Uindex ¢ élant tout & fait arbitraire. SO

5. Proposons-nous encore de transformer la différence

A N Daese Pay . Diess Paya IS \ VAP Pavrr KT \ ) Dyyper 1'S
D “Z (@mq )} A([l;”/)‘:f';;-t-‘l Z (“mr/)’{“Af,:,mzﬁf;*p" _ 2 () AP v 2‘ (G Y FLAI Lot

(magyy py iy Hov

En effectuant la transformation du premier produit par index p,
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nous aurons

Py --~I’uv+1 PieeePaygra 'S
D :2 (@mg )3 (my )] z (Alm ¢ my A,,,,(/,: 10 7'""]’”"@:

i

253 -

AI’I L H-iAI’i cPera 1S
'y g

(mq)'—1 m,\; (mt'/)/+l 0

)

Dans la sommation par rapport & 7 on peut permuter les indices m;,,

(]i et My (/v—H

e Pav AI': B ERERY

RGN 0y SRy G P4

D= (’J d I) Z (“ mr[)‘;’H ((?,”',{r)‘; <

D’un autre coté, soit

z (“uzq

Piee Pavia?
2 Y41
])1 - ([(,,,,/> Auur/un
Pavpr S

— 2 vt gP1ee P
(flmf[ 1 [mr/l';'l

/’:l: P l’zn"

A(ul ’/’1‘/;“ (mq, Y pamn -

PresePavga s
Alm/n‘ Pl

Pasga
Z (((/m/>1Afm,/ L PP

)

En transformant le premier produit par U'index. fictif «,, correspon-

dant & 'index supéricur 7 (*), nous aurons

- , Pavia IS
l)l:' Z(ﬂmr/) (”ml/ 1”1 (ZAIHI{/; Wen A

= Pusga
lmq)f tm fm(/ 13 l H

_Apl...

Pavir 'S

e .
gy RN e

Preclavia

(/nr/)';“lr/;!/m/l;/ I‘_’}>

Pour obtenir 'expression D il ne reste qu'a permuter les indices

myq; et my,, g, ct
aura done I'identité

2 (tmq )y z (@mg)U*

ul '
- 2‘ ((t,,,,,) Almr/»

-
2 (amr/ Z ([l,,,,/)

Pavir§
- 2 (“mq A(/nr/)“a,pg

ProesPuvia
A(/n//)‘p

(3) +A

/ oos Payga I

”"/‘x 0102

Prrir QY g1 AP1 e Pavt
z ((5,,,,,)1 A(nu],‘ﬁlpa

Paees Puy
Y41
2 (a/"'l)l Amu/,‘/lw

Paypa 'S

(mgyHipy

Pavga 'S

1 APl L ZVERE

(mgig+t

Puaga

de changer le signe de la somme résultante. On

Remarquons que les identités (1), (2) et (3) que nous avons obte-

(1) Suivant les indications du n° 2, il faut introduire dans le second facteur U'index

fietif ys, correspondant 4 index supéricur s.
Ann. de U’ Ec. Normale. 3° Sérvie. Tome XIII. Juinugr 1896.

35
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nues sont vraies aussi pour z =1 et n = o, mais dans ces cas il faut

poser
(ang)] =1,

(am(i)-l =0,
respectivement.

6. Dans ce qui va suivre on rencontre le déterminant de la forme

A .. U

X
! Jz, o,
(4 A= cesun  ave asess
X O
s 02y D naq
Considérons les équations
(5) A;’ =0, A;,E =0,

Multiplions ces équations par Af,‘,'f,,,, ARt respectivement ef retran-
chons le second produit du premier

Sk 48 sk 8 shooAS
A[:,_JHA - A/J,m A,u == A Am =0 (1 )’

P s

d’ott Pon voit que, si pour 'un quelconque des indices £
. sk

(6) A, 20,

on aura pour chaque indice m

(7)

A;, = 0.

On peut regarder les équations (5) comme équations différentielles
par rapport & une des fonctions f, par exemple f;_,. Pour que ces
deux équations constituent un systeme complet il faut qu’on ait

1

Y sk J § sk 0 5
zl [Amm m (A;:‘) - Ap.m m (Ap,>] =0,
m o=

(1) On obtient cette identité en transformant le premier produit par 'index p;.
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ou, en ayant égard aux équations données (5),

n--1
sk s sk §
E ([.23 (Ap m Apl - Aplm Apa) =0
)
m==1 "
ou
n-A=1 n+1 d n-1 l
|\ s sk sk 1 4 $
M) = DA o (A)0,) + AL, D (A) =o.
Z (l’ ( [) /’1 m) m d&C,,L ( /7.;/71) PPy (/(lﬁ',,, ( m) .
m=1 m=1 m=1

Mais quand DP'inégalité (6) est satisfaite, I’équation (7) sera une
conséquence des équations (5) et 'on aura simplement

n-1 l

4 s

— (A) =0
2 (A =o,
m=1

ce que Pon peut encore écrire comme il suit

nA4-1 ne-1 0\

s1 q s1 )
Z z ([l" (\q Amr/) = 2 () L Amr/ =0,
o =1 m =zl m, q

ou en posant
oX ()\,,
dx, ()x,,,

Ay ==

nous aurons

(8) 2 Qg Ay = 0.

Cette ¢quation cxprime la condition pour que les équations (5)
constituent un systeme complet' elle contient la fonction fi—,. Mais
il est aisé de voir que, quand I'inégalité (6) est satisfaite et, par consé-
quent, I’équation (7) a lieu pour chaque indice m, la condition (8) se
transforme en une autre ne contenant pas la fonction f;—,, en ex-
cluant le cas quand elle se réduit & une suite des équations

$1
Apy=o0 (my g=1,2, ..., n~+1).

En effet, en posant dans la formule (3) v=o0, p, =5, r=4,s=1,
nous aurons

$ s'A skt sk 2
Apg 2 am(/ mapg T Ap, z amq Anu/a - Aa,p amr/ m/] p“n Z nmr/ m{)
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De cette identité on voit que si, pour une paire queleonque des indices

O

Pa

29

s1 ~
A;u”: l( 0O,
I’équation (8) équivaut a I'équation
W sk
(9) 2‘ ”qul\m/ == 0,

(qui ne contient pas la fonction f;_,.
On a donc le théoreme suivant :

Soit A un déterminant de la forme (4). St pour ['un quelconque des
indices s on a deux dquations

(5) A

§
T 0, A,,_l I 0,

et st, en méme temps, pour 'un quelconque des indices k,
sk -
A0,
on aura ausst, quel que sow Uindex m,
s

A, = o.

En supposant que les indices s et k sont différents de U'unite el que
pour une paire quelconque des indices g, g, on a 'inégaliid

A
Pif 0,

on aura, comme condition que les ¢quations (5) forment un systéme
complet par rapport a la fonction f;_,,

(10) Z Uy Af,,/,/ =0
7. Considérons maintenant deux équations de la forme
(11) 2 (g )3 D, (jjl' =0, E (g VY Afi,‘,;,',i;”g';" o
En regardant ces équations comme équations différentielles par

rapport &4 une des fonctions, par exemple, /,_,, dans quel cas les
indices p, ...py, & doivent étre différents de 4, nous aurons la condi-






