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SUR LA REDUCTION

SYSTEME DIFFERENTIEL QUELCONQUE

SYSTEME LINEAIRE ET COMPLETEMENT INTEGRABLE
DU PREMIER ORDRE,

Par M. RIQUIER,

PROFESSEUR A LA PACULTE DES SCIENCES DE CAEN.

Dans deux Notes communiquées a 'Académie des Sciences (28 mars
1802, 27 février 1893), et dans un Mémoire ayant pour titre : De
' Eaustence des intégrales dans un systéme différentiel quelconque (An-
nales de U Ecole Normale supéricure, 1893), j’ai montré comment on
peat, de deux manicres différentes, mais toujours par de simples ré-
solutions d’¢quations, combinées avee des différentiations, ramener
un systeme différentiel quelconque & une forme completement inté-
grable, que j’ai nommdée Larmonique ('), et dont 'ordre est générale-
ment supéricur i 1. Cette premiere réduction une fois effectuée, on
peut, comme j'en ai acquis récemment la certitude, en effectuer une
seconde, ¢t ramener, par de simples différentiations, un systeme harmo-
nique et completement intégrable d’ordre quelconque, & un systeme
harmonique et completement intégrable du premier ordre, possédant
en outre la forme lin¢aire par rapportaux dérivées des fonctions incon-
nues. Ge nouveau résultat, dont I'exposition détaillée constitue I'objet
du présent Mémoire, a 6t¢ communiqué 2 I'Académie des Sciences

(1) Nonobstant cotte dénomination d'karmonique, il 0’y a rien de commun entre les
recherches d’Analyse générale dont je m’oceupe actuellement et Ia théorie d'une certaine
quation aux dérivées partielles du second ordre, dont la considéralion est souvent usitée
en Physique mathématique.
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dans la séance du 24 avril 1893; il m’a permis, cela va sans dire, de
simplifier dans une mesure considérable ma premiére démonstration
de la convergence des développements des intégrales.

J’aurai souvent & m’appuyer, dans le cours de ce travail, sur les ré-
sultats qui font I'objet de mon dernier Mémoire (De I’ Existence des
intégrales dans un systéme différentiel quelconque) = les chillres suivis
d’un astérisque renverront le lecteur aux divisions du Mémoire dont
il s’agit, et les chiffres non suivis d’un astérisque i celles du présent
Mémoire.

Systémes harmoniques. — Conditions de passivité d'un systéme
harmonique.

L. Voirles n 1* 4 13* du Mémoire cité plus haut (Annales de I Ecole
Normale supéricure, p. 65 4 86; 1893).

Existence des intégrales ordinaires dans un systéme harmonique,
passif et linéaire du premier ordre.

2. Lorsqu’un systéme différenticl du premier ordre est harmonique,
passif et linéaire par rapport auwx déripées des fonctions inconnues, il
admet un groupe d'intégrales ordinaires (2%), et un seul, répondant a
des conditions initiales donndes (8").

Pour établir 'existence du groupe unique ’intégrales dont parle
I’énoncé, il suffit, comme nous 'avons dit ailleurs (8%, 11I), de prou-
ver la convergence des développements de ces intégrales. Lartifice
employé, pour certains systemes du premier ordre, dans un Mémoire
publi¢ par M. Méray avec ma collaboration ('), m’a suggéré la démon-
stration suivante.

I, Définition des majorantes.

Voir 15%, | (Annales de U Ecole Normale supéricure, p. 124; 1893).

Il. Soient [(x, y, ...) une fonction olotrope & Uintéricur d’un sys-

(1) Sur la convergence des développements des intégrales ordinaires d'un systéme d’é-
quations différenticlles particlles (dnnales de UEcole Normale supéricure, p. {7 el sui-
vanles; 18go).
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téme de cercles de rayons Ry, Ry, ... 5 2y, ¥y, ... des valeurs particuliéres
intérieures aux cercles dont il s’agit; r une premiére quantité positive in-
Jerieure aux différences R, — modx,, R, — mody,, ...; « une deuziéme,
posutive ou nulle, quelconque d’ailleurs; M une troisiéme supérieure & tous
les modules que peut acquérir la valeur de f(x, y, ...) a Uintérieur et
sur les circonférences des cercles de rayon r décrits respectivement de x,,
Yoy - - COMUNC CEnLTEs ; (3, Y, ... des constantes positives au moins égales
a ;; enfin m un entier posiif.
Cela étant, la fonction
Mz
(=B (x— ) —7(y—00)—--.]"

—

est majorante pour [(x, y, ...) relativement aux valeurs z,, y,, . ...

Voir 15, 1l (Annales de ( "Ecole Normale supérieure, p. 124 et 125;
1893).

HI. Si lon désigne par « une fonction inconnue de la variable indé-
pendante ¢, par U, (x, u) une composante donnée, olotrope a U'intérieur
d’un systéme de cercles, et par x,, w, des valeurs intérieures aux cercles
dont il s'agit, Uéquation différentielle

du
e == Uy (0, 1
i (@, )
est identiguement vérifice par la substitution @ u de la somme d’une série

endicre en x — x,, se rédutsant & uy pour & = x,.
Voir 15*, Wl (Ann. de U Icole Normale supéricure, p. 1254 12735 1893).
IV. Nous nommerons désormais :

(X) le systeme harmonique, passif et linéaire du premier ordre que
vise ’énoned;

gy Yoy -« - les valeurs initiales des variables indépendantes , y, ...;

Uy, 94 - .. celles des fonctions inconnues u, ¢, ...;

v, ¢, ... les déterminations initiales de u, v, ...;

coefficients du systeme (A) les diverses fonctions de @, y, ..., u, ¢, ...
qui figurent dans ses seconds membres, soit comme multiplicateurs
des dérivées paramétriques premieres, soit comme termes indépen-
dants de ces dérivées.
Ann. de Ufic. Normale, 3° Série. Tome IX, — Dicennre 1893. 46
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Les coefficients ainsi définis sont, bien entendu, tous olotropes dans
quelque systeme de cercles, et les valeurs initiales @y, . ..., wg, vq, ...
respectivement intéricures aux cercles dont il s’agit.

Cela posé :

Le systéme déduit de (X)), en y remplagant les cocfficients des seconds
membres par certaines majorantes relatives aux valeurs initiales x,,
Vs wens Uyy gy ony posséde un groupe d’intégrales satisfaisant @ la
double condition : 1° de se réduire respeclivement @ u,, ¢, ... pour
X=Ly, Y =Yy -0 20 dadmellre, pour leurs dériées paramétriques
de tous ordres, des valeurs initiales posttives et supcricures aux: modudes
de celles qui ont éié choisies pour les déricées semblables des intégrales

hypothétiques de (X).
Aux variables indépendantes et aux fonctions inconnues
P (O

du systeme (), faisons correspondre autant de constantes posi-
tives

’ " w1 i
oA, o, R AP PN

que nous nommerons, pour ahreger, leurs podds vespectifs; consideé-
ant ensuite Pune quelconque des dérvivees premieres de w, ¢, ...,
appelons poids de cette dévivée le quotient obtenu en divisant e poids
de Ja fonction a laquelle elle appartient par celui de la variable indé-
pendante i laquelle elle se rapporte. Soient enfin :

gle nombre des fonctions inconnues w, ¢, .. .;

e une quantité positive moindre que 13

v une quantité positive quelconques;

. + . I

O () la fonection P

Il résulte de Palinéa I11 que, en désignant par ¢ une fonction in-
connue de la variable indépendante ¢, Péquation différentielle
dwv _ pO (L gw)

. - . - Lo
(1) i 1@ (L4 g

est identiquement vérifice par la substitution & w d’une série enticre
¢ dont la somme s’annule avee ¢. D'ailleurs les valeurs initiales des
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dérivées de cette intégrale sont toutes positives. Elfectivement, si 'on
développe O (7) par la formule

L e T et S

et que, apres avoir remplacé © par ¢ -+ g, on ordonne le résultat par
rapport aux puissances de ¢ et ¢, on voit immédiatement que les va-
leurs initiales de la fonction © (¢ + gw) et de ses dérivées de tous
ordres sont vwcntivll(,:n‘u:nt positives. Il en est de méme de la fone-

tion — »()(,,-,, prt qu’on peut développer suivant la formule

1480 - 20 —-. . .,
par suite enfin du produit

PO 8] e ()
seccond membre de Péquation (1). Les valeurs initiales des dérivées de
tous ordres de notre intégrale jouissent done, elles aunssi, de la pro-
pricté annoncée; car, en vertu des formules ultimes appliquées a leur
aleul, elles se présentent sous forme d’expressions entieres, i coeffi-
cients entiers et positifs, par rapport aux valeurs initiales du second
membre et de ses dérivées particlles. Nous désignerons par W (2) I'in-
tégrale considérce de I'équation (l—) Nous observerons en outre que
cetle méme ¢quation peut encore s’éerive, soit sous la forme
sy pe®* (L~ gw)

() dp o PO TS T gy

soit sous la forme

sy

v div
({i —— e 5‘1® ([ - rrﬂ;) —_— .

(3) ) 1 7

- {J‘(H) ( {4 I_t’r(‘v) - sl(n) (/ . rl)l‘”)

olie,, gy, ... désignent des quantités positives, en nombre limité, ayant
pour somme e. Si, dans I'une quelconque des équations (2), (3), on
remplace alors la variable ¢ par

al (@ ay) = a" (Y —Yo) +.. o,
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et la quantité gw par

B/ (u —ty) +P"(¢ — ¢4) ...,

. . . e, v . .
si I'on substitue enfin & la dérivée —-> qui peut figurer dans divers
termes de 1'équation considérée, divers produits obtenus chacun en
multipliant par son poids I'une quelconque des dérivées premieres de
u, v, ... relatives d z, y, ..., il est facile de voir que la relation résul-
tante est identiquement vérifiée pour

S U=ty é; W (x—axy) " (y—y) +...],

—~
EEN
~

( 0 =00+ g5 W et (2 — ) oy = 3) -]

Cela posé, prenons dans le systeme (X) une relation quelconque (),
et désignons par ¢ le nombre (2 o) des dérivées contenues dans son
second membre, par A, A,, ..., A, les dérivées dont il s’agit, par A
celle qui figure dans son premier membre, par @, o,, ..., w,, @ les
poids respectifs de toutes ces dérivées; posons enfin, pour abréger,

s (= g) = " (Y = ¥y) e oobe B wy) = P00

Suivant que U'entier ¢ sera nul ou positif, ¢’est-a-dire suivant que '¢-
quation (a) aura U'une ou lautre des deux formes

A=/f(z, ¥, ...,y 9, ...),

A=f(a,y, ..o, t, 0 oo )= f1(0, ¥, ooy U, 0, .. A
Ao (T Yy ey Uy Oy ) By = Sy (Y, o U, e, L) Ay,

~on considérera lune ou 'autre des deux relations
1E®? ()
wA = p® () -+ e ()

A== 0 (s) -+ ;E;zm@(s)A, - % 20 () Ay - . . k- 5 w,0(s)A,,

. . 1 . . .
et on multiplicra par — les deux membres de la relation dont il s’agit;
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’équation résultante ((a)) ne différera alors de (a) que par les coeffi-
cients, fonctions de @, ¥, ..., u, ¢, ..., qui figurent dans le sccond
membre. A chaque équation du systeme (X) on fera correspondre de
la méme manitre unc équation telle que ((a)) : on obtiendra finale-
ment un systeme ((X)), ne différant de (A) que par les coefficients
des seconds membres, et identiquement vérifié par la substitution &
u, ¢, ... des seconds membres de (4), ¢’est-a-dire de fonctions qui
prennent en z,, y,, -.. les valeurs initiales «,, ¢, ..., tandis que leurs
dérivées de tous ordres ont des valeurs initiales essentiellement posi-
tives. Chacun des nouveaux coefficients s’obtient d’ailleurs en faisant
le produit de O (s) par quelque constante positive, ety ajoutant par-
fois le produit de
02 (s)
1—e0(s)

par quelque autre constante positive. La premicre de ces deux con-
stantes, qui seule est importante 4 considérer, ¢t que nous nomme-
rons, pour abréger, caracteristique du coclficient, dépend de € ou de 1
suivant que le coefficient ot elle figure multiplic ou non quelque dé-
rivée. Son produit par ® (s) est identique au coefficientde ((A)) dont
il s’agit, ou Padmet pour majorante relativementaux valeurs,, yo, -...
Ugy Yoy«

La conslante positive € étant choisie sous la seule condition d’étre
inféricure & 1, fixons maintenant les valeurs des constantes positives

(5) (J" a,’ a”’ et r‘al’ f')”’
A cet effet, sotent :
R, R,, ..., R, Ry, ... lesrayons des cercles a U'intérieur desquels les
coefficients des seconds membres de (A) sont supposés olotropes;
rune quantité positive inférieure, d’'une part a toutes les différences

Ry~ moda, Ry — mody,, A
R, — mod u,, R, — mod ¢, R

d’autre part aux rayons de convergence des déterminations ini-
tiales v, @, ... choisies pour les intégrales hypothétiques de (X);






