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SUR LA. RÉDUCTION
1)' UN

SYSTÈME DIFFÉRENTIEL QUELCONQUE
A U N

S Y S T È M E L I N É A I R E ET C O M P L È T E M E N T Ï N T É G r R A B L E
DU P R E M I E R O R D R E ,

PAU M. B.IQUÏER,
imOlŒSSinîB A LA F.UUJLTB DES SCIENCES DE CARN.

Dans deux Notes communiquées à l'Académie des Sciences (a8 mars
i8()3, ^7 févr ie r î8c)3), et dans un M'émoire ayant pour t i t r e : De
rKxistence des intégrales dans un système différentiel quelconque (An-
nales de l'École Normale supérieure, 1893), j 'a i montré comment on
peut, de deux manières di f férentes , mais toujours par de simples ré-
solutions d 'équat ions , combinées avec des d iderent ia t ions , ramener
un système différent ie l quelconque à une forme complètement inté-
arable, que J'ai, nommée harmonique (/), et don t l'ordre est générale-
ment supér ieur à, i. Celte première réduction une fois effectuée, on
peut, comme j'en ai acquis récemment la cert i tude, en effectuer une
seconde, et ramener, par de sim.plesdiff 'erenti.aliôns, un système harmo-
nique et complètement intégrable d'ordre quelconque, a un système
harmonique et complètement intégrable du premier ordre,possédant
en outre la forme linéaire par rapport aux dérivées des fonct ions incon-
nues- Ce nouveau résultât, dont l 'exposition détaillée consti tue l 'objet
du. présent Mémoire, a été communiqué à l 'Académie des Sciences

(1) Nonobstant eetie dénonTination S harmonique, il n'y a n'en de commun entre les
recherches d'Anal yse générale dont Je m'occupe aetuôllemeni et la théorie d'une certaine
équation aux dérivées partielles du second ordre, dont la considération est souvent usitée
en Physique mathématique.
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dans la séance da 24 avril 1893; il m'a permis, cela va sans dire, de
simplifier dans une mesure considérable ma première démonstration
de la convergence des développements des intégrales.

j 'aurai souvent à m'appuyer, dans le cours de ce travail, sur les ré-
sultats qui font l'objet de mon dernier Mémoire {De l'Existence des
intégrales dans un système différentiel (juelœncftie) : les chiffres suivis
d'un astérisque renverront le lecteur aux divisions du Mémoire dont
i l s 'agit, et les chiffres non suivis d 'un astérisque à celles du présent,
Mémoire.

Systèmes harmoniques, — Conditions de passivité d'un système
harmonique.

!. Voir 1 es n05 i, * à, 1 y du Mémoire ci té pins h au t {Annales de l'École
Normale supérieure, p. 65 à 86; i8c)3).

Existence des intégrales ordinaires dans un système harmonique,
passif et linéaire du premier ordre.

2. Lors^itun système différentiel du premier ordre est harmonique,
passif et linéaire par rapport aux dérivées des fonctions inconnues, il
admet un groupe d'intégrales ordinaires (2*), et un seul, répondant à
des conditions initiales données (8").

Pour établir l 'existence du groupe un ique d'intégrales dont parle
l'énoncé, il suffit, comme1 nous l'avons dit a i l leurs (H\ III) , de prou-
ver la convergence des développements de ces intégrales. L'artifice
employé, pour certains systèmes du premier ordre, dans un Mémoire
pub l ié par M. Méray avec ma collaboration (1), m'a suggéré la démon-
stration su ivan te .

I, Définition des majorantes.

Voir i.y, 1 {Annales de F École Normale supérieure, p. 1 2 4 ; 'ï8<)3).
II. Soient f{x, j, ,..) une fonction olotrope à l'intérieur d'un sys-

( 1 ) Sur la convergence don développements d^ Intégrales ordinaire d'ï^ï y.vtèmc d'é-
quation àifférctulelleff partielles {Annales de l'École ^Normale mpéficurCf p* 47 et sui-
vantes; ï8<)o)*
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terne de cercles de rayons Ily, Ry, ... ; XQ, y^ ... des valeurs particulières
intérieures, aux cercles dont il s'agit; r une première quantité positive in-
férieure aux différences B.̂  — mod^o. Rj — modjo, • • • ; a une deuxième,
positive ou nulle, quelconque d'ailleurs; M une troisième supérieure à tous
les modules que peut acquérir la valeur de f(x, y , ...) à r intérieur et
sur les circonférences des cercles de rayon r décrits respectivement de x^,
/y, ... comme centres; ?, y, ... des constantes positives au moins égales
à - ; enfin m un entier positif. , . ! ! ! 1 ! ' 1 , ! ! . 1

Cela éteint, la fonction / ; 1 : , . ' 1 1 1 1 " . . - - • ,
M -h a __^.^^^^^^^^ ^ ̂  ^ ^ ̂ ^. ^ ^ ^ ^ ^

est majorante pour f{x^ y, ... ) relativement aux valeurs <zîy, y^, ....

Voir 15*, II ÇAnnales de F Ecole Normale supérieure, p. 124 et 125;
«8()3).

11 .1 ' . Si l'on désigne par u une fonction inconnue de la variable indé-
pendante x^ par U^ (.3?, u) une composante donnée, olotrope à l'intérieur
d'un système de cercles, et par x^, u^ des valeurs intérieures aux cercles
dont il s agit, l'équation différentielle

du ,,.., , .
^=l,J,(^a)

est idenlù/uement vérifiée par la substitution à u de la somme d'une série
entière en x — x^., se réduisant à u^ pour oc === ^o.

Voir {y, I I I (A/m. de F tÏe^le/Normale supérieure, p. i25à 1.27; ï.8()3).

IV, Nous nommerons désormais :
(51) le système harmonique, passif et l inéaire du premier ordre que

vise 17 énonce:v/v,, -,
x^ jo, ... les valeurs i n i t i a l e s des var iables indépendantes x, y , ... ;
^o, ^(p . * . ecîlles des fonct ions inconnues u, p, ...;
u, y, ... les dé terminat ions in i t ia les de u, p, ,.. ;
coefficients du. système (X) les diverses fonctions de oc, y , ..., u, p, ,..

qui f igurent dans ses seconds1 membres, soit comme multiplicateurs
des dérivées paramétriques premières, soit comme termes indépen-
dants de ces dérivées.
Afin. de I'ÀC. Normale. 3" Série. Tome IX. — DBCBMBRIÏ 1893. 46
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Les coefficients ainsi définis sont, bien entendu, lous ololt'opes dans
quelque système de cercles, et les valeurs initiales ^o,,y(p ..., ^o, i^, ...
respectivement intérieures aux cercles dont il s'agit.
- Cela posé :

Le système déduit de (,3l), en y remplaça/H les coefficients des seconds
membres par certaines majorantes relatives aux valeurs initiales a^,
y^ ..., u^ ^(p * . . , possède un groupe d'i/Ué^rales satisfaiscint à la
double condition : 1° de se réduire respectiverne/U à u^y <^, ... pour
df; == .-TO, y ==y^, ...; 2° d'admettre, pour leur}! dérivée}! paramétriques
de tous ordres^ des valeurs initiales positives et supérieures aux rnodides
de celles cfui ont été choisies pour les dériçées semblables des intégrales
hypothétiques de ( 3i").

Aux variables indépendantes et aux (onctions inconrmes

,̂  /, ..., //, i», . . .

du système (X), faisons correspondre aillant de constantes posi-
tives

^ /y// p i r^tv' i ^' ? • • . , - » ^ , i.-» ,» « . . ,

<iue nous nommerons, pour abréger, leurs poids respect i fs; considé-
rant ensuite l'utio quelconque des dérivées premières de u, v, ...,
appelons poids de cette dérivée le quotient oblenu en divisant le poids
de la fonction à laquelle elle appart ient, par celui de h variable indé-
pendante a, laquelle elle se rapporte. Soient en f în :

g''h nombre des fonctions imionnues u, <..\ ... ;
& une quantité positive moindre que 1 , 5
;x une quantité positive quelconque;
© C T ) la. fonction —i—.

Il résulte de l ' a l inéa 1 III que, en dés ignant par w une fonction in -
connue de la variable i n d é p e n d a n t e /, l ' équa t ion d i f ' ï e r en t i e l t e '
( î ) ^ip ».„.. p'^(t •4" ^"w)

dt "~ î --.--''iQ^/111'1^:^^

est ident iquemônt vérifiée par la Bïibstitiitioïl à w d 'une série ent ière
m t dont la somme s'annule avec L D 'a i l leurs les'valeurs in i t i a les des
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dérivées de cette intégrale sont loutes positives. Effectivement, si l'on
développe ©(r) p a r l a f o r m u l e

3 4-. 7 + ̂ 2 + _ ^

et que, après avoir remplacé T par / -+• ^w, on ordonne le résultat par
rapport aux puissances de t e l w , on voit immédia tement que les va-
leurs i n i t i a l e s de la f o n c t i o n © Cl -+- gw) et de ses dérivées de tous
ordres sont e s sen t i e l l emen t positives. Il en est de même de la fono
ij^ ._..-_^^^^^ ( lu 'on peu t développer s u i v a n t la f o r m u l e

ï — e0{/. 4.-..^w) ii " " î I A

î4...sê+Ê^+.,.,

par su i t e en f in d u p r o d u i t

^9(^+^<..Q^-^^^^^^^^^

second membre de l'équation (î). î.es valeurs initiales des dérivées de
tous ordres de notre intégrale jouissent donc, elles aussi, de la pro-
priété annoncée; car, en vertu des formules ultimes appliquées àleur
calcul, elles se présentent sous forme d/expressions entières, à coeffi-
cients entiers et posi t i fs, par rapport aux valeurs initiales du second
membre e(, de ses dérivées partielles. Nous désignerons parW(/) l'in-
té^rale considérée de l'équation (s-). Nous observerons en outre que
cette même équation peut encore s'écrire, soit sous la forme

rlw ,.. . , ^^(^AW)
( ̂  ) -M ~ [ 19 ( i t ̂  ̂ ) "liilllh T::::̂ ^^^^^^^^^^^ î

soit sous la forme

( 3 ) ^ ̂  ̂  ( t -+". ̂ ) 4- s, Ô ( / -+" ̂ ) ̂  4" s.Q ( t + ̂ ) ̂  -4-.. . ,

où e^ £ y , . . . désignent des quant i tés positives, en, nombre limité, ayant
pour somme £. Si, dans l 'une quelconque des équations (2)5 (3), on
remplace alors la var iable t par

'^ ( x — x^ ) 4- ^ ( y — fo ) "+-.. '.,
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et la quant i té ff(v par
p^-^H-^O'- (-0)4- . . . ,

si l'on subst i tue enfin à la dérivée < —? qui peut f igurer dans divers
termes de l 'équation considérée, divers produi ts obtenus chacun en
mul t ip l i an t par son poids l 'une quelconque des dérivées premières de
u, v, ... relatives à x, y , ..., i l est fac i le de voir que la relat ion résul-
tante est identiquement vérifiée pour

/ r
u = UQ -h g/ W [ y! ( x - x, ) .-h a" (y — y,, ) 4-,.. ],

(4) 1 <- == ̂  + - W iy(.r - .yo) 4- ̂ (y -yo) 4-..],

Cela posé, prenons dans le système (3^) une re la t ion quelconque (a),
et désignons par q le nombre (^o) des dérivées contenues dans son
second membre, par A , , A a , . . . , A y les dérivées dont i l s'agit, par A
celle qui, f igure dans son premier membre, par ÎTT,, i^, ..., ̂ , m les
poids respectifs de toutes ces dérivées; posons e n f i n y pour abréger,

. ;::= a' ( x - ̂  ) + a" (./ - 7, ) +... 4" y ( /^ -1- //o ) -{- ^// ( ̂  .-. <»o ) -h. - .

Suivant que l 'ent ier y sera nu l ou posi t i f , c'est-à-dire s u i v a n t que l'é-
quation (a) aura l 'une oa l 'autre des deux. formes

A=/(^,y, ..., //, ^ ...),

A =/(^r, y, ..., //, t\ ... ) +/i (.r, y, .,., ̂  c, . -) A:i
+/2 ( •lr> J'S . . . » ^ <^ • . . ) A^ 4-... 4- /y ( .r, y, . - . , ^ P, , . * ) Ay,

on considérera l'une ou l'autre des deux relations^-,»<.,)-.,^^,
wA= ̂ 0(^)4" - ̂ ©(.^Ai 4" - ^©(.^A^-h. . .4" - îïTy@(.?)Ay,

et on multipliera par — les deux membres de la relation dont il s^agi t ;
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l 'équation résultante ((rt)) ne différera alors de (a) que par les coeffi-
cients, fonctions de x, y, ..., u, v, ..., qui figurent dans le second
membre. A chaque équation du système (51) on fera correspondre de
la même manière une équation telle que ((tt)) : on obt iendra f ina le-
ment un système ((X)), ne différant de (21) que par les coefficients
des seconds membres, et iden t iquement vérifié par la subs t i tu t ion a
u, v, ... des seconds membres de (4)» c'est-à-dire de fonct ions qui
prennent en ^o,yo» • • • les valeurs init iales ^o, ç^p ..., tandis que leurs
dérivées de tous ordres ont des valeurs init iales essentiellement posi-
tives. Chacun des nouveaux coefficients s'obtient d'ailleurs en faisant
le produit de ©(.?) par quelque constante positive, et y a joutant par-
fo is le produi t de

_9!iiL„
i — £ e ( . y )

par quelque autre constante positive. La première de ces deux con-
stantes, qui seule est importante à considérer, et que nous nomme-
rons, pour abréger, caractéristique du coefficient , dépend de £ ou de p.
su ivant que le coefficient où elle figure m u l t i p l i e ou non que lque dé-
rivée. Son produi t par ©(^) est iden t ique au coefficient de ((21)) dont
il s'agit, ou l 'admet pour majorante relat ivemcntaux valeurs^, jo, ...,
u^ ^p ....

La constante positive £ étant choisie sous la seule condit ion d'être
inférieure à i , fixons m a i n t e n a n t les valeurs des constantes positives

(5) ^ a', ^ .... (̂  fA ....

A cet effet, soient :
liy, Ilp ..., R^, R ^ , . . . les rayons des cercles à l ' intérieur desquels les

coefficients des seconds membres de (3i) sont supposés olotropes;
r une quant i té positive infér ieure , d'une part à toutes les différences

Ba. ~ mod.ro> Ry — modjo»
B^ — mod UQ, R^ — mod ^o,

»ârt aux rayons de convergence des, déterminations in i -
p, ... choisies pour les intégrales hypothétiques de (X);

d'autre part
tiales u, cp,
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M une q u a n t i t é posi t ive supér ieure îi tous les m o d u l e s que peuvent
acquér i r les coef f ic ien t s des seconds membres de (X), et les déri-
vées premières des d é t e r m i n a t i o n s i n i t i a l e s u, <p, . .., à F i n t é r i e u r
et sur les c i rconférences des cercles de rayon r ayan t pour centres
les valeurs ini t ia les de leurs variables respect ives;

P la plus grande des deux q u a n t i t é s M, "ï;;

Q un ent ier pos i t i f supér ieur à la p lus ^îwàe v a l e u r que pu i s s e at-
te indre , pour u n e é q u a t i o n q u e l c o n q u e d u système (3^}, le nombre
des dérivées f igu ran t dans le second membre ;

AI , /^, .. ., h^ les plus petites valeurs que puissent respectivement at-
teindre les cotes première, seconde, ..., ̂ tëm<t des diverses variables
indépendantes ( 1.*);

G,, (,,:̂ , ..., G^ les plus grandes valeurs que puissent respectivement
atteindre celles des diverses {onctions inconnues;

/n .A. • -» fp les plus petites valeurs et J < , l^ ..., J^ les plus grandes
valeurs que puissent respectivement atteindre celles des diverses
dérivées figurant dans l'ensemble des équations (3i).

ï) é s i ̂  n 'à n l e n o u t re '[") a r

^ ^ 0^ 0^ ..., 0,

p 4" 2 constantes positives, dont les valeurs vont être f ixées dans un
instant, nous prendrons : r 0 pour chacune des quantités %', a", ... le
produit de a par des puissances de 0,, 0,, ..., (̂  d'exposants respecti-
vement égaux aux cotes première, seconde, ..,, y^^' de la variable
correspondante; ,a0 pour chacune des quantités ^\ ?% .. . le quotient
de ^ par des puissances de 0,, Oy, . -, O/, d'exposants respectiveînent
égaux aux, cotes première, seconde, ..../^^de la fonction inconnue
correspondante. Le poids d'une dérivée première quelconque aura
alors pour va leur le quot ient de -^ par des puissances de 0 ^ , O y , ..., 0 ,
d 'exposants respectivement égaux aux cote^ première, seconde, , . . ,
//<lr"<1 de la dérivée considérée-

Cela étant, on peut disposer de 0., 6^ 1^. , 0^(le manière que les
caractérist iques dépendant , de £ soient toutes supérieures à P, qucds


