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MEMOIRE

EOUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE
(suite),

Par M. Pavr PAINLEVE,

CHARGE DE COURS A LA FACULTE DES SGIENGES DE LILLE.

e Qe e

CHAPITRE IV.

DE I’INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DONT L'INTEGRALE
GENERALE N'ADMET QU'UN NOMBRE DONNE » DE DETERMINATIONS SE
PERMUTANT AUTOUR DES POINTS CRITIQULES MOBILES.

1. Les résultats que nous avons obtenus dans le Chapitre précé-
dent ne s’appliquent jamais au cas ot le genre p de Iéquation diffé-
rentielle
(1) FLy, ' (2)] =«
est nul. Nous allons maintenant traiter un probleme dont la solution
embrasse les ¢quations (1) de genre quelconque, en particulier les
équations de premier degré en y’

y' =Ry, (2)]

Nous nous proposons de reconnaitre st ['intégrale géncrale de (1)
rn'admet qu'un nombre donné n de valeurs se permutant autour des
points critiques mobiles.
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Rappelons-nous, pour traiter cette question, les propositions géné-

rales établies dans le premier Chapitre :
Si I'intégrale est de I'espece indiquée, elle se laisse définir par la
relation

(2) X[y y0xe (2)]=y"+y" " Rocilyoyo, (2)]+- -+ R0y yy, (2)] =05

dans cette égalité, R, désigne une fonction rationnelle de y,, y;;
quant a y,, y,. ce sont les valeurs pour x, de I'intégrale particuliere et
de sa dérivée; ces valeurs vérifient la condition

() e 7o (20)] = 0.

, dR; .y
Les R;, R; d'une part, les R;, —— d’autre part, sont liés par des re-

lations algébriques qu’on forme en éliminant y,, y, entre ces quantités
et Uéquation (1). Par exemple, si R; dépend ellectivement de la con-

s

stante d’intégration (y,, y,), on peut donner & ces équations la forme

R; =9[Ry, (2)],
R = 'Ifi[ug, (7)]7
R, = W,[R,, ()],

nn — l]J'” [_ "1‘1 (Z>J7

les W', 9 élant algébriques en R,.

Quand =~ est le nombre exact des branches de y qui se permutent
autour des points critiques mobiles, nous savons qu’il n’existe qu’un
systeme distinct de telles relations.

Les fonctions R;(2) ontleurs points critiques fixes. D’autre part, on a
Re=Ri[yo, 0, (2) 1=y o™ Al yo, ()] "2 AL Yo, (2)]4 - o = A7 [yo, (2)]-

Dans cette égalité, les quantités A sont des fonctions rationnelles
en y,. Nous allons chercher & déterminer une limite supérieure du
degré en y, des deux polynomes dont A/ est le quotient.

Pour cela, nous ferons usage d’une seconde forme de U'intégrale de
Péquation (1)

SL e (2)] =0,

dans laquelle f est, comme 1’on sait, un polynome de degré mn par
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rapport & chacune des lettres y et y,. Supposons qu’on ait ramené
'unité le coefficient de y™ dans

Sy ye (2)];
désignons par /, ce que devient /3 nous pouvons écrire
fl [}’7 .)’07 (.Z‘)] :3’""' -+ Bl [,"07 (x)].ylnll—l+ e Blllll [y07 (.I‘)] = 0.

Dans cette équation, les B/ sont des fractions rationnelles dont les
deux termes sont au plus de degré mn en y,.

Les mn valeurs de y qui correspondent & chaque valeur de vy, s¢
décomposent de la maniere suivante en 7 groupes formés chacun de
n valeurs :

A chaque valeur de y, correspondent m valeurs de y,. Soient z,,
5y ... 5, ces m valeurs. A chaque systeme de valeurs de (y,,v,)
correspondent les déterminations d’une méme intégrale. Appelons R},
RZ, ..., R les valeurs de R; qui correspondent a y,; en d’autres
termes, posons _

RI=R:[ 0, 565 (@)].
Posons encore
X=X [ys 00 50 (@) ="+ IR 22 Ry e R

1

=yt (AR e A - (AL ST AL T - A

et de méme

X2: X [}.,},0’ 59, (L)] -.—_:yn+“yn—l Rz “l:'_}"L~ﬂl{-2z+ . R,lL
oy =t (A2 e e AT e (AL ST e Lo AT,

On a identiquement
(-))) fl[,}’?]ﬂv(z)J:XlY?‘(”

Les coefficients des puissances de y sont, dans le premier membre
de I'¢quation (3), des fonctions de y, qui sont au plus de degré mn
en y,; dans le second membre, ce sont des fonctions entieres des
quantités AZ, et les coefficients de ces fonctions sont cux-mémes des
fonctions symétriques de =,, %,, ..., 54, et, par suite, s’expriment
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-ationnellement en fonction des coefficients o de I'équation
F [,)/Oy 3, (@0)] = 3"+ oy [ Yo, (20)] 5" 4. . “+ctm[ Yo, (20)] = 0.

On peut aisément, pour chaque valeur donnée de m, calculer ces
fonctions symétriques en fonction des «. Elles sont de la forme

S=>sts...,
chacun des nombres p, g/, ...; étant au plus égal & (m — 1) il nous
suffit, pour le but que nous nous proposons d’atteindre, de calculer
une limite supérieure de leur degré en y,. D’apres la théorie des fonc-
tions symétriques, une telle fonction S est une fonction entiere des
quantités o, et cette fonction entiere est au plus de degré m(m —1) par
rapport aux «. Si »’ désigne le degré le plus élevé auquel y, figure
dans P'expression des quantités o, les quantités S seront au plus de
degré

v=m((m-—i1)n
en yo-

Dans chacun des deux membres de I'équation (3), le coefficient de
y™* est égal & 'unité. En égalant respectivement les coefficients de
y" et ym et L., y0 dans le premier membre de I'équation (3), aux
coefficients de y™ ="', y"#=%, ..., ¥° dans le second membre, nous obte-
nons mn équations, liant entre elles les mn quantités AJ. Chacune de
ces équations peut s’écrire sous la forme suivante

(4) X Sclre (@] (Al, - AL AT =By, (2]

les o, désignant des fonctions entieres des Al

Parmi ces équations, les (m — 1) premiéres sont respectivement de
degré 1, 2, ..., (m — 1) parrapport aux A/. Toutes les autres sont de
degré m.

Par rapport aux quantités y,, les coefficients S, sont au plus de
degré v, et les quantités B sont au plus de degré mn.

D’ailleurs, le systeme des équations (4) n’est jamais indéterminé,
sinon on pourrait trouver, pour chaque valeur de y, et de x, une infi-
nité de valeurs des quantités A/ vérifiant les ¢quations (4), et la
quantité

Jilys Yo (2)],
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qui est un polyndme en y, serait, par suite, décomposable d’une infi-
nité de manieres en un produit

X, X,...X,,

de m facteurs de degré n en y, ce qui est absurde.
Si donc, entre les équations (4), nous éliminons (mn —1) des quan-
tités A/, nous obtenons une relation de la forme

G[AL, yo ()] =0,

qui, pour chaque valeur de z, lie & y, la quantité A/ restante.

G est un polynome en Af et en y,. Son degré en A7 est au plus
¢gal a

1.2.3...mmmnin=1),

Mais, ce qui nous importe, ¢’est de trouver une limite supéricure
de son degré en y,. ‘

Pour I'obtenir, nous remarquerons que toutes les équations (4)
sont au plus de degré N par rapport aux variables Af ¢t y,, N dési-
gnant le plus grand des deux nombres

mn et m-tv==m(n'+1)—n'.
Le degré auquel figure y, dans le polynome

GLAL yo, (2)]

est donc au plus ¢gal &
P == Nmn,

Vajoute que, si (m +v) est supérieur i mn, cas auquel N est égal a
(m-v), on peut remplacer N par un nombre moindre, pour les
(m — 1) premieres équations, ce quiconduit & prendre pour P une va-
leur moindre.

La fraction rationnelle A7 [y°, (2)] doit donc vérifier une équation

G[A{, Yo (.2’;')] =0y

ol y figure au plus au degré P.
Mettons G sous forme entiére par rapport aux A/ et aux v, : le nu-
mérateur et le dénominateur de A7 doivent diviser les deux coefti-
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cients extrémes du polynome en A/. Les deux termes de la fraction
rationnelle Al(y,, x) sont donc au plus de degré P en y,.

Cette limite supérieure de P est tres élevée : dans chaque cas parti-
culier, on pourra ’abaisser notablement. Pour deux nombres donnés,
m et z, sans rien supposer sur I’équation (1), on obtiendrait une
limite tres inférieure & la précédente en opérant ainsi.

On forme facilement, pour 7 et » donnés, les quantités

(P/,(...A{:...)

qui figurent dans les relations (4).Entre ces équations (4) on effectuc
Iélimination de (mn — 1) des quantités A en traitant les quantités
Si(v,) comme des constantes quelconques. On arrive ainsi & une rela-
tion ot figure celle des quantités A7 que 'on n’a pas éliminée, A! par
exemple, et les quantités Sy, B;. On connait une limite supéricure des
degrés des Sy, B, en y,; on connaitra, par suite, une limite supérieure
du degré en y, de I'équation qui donne A}; celte limite est aussi celle
du degré des deux termes de A} ; on opérera de méme pour toutes les
quantités A7.

La nouvelle limite ainsi trouvée vaut pour toutes les équations de
degré m en y’, dont Uintégrale prend » valeurs autour des points cri-
tiques mobiles. Pour une équation différenticlle particuliere donnée,
en exprimant les S, en fonction de y,, on abaissera encore cette
limite.

Mais le fait important qu’il nous faut retenir pour I'instant, c’est
qu’on peut toujours déterminer une limite supcrieure P du degré auquel
¥o figure dans les Al 11 suffit de prendre

P e Nmn H
N désigne le plus grand des deux nombres
mn et m(n' A1) —n';

n’ est le degré en y de 'équation (1) pour @ = x,.
Revenons maintenant i I'étude des quantités

Ri[yo yor ()] =)" A [ yos ()] A= o= APy, ().

D’aprés ce qui précede, elles sont au plus de degré P en y,.
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Si donc on élimine y, et y; entre les trois relations

R[ == RI []’07 :,Y:): (.2’})-[,
dR;

dz

d ,
= %Ri[J'O’yo’ ()],
Flyo x0 (z0)] =0,

, . . .\ dR . .
I’équation algébrique et entitre en R, —— 4 laquelle on parvient est

au plus de degré Q;, Q; se calculant aussitot i I'aide de P.
De méme, si 'on élimine y,, y, entre les relations

R; = R, [0, 55 ()],
“J’: RJ [.)/t))y:os (JS)],
F [J’o: ,1/:)’ (.1‘0)],
on obtient une équation
L!J}"j [R,, ARJ-, (E)l = 0,
dont le premier membre est de degré au plus ¢gal & Q.
Nous pouvons donc ¢crire un systeme de relations
o[ R;, Ry, (2)] = o,
Yis [Re Ry, ()] =0,

'7"1'.11 l nh Rn; (T)| =0,

ol les polynémes o, ¢, ; ont des degrés respectivement égaux a Q,,
Qz’,,j'
Exprimons, d’une part, que I'équation
=0

a ses points critiques fixes ; d’autre part, que les équations

Vi [Rie Ry ()] =0
définissent un systeme de fonetions R, (2), Ry(2), ..., R,(x) en fonc-
tion de R; et de 2 dont les points critiques sont également fixess enfin
que le systeme des fonctions Ry, Ry, ..., R,, transporté dans Ja rela-
tion ;

Y- “(”-"‘Uy/l“‘ +...+Ry==0,

définit I'intégrale de Péquation (1). Nous obtenons ainsi un cer-

Ann. de UFe, Normale. 3° Séric. Tome VIII. — Serrevpre 18g7. 35
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tain nombre de conditions algébriques entre les coefficients indé-

terminés a(x), b(x), ... des polynomes ¢, ¢ et leurs dérivées
da db
dz’ dz’

On reconnait, par des opérations purement algébriques, si ces con-
ditions sont compatibles. Quand elles le sont, par quelles opérations
sont déterminés des coefficients a(x), b(x), ...?

Rappelons-nous que, si » valeurs se permutent effectivement autour
des points critiques mobiles, il ne saurait exister deux systemes dis-
tincts de relations (5). Pour éviter toute ambiguité, supposons que,
dans 4, ;, le terme de degré le plus ¢élevé en R;, R; ait pour coefficient
Punité, de méme que danso le terme de degré le plus élevé en Ry, R;.
Dans ces conditions, on a

i LR Ry, ()

=17 Ry, Ry, (2)],

p étant un certain entier et IL; une fonction de R;, R;, (2) bien déter-
minée, enticre et irréductible par rapport a R, R;. Il en est de méme
pour o.

D’apres cela, si les conditions qui assujettissent les a; sont compa-
tibles et indéterminées, ¢’est que Uintégrale des (1) prend un nombre
n' de valeurs inféricur & 72 autour des points critiques mobiles, I1 faut
done essayer les nombres »’ plus petits que ».

Quand les conditions sont compaltibles et déterminées, il peut arri-
ver que plusiears systemes a, b, ..., les vérifient. Mais il suffit de
chercher les polynomes o, U, de degré minimum. Leurs coefficients
s'obtiennent par des opérations linéaires, puisqu’il ne saurait exister
qu'un seul systeme de tels polynomes.

Nous arrivons ainsi & ce théoreme :

On reconnail par des opérations purement algébriques sil'intégrale ' une
dquation (1) donnce ne prend que nvaleurs autour des points critiques
mobiles. Dans ce cas, Iéquation se raméne, par des opérations également
lincaires, a une équation différentielle dont les points critiques sont fizes.

A cette derniere équation

@ [.R, R ('I,)V] =0

— )
X
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s’appliquent les résultats de M. Poincaré. Si son genre p’ est nul, elle
se ramene & une équation de Riccati

(6) =M+ Nt+P;

s’il est égal & 'unité, elle s’integre par une quadrature; s’il est supé-
rieur & 1, elle s’integre algébriquement.
Il faut de plus que les fonctions R; de «, définies par les relations

%,,-[R[, R, ()] =o,

n‘aient elles-mémes que des points critiques fixes. Cette condition
met souvent en évidence des intégrales de I'équation de Riccati (6),
quand p’ = o.

Si Ry, en effet, ne s’exprime pas rationnellement en fonction de R,
R;, par suite en fonction de ¢, elle admet, pour chaque valeur de z, au
moins deux points critiques

=K, (z), L=K,(x),
et ¢, ¢, doivent étre intégrales de (6) pour que R; n’ait pas de points
critiques variables.

Quand les R; ont trois points critiques distincts

ty=K,, t=Ky, th=K,,
I’équation de Riccati s’integre algébriquement.

Si tous les R; n’ont que deux points critiques qui coincident, on
peut toujours supposer que ces valeurs critiques ¢, ¢, sont o et % (car
¢n’est défini qu'a une transformation homographique pres), et I'équa-
tion (6) se réduit &

-i—’ = N (=),
d’olt
{ =CN, ().
, .

Si l'on pose Cr = v, p ¢tant un entier convenablement choisi,

toutes les fonctions R; dépendront rationnellement de G

R[: pi[C, («Z’)].

C'est ce qui a licu de soi-méme quand, p’ étant nul, tous les R;
s'expriment rationnellement en fraction de R;, R;.
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Une discussion analogue se présente dans le cas ol p'=1. Si tous
R, s’expriment rationnellement en R;, R}, I’équation s’integre par une
quadrature, et son intégrale est de la forme

,,7’" -+ Pn“l(ca -‘l’))f”"l it Po(cy ‘L')
A+ (1= C2) (1= 2 C) [rp=r (Cy )yt +. . .+ 1y (G, 2) | =o0.

Au cas contraire, & un point critique de R,;[R;, (%)], [soitR,=a(x)|.
correspond une intégrale de I'équation

S[R, R, ()] =0,

qui s’integre algébriquement.

En définitive, Uintégrale de (1), quand elle prend un nombre donné n
de valeurs autour des points criiques mobiles, s’obtient algébriquement, a
moins qu'clle ne se laisse mettre dans Uune des deux: formes suwivantes

YA pue (G )y 2= =0 (G, )
VT T B [t (G )y = e ot 1y (€ 2)] =0

(auquel cas elle se caleule par une quadrature), ou
Y Ry (G, )yt o Ry (G, ) = 0

(auguel cas elle depend de Uintégration d’une équation de Riccali). Dans
ces ¢galites, les g, r, R désignent des fonctions rationnelles de €.

Ajoutons que nous avons dirigé tout le caleul en nous servant de
Rilvor v ()] 11 peatarviver que, dans Pintégrale cherchée, R; ne
dépende pas de (y,, ¥,). Dans la pratique, il faudrait donner a ¢ sue-
cessivement les valeurs i =1, ¢ =2, ..., i =n, el égaler, dans chaque
caleal, & des fonctions de 2 indépendantes de la constante, les R, avee
lesquels on aurait fait Pessai infructucusement.

Un procédé plus symétrique et plus ¢légant consiste d introduire la
fonction

rLyos Yo (o), ()] == 2ag (2) Ri| yo, ¥ys (20) ()]

que nous avons considérée déja dans le premier Chapitre. Nous savons
déterminer une limite supéricure du degré auquel figure y, dans r,
par suite une limite supéricure du degré en r et 7' de Péquation

hLr, 7', (2)] = o,
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qui est, comme nous le savons, une relation entre les constantes ou
Jonctions intégrales. 11 faut d’abord que I'intégrale de cette équation
ait ses points critiques fixes, quels que soient les a,(x). Cette condi-
tion remplie, les R, sont liés & r par des relations

LPJ'[RIH 77(‘7’)] =0

dont le degré ne peut dépasser une limite connue. Il suffit d’exprimer
que, si I’on substituc les fonctions R;[r, ()] dans 'équation

P+ Ruaq+yt+.. .+ Ry=o,

cette équation définit Uintégrale de (). Dans R;[7, (x)], r représente
Pintégrale générale de I'équation différentielle

hr,r' (xz)]=o.

Quand ces conditions sont remplies, sil’on a laissé aux @; des valeurs
quelconques, Ry, Ry, ..., R, s’expriment toujours rationnellement en
ot 7.

Dapres cela, Uéquation h = o et, par suite, Uéquation (1) §'intégrent
algébriguement quand le genre s de la relation entre les constantes inle-
grales est supéricur a [’ unilé.

Quand ce genre est égal a 1, U'équation (1) s'intégre par une quadra-
lure.

Quand ce genre est nul, Udquation (1) se raméne algebriquement c
une cquation de Riccat.

Sil’on se reporte aux formes que prend U'intégrale générale dans ces
deux cas, formes que nous avons étudiées dans le premier Chapitre, on
voit que ces résultats ne different pas de ceux que nous avons obtenus
tout 4 Uheure.

2. La méthode que nous venons d’exposer démontre d’une fagon di-
recte que la question posée au début de ce Chapitre se résout d Uaide
d’un nombre limit¢ ’opérations algébriques; mais les calculs aux-
quels elle conduit seraient la plupart du temps inextricables. Nous
allons indiquer un moyen beaucoup plus rapide de résoudre le pro-
bleme.

Quand Dintégrale y ne prend que 2 valeurs autour des points cri-
tiques mobiles, le genre & de la relation entre les constantes inté-



278 P. PAINLEVE.

grales peut étre nul, égal & 1, ou plus grand que 1. Nous allons cher-
cher & reconnaitre successivement si I'intégrale de (1) est de I’espece
indiquée, w élant d’abord supposé plus grand que 'unité, puis égal a
I'unité, puis nul.

En premier lieu, si @ est plus grand que 1, ona

— 1
Il:‘:.p
w1

)

p désignant le genre de F. Comme nous I'avons déja remarqué, » est
un diviseur de (p — 1). Admettre que la relation entre les constantes
intégrales est de genre plus grand que 1, c’est se donner par le point
méme une limite supéricure de . Le moyen le plus simple de recon-
naitre si 'intégrale satisfait i ces conditions, ¢’est de suivre la marche
indiquée au Chapitre IIT et de déterminer les courbes de degré w + 1,
(qui correspondent rationnellement i (7).

Supposons maintenant que p soit égal & o oud 1. Dans le premier
cas, U'intégrale est définie par une relation
(6) GLys v, (2)]=Puly, (@)]y" 4. . Py [y, (®)] =0,

olt les P; sont de degré m en v, si m est le degré de F en y" (y désigne
une constante ou une fonction de @ qui vérifie une équation de Ric-
cati). Il existe une correspondance birationnelle entre

Gy, v, (2)]=o0
et

Fly,y's (#)]=o.

Remarquons a ce sujet que le genre d'une courbe de degré nen y etm
en yne peut dépasser un certain nombre, facile & calculer pour m et n
donnés. Si le genre p de (1) est supéricur 4 ce nombre, o ne saurait
étre nul.

Par exemple, si m = 2, n = 2, & ¢tant nul, I'équation différenticlle
qui admet une intégrale de telle nature est nécessairement de genre
nul ou égal 4 1.

Dans le cas ot =1, on a

Y pua (V5 2) Y o[ 1, ()]
(7) ANVE= P T Fg) [Fas (7, @) 2= o 1o (7, 2)]
=Q[y, 7, (@) -+V(—9*) (1— L) Q[ ¥, 7, (2)]
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&)
~a
O

et aussi

(8) G[J’,7,(5'3)]:Pﬂn}""”-f'---*-Po:O,

les P; étant des polynomes en v de degré m. Quant h y, c¢’est une fonc-
tion de « qui vérifie I’équation

d-,
25 =N@Wa= = Fp).

Ceci rappelé, placons-nous d’abord dans ’hypothese ol & serait nul
et servons-nous de équation (6) & laquelle il faut joindre la condition

y'=My*+Ny +P.

L’intégrale est susceptible d’étre mise sous la forme (6) d’une infi-
nité¢ de facons : toutes les équations (6) se déduisent de I'une d’entre
elles par le changement

_ayp+b

a, b, a,, b, étant des fonctions de #. Nous pouvons disposer de «, b,
ay, b, de facon que les coefficients de I'équation (6) satisfassent & trois
conditions qui soient caractéristiques d’une équation (6), ou du moins
d’un nombre fini de ces équations. Par exemple, nous pouvons as-
treindre les P; & ces conditions que leurs trois racines y, = g(x),
vi=~h(x), v,=k(zx), dordre de multiplicité le plus élevé, soient
¢gales i o, 1, 2. On cherche alors & déterminer les coefficients A (x),
B(x), ... des Py, ainsi que M, N, P, de facon que I’équation (6) défi-
nisse 'intégrale de (1). On obtient ainsi un certain nombre de relations
qui, si elles sont compatibles, sont déterminées, et Uéquation (1) se
trouve alors ramenée algébriquement & une équation de Riccati.

Quand le genre p de (1) n’est pas nul, on peut simplifier les calculs
en tenant compte de la correspondance birationnelle de (r) et (6),
correspondance qui est une conséquence des conditions que nous ve-
nons d’énoncer. Si nous introduisons les intégrales abéliennes de pre-
mitre espece relatives aux deux courbes, on doit avoir

j:

1l
~

n(x) Pily, ¥ (2)]

N7

Pily, v (&) _ =1
= R

Gy
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Par cxemple, si l'équation donnée est de la forme
y'=hly, (@)]+ 0Ly, (@) VRLy, (2],
I’équation (6) sera de la forme
(Ao + Ay + Ay "+ .+ Ly + Liy+ Ly=o,
et v devra s’exprimer rationnellement en y et yR[y, (x)].

Quand le genre p de (1) est nul, on se sert de la transformation bi-

rationnelle
Y= ‘P[l’ (=],
Yy =4[ ()],

pour ramener I’¢quation & la forme

dt ,
(1) 2= =R[4, (@),

R étant rationnel en 2. L’équation (6), relative & I’équation (1), s”éerit
(A + A+ (Byy +=Bo)t» '+ .+ Ly + Ly=o,

ou encore
At = Bytr=t 4. ..+ L,

Attt .o+ 1y

V=

On peut disposer de la transformation homographique qu’il est loisible
de faire subir & vy pour donner & y la forme
(o 7 by 17— . A fe

7= - >

R e U A S

par exemple. Il faut déterminer les coelficients a,, by, ..., @, b,, ...
et M, N, Pde facon qu’en remplacant v et £ dans I'équation
Y= My Ny - P,
celle-ci se transforme en 'équation (17). Sila chose est possible, elle
n’est possible que d’une scule manitre.
Remarquons que Péquation (17) n’est pas pleinement déterminée.
On peut effectuer sur ¢ une substitution homographique

_al-p
Rz
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Cette substitution, jointe au changement de variable = ¢(=,), est
la plus générale qui conserve i I’équation (1°) sa forme, et aux inté-
grales y leur nombre de valeurs se permutant autour des points cri-
tiques mobiles.

Plus généralement, étant donnée une équation (1) quelconque, on
se servira de la transformation birationnelle

y=o[t u, (x)],
¥ =l a, ()],

avee
t=o [y, ' ()],
=y, [y, .7/7 ()}

pour ramener I'équation (1) 4 la forme la plus simple possible. Par
exemple, si 'équation (1) est de I’espece hyperelliptique, on com-
mence par la ramener & la forme

") '=hly, ()] kLys (2)]VRLy, ()15

la transformation homographique

0!)’1"!“{

5‘1)’1"‘@\

jointe au changement de variable & = ¢(,), n’altere pas la forme de
I'équation (17), et ¢’est encore dans ce cas la transformation la plus
générale qui jouisse de cette propriété. '

Il nous reste & examiner le cas ol o serait égal & 1. On peut em-
ployer une méthode calquée sur la méthode générale du § 1, et qui
ne donne pas ici de calculs tres compliqués.

On part de la relation (7), et'on écrit que

('[7/ Y7 (I)_I

2
1 2n

Q*— (1 — ) (1 — £2y*) Qi =

G étant de degré 2z en y.

On obl,mnl, ainsi 2n relations qui donnent aisément, pour une valeur
déterminée de n, une limite supérieure du degré auquel y figure dans
Péquation (7).

Cette équation () dépend, comme nous I'avons dit dans le premier

Ann. de U fic. Normale. 3° Série. Tome VII.— SErreMsre 1891. 36
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Chapitre, d’une fonction @(x) arbitraire. On peut & v substituer vy,
qui lui correspond par la formule

W= —Fa) +afi =) (1= %)

/1= 1— A*a*y}

Disposons de cette fonction @ de facon & imposer aux coefficients de
I’équation (7) une condition qui la caractérise. La méthode est alors
la méme que plus haut; il faut déterminer les coefficients arbitraires
de (7) et N de facon que I'intégrale de (1) soit définie par (7), quand y
satisfait & I’équation

% = N(2)V(1—7*) (1 — *?).

Au lieu de se servir de I’équation (), on pouvait employer I’équa-
tion (8). On se débarrasse de la fonction arbitraire @ () de la méme
maniére, et 'on cherche & déterminer N et les coefficients de I’¢qua-
tion (8) dont le degré en y et v est connu de facon que (8) définisse
Pintégrale de (1). Quandles relations ainsi obtenues sont compatibles,
’équation (1) se trouve ramenée algéhriquement & une quadrature.
On pourra tenir compte de ce fait que la courbe (8) correspond a (1)
par une transformation rationnelle du second ordre; si p’ désigne son
genre, on a

P 1
e 2
%

pl=1-+

et ses p’ intégrales abélicnnes de premiere espece se transforment
en p’ intégrales de la courbe (1).

Mais une méthode au moins aussi simple est la suivante : puisque &
est égal & 1, Uintégrale de (1) satisfait, comme on sait, & une relation
de la forme

"o«
Ly, i ()],
/ i = )]

« désignant une constante, J une intégrale abélienne de premiere es-
ptee attachée a la courbe (1). Nous sommes conduits ainsi & recon-
naitre si une intégrale abélienne de premiere espece de (1) se ramene
aux intégrales elliptiques par unc transformation d’ordre », probleme
classique, qu’on sait résoudre algébriquement de bien des facons. Une
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f(.)ls ca}lc’ulées, les in'tégrales J qui jouissent de cette propriété, on vé-
rifie si Pune de ces intégrales satisfait i la condition

dY(y,y, 2)

de )

quand on remplace y’ par sa valeur tirée de (1), et, s’il en est ainsi,
I’équation s’integre par une quadrature.

Voici donc, pour des valeurs quelconques de &, des méthodes de
recherche de l'intégrale générale de (1) qui ne meneront pas i des
calculs rebutants.

3. D’aprés ce qui précede, on voit que, pour une équation (1) de
degré donné en y et y’, le nombre n des valeurs de y qui se permutent
autour des points critiques mobiles ne peut dépasser une certaine
limite, sans que le genre o dela relation entre les constantes intégrales
soit égal & o ou & 1. Pour @ = o0 et @ =1, n peut étre aussi grand
que I'on veut; les méthodes employées ne fournissent aucun moyen de
lui assigner, d’apres I’équation donnée, une limite supérieure. C’est
la d’ailleurs une difficulté analogue & celle qui se rencontre dans des
questions beaucoup plus restreintes (par exemple dans le probleme de
la réduction des intégrales abéliennes aux intégrales logarithmiques ou
elliptiques), et cette difficulté n’a pas été surmontée jusqu’ici, méme
dans ces cas particuliers.

Quant aux points critiques fixes, nous n’en avons rien dit jusqu’iei.
On peut se proposer de reconnaitre si I'intégrale y ne prend qu’un
nombre limité de valeurs autour de ces points fixes. Trois cas sont &
distinguer, suivant que 'on a

w—=o0, =1, w>1.

Supposons qu’on ait reconnu que I'intégrale prend » valeurs seule-
ment autour des points critiques mobiles, et qu’on veuille I'étudier en
tenant compte des points critiques fixes. Si & est plus grand que 1,
I'intégrale est donnée algébriquement en fonction des coefficients
de (1) : la question est résolue.

Siw =1, il suffit d’étudier la fonction

r(x = ;ai(x)Ri[}’oa}”o’ (xo): (.Z')].
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Elle vérifie une équation de genre 1, A points critiques fixes, qu'on
-ameéne a la suivante

dt
—— = N(x L— %) (1 — A2,
g7 = N(@2) V(=) ( )
Pour que ¢(x) ne prenne que p. valeurs autour des points critiques
(fixes), il faut que, N(2) n’admettant qu'un nombre fini de détermi-
nations, I'intégrale )

/ N(x)dz
nait au plus que deux périodes «, B, liées anx périodes o ct o de

I’ mt('ﬂm]e —— par les relations
\/(1——l )(;/ (%)

me - /)7,{3

) T e e

m, my, m', m,, m,sont des entiers.

Enfin, quand @ = o, ’équation en r, r' se ramene & une ¢quation de
Riceati, par suite & une équation linéaire du second ordre.

Les conclusions de M. Poincaré, relatives aux ¢quations du premier
ordre dont I'intégrale générale est uniforme ou a ses points critiques
tixes, subsistent done pour des équations dont Uintégrale générale
nadmet que 2 valeurs dans le plan ou autour des points critiques
mobiles. L’intégrale, dans ces diflérents cas, est lice algéhriquement
aux coclficients de ’équation, ou en dépend par une quadrature, ou se
ramene enfin aux transcendantes qu'introduisent les équations li-
néaires.

Les équations d’ordre supérieur les plus simples peuvent, au con-
traire, admettre pour intégrale générale des transcendantes uniformes
(ouh rvaleurs) essentiellementnouvelles. Les conclusions précédentes
sappliquent sculement aux équations dont intégrale y dépend algé-
briquement des y,, y,, .... Soit, dans cette hypothese particuliere,
Fly, Yo Yys - or (x)] = o la relation algébrique irréductible qui dé-
finit I'intégrale. On ne sait plus déterminer une limite du degré de !
en ¥y, ¥yr - --- La méthode d’intégration développée dans ce Chapitre
ne s'¢tend done pas aux équations d’ordre supéricur.

(A suivre.)



