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SUR

L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE LINÉAIRE
QUÎ ADMET POUR I N T É G R A L E

LA SÉRIE HYPERGÉOMÉTRÎQUR,

PAR M. E D O U A R D GOURSAT,
A N C I E N É L È V E DE L ' É C O L E N O R M A L E S U P É R I E U R E .

INTRODUCTION.

1. La série hypergéométrique F(a, ?, y, x), considérée comme fonc-
tion de son quatrième élément a?, n'est définie que pour les valeurs de
la variable d^un module inférieur à l'unité. Pour la définir pour des
valeurs quelconques de ̂  on doit la considérer comme une intégrale
particulière d 'une équation différentielle linéaire du second ordre; la
question revient à trouver ce que devient cette intégrale quand le
chemin suivi par la variable aboutit a un point situé en dehors du
cercle de rayon i décrit de l 'origine comme centre- Par une généra-
lisation qui s'offre d'elle-même, on est alors conduit à se poser le
même problème pour une intégrale quelconque de cette équation, le
chemin suivi par la variable étant simplement assujetti à ne passer
par aucun des points critiques qu'elle présente.

Cette équation célèbre, étudiée par Gauss( 1 ) et Kummer ( 2 ) , admet,

( 1 ) GEwefî campîèteff, t . ï t ï , p. '207.
( 2 ) Jo^nni de. Crelle, t. XV, p. 39.
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comme l'a montré ce dernier , vingt-quatre intégrales de la forme
^(i -- . x ; ^ ¥ { c c ' , ^ , Y , ^) ,

où z est l 'une des variables x, i — x , --? ——, —'—-5 1-——5 pourvuoc i — se, se "— i **»
qu'aucun des nombres 7, y - a — -|3, |3 — a ne soit un nombre entier .
Dans le même travail , Kummer a donné les relat ions linéaires à coeffi-
cients constants qu i existent entre trois quelconques de ces intégrales;
mais, cet émincnt géomètre s'étant placé un iquement au point de vue
des valeurs réelles de la variable/les formules qu'il a obtenues pré-
sentent quelques diff icul tés quand on veut passer aux applications,
d 'autant plus qu ' i l n'a pas toujours précisé suff isamment le sens de ses
intégrales.

Supposons, en effet, qu 'on veu i l l e passer d'une valeur de x réelle,
positive et inférieure à l 'un i té , à une valeur de x réelle, positive et supé-
rieure à l 'unité; cela ne pourra se faire en a t t r ibuant à la variable une
suite de valeurs toutes réel les, puisqu 'on ne peut passer par le point,r===i,
qui est un point crit ique pour l 'équation différent ie l le . Il faudra donc
attribuer à x une suite de valeurs imaginaires, ce que l'on pourra faire
d'une infinité de manières, et, la valeur finale de la fonct ion dépendant
essentiellement de la loi de succession des valeurs de la variable, on
voit qu'il est nécessaire, pour l 'objet que l'on se propose, d ' introduire
la considération des valeurs imaginaires dans l'équation différentielle.

La théorie générale de cette équation, quand on n'apporte ainsi au-
cune ^striction aux valeurs de la variable, n'a pas été faite jusqu'ici
d 'une manière complète, du moins à ma connaissance* Je dois rappeler
cependant que M. Tannery ( < ) a montré qu'en appliquant les principes
posés par M. Fachs ( â ) pour la théorie des équations différentielles
linéaires on retrouvait les intégrales de Kummer ; dans un autre
Mémoire ( 3 ) , il a déterminé les relations linéaires entre les intégrales
pour un exemple numérique, déjà étudié par M. "Fuchs ( / < ) . Les résul-
tais obtenus concordent avec ceux que l'on déduit du cas général.

( 1 ) Annales scientifiques de VÉc^lo Normale supérieure, ̂  série, L IV, p. n3.
(2) Journal de Crellç, t. LXVl, p. i^i.
(a) Annales scientifiques d(î l) École Normala supérieure, '^ ..série/1. VIII, p. 169.
(*) Journal de Crelle, t. LXXÏ, p. o r .
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2. Dans la première Partie de ce travail, je développe d'abord une
méthode due à Jacobi ( 1 ) pour retrouver les vingt-quatre intégrales de
l'équation différentielle quand aucun des nombres 7, 7 — a — - p , j 3 — a
n^est un nombre entier; puis, par l'application du théorème de Cauchy
aux intégrales définies qui représentent les séries hypergéométriques,
^obtiens les relations elles-mêmes entre ces intégrales. Si, parmi les
nombres 7, 7 — a — | 3 , |3—a, il se trouve un ou plusieurs nombres en-
tiers, il y a un changement de forme ana ly t ique pour certaines inté-
grales; on obtient les intégrales nouvelles par un procédé d'un usage
fréquent en Mathématiques, surtout dans l'étude des équations diffé-
rentielles. Je termine en recherchant les conditions que doivent remplir
les éléments a, (3, 7 pour que l'intégrale générale soit algébrique. Je
suis conduit à une représentation géométrique iden t ique à celle que
M. Schwarz ( â ) avait déjà trouvée, en partant de principes tout dif-
férents.

La seconde Partie est consacrée à la recherche des transformations
que Fon peut faire subir à la série hypergéométrique lorsque, des trois
éléments a, (3, 7, deux seulement, ou même un seul, restent arbitraires.
Je parviens à déterminer toutes les transformations d'une forme très
générale, qui comprend toutes les transformations indiquées par Kum"
mer ( 8 ) , et un certain nombre d'autres, que je crois nouvelles. Je
donne ensuite quelques-unes des nombreuses formules que l'on peut
en déduire.

Je suppose connus les principes relatifs à la théorie des équations
différentielles linéaires, me contentant de renvoyer au Mémoire déjà
cité de M. Tannery ( 4 ) .

( 1 ) Journal de C relie, L LVÏ, p . i49 -
( 2 ) M, t.LXXV, p^ga. ^
(s) ld., t.XV, p. 64 e f c ï % 7 .
f 4 ) Ânnak$ scientifiques de PJÉcole Normale supérieure, 2e série, t. IV, p. iï3.
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PREMIÈRE PARTIE.

3. On sait, depuis Euler, que l'intégrale définie

, y== f ydu,
^0

où
V ̂  ̂ -1 ( T — M)ï"M (i — xu}-^,

si elle a un sens, vérifie l'équation différentielle

f i ) x ( i — ^) ^—^ •+ f y ~ (<;s +13 -4"- ï)^] "̂  "̂  ^P^' ̂  0-1 / ' / ^.y^ " " ' 1 ' J d^ ' "

Pour le démontrer, il suffît simplement de remplacer dans le premier
membre de notre équation y, y\ y " par leurs valeurs. Le résultat est
évidemment

r 1 ( ^v ^/v
J ^(,-.^^-+[y-(a-l-P+l)^]^-^V du.

dx'1 ' if [ K ' 1 r ' ^"-'At?

Or il est facile de s'assurer que la fonction sous le signe d'intégration
n'est autre qu&

..^f^-^V'l.
du- [ i — x u \

Le résultat de la substitution sera donc — a v-1——• V , résultatL x — - r ^ Jo
identiquement nul, puisque nous supposons que l'intégrale j Ndu a

<7o
un sens* '

D'une manière générale, considérons l'intégrale définie
^

y^ \ Vrf^
Je
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où gel h sont des quantités constantes. Si nous portons cette valeur
dey dans le premier membre de l'équation ( ï ) , nous trouvons comme
résultat

r IL { i — IL i ""i ̂.[^^vT.,^^r-^vL I- xu \sL ï- xu \s

Pour que ce résultat soit nul, il suffit de prendre pour g et h l'une quel-
conque des valeurs o, i , ±30 , pourvu, bien entendu, que l'intégrale
correspondante ait un sens. Il résulte de là que chacune des trois inté-
grales définies

/tl /*° / t t4-x-
y==l \du, y-= Y du, J'r-rl V du,

«./() »/ —oo t/!

si elle a un sens, satisfait à l 'équation différentielle proposée.
Considérons maintenant avec Jacobi l'intégrale définie

'-i \du,

où g et £ sont des constantes, et remplaçons, comme tout à l 'heure , y,
y, y par leurs valeurs dans le premier membre de l 'équation (i). Après
quelques réductions faciles, le résultat peut s'écrire

_-, (y ...-. p -.- i ) £ ? ( i -£)i--^i-y^ -.- £)Y^~I + ag-^i -^)-r^(i -xg}-^-^

Si l'on prend pour s la valeur c =-= i et pour g l'une des valeurs o,
j^ 4^03 , le résultat sera nul, pourvu que i — a ait sa partie réelle
positive et que le produit ^(i —0)^(1—^)^ soit nul pour la li-

• / ? , .
mite ^^Â^ c'est-à-dire pourvu que rmtégrale y ^= | V^ ait un sens.

J s
On a donc en tout six fonctions représentées par des intégrales dé-

finies qui vérifient l 'équation ( i ) > On trouvera ci-après le Tableau de
ces six intégrales, avec les conditions que doivent remplir les quantités
a, 6, y pour que ces intégrales aient un sens (l'inégalité A >o in-
dique simplement que la partie réelle de A est positive).
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(i)

( ' > }\ 2 ' )

(3)

(4)

(5)

(6)

r• i/

y«/

7

7'«/

y«/

7

r
•A

r
"Jo

-r̂
i-r

^ 0

1-r̂i
-r

V d u . . . . . . .

V(/M. . . , .,

X

Vrf^. . . . . . .

V d u . . . . . . .

VrfM. .. . . .

\du. . . . . . .

P > o . y — (3 > o

(3 ̂ > o a + i — y > o

y ~ [3 > o a 4- i — y >• o

P>. i — a ̂ > o

y.-(3>o i —- a :̂> o

i — a ̂ > oa •

4. Avant d'aller plus lû in , il importe, pour la suite, de bien préciser
quelle est celle des valeurs de la fonction V que l'on prend dans l'in-
tégration et aussi d'étudier de plus près les propriétés des fonctions
représentées par ces intégrales définies.

5.! I/intégrale y =; j u^ \( i — ^T--M (i —oouY^du a un sens, pourvu
«A»

que les parties réelles de ? et de y — ( 3 soient positives, et en outre
pourvu que x n^ait pas une valeur réelle supérieure à l'unité. On pren-

^{î- : 1 - 1 K „ 1

dra cette intégrale suivant le chemin rectiligne o-*j (fig» ï ) ; pour argu-
înenîs de u et ï - //, on prendra o, et pour argument de ï — xu celui
qui est nul pour u^ o.
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La fonc t ion y ainsi définie est une fonction uni forme de x dans
toute l 'étendue du p lan , à condition que le chemin suivi par la variable
•ne coupe pas la l igne —— 4-00 . Faisons décrire au point oc une
courbe fermée ne coupant pas celte ligne; le point xu^ correspondant
à une valeur de u comprise entre o et i , décrira une courbe fermée
homothé t ique à la précédente et laissant le point s à l'extérieur. L'argu-
ment de î — o c u reprendra donc sa valeur in i t i a le ; il en sera de même
de l ' é lément de l ' intégrale qui correspond à cette valeur de u, et par
suite de l ' intégrale elle-même.

Il résulte de ce qui précède que la fonction y pourra, à l ' intérieur
d 'un cercle de rayon égal à l 'unité décrit de l 'origine comme centre,
être développée en série convergente ordonnée suivant les puissances
croissantes de la variable.

Le coefficient de x'^1 dans ce développement sera
/^'yX
\dxrn)^) , , ,. ocisx. + il.. . (a 4- in — î ) F 1 o. , / ^ o . ,.\.——LÏ. c est-a-dire ————'——-'——————L / ^p-»-^-» î — u y-p-i du,
I . 2. . . Ht î . 2 . . . ÏU Jy

ou
a(^+ ̂ •••-(^-t^-i1! nÉr1^̂ !1!!'!-!!!3]

î . "2. .. m r ( y -l- m )

ou encore

Î̂ t̂ L^ t̂ï' ~ 'l^t ̂ r '(P-^--1) r ( p ) r ( y -p ) ^
""î. 2. .". m :y (y"-i- ï'J7"- •"( 7 -ï- w -'-T) r ( 7 )

Pour toute valeur de x de module inférieur a l 'unité, on aura donc

^•'v.^m^^Ft.,^,.).
L'intégrale précédente est susceptible de trois autres formes sem-

blables, que l'on obt ient au moyen des changements de variable sui-
vants , indiqués par Jacobi ;

u =.= î — Vy
</

U =r ————————————5
î — x 4- vx

î — v
u == ———— -

I — VX

S.2 •
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r1
Par la première subst i tu t ion, ^ VJ^se change en

«/o

/» 1 / y \-y.
(l -« ̂ )-a 1 ^Y-^-1» ( i — c^-i i — ———— <> ) (h.
' ' J, ' - \ ^-i y

Cette dernière intégrale est prise suivant le même chemin que la
première. Si l'on fa i t sur les arguments de c, i — v, i — —^—v les
mêmes conventions que tout à l'heure, il faudra, pour que les deux
intégrales soient identiques, prendre pour a rgument de i — x celui
qui est nul pour x= o. On aura alors

r 1
.... \ ^p - i (, _ ^y--[-,-1 ( i _ ̂  y-a ({u
^o

r ï l . / z1 \ ""y-
:=:(!— ^)--a | c/ï-P"1 (i — e / i P 1 - - 1 i — •—' -111— v d^.

' ' / ' ' \ x — i y</' o \ /

Faisons la seconde transformation :

v
l — ^ .4- ^ ̂

L'intégrale devient (i. —^;r^ / ^"i1"1 (i, —^i^""P""1 ( i — • 1 - 1 x— v\ ' • dv.
J o \ x w" l /

Cette dernière intégrale est prise le long d'un arc de cercle o M i ; mais
il est facile de s'assurer que l'aire comprise entre cet arc de cercle et
la ligne o-f ne contient pas le po in t——-? qui est un point critiquese
pour la nouvelle fonction sous le signe d' intégration. En effet, à la
valeur y= —— correspond pour u la valeur u= 4-00 ; le point A qui>%•
figure —^— doit donc appartenir à la circonférence dont fait partie
l'arc o M i . On pourra, par conséquent, prendre la seconde intégrale
suivant le chemin rectiligne o- i et, en faisant sur les arguments les
mêmes conventions que tout à Hieure, on pouiTa écrire

/»l /*i / \ -(y-a)
/ NUu == (i - xY^ ( ^^ (ï ~ ^y-P^ i ~ ——— <.) d^

Jo ^0 \ ^--ï /
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La transformation i/.= -ï—— donnerait de même
T — VX

Ç Vdu = ( î — ^)ï-~^-P f ^--?-1 f i -- c)?-1 ( T - c.y)-(T--^ ̂ .
*/ o ^ o

Chaciïne des nouvelles intégrales peut à son tour être développée en
série pour des valeurs de la variable comprises entre certaines limites.
Ainsi, pour des valeurs de x de module inférieur à l'unité, on a

(l _,c]ï~a-p / (;Y-"P-I (i _ (,,)P-I ( î .— </^)-îï-a5//<.
Jo

= Kêl̂ r-ê.) (. _ .)r-^F(y-a, y - P,-/,..).

( X N

De même, pour des valeurs de x telles que mod. ——- < î ,A •A7 — 1 '/
/»1 / ^ \ —

( î _ .y)-a ^ (^-P-i ( î -,,- ^)P-« î -- -..-.—— v ch •
' / k / \ .îi." — î y

,r(?)r(./-p!,,_ / s, ,̂
» 1 ( 7 ) ' \ -A- — T /

/»i ( v \ -(Y-a)• ̂  _ ^)-P ^ (;P- î ( î _ (;)Y"P- ' ( T ~ —r7</ ) rfc/

=TOJ^r_M(,-,)-pf(y-.,?,./,^).

Pour abréger le langage, nous appellerons Co et C, les cercles décrits
des points o e t î comme centres avec l 'unité pour rayon. De même,
nous appellerons E(, et E, les portions du plan limitées par la corde
commune aux deux cercles précédents et qui contiennent, l 'une le
point ,i-==o, l'autre le point oc.-== s .

Des considérations précédentes 11 résulte que l'équation différentielle
proposée admet une intégrale uniforme dans tout le plan, pourvu que
le chemin suivi par la variable'soil assujetti à ne pas couper la ligne
indéfinie î__-+-^'. Nous désignerons par y, cette intégrale parti-
culière; pour ce qui va suivre, nous supposerons que le chemin suivi
par la variable ne coupe pas non plus la ligne - =o ——o, quoique cette
convention ne soit pas nécessaire.
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Dans le cercle Go, on a

o, == F(^ (3, y, .r) == ( î -- .r)r^ ~P F(y - a, y — (3, y, x}.

Dans l'espace Eo, on a de même

^, r=: (ï - .r)-^F (a, y - ,6, y, -^—) =(r - ̂ )'P pfy - a, ̂  y, __Y
\ .% — i / \ "'/ i /

rarûi'ument de ( i — ; r ) étant supposé compris entre —TT et •+• TT. A la
vérité, les résultats qui précèdent ne sont établis qu'en supposant posi-
tives les parties réelles de ? et de 7 — f 3 ; mais il est clair que ces résul-
tats subsistent tant que 7 n'est pas un nombre entier négatif ou nul .
Imaginons qu'on veuille vérifier directement que l'une des quatre
fonctions précédentes satisfait à l 'équation ( i ) : le signe des quan t i t é s
P, 7— Ça n ' interviendra en rien dans le calcul, et, par conséquent, la
vér i f ica t ion devra se fuire dans tous les cas. 11 en serait de même si l 'on
voula i t vérifier que deux de ces fonc t ions sont égales pour les valeurs
de x, qui rendent convergentes les deux séries.

Je fais cette remarque une fois pour toutes, pour n'avoir pas à y re-
venir dans les cas analogues.

Si les part ies réelles de ft et de y — p sont positives, on a

r—^y-
6. L'intégrale y = » ^""1 ( i — ^^"^"'(i — ocu)-^ du a un sens,

t /<)

pourvu que les parties réelles de ? et dea+i—- ' / soient positives
et que x n 'a i t pas une va leur réelle et négative. On démontrera i t
sans d i f f icu l té que la fonct ion y est un i forme dans tout le p l a n , pourvu
que le chemin suivi par la variable ne coupe pas la l igne indéf in ie
-— ̂  ——ô; il en sera encore de même si le chemin suivi pa r l a variable
est en outre assujet t i à ne pas couper fa ligne i ——4-^0 .

Pour achever de préciser le sens de cette intégrale, il reste à choisir
les arguments de u, de i •— u et de i — xu ; pour argument de i — u on
prendra o, pour argument de x — xu celui qui est nul pour u== o; mais
on pourra prendre pour argument de^, ±TT. Supposons d'abord qu'on
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prenne arg.(^)==+7;, et faisons le changement de variable :

___ f__^ \ ̂ _
c — i ïl ' i — ^

^^, ^ (h
j [ Ï —— V } '•i •

v variant de o à ï , u varie de o à — oo :

ï — c [ T — .ri
T •— xn •=. ———'•————-,

Si nous prenons o p o u r a rgumen t de v et de i — <^ nous devons
prendre n pour a rgument de ( — 1 ) , et l 'argument de 1 — ^ ( 1 — ^ ) sera
nul pour ^=o. Par ce changement de variable, l ' intégrale devient

^i j ^ ̂  ï „. ̂  ] a -Y ̂  _ ç, f ï _ ^ )]-a ̂ .
v <(

Dans celte dern ière inlégrale , les a rguments de ç7, 1 — ^ , 1 — ^ ( 1 — ^ )
ont le même sens que dans l ' intégrale déjà étudiée. On peu t donc lu i
appl iquer les t ransformations précédentes, et l 'on conc lu t que, tani que
^+ p ̂  ï — y n'est pas un nombre entier négatif ou n u l , réquation ( i )
admet une n o u v e l l e intégrale 92» holomorphe dans tout le plan, sous
les conditions indiquées plus haut .

Dans le cercle C,, on a

c^== F (a, S, a-4" |3 -H — 7, i — . ^ )
== .z-'-TFi ^ 4-1 — y,P + ï-- y, ^-4- p -h r — y, r — .r).

Dans l'espace Eo on a de même

cp.> = ̂ -^ F fa, a + ï — y, a + |3 -4-1 - y, ^-——j
\ •% y
/ ^ _ p

==: ^--P F ( p, p + ï — y, a •+- (3 -4-ï — y, —^—^

l 'argument de ^ étant compris entre — TT et +77.
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Lorsque |3 et a 4 - i — y auront leurs part ies réelles positives, cette
fonction ç^ pourra être représentée par une intégrale définie,

F ^p--i ( , ̂  ̂ )ï-!^ (r - xuY-^du = ̂  ̂ 111^^^^ o.,
Jo r ( a - 4 - ( 3 - + - i — y ) i"

en supposant que l'on prenne +n pour argument de u dans l ' inté-
grale.

Si l'on prenait —TT pour cet argument, on aurait

^ " n^ (i - ̂ -P-< (, - ̂ )-^« := e-^ ̂ )J-^-^ y,

/-»-(-^

7. L'intégrale y == | ^'"^(i — u ) ' î " ' ~ ^ " } { î — x i i } ^ du a un sens,
••'i

pourvu que les parties réelles de y—|3 et de a+ i — y soient positives
et que.T n'ait pas une valeur réelle comprise en t re zéro et l ' un i t é . Il est
facile de voir que si l'on fait décrire à la variable un chemin fermé en-
tourant la ligne o-i, la fonct ion y revient à sa valeur in i t ia le , m u l t i p l i é e
par e^2^1; on la rendra uniforme, en convenant que le chemin suivi
par la variable ne coupera pas la ligne o——+cc ,

Cette nouvelle intégrale présente donc une différence essentielle avec
les deux intégrales précédentes, quan t au chemin suivi par la variable ;
cela t ient à ce que nous ne pouvons passer de la par t ie supér ieure du
plan à la par t ie inférieure, ou inversement , en traversant la ligne droi te
o-i. L'intégrale considérée cessant d 'avoir un sens pour un point de cette
dro i te , rien n ' i n d i q u e que la cont inua t ion analyt ique de la fonction soit
représentée après ce pnssage par le même symbole et nous verrons, en
effet, qu'il n'en est pas ainsi .

Pour achever de préciser le sens de cette intégrale, on prendra o pour
argument de u, pour argument de i—xie celui qui est n u l p o u r u ==o
et qui varie d 'une manière cont inue quand on fa i t décrire à la var iable
la partie positive de l'axe des x. Quan ta i — u , on pour ra prendre ±n;
supposons qu'on prenne — ?T, et posons

i , — dv
U. =; -5 (lu :r= •.-.——-.5

(/ (»2

r — </ { ^] / (A
î — H == (— ï - . . , I — xti =: j————- 1 — — •

V V \ 3C I
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Si nous prenons o pour argument de v et de i —^, et pour argument
d^ ( r — . ^ - \ celui qui est nul pour ^=o, nous devrons prendre ( — T T )\ x ] %. •
pour argument de ( — 1 ) , et pour argument de (—^*) celui qui est
compris entre — TT et -4- TT.

-(-X

L'intégrale | Vdu devientt/!

{1 / Ç,\-^r 1 I v\--Y;TU(_ ^]-a i ^--r^ i _ ,̂r-M ^ i — - î
c/o •». '

^(I+(:I--Y;TC/:{_ ^-a (;a-y( i —. ^^'-[î-i ( i — — j ^.
\ ^,

Cette nouvelle intégrale est de la même forme que la première inté-
grale étudiée, et, en lui appliquant les mêmes transformations, on
arrive aux résultats su ivants .

Tant que a+ i -• p n'est pas un entier négatif ou n u l , l 'équation
différentielle ( s ) adme t une intégrale 93, un i forme dans toute retendue
du plan, pourvu que le chemin suivi par la variable ne coupe pas la
l i^ne o——-+-îx), qui peut se développer en série comme il suit.

A l'extérieur du cercle Co, on a

/ r l \cp3 =:-: (— xY^ F [ a , a -4- i, - y, ce + i - p, ^ j

= (- ^)P-ï( i - ̂ T-^ -^ F ( i - p, y ~ ,3, a -h i - (3, ̂ J •

A l'extérieur du cercle C, , on a

^3=:(i~ ̂  v (a- 7 - f^ +1 - ̂  r-^) \
=(—^)i-T( i—^)T-"-<F(«+i—y, i-P,a+i-iS, ,-z:-^)-

On suppose l'argument de (- oc} compris entre ( - n ) G t (-1-îr), ains
(iue celui de i —oc.

Si les parties réelles de 7-fi et de %d- i +7 sont positives, on aura

->--" ' , . r ia-n- ' / i rCy—iS) ,ï »?-, (, - u )Ï-P- • ( « - xu } - du = <?( '-^T^' ——^ ;̂7-r-̂ — ̂ î

^1

en supposant qu'on prenne (-71) pour argument de i - u.
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Si l'on prenait +n pour cet argument, on aura i t

F ^-' (i - ,,)Y-P--< (i - ̂ )-^ == ^y--P-0^ îlL̂ JLllll̂  ^

8. On étudie de la même manière les trois autres intégrales définies
i i

^ r^- /.-•--

f Vdu, ^ Vdu, f "Velu. Cette étude ne présentant pas de diffi-
^0 t/! v\

x

culte, je me contenterai d'indiquer sommairement les résultats.
F.p

L'intégrale y === ^ ^~1 ( [ •— ^)T -P ' (i — ocu) ""a ̂  a un sens, pourvu
c/o

que p et i — a aient leurs parties réelles positives et que x n'ait pas
une valeur réelle comprise entre zéro et l 'unité. Si l'on assujettit le
chemin suivi par la var iable à ne pas couper la ligne indéf inie o—-4-00 ,
la fonction y sera uniforme dans toute l ' é t endue du plan.

On ramènera cette intégrale a la première forme en posant u=== ^;
3C

on trouve
p

^ ^ -1 ( i ~ u )Y-P~ 1 (.1 — xu p^ du

^ e^\^ x) -P ( ^ -^ (ï - c')^ (i — ^^t ̂
J o \ x /

Dans la première intégrale, on prend pour arguments de x — u et de
r — x u ceux qui sont nuls pour ^==0. Quant à l 'argument de u^ en
désignant par œ l 'argument de ( — ^ ) , compris entre —n et +7T, on
aura pour coefficient de la seconde intégrale e^1, suivant que l'on
prendra pour cet a rgument (— w±:n).

Il en résulte pour l 'équation différentielle une nouvelle intégrale <p/,,
qui peut , comme les précédentes;, être développée en série.

A l 'extérieur du, cercle C(i, on a

1 y,̂  (^ ̂  )-p F (? 4-( ~ y, (3, p-+.. ï ~ a - )
\ ^ /

== (— ^)%~Y ( ï — x )r~a-p -y / ï _ ̂  y _ ^ p ̂  i --. ^^ iV
\ 3C 1
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De même, a l 'extérieur du cercle C^ ,

Q, = (i _ ^)-p F (;3, y -- a, (34- î - a, ———)
\ i — -^ /

-: ( - -^ ) I -T(T— ^)ï-P-1 F(p-l- ï — y , î --a, f3+ i —a, ——)>

les arguments de ( — ^ ) et de ( r — ^ ) étant compris entre ( — T T ) et
'(+7^

Pour des valeurs convenables de fi et de r — a, on aura
î •»

r'^-. f , _ «'iï-p-./, - ,^<)-a </«.= e^p' yp)^'-^,./o '1 • r^+i-«;
f -i-.w

9. L'intégrale r== ^'"1 ( î — ^-P1--1 f r — /r^)-01 ̂  a un sens,
<?-• î

pourvu que les parties réelles de ï — a et a-h s — 7 soient positives et
que x n 'a i t pas u n e valeur réelle supérieure à l 'uni té ; de plus , la fonc-
t i o n y sera h o l o m o r p h e si le chemin suivi par la var iable ne coupe au-
cune des lignes indéfinies —ce ——o, î——+co .

On ramené celte inlégralc a la première forme en posant u== ̂  et
l'on trouve

/»•+•»
^ ^ - • i f î ._„ H Y(^~~ \ ( î _ ^uY~7- f/if

^
—^ ^=fc'n:/'( Y-.^-I ')±w.f ̂ \ --Y j (>a- Y f î — (; ';--^ ^ ï — (.'.r )ï'~?"~1 ̂ .

• o

Les argunïenis (le u et de î —u sont fixés par la continuité en supposant
qu'on parte de l 'origine avec l ' a rgument o et qu'on décrive le rayon
i n f i n i oL passant par le p o i n t - I- Quan t à i—^, on peut prendre pour
argument ±TT. Dans la formule précédente, on prendra le signe -4- ou
le signe - devant ni(;/ - fi— î1 .) suivant que le point qui figure la
valeur de x sera dans la partie supérieure ou dans la partie inférieure
du plan, et le signe 4- ou — devant ^i suivant que l'on prend, pour
argument de t —.vu, -+- TT ou —-Tr.

>."? • o
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Tant que 2 — 7 ne sera pas un nombre entier négatif ou nul, l'équa-
tion (i) admet t ra une intégrale ^g , uniforme sous la condi t ion énoncée
plus haut .

Dans le cercle Co, on aura

o;; == .%•< -Y F ( p -4-1 — y, ex. -+- r — y, ?- -- y» ^ )
—: ^•-^(ï — ̂ ï-^P F(i — a, i — (3, 2 -- y, .r).

De même, dans l'espace Eo,
é / . ^ \

cp,,== ̂ "r(ï — ;r)T-^--' F a 4- ï — y, T — p, a — y, ——
• • • ' 6\ •% ,——— * /

^ ̂ -r( ï _ ^y..~p-i F fp + i — y, i — ^, °. - y, ^^TY) '

les arguments de oc et de ï — oc é tant compris entre —TT et -4-7T.
Pour des valeurs convenables de a, f3, 7, on ayra

^-4-w T f^- -J- •][ — vVr f 1 — OC\
[ ,,?-. ( ï _ a)r-P-< [ï-xu}-* du^^'Cï-^^1 --1"- •--^^———^ 9.,

»/ l
jr

1

10. rintégralej== f u^ ( i -^P-1 ( ï -^)"-a^, qui a un sensr~ u Jj
pourvu que les parties réelles de ï — a et, de 7 — /3 soient positives, et
que ̂  n'ait pas une valeur réelle négative, est hô lomorphe aux mêmes
conditions que la précédente. On la ramène à la première forme en
posant

ï — .r
H === —-—"- (/ 4- î ;x

on en tire

l
C u^\ ( ï — M )ï--P--1' ( ï — .̂  }^ du

M ( X _ î \ P""1

^^^(Y-P-D.rP-ïfi—^lT-^P (;T-l••p-^(I — ^)-"•% ï — ———^ } dv.
^0 \ x /

I.es arguments de u et de r —xu sont définis par la continuité; on
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part de l 'origine avec o pour valeur initiale, et l'on décrit le chemin
rectiligne o - î ; puis on par t du point x= i, et l'on décrit le chemin
rectiligne qui j o i n t ce point au point — avec des valeurs parfaitement
déterminées pour ces arguments. Mais il y a ambiguïté pour l'argu-
ment de i — u.

Dans la formule précédente, on devra prendre le signe -+• ou le
signe "— devant 7u(y -— p — i), suivant que l'on prend

arg. (r — u] === arg. ( ï — .v] — arg.^dz TT.

Tant que 7 •+-1 — a — p ne sera pas un nombre entier négatif ou nul ,
on aura une nouvelle intégrale <pe de l'équation différentielle, uniforme
aux mêmes conditions que la précédente.

Dans le cercle C i ,

<?(;== (i — ^]r-^F(y - a, y — ^3, y-+-1 - a - p, i — x)

== ^-^(i—.yyr-^-PF^ — a, i — (3,7 •+• i — a— (3, i — .r).

Dans l'espace E,, on aura de même
/ ^ _ j \

90= x^[i — ^)Y-"a~P F y — a, i — a, 7 4- i — a -- (3, ———
\ ^/ /

== ̂ -r ( i - x^-^ F ('/ - (3, i - (3, y + i - y. - ?, x—1}^
\ ^ /

ies arguments de x et de s — x étant compris entre —rr et +71:.
Pour des valeurs convenables des éléments a, f3, 7, on aura

1
J*'̂ -...̂  ̂ ^^'(^^^rf^^M-n^^^ oe.

11. En résumant tout ce qui précède, on voit que, tant qu'aucun
des nombres 7, 7 — a — p , (3—-a n'est un nombre entier, réquation
différentielle proposée admet six intégrales particulières, dont chacune
peut s 'exprimer de quatre manières différentes au moyen de séries
bypergéoméfcriques dans certaines parties du plan :. ce sont les vingt-
quatre intégrales de Kummer.
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Nous rendons ces intégrales uniformes en imposant certaines condi-
t ions au chemin suivi par la variable; ainsi, pour les intégrales ç^, y^ ,
< p 5 ? y ( î > ce chemin ne d o i t c o u p e r a u c u n e deslignes —x» ——o, i-—4-xi ;
pour les intégrales y;; et y,., ce chemin ne doit pas couper la l igne
indéf in ie o——4-ce .

Ces six intégrales se partagent en trois groupes, chaque groupe com-
prenant les intégrales qui se compor ten t d'une manière simple dans le
voisinage d'un po in t c r i t i que* Le premier groupe comprend les inté-
grales <pi e ty ; i ; le second se compose de (p^ et de y,;; 93 et 94 fo rment
le troisième.

" Chacune de ces intégrales est susceptible d'être représentée par une
intégrale définie, pourvu que les é léments a, f^, 7 satisfassent à cer-
taines conditions.

Tableau, des intégrales,

i ) F (a, p,y,,z'j,
^ ) ( i — /r)r •^ F ( y — y., y — p, y,.r ;,

x
9. (3 ; ( i-^)

,, / „ «rF^,7-^y,^"
X — 1 ^

x
(4 • ^ ) 1 1 ^ F (3,7-a, y, .y — i

i ) F (a , [3» ot. -t- p 4-.ï — y, i — x},
.r'-TFla 4-1 — y, (3 4" i — y, a + p 4- i — .7, i -"- 3c\N

1 ! ! ! . ! ^ — i \^-"a F a, a •+ ï — y, a + [3 4" i — y, ——— ?
\ ^ ^^ (3)

(4) x^ F( |3, p ̂  i - 7, ^ -4- p 4- i - 7> ï—1 ) •
\ IA- /

( i ) (-- .z* p7' F ( a, a -1- i -~- y, a 4- i "•- p» 7. ) »y <y /

( a ) ( - ^ ^ ^ ( î — ^ ^ ^ ^ F f i - ^ y - p ^ (3, ̂
/ \

(3 ) ( i -^)=<rL,y-p,a4- i -P,^-_^J>

(4 ) (- ̂  < -T ( i -^)Y -"-< l̂ a 4-1 - y, i - (3, a -+- • - î  , _1.^
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y. /

©(,

( i ] (-^r^F(P+i-y^,p+i-^.- .
\ •;t/ ,

; ^ ) (-- x}^[î --.^jT-^-^F (ï — a, y — a, (3 4-1 — ^,

( 3 ) ( i -a:)-^F (p, y - ̂  (3 + i - a, ̂ ^),

( 4 ) ( — ^ ) l - ; - ï ( ^ — ^ ' ) r - ^ - - l F ( p + ^ — y , i — a , ;3-4-i — a ,

( i ) ^'--ïF^ -4- r —y , (3 -n —y, 2 — y , .r),
( ^ ) ^ ' ••••-ï ( i — ^IÏ-^-P F ( i — a, ï — p, a — y, ̂  ';,

( 3 ) ^'-'rii --^n' ^-!' F (a+

(4) ^'-T^ —.z-;T--^- ' F(p -+-

; i j ( ï ~^}T I• l- a-?F|y--a ,y — i 3 , y - 4 - ï —
; n ; ^ ' --ï ( ï — ^ JY11--^-1'-? F ( ï — a, ï — p, y 4- ï —• a •— P, ï

( 3 ) ^-yi ï '— .y)^•---%-••••-P F ( y — a, ï — a, y -4-1 — a — [3,

f 4 . s ^?- -.r)Y-'^^F 7 p,y+i.-a

12. Entre trois de ces intégrales il existe une relation linéaire à coef-
ficients constants clans toute partie du plan où ces intégrales sontholo-
rnorphes. Si l'on considère trois des intégrales désignées par c p i , 92, ç?,,
çp^ la relat ion sera un ique dans toute l 'étendue du plan; mais il n'en est
p lus de même si l 'on prend l 'une des fonctions 9.3 ou y,, avec deux des
fonctwns précédentes; prenons , par exemple, y , , ys, 93. Soient M et M'
deux points situés l ' un dans la partiesupérieure du plan, l 'autre dans la
partie inférieure. Il .n'existe aucun chemin jo ignant les deux poin ts M
et M' qui ne coupe au moins l'une des deux lignes -—co ——o, o——4-co ;
l 'une au moins des trois fonctions représentées dans le voisinage du
point M par y^ ^2, 93 ne sera plus représentée après un pareil chemin
par le même symbole dans le voisinage du point M'.

La remarque précédente me paraît essentielle, et je ne crois pas inu-
t i le de la développer. Soient E, E'C/?^. 2) deux aires à contours simples
T, T, dont aucune ne renferme, dans son intérieur, de point critique,
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pour une équation différentielle l inéa i re du second, ordre; ces deux aires
laissent entre elles un point; critique A de Féqui t t ion d i f fé ren t ie l l e et
on t en outre deux parties communes séparées C, G', c'est-à-dire telles

qu'on ne peut passer d'un point de l'aire C a un poin t de l 'aire C sans
franchir au moins l 'un des deux contours T, 1\ Soient P, P' deux inté-
grales particulières l inéa i rement d is t inc tes , un i fo rmes à l ' intérieur de
Faire E; soient de même Q, Q' deux intégrales distinctes et uniformes
dans l 'aire W.

Dans la part ie commune C, on a les relations

( I .
• ( Q ^ A P 4 ^ P \

J . '{ Q^A'P-h^P' .

De môme, dans l'aire G', on aura d'autres relations

^ Q ̂ P'+^P^
( O^^P^/,?^:I1;

Il s'agit de démontrer que les relations (1) et ( I I ) doivent èire diffé-
rentes, c'est-à-dire qu 'on ne peut avoir a la fois

À i :̂-: A, [J. \ == [J., 1\ = A7, u.\ =: y.'.

Supposons en effet qu'il en soit ainsi ; partons d 'un poinUn situé dans
l'aire C avec l 'intégrale particulière Q, et décrivons un chemin situé
à 1 l ' intérieur de l'aire E et aboutissant à un point m' del'aire(7. Tout
le lonû; de ce chemin, notre intégrale sera donnée par IP+^P^ et
dans l 'hypothèse où l'on se place, au poin t m' elle coÏncidera^ avec
l'intégrale particulière Q.'1

Si main tenant nous revenons au point m par un chemin situé àl ' inté-
rieur de l'aire E^ nous arrivons évidemment en1 ce point avec Finté-,
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gra1e Q. Nous avons ainsi décrit un contour fermé entourant le point A
et ramenant l ' intégrale à sa valeur primitive. Il en sera de même pour
l'intégrale Q^; le point A ne serait donc pas un point crit ique pour
l'équation différentielle considérée. Il est visible que, dans le cas
dont il s'agit, les aires G, (7 coïncident avec les deux parties du plan,
les contours T, T avec les lignes —co ——o, i ——-4-co , o——-+-co .

11 est donc établi qu'entre les intégrales < p i , 92» y;$» telles qu'elles ont
été définies, il devra exister deux relat ions différentes,suivant que le
point qui figure la valeur de œ sera situé dans la partie supérieure ou
dans la partie inférieure du plan.

13. Supposons le point x dans la partie supérieure du plan, et sup-
posons en outre que les parties réelles de?, 7 — | 3 , a - + - i — y soient
positives.

r^. 3.

Si au tour des points x = o, x == i, avec deux rayons très petits r, r\
on décrit deux demi-circonférences ama\ bnf/, et si du point o on dé-
crit en outre une derni-circônférence LML/ d'un très grand rayon R, la
fonction V== up-l (i — u)^^ (i — xuV sera holomorphe à l ' intérieur
de l'aire l imitée parles trois demi-circonférences précédentes et parles
portions de ligne droite Uci\ ab, I / L .

D'après le théorème de Caucliy, l ' intégrale f V d u , prise le long du

contour entier , devra être nulle, ce qu'on peut écrire

, -r /, 1 — /•' ^ -+-K /, p ^

^ y^ + ^ ^clu + ^ Ndu =— \ Ndu — ^ Vrfu — f Vr/a.
JL n J^r "-'1 «+•/•' • t- • IM'L' ^a'ma t-1 bnb'

Si maintenant le rayon R augmente indéfiniment, et si les rayons ret
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^ tendent en même temps vers zéro, il est visible que chacune des trois
intégrales contenues clans le second membre tend vers zéro. Prenons ,
par exemple, l ' intégrale

f V^=f ^^^^u}r^-^^-xuY^clH,
' LML' ' LMÏ.'

Pour des valeurs de /// d\m très grand module, cet teintégrale pourra
s'écrire

( — xY^- [ MÏ-^-^I^-?)^,
' U I L '

s é tant une quanti té infiniment pet i te .
posons u === B .e^1 ; f V du devient

«I-ML'

f f ^ - s : } ^ - 1 m 1 1 ^ ^e^ ^ ' ^ ^ f i •4- e } ( ! 0 .

Soit 7 — a " " 1 .r ̂  p.^ v i :

F y r//r =1-:- / ( - .r } 7- f" " ̂ •LIU'+r)/] (^Y/3 ( ̂ - ̂  ̂
' LMl / ' °

......,, • / ( „.., .y v- % / ^ijj-'t^ '/o ^/[ixO+^L/ii»] ^ , +g] ^/<5.f „... .y r % 1 ^;J.'.1"1 '̂  ^a^^

^ étant par hypothèse un nombre réel négatif , on pourra prendre R
assez grand 'pour que le module maximuff î de la fonct ion sous le signe
d'intégration soit m o i n d r e q u ' u n nombre donné à l 'avance 7^; le mo-
dule de l ' in tégra le sera in fé r i eu r à TT^ " rnod, ( - ̂ y^j, c 'est-à-dire
aussi petil qu 'on le voudra. On démont re ra i t ' d ' une manière tou t à f a i t

r r . ,
analogue que chacune des deux intégrales ^ Yrf^ \ ^ du a zéro

' D A ' "nmn' ' 1>^

pour limite.
Nous avons, par conséquent, l 'égalité

/» f» / - î /•» • -^ f» /- î

V^4- ^ Ndu^ ï V^=r(>,[ ^du^\ ^ d u ^ j V <
J —. W f ' {» ' *"' 1

Si l'on prend o pour arsument de u (it de î - u le long du cliemin
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ab, il est clair qu'on devra prendre + TT pour argument de u le long du
chemin LW, et — n pour argument de i — u le long du chemin &'L. En
se reportant alors aux expressions des fonctions 9.1,92' °s par des
intégrales définies, on voit que l'égalité précédente donne entre ces
fonctions la relation suivante :

(.) .̂ ^-^r'̂ ^-1'"'1^^-

La formule (I) a été établie en supposant que les parties réelles des
quantités ?, 7 — p, a + i —7 sont positives.

Pour démontrer qu'elle est générale, il suffit d'employer le procédé
bien connu, qui consiste à prouver que, si la formule a lieu pour des va-
leurs de |3, 'y — |3, a 4" i — 7 comprises entre certaines limites, elle est
encore vraie quand on diminue l'une de ces valeurs de l 'unité.

Démontrons d'abord que la formule a lieu quel que soit oc; si la for-
mule est démontrée pour certaines valeurs de a, ?, 7, elle aura lieu
aussi pour les valeurs a + i, ;3, 7; on pourra donc écrire, en rempla-
çant y,,, y^, ç?y par les séries correspondantes;,

«•?i ;̂̂ ; ''l- P. " + ? -*— •>• ——I

= ̂ y "(».P,y,')
^.^,-TW^l"+-.•)..^ty-P)(-»|-.F(.,»+,_y,.+,_p,^\,

A [a •+• i — pj \ OL j

^^^E^ ̂  + x, p,^ + p + . - y, i -..)

- '̂'î;̂ -1 F(a-^p,y,.)

^.e([i+^-T)^•^(a+2-y)^17--^(-^•)-^-^F{a4-I,a+2-y,a+2-p,^
1 ( a 4- 3 — p J • \ X )

Multiplions la première de ces relations par ( a—j3) ;»+7—2a, la
seconde par «{i—,r), et ajoutons. Le coefficient de —•-'^'p''-—'-' sera

[(a:— ^"}x + y — îx} F (a:, (3, y, »c) -4- a(i —.») F (a + i,j3,y,.r),
8.4
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( y - — a ) â ^ a - ï ^ p ^ , ^ ) ,

d'après les relations données par Gauss ( ' ) entre trois séries hypergéo-
métriques dont les trois premiers éléments ont des différences entières.
On aura, en outre , dans le second membre,

^P^^-Y^L î̂ J-î  [•^^.pp<.l^_,,^ pf a, a+i -y,a4- i -^^
.1 1 ff, "4~ î — p j k ' * " \ .y,

^(^4- (^ .y ' ) ( ï—.Z- j
L±•_-Jiy---IFa+,,.+.-y,.+.-,3,^
^4- 1 —— p)^' \ .t.'/

D'après les mêmes relations, la quant i té entre accolades n'est au Ire
que

( a — ( 3 ) ^ F ( a — i , a — y , a - - | â , ^ ) 5
\ "v /

et le coefficient de F (a — i, a — 7, a — p, -) devient
V ^ /

^^.-^/^^)I^(.-P)(-^
=^.-<-^- 1^^^ (y -.)(-.) ——.

Quant au premier membre, on trouve de même qu'il est égal ;i

p,r(6)r(a--yi^ i - -_-»-^..-—.——T^-^-;^-^^-1'^-4-?-^

d'où la re la l ion

i, p,a+p--y, i — ^ 1 )

^< l̂̂  F(^ - ,, ̂  ̂  + p „ y, , __ ̂

_n^r_(y^p)
F(a- i,(3,y,.t:)r(y)

.̂ -.-^•^^^(--,)^-.̂

( l) OEiU'rc,s compléter) 1 . 1 1 1 , p. Lî3.
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qui n'est autre que la formule ( I ) , où l'on a changé a en a — i . Celte
formule est donc exacte, quel que soit a.

Tout pareillement, on démontrera que, si la formule (I) a l ieu pour
deux valeurs de y différant d'une unité, elle a encore lieu pour une
valeur de y inférieure d'une unité à la plus petite. Par conséquent, elle
est vraie pour toute valeur de a et de 7. Il reste à démontrer que |3 peut
aussi être quelconque, ce qui se fera par un procédé absolument sem-
blable.

14. La formule (1) est donc tout à fait générale; on en dédui t faci-
lement les autres formules que l'on trouvera ci-dessous :

/n ^^M^h±l^,^^(P)^^^^^^^ ^ ' r^+p+i-y) '- r(y) ) 1 i(a+i-p)

(") ."•̂ )̂̂ )̂̂ -̂«-7•-'r-%^^ •̂••
("" '^ï^^^^y^^-'ï^--
,,v, ,̂ ,,,,̂ ^̂ ,̂ ^̂ ,̂,,,̂ -,,»̂ ^

La formule (II) se déduit de la formule (I) en permutant ce el (3.
On obtient la formule (III) en changeant, dans la formule (I), a en
7-a, p en 7-P et en multipliant par (i -^-"-P. Enfin, on obtient
la formule (IV) en changeant, dans (I), K en K+I—'/, (3 en ? 4-1—7,
7 en -2 -7 et multipliant par x'-f; remarquons que, si l'on prend,
comme nous l'avons supposé, l'argument de x compris entre -ff et
+TT ainsi que celui de (--a"), on aura

x == (— A'je"'.

Les relations (1) , (II), (III), (IV) sont distinctes, et l'on peut en
déduire toutes les relations linéaires qui existent entre trois des six
intégrales. Ces relations sont au nombre de vingt; il y a lieu de remar-
quer' plus particulièrement celles dans lesquelles figurent deux fonc-
tions d'un même groupe, qui permettent de passer du domaine d'un
point critique à un autre, et qui sont utiles pour {'intégration de 1equa-
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lion différentielle. Il existe douze relations de cette espèce; dans les
huit autres entrent trois fonctions appartenant à trois groupes diffé-
rents.

Partie supérieure du plan,

c) ^^^^^-•^'K^^
M ^^^Î^^-^^W--

(3) ^•^^-TW^)''^1'^W-•

» ̂ -^^^^^+^w•^^-1

p) --^llî^^.=^"]^,-°'̂ e^-)•'̂ w^••

^<"•-""?î:;^y;^^•=l'!"+^^: '̂"•")î•+'•B'I~^^^(;--^

I,) ."•-̂ ^ •̂=^ •̂+e•' ?B•r'7^w•••

i») .'•-"t^H^-11'̂ ! '̂"^--'''--'"^
r ( y ) r ( y - < e - p ) , , r ( y ) r ( ^+P-7 )»

(9) ?. = rfy^yriy^)92 4- - •- r(a)T( 3; ""

r(?.-y)r(7-^-p), , Il%.-;d^î'<.+P..-y.)..^^
( lo) ?»=- •^(I-a)^iI- i5J7?2+^(a4-.-7)1(^+1-7)"

r ( a + p +1 - y ) r (. - y ) r ( a + (3 +1_- y ) r ( y - r]
(•')^=rt,+r-y)T^^^^^^^^^^

r ,y+,-a-p)r(>-y) ,r(y+j^a^^r[r-^
(12) <pe= —r(7^7)T(T=ï)—91 + ' ï fy - a) r( 7 - p) • T"'
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î .̂ -̂ ^h-̂ .̂,
r^-r^^^————î^^^——.,
(,5| „.= ̂ yW'̂ .'̂ P!., _ LMJ r̂iJ.i«±-̂ |31 ,„-„„„..1 ' • rr-pii'ia+i-yi^1 r|-i-y|r|-/-pir.!i; '••

(16)0-=^^^^>-^^^^

^) - t̂Ï̂ ^-'.H-^n^^^
,3, ̂ ^^^^ ,̂,,̂ r̂ ^^

r,o) ^-ElM'r^z^^+P-yir^+.-p),^; r(^s-/)r(a+i-i3)l>()^''- r î i -p i r fy -p i r fa+p+i -y) " 6 ^- r(a.^-I-7)^(^) -e 1 • <p("
(,o) y^n t̂'r.̂ Jl̂ +P^
1 ; T l r ( t - a ) r ( y - a ) r ( a + P + r - y ) J2 r ( p + i - y ) r ( P ) 0(>'

Partie infÉrieure du plan.

• ^.r(g)r(^^y) ,_r[̂ î  ^,r^i-y)r(^
r(a+i6+i-yj ' r^y) • ' r 'a-n—pj • '

l-r ---î^^^^^
w ^"ï^^-^r'8^""''̂ ^-- '
Iff -'•'-- ̂ •^^-^^^^---••--••T^

„,, .,..,̂ ;̂ ,̂̂ 1̂.,̂ ,.,̂ ^̂ ^
(6). .ff-i -«., rj«+l-W „_ y '̂̂ Til!̂ ,̂. + ,,r-. -w ïiaiil̂ ! „,
1 ' n«+p+i-y|" T l i - y } î- riS+i-si^"

br ^-••''^^^^^^F^^^-1^^;^-^-1

w .-"•-•îî ^•.=^^:rt̂ ^8-t'"-"••T^-(^^7^•
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^ - r^^T)---—— r11^^ ———

^ -^f^^-'Ï^^
r,6v ,,_r(.-y)r(^.-a) ny)rf.-y)r(^,-^
(Ib) ^ - r t i -aTip+.-y ] 9 1 r (a -y ) rsy-a ; r (p ; c'"'

^ .^^-^^•-^(P-^^ .^rIg-tl±lrY1^•-l)^,,1 / / • ' i ( [ 3 + i — y ) . r ( ( 3 j • i ( a - ) - i — y j r ( a ) l n

/ c m r (y+i -a-(3)r |p-a) , ... r(7 ^ î -a-6)r (û: -6) . ,.
W 9^-J}-^^ ^^^^^

r ,,v ̂  ̂ il/±Ir̂ ^^ ,̂ .. ̂  ̂a±±=J/lI(a±î  ̂ (p^.,ll9j ^~~ r^^p)r(y-p)r(^+p+i~7) ^ r(a+i-y)r^) e ' l T/^

^ov „ - î^±rrl̂ @i!̂ ± ^^ ̂  ̂ ^r:^ r(p+i-a)l20) cp• î~ r( i~a)r i /~ajr [a+p+i.~yj ' 1 cp2 r(p+.:-yrr[p)—^^P^.

15. On d é d u i t ^ l e s formules (5) et (6) des formules (3) et ( 4 ) en
permutant a et (3, Si dans là formule (4) on change a en y — a , ^ en
7—(3, et que l'on mul t ip l ie par (r—.r)^"'^ on obtient la formule (7 ) ;
enfin de cette dernière on tire la formule (8 ) , en permutan t a, 6.

On obtient les formules (9) et ( i o ) e n é l iminant ̂  entre (2) et (3)
et entre (6) et ( 7 ) ; résolvant (9) et ( r o ) par rapport à ç^ et à y^, on
obtient (n) e t ( i a ) . Des formules ( î ) et (2) on dédui t les formules ( i3 )
et (17) en résolvant par rapport à p ^ et à ya. Si dans ( ï 3 ) on change w.
en a 4-1—7, |3 en p + i —7, 7 en 5 — 7 et si l'on mul t ip l ie par^"^,
on obtient ( i 4 ) ; des deux dernières on tire alors ( ï 5 ) et ( t 6 ) .

On tire de même (18) de (17) en changeant 7 en 7—0, ? en 7—(3 et
en mul t ip l iant par (ï —x}^~~^, puis de (17) et (18) on tire sans peine
(19) e t (2o) .

Ainsi que nous Favoiis déjà fait remarquer, les formules (9), ( lo) ,
(n), (u) devront avoir lieu. pour tout poin t du p l an . 11 en est de
même de la formule ( ï3 ) , car, la fonction ç^ étant u n i f o r m e dans le
voisinage du point o, on peut supposer que le chemin suivi par la va-
riable coupe la l igne—oc —o. Mais les autres formules, pour un poin t
pris dans la partie inférieure du plan, seront différentes; la relation
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entre y , , 92, ^3, par exemple, sera

( ^ r ( ^ r ( a + i ~ y )
! r ^ + p + . - y ) "'̂ ï1 .̂-----̂ -̂̂ '...lï/ i - n6)^-^ . + ̂ ^^w,r(a-T-^yir(y->
' ~~~r(75——?" T(^i~P)

j mm-v—f^ „ . r f a - r - i—v ' iT i ' v—ô l

Elle diffère de la formule ( ï ) en ce que ?r y est remplacé par (—71);
toutes les autres formules, qui se déduisent de celle-là par des permu-
tations de lettres, se déduiront de la même manière des formules cor-
respondantes déjà établies pour un point pris dans la partie supérieure
do plan.

16. Considérons un chemin de forme arbitraire joignant deux points
quelconques M et M' du plan, et ne passant par aucun des points o et ï .
Si l'on part du point M avec une solution particulière de l 'équation
différentielle, cette solution se trouve définie tout le long du chemin
suivi par la variable, et l'on arrive au point M'avec une intégrale déter-
minée. Les relations précédentes permettent de trouver effectivement
cette intégrale quand on se donne le chemin qui jo in t les deux points M
et M' et la solut ion particulière avec laquelle on part du point M.

Supposons d'abord qu'on parte d'un point A figurant une valeur réelle
comprise entre ^==o et ^== ï et qu'on aille en un point iW du plan par
un chemin direct, ne coupant aucune des lignes — co -—o, -h i——4- ^o .
Dans le voisinage du point A, l'intégrale pourra être représentée par
C^.+.C/y^ les constantes C, C' ayant des valeurs convenables. Si le
point M' est dans l'espace Eo , on remplacera (pa par sa valeur eu
fonction de y, et de y;;, et l'on emploiera pour le calcul effectif de la
fonction le développeinent le plus convenable de chacune de ces fonc-
tions. De même, si le point M' est. dans l'espace E<, on remplacera ^
par sa valeur en fonction de 93 et de y g. .

Si le point M'est en dehors de l'espace commun aux deux cercles Co,
Cu on pourra exprimer y^ 92 au moyen de 93 et de y,., mais en ayant
bien soin d'employer des formules différentes suivant que le po in t M'
est dans la partie supérieure ou dans la partie inférieure du plan.

Supposons maintenant que, partant du même point A, on suive un
chemin quelconque aboutissant au point M' et ne passant par aucun
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des points o et i. Un pareil chemin se ramène, comme on sait, à une
suite de lacets décrits autour des points .r==o, x= î dans un sens ou
dans l'autre, suivi du chemin direct a l lan t de A en M' {fig\ 4)-

i^g. 4.

Partons du point A avec une intégrale pa r t i cu l i è re" 'C yi 4 -C / y2?e t
décrivons un lacet dans le sens direct autour du point critique ^===0.
Pour voir comment se comporte cette intégrale, il n'y a qu'à remplacer
ya par

r(a+i3-n-y)r(i-y) T(a + P 4" i -y) 'r(y -jj^..^ ̂ ,_,^ y^ + .,...^...,...,...., -"p^yp-^p^ i- ?i>.

Quand la variable décrit le lacet, y^ ne change pas, mais y;, se
change en ^^"^"ya, de sorte que l'on revient au point de départ avec
l'intégrale

-̂4 :̂p-+^(:::;̂ .
—-[.-îS::? ,̂̂ .̂.].

que l'on peut écrire Ci yi 4- (^ 92 :

r - r ̂  r r(ûî +p + x ^ 7) ̂ (Lr„Z} ^ « ̂ (i-Dnc^ c ̂  c ^(^^x-7)^( lpT l l - y ) l x e }ï

. C^^C'tô2^1-^^

Si le lacet était décrit dans le sens rétrograde, G < p < + C^^se change-
rait en C i^ i •+- C / i f a » l^8 constantes C,, C^ ayant les valeurs suivantes :^^^^g^-'-"1-^

C\^C e-^^~^1.

De même, par un lacet décrit autour du point x= i, Cç^ 4-'C<pâ se

change en Ci y^ -h (^ ^2 -'
Cr^Ce^^Y-^^,

C, = C^ C ̂ IÎ  (,-. ̂ ^r—p)).!;(y-a)r(y-fJV /
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On prendra le signe ± devant ^ni{j—a—^6) suivant que le lacet
est décrit dans le sens direct ou dans le sens rétrograde.

Si la variable décrit plusieurs lacets successivement, il y aura lieu
d 'appliquer les formules plusieurs fois de suite, et l'on retombera fina-
lement dans le cas précédent.

Prenons enfin le cas général où Pon suit un chemin joignant deux
points quelconques du plan. On peut remplacer ce chemin pa r l e che-
min direct al lant de M en A, suivi d 'un chemin déterminé al lant de A
en M'. Pour être ramené au cas précédent, il suffira de déterminer avec
quelle intégrale on arrive au point A quand on suit le chemin direct
allant de M en A, ce qui se fait sans difficulté, d'après les explications
données pour le premier cas.

Considérons par exemple l 'équation di f férent ie l le

, , (Fr /, i^\ ^y \
.Z- t — ^ ——Çf -+- J. — —— -7 - — Tj" ̂  °.' dx1 \~ 3 / dx v

qui admet comme intégrale la série hypergéométi'ique

F(r,U1^)-

Supposons qu'on parte du point A avec cette solution et qu'on dé-
crive le contour fermé ABCDA(y^. 5), envi ronnant les deux points o

Fi}?. 5.

et { . Ce contour se ramené à deux lacets décri ts dans le. sens rétrograde
autour des point,s^== ï , .T=O; après un premier lacet, décrit au tour
du poin t ^== ï , on reviendra au point de départ avec l ' intégrale

,.̂ ^a-....-p) Ff ï , U )̂ + ̂ /^^^^ (. - e~W^} F ( ï ̂ .. ̂  • ~ ̂• - ï ;y — a.] ï ;/ — [-•;

après le second lacet, on aura une intégrale qui pourra être représentée
• ' S.5
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dans les environs du point A par

CF(i,U^)+^F(i,^,i-^),

C, Ci ayant les valeurs suivantes :

C==<——(ï^-P)+ sm(y~a)7rsm(y~(3)7r __ ̂ ^-a-p)) (^ e-^n-y)),
s iny7rs in(y ~- (a ;—-p)7r ' ' •

G, = r ( y ) T ( y - ~ ^ P ) ̂ .^, ̂ , ^ _ ̂ ^^ ^
r ( y ~ a ) r ( y ~ ( 3 ) l

Faisons a = = r , p="i-, 7 =j, on trouve
Sr,i f !ïvi\
^ -4-^ ^ — — (.3 J

5 TC < \ 6 '

T-J ̂  ^ _ ff~C ==6 8 4 -^ \ l

/ ^\
C,==-|^i^e 8 ^ .

17. Lorsque y, ou bien y—a—13, ou a— |3, est un nombre entier, on
n'a plus qu 'une intégrale dans l 'un des groupes; pour en trouver une
nouvelle, on emploiera le procédé suivant, d'un usage assez fréquent
en Mathématiques. Soient y= F {oc, r), y^ ==F^( .y , r ) deux intégrales
distinctes d'une équation différentielle qui viennent se confondre pour
une valeur particulière r^ de la constante r; on obtiendra une autre
intégrale en cherchant la limite pour r= /\ de l'expression

Iî ./l=:Ii(̂ .,Z.),
r — r,

qui est aussi une intégrale de la même équation différentielle, quelle
que soit la valeur de r.

Supposons par exemple que 7 soit un nombre entier; on peut ad-
mettre qu^il est positif, car, s^il était négatif, on ferait la transformation
j=^-Ty^

II y aura encore deux cas à distinguer suivant que y est égal ou su-
périeur à Funité»

Premier cas : y= r . — Les deux intégrales

F(a,(5,y ,^) et ^- ïFta + i — y, p + ï — y, ^ — y,.r)

deviennent identiques pour 7== i. D'après ce qui vient d^être dit, on
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cherchera la limite pour 7=== i de l'expression

^Zl? (̂ Jil̂  Ï9? +I — y > 2 — y> •r) — F (^ ̂  y> •y).
i — y

Cette limite n'est autre chose que

, à<s>\ àcû\ à(o\
91 log.r-+ -JL +~^- ̂ 2 "3—^T D ^a à^ ày

dans laquelle on fait 7== i.
La fonction <pi étant susceptible de quatre formes différentes, il en

résulte également quatre formes pour la nouvelle intégrale.
Soit

9,=F(a , (3 ,y^) .

Désignons ^—L 4- <— -^-^par ^(.r); soit A^ le coefficient de se111

dans le développement de F(a, ?, 7,^'). On trouve sans peine

4^i(^)= V A^B,,^7^,
/7l = 1

""l== ^ + ̂ --, -'-•••+ a -̂̂ -=7 + ̂  + (3-i"7 +"•+ {3-+ -̂:::̂ '-

-.(^-^...^)-
Si l'on prend ç,=(I—^) r- a-PF(7-a,7—l'3,7,a^),etsiron appelle,

comme tout à l'heure, A,«le coefficient du terme général dans la série
F(y_c( ,7—p,y ,a ; ) , on aura pour ̂  {se} une nouvelle forme

fit ̂  + 00

^,(^)== V A/rtB^.y»^!-^)1-^?,
/M ==•+-!

B^ ̂  + ̂ ^^ +... + ̂  + ̂ - + •. • + ̂ -p

_,^+,+^.. .+^).

Chacune des deux autres expressions de y, donnera une expression
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différente de ^(^). C'est ainsi qi^on trouvera

^i^^-lo^f-^ll-^-aF^^-p, î^-)+(l^^^\AnJî^(^^^^^^^^
\ X — l y ^«J \^ — l j

m == i

A == ^('̂ -1-Lli Lil̂  ̂ ^ '"" ^ t 1 ~~P)(^ '"""' i3)^'-^7'!,"'?,)
( ï . 2 . . . m ) 2

i» t i ' i i l ï
b^== - 4" --—— 4- * • • 4" • i i i - ^ ----- -1- ——„ + • • - - - - -j- . .. -j- - , . . - ..—^ a -}- ï a -I- /??. — ï ï — p 2 — (3 m — (3

/ , , ï \
— 2 ï -+• ^ 4- { 4- . . . 4" — -\ " •< m.)

De même
//; ;= x

d;,(^)=-Iog(ï~^(i-^)^PFfp,ï~a,i,--^)4-(i-.rrpy\ ^ — ï / ^^ \x—iy
//? — ï

A _ p ( p^4~ ï ) . . ^ ( p 4- ^?'_— ï ) ( r — û; ) f 9- — a ). . . ( m — £% )
( 1 . 2 . . , m ) 2

Bm^ ̂  •^ +• • •+ p^^-^^ 7^a + ^•p^--"4- ^"^p

-af l4- i4- i4^. .4-^V
\ m/

Quelle que soit l'expression que l'on adopte pour^(.z'), je désigne
par Q la nouvelle intégrale :

Q ==cp, Ï0g(.z-) 4- î (.z1).

Cette nouvelle intégrale sera, coîmne les précédentes, uniforme dans
toute l'étendue du plan, pourvu que le chemin suivi par la variable ne
coupe aucune des lignes --co —- o, i —— 4- co .

Le même procédé, qui pennet de trouver une nouvelle intégrale,
permet aussi de trouver les relations linéaires entre cette intégrale
particulière et les intégrales déjà connues. Supposons, pour fixer les
idées, que la somme a4-p ne soit pas nulle ni égale à un nombre en-
tier négatif; donnons à y une valeur un peu différente de l'unité. On
connaît les trois intégrales

F(a,p,-/,.r), ^ " ^ F ( ^ 4 ~ i — y , p 4 ~ î — y ^ — y , ^ ) ,
1 1 . . / F(a , (3 ,a4-p4- ï—y, l—^) ,



SUK L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE LINÉAIRE, ETC. S. Î ' J

entre lesquelles existe la relation

_r («+p+r -y ) r ( i - y ) , r{a+p+_i-y)ny_^_.}
^-rta+i-ylr^+r-^91" ' ~ T^yr(p) ^-

i».

Remplaçons dans celte relation ç^ pc^r ^-+-(1 •—7')Qi et faisons
tendre 7 vers l 'uni té; y < et 92 ^ réduisent à F ( a , p , i , a ? ) et
F (a, {3, a 4- ?» i — ^), tandis que Q^ devient égal à Q. Il s'agit de voir
ce que deviennent les coefficients de y, et de Q^ dans la même hypo-
thèse :

^-wimfë^^
r (a+p+i-y) -^ ,

-—r^^—1^-

Faisons tendre 7 vers l 'unité ; le coefficient de Q se réduit à
— - [ ^ ^ ^ quant au coefficient de ç^, le premier facteur a pour li-

nnle ^-[^^ Le second facteur peut s'écrire

r ( 2 - 7 ) r ( ̂ ^(Êl-Iî W.̂  .
ï - y

On aura sa limite en prenant la dérivée du numérateur pour 7== i,
et changeant le signe. Cette limite sera

2 r ( i ) r ( ^ ) r ( p ) - r ( ^ ) r ( p ) - r ( p ) r ( a ) .
On aura donc

( F(^(3,a+P,i~^)

(^P)LFfn-^lÊ}--^iai1F(. 6 r r) r^-4-^(.r) _^(^P)LFfn-^lÊ}--^iai1F(. 6 r ^-li^t^O.( - rf^TrIp)^^ r((3) r^J1^ ^ ^ ^ ^ ( a ) ^ ( p ) u •^yr(p) L ( I ) r ((3) r (a) J [a' ^ î ? x } r ( a ) r ( p )
Deuxième cas. — Supposons 7 supérieur à l 'unité, 7= a+w, m étant

un entier qui peut être nul. Voyons d'abord ce que devient la série
F(a4- ï — 7 , p4- ï —7, 2—7, . r ) lorsque 7, supposé d'abord un peu
différent de a-hw, tend vers cette valeur. Écrivons les prem-iers termes
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de cette série

(a -4 - i -~y ) ( ,64- i -y ) ^ ( ^ i ^Y ) (aH-a^y ) (p^ i ^y ) (p+^y )
———————————————————-—————————————-—————————————— ,̂ _(-. ————————————————————————————————————————-—————————————> / Q——————————;!——————————————————————————— «A/ "" —t-

i . ( 2 - - y j i . 2 . . . ( 2 - - y ) (3 - y )

^ 4- r— y) (a -4- 2 — y)...(a -t-m + T — 7) (^ -I- T — y).. .(p -4- m -i- i —y) ̂ ^ _^
i .2.. .(/n -i- ]] (9. — y ) (3 — y).. .(m -+-i — y) (m -+- a — y)

Lorsque 7 tend vers la valeur m -i-^, les termes en -a?, ;r2, ..., ̂
conservent des valeurs finies. Mais le terme en ccm^l devient inf in iment
grand, à moins que l ' un des fac teurs du numéra teur ne devienne n u ) ;
pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffî t que l'un des nombres a ou (3
ait l 'une des valeurs J T , 2, 3, ...,/n +-1. Si celte circonstance se présente,
tous les autres termes conserveront également des valeurs finies pour
•y=2-h-m, et nous aurons encore une intégrale. Cette intégrale est uni-
forme dans le voisinage de l 'origine qu'el le admet comme pôle, ce qui
prouve qu'elle est différente de l ' intégrale F(a, f3, 7, x}.

L'ensemble des termes à partir du terme en .̂ m pourra s'écrire

C F ( a, (î, in -h 2, x ) x'^" '.

Quant à l'ensemble des termes précédents, on peut de même les rem-
placer par

Ci V[a, a -4- i — y, a -4" î — (3, ï - ) ^w+i1-1^,
\ x' 1

de sorte qu'en mult ipl iant par ^(w/<) l'intégrale deviendra

C i x-"^ F ( oc, a -+-1 -~ y, a 4- i — j3, •ï- ) -+- C F ( a, (3, y, ̂  ).
\ ^•/

Prêtions-, par exemple, l 'équation différentielle

/ . d^Y (1^^^^^^^^^^^

que l'on obtient en faisant dans l 'équation générale

^ = = r , [S:_:_^ y =2.

T l'»2

Elle admet comme intégralesy== - et j== i —X+ —9 de sorte queoc f' o
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l'intégrale générale sera

,.=^C,(.-.-.Ç). •
x \ à /

II esta remarquer que, lorsque la circonstance qui vient d'être signalée
se présente, l'origine n'est pas un point crit ique pour l'intégrale géné-
rale, mais peut êire un pôle.

Ce cas exceptionnel écarté, on voit que la série

F ( y. 4- r •— y, p -+-1 — 7, a — y, x )

présente des termes qui grandissent indéfiniment quand on fai t tendre
-y vers la valeur 2+m.

Nous prendrons la fonction

^ ~ï F ( a 4- x — y , (3 - l - i - -y ,3 — y, x ) ( m 4- a •— y ),

qui est aussi une intégrale de l'équation différentielle, quelle que soit
la valeur de 7.

Cherchons la limite de cette intégrale lorsqu'on fait tendre 7 vers la
valeur m+ 2 :

{m -+• -A — y ) F( a -+-1 — y, j3 -+- i — y, 2 — y, ^ )
. F ( a - 4 - i — y ) ( S - + - i — y ) ' "1|== m -4- 2 — yn i -4" t—.-—-^-^-r-•r———'"' ^ -4-... ./ L ^--yj J

Le premier terme de la série entre parenthèses qui devient infini est

ĵ J r̂î J -̂.!"̂ ^^ + i- y) ((3 + i — y ) . _ . .(p.+m^ ^^ ^
" "' i .2."". .[m -4 -1 ) (2 — y ) ( ' ^ — y ) . . . ( m - 4 - 1 — y ) (w -+-2— y j

Faisons tendre 7 vers la valeur w+ .2; les termes en x, a?2, ..., ^w

deviennent nuls, mais les termes suivants conservent des valeurs finies.
Le terme en^4"1, par exemple, devient

^zi^ """l) (arl/ l̂a^L/7L^^ x^., .̂ ^ ^ .̂ ^ ̂  ̂  ̂  ^ ̂  ̂  ̂  _ ^ ̂ - i j ( - ,̂ ̂  -4- % ) . . .( — i )

La série tend donc vers

^ [̂ rL .̂̂ L-̂ ^ ^ y, .•).
x ( — ï l ) ^ . I , a . . . W . I . 2 . . . ( w - ^ ï ) l r < ? /
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SI donc nous considérons l'intégrale

( — ï ]w.. i. ?. . . . m . ï . ' 2 . . . ( / ? ? ,+ i ) ( /^ 4-% — 7 )^-^ ——,^-TF(a-4^-y,p4-r-y..-y,.)=F,
^^^^^ "̂-̂ ^7^^^^

cette intégrale viendra se confondre avec Fintégrale F (a , (3 ,7 , , r )
lorsque 7 prendra la valeur ^+772. On obtiendra une nouvelle inté-
grale en cherchant la valeur l imi te pour 7 === a +m de l'expression

^ ~ F ( ^ p ^ y ^ ) ^
2 + m — y

On trouve, comme plus hau t , pour cette intégrale,

' ()V 0F ()V
log^F(a,p,y^j+^+^+.^,

dans laquelle on donne à 7 la valeur 2+/n.
On pourra ensuite exprimer cette nouvelle intégrale au moyen des

intégrales déjà connues y, et ̂  par le procédé employé plus l iant .
On opérera absolument de la même manière si 7 — 0 — ? ou a — p

est un nombre entier.

18. Je terminerai par l 'application de la théorie générale à l'exemple
suivant

/ ^ ̂ r / ^ ̂ ' i
W • ^(i-^^+(^^)^-.r=o,

que Fon obtient en prenant a = = p = ^ et 7=1. Cette équation se pré-
sente dans la théorie des fonctions elliptiques, quand on veut définir
la fonction complète de première espèce

„, / t l (Ir •

Jo S/[ï-^)(l-/^2)

comme fonction du module k, pour les valeurs imaginaires de ce mo-
dule. Elle a été étudiée à ce point de vue par M. Fuchs (r), puis direc-
tement par M. Tannery. Les résultats qu'ils ont obtenus se déduisent

(i) Journal de Jlîorchardt, t. 7 1 , p. 9 1 ,
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sans diff icul té du cas général. J'emploierai, pour cet exemple, les no-
tations de M. Tannery.

L'équation (i)' admet une intégrale uni forme dans toute l 'é tendue
du plan, pourvu que le chemin suivi par la variable ne coupe pas la
ligne indéûnie i——-r-co . Nous la désignerons par P. A l ' intérieur
du cercle Co, on a

p ̂  F (^ ̂  ̂ , ̂  " y n^_^»^l2^.
L»À [ ^ • 4 > 0 • • -<îlfn J

m === 1

Soit
9(^)==F(.U^^)-

Dans l'espace Eo, on aura de même

P^——^J-ï-^.^ ^ . ^ ' V ^ —i /

7 étant égal à r , on aura une nouvelle intégrale contenant un loga-
r i thme; nous la désignerons par Q. Celte intégrale sera uniforme dans
toute l 'étendue du plan, pourvu que le chemin suivi pa r l a variable ne
coupe aucune des lignes — oo——o, 4-i——4-ce . A. l ' in lér ieur du
cercle Co, on a, en posant

. . m'^ r"i.3.5. . .(^m— in2^•ri \x == > ———————— R^^^S
^ I a..^--^- - •2 W J

ni -=: 1

B.. = i -h .̂ i -h.. .+• ̂ ^ - ̂ - {- . --- ̂

Q=4 ^(^) -l-o(^)1o^r;

de même, dans l'espace E<> ,

0 ̂  —== j c. f^—^) [log^ - logfi - ̂ )] + 4 ^ (
t / i — . y î \^ '— V ^——=! 9(,'-)['o^ - log(I - ̂ 1 -t- 4 ^ ̂ :^i —.y î \^ — V ^

I/équation {.\)f ne changeant pas de forme par le changement de x
en i - x, elle admettra deux autres intégrales P et Q', uniformes dans
tout le plan a la même condit ion que les précédentes.

Dans le cercle Co, on aura
P' :== 0(1.— .r),
(y==: 0(1— ^) log(ï —-^) "t--4 4 ' ( 1 —• r ) ;

s.6
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dans l'espace E ^ , on aura de même

^~-T\

[ i o g ( i -~x} —'log^] + 4 ^ se

Ces quatre intégrales suffisent pour expr imer une intégrale quel-
conque dans toute l 'étendue du p lan . Pour avoir les relations linéaires
qui existent entre ces intégrales faisons, dans la formule (^ i ) , a==1 ,
p = ̂  y == s ; on trouve

ou bien

et de même

p'= 2

7T

P7

P

[r-
4

4

, r^-:
' r(i;

logîp
TT

Ioga p,
TT

0

•?

p

^
^0'.
T

LO

On peut résoudre soit par rapport à P et Q, soit par rapport à Y et à
Q'. On en tire

p^iIP^p ï oi. ^ ^-i -^u,

o'^ J'-̂ -̂z:..̂  p ̂  i10.^ o
TT 71: ^ ?

^^•'•-îQ',

0 =, ̂ l̂ llz î2 p^ _ ijogï ̂ ^

Ce sont les relations trouvées directement par M. Tannery ( 1 ) .
Ces formules suffisent pour intégrer l 'équation (r) ' , ainsi qu'on l'a

vu plus haut pour le cas général. Je p rendra i , cornsne applicat ion,
l'exemple traité dans le Mémoire déjà cité.

Je suppose qu'on parte d'un point a [fig. 6) très voisin du point x^i
et dans la partie supérieure du plan, et qu'on décrive le contour d'une

( 1 ) jénnnies de P Ecole 'Normale supcruînrey ^ série, t. VIÏÏ, p. 175
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aire fermée, comprenant les deux points o et i. Ce chemin peut se ra-
mener au chemin aMA, A étant un point de la droite o"i, par exemple
le point a?=1, suivi de deux lacets décrits successivement dans le
sens direct autour des points x = o et ^ =~ s et du chemin AMa*

Fig. 6.

Partons du p o i n t a. avec l ' intégrale P"; nous arrivons au point A avec
la même intégrale. Poursuivre sa variation lorsqu'on décrit le lacet o,
il n'y a qu'à remplacer P' par sa valeur en fonction de P et de Q :

p^4Jo^p_
7T 7T

Après avoir décrit le lacet o, P reprend sa valeur initiale, mais Q se
change en Q -{- sniP, de sorte que P' devient

P7— ( ;uP.

De même, pour voir comment cette intégrale se comporte quand on
décrit le lacet i, remplaçons P par

I^I^-IQ/;
7T 7T ^ '

P' ne change pas, mais CJ se change en Q'-h- :27uT, de sorte que
P'— 2ïP se change en

. —31^-2^.

On reviendra donc au point a avec l'intégrale

37T+8? ' I0^2^ 2f , •
— _„,——————————— f -t-" — \^ ,

7T TT

Si l'on part du point a avec l 'intégrale Q!, on arrivera au point A avec
l'intégrale

t6 log^——TT2 p __ 4j0j|2 ̂

n , 7r
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Après le lacet o, l'intégrale sera représentée par

^^=^p^^.Q-8n^
7: 7T

ou, ce qui revient au même, par
<y--8nog-Aî.\

ou encore par
(y ZLlL8.̂ 1.10^ ._ ^}o^.î y

Après le lacet i, on aura

/„ 7: -4- Sriog'A a z T r f ' / r 4- S / logs) — 32 i loû^a
v ÎT———— + ,—————————————7T~"———————————— l ?

c'est-à-dire
2 1(71: + 41 l0g^)2 7T -+- 8Z lOg-2
.- . „ . . . . „ . . , . . „ — — — - — — — — — — — — — — — — — — — j^ ,——j_ ,————————————.—————————————— • l / »

7: 7T

On, reviendra au point a avec cette inlég'rale.
La môme équation ( i ) ' admet aussi deux antres intégrales particu-

lières, qui sont susceptibles de développements en série, analogues aux
précédents.

On a d'abord l ' intégrale

—==:_= îp l — 1 rr= ".-^•-"r— 9 1 ~"""""~̂ ". J 'y^_. ^. \<z / ^/1 _ ^ \\— x j

qui est uniforme dans toute rétendue du plan, pourvu que le chemin
suivi par la variable ne coupe pas la ligne o—— 4-co . Je la désignerai
par P". - ! '

Pour trouver une autre intégrale, supposons d'abord 7===! , a ^ ^ e t
(S un peu différent de ^. L'équation différentielle admettra les deux
intégrales

—= F (i,, i. ̂  ̂  ̂ , (- ̂  F (p^ p + i^y
V — x \ -"/ \ 3b 1

L'expression

=^ F („ ï, ji - P, ̂ ) - (- x) -P F ((3, p, p + -^ ^)
_̂ _ - _ _ . ^ ^ „ . _ . . . , _ _ . _
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sera aussi une intégrale. La l imite de cette expression quand ^==1

nous donnera une nouvelle intégrale Q" :

Q^^Iog(^^)o(^)-...^+-^6^V.
\^ / y — x y — x \^ /

On a de même

Q^ ̂  [- , (^) log(, - .;-.4 ̂ 7^)}

Çy' est uniforme dans toute l'étendue du plan, à la même condition que
l'intégrale précédente P".

Pour toute valeur de x figurée par un point situé dans la partie su-
périeure du plan, on a les relations

( p = i10^ p.- ̂ r,
(23) 1

I^^^Al^p^Ly,
[ ÎT 7T

De même, pour toute valeur de oc figurée par un point situé dans
la partie inférieure du plan,

(p^i^p^lrr,
, / . 1 ^ T: .
W} \ , . ,

^ p/ ̂  ̂ ^J0!2 p//_ !.. o^
[ 7: ' ' 7T " '

Les formules précédentes ont été établies, comme la formule (21),
en partant des relations ( i 3 ) 01(17) , qui ont lieu dans le cas général.

Remarque, — Les formules (^3) et (9.4) paraissent en désaccord
avec les formules données par M. Tannery {loc. cit., p. 188). Cela lient
à ce que les fonctions P" et Q^ ne sont pas tout à fait les mêmes que
celles qu'il désigne de la même manière* Au lieu du système d'inté-
grales P" et Q", considérons le système suivant,

^—^l-\/x v^ /

Q';=—r-?(^)iog^+4^(^)1'^x L v-^/ \^/ j
ou l'on suppose l'argument de x compris entre —TC et 4-71.
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. On trouve aisément que l'on a, dans la partie supérieure du plan,

P^ïi^, Q^/Çy; -TTP';,

et, en portant ces valeurs de P" et de Q" dans la seconde des for-
mules (a3), on arrive à la relation

D / — — 4 ^ 2 Ï / y /i _ _ _ ^ _ ^ _ ^ y ^

qui est identique avec la relation obtenue par M.Tannery.

19. Les formules de passage établies plus haut suffisent pour re-
connaître si l 'équation d i f férent ie l le admet une intégrale algébrique
ou si Fintégrale générale est algébrique. La question a déjà été traitée
par M. ScWarz [Journal de Crelle, L 73, p. acp), q u i , en se servant de
Féquaî ion d i f férent ie l le du troisième ordre à l aque l l e satisfait le rap-
port de deux intégrales par t i cu l iè res de l 'équat ion ( i ) et des surfaces
d e R i e m a n n , a été ramené à un problème de Géométr ie sphérique où
se présentent les polyèdres réguliers. Depuis lors, M. Kle in a consi-
déré le cas plus général d'une équation linéaire du second ordre à
coefficients rationnels. J 'arrive aux mêmes ré su l t a t s que M- Schwarx
par des considérations tout à fa i t élémentaires..

Si l 'équation ( i) possède une seule intégrale algébrique, cette inté-
grale devra se reproduire, à un facteur constant près, quand on tourne
autour d^un point critique. Dans le domaine du point o, elle sera re-
présentée par l'une des intégrales y 4 , y^ ; de même, dans le domaine
du point ^ = ï , elle coïncidera, a un facteur près, avec Fune des inté-
grales 92» 9o* Reportons-nous aux relations qui ont lieu entre ces quatre
intégrales : on voit que cela ne pourra avoir lieu que si l'un des
nombres a, j3, 7— a, •y — ^ est un nombre entier. Dans chacun de ces
cas, Fune des séries hypergéométriques qui expr iment l'intégrale
générale n'aura plus qu'un nombre limité de termes. Soit, par exemple,
- y — ^ = : — w ; l'équation ( ï ) admet comme intégrale

( î—^T-^pp^

P étant une fonction entière de x; pour que cette intégrale soit algé-
brique il f a u t , en outre, que |3 soit un nombre réel et rationnel.
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Si l 'équation ( i ) admet plus d'une intégrale algébrique, l'intégrale
générale sera elle-même algébrique. Nous al lons nous proposer de
trouver tous les cas où il en est a insi . Nous pouvons exclure de notre
recherche les cas où l 'un des nombres 7, 7 -— 'a — j3 serait un nombre
entier. On a vu, en effet, que dans ces cas il existait un logarithme
dans l'intégrale complète dans le domaine de l 'un des points critiques;
comme cas exceptionnel, ce logarithme peut disparaître, mais alors le
point considéré n'est p lus un point de ramificat ion pour l'intégrale
générale, et il suffit d 'examiner comment se comporte une intégrale
dans le voisinage de l'autre point critique pour être fixé sur sa nature.
On voit, de pius, que les trois nombres a, ?, y doivent être réels et
rationnels; sans quoi il existe, dans le domaine de l'un des points cri-
tiques, une intégrale qui prend une infinité de valeurs.

Cela posé, soient y^ etya deux intégrales particulières linéairement
distinctes, uniformes dans toute l 'étendue du plan, pourvu que le che-
min suivi par la variable ne coupe aucune des l i g n e s — o o — — o ,
,î ——— +• co .

On part d'un point quelconque A do plan avec une intégrale
^y^4-cy^ et l'on décrit un chemin fermé quelconque, assujetti seule-
ment à ne passer par aucun des points o et i. On revient au point de
départ avec une intégrale Cri-h-C/y^ Si cette intégrale est une fonc-
tion algébrique de oc, les coefficients G, C n 'admet t ront qu 'un nombre
limité de valeurs, quel que soit le chemin suivi. En particulier, lerap-

pf
port 77 n 'admettra qu'un nombre l imi té de valeurs. J'ajoute que, si cela
a lieu, quels que soient les coefficients primitifs c, d\ l 'intégrale géné-
rale est algébrique.

Considérons, en effet,la dérivée logarithmique de l 'intégrale précé-
dente; on peut la représenter par

cr^cy_^^
cr^Y. "^^

Le "rapport (± n ' admet t an t qu 'un nombre limité de valeurs, il en est de
même de cette- dérivée logar i thmique; comme d'ailleurs elle ne pré"
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sente d'autres poinis singuliers que des points critiques et des pôles,
il suit de là qu'elle sera une fonction algébrique de x\

Cela étant vrai pour une intégrale quelconque, soient z ^ et z^ deux
intégrales de l 'équation ( î ) . On a entre elles la relation

z.^z\— ZiZ.^ I-Lr-T ( i — ,z'}^-^'

qui peut aussi s'écrire

,̂(ii ̂  £2 \ ^ H.r-T(r-.r5r~^P~ssJfi -i2^ lLr-r(r-.z
\ z i z">\Z{ ^2 /

. , _ ÏL^T(ï—.r)^-?^

Le produit de deux intégrales quelconques z ^ , z^ est donc une fonction
algébrique de x. Si ^ et z^ sont deux intégrales, 5,, et z^-+-z^ seront
aussi deux in tégra les . Le p r o d u i t z ^ - ^ r z ^ z ^ ^ et par suite ^, sera une
fonc t ion algébrique de la variable.

Tout chemin fermé par tant d^un point A et revenant à ce point pou-
van t se ramener à une suite de lacets décrits au tour des points x == o,
X=IL\ nous sommes donc amenés à étudier comment le rapport précé-
dent se comporte quand on décrit, un de ces lacets. Nous prendrons,
pour y ^ etja» 1^ intégrales ç^ c t ç ^ ; nous partons d'un point A avec
Fintégrale C^-l-C'ç^» ^ nous décrivons un lacet au tour du point o,
dans le sens direct; nous avons vu plus haut (n° 16) qu'on revenait au
point A avec l'intégrale (^ ç»< + C\ ̂ 2 :

C, == C + (7 ,r^±l± -̂_^fl-=^ ̂  - ,..(-v)/),
j_ j ^ ̂  ï .„.. y ; I i p -+•• 1 —— y y '" '

C^^e^-^1.
f'^

Soient p la. valeur init iale du rapport — ? (/ la valeur f ina le ; on aura

^^^ ..r^ ^±1:^^^^^^^^^^^ (LZL^:^\ .1 " ' r i, a -h i — y ) :!' ( ^3 4- ï — 7 ) \ ^2TC^ •' -•ï^ ;
Posons

£^^±,£±^1^ =: _ a
j;1 ^ ̂  4... i _ -^ I' ; ̂  .,..|.,.., f -^ -^

^-.^((—)/,=K.
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La formule précédente s'écrira

( A ) p'-- ^=r K[p — a).

Si le lacet étai t décri t clans le sens inverse, on aurai t , au contraire,

(A ) ' o ........ a= .r ! o — a}.
h • t

Faisons ma in t enan t décrire à la variable un lacet dans le sens direct
a u t o u r du poin t critique x=\\ l ' intégrale Cy, 4-C'Ça se change en
C^,,-4-C^2 :

C, ^Ce2^^'--^-^,

c\ = c7 ̂  c: ÎÏ?^^ (. - .-.T-̂ ))..r f y - a j r f y - ^ 1 ;

. En désignant, comme toujours , par p et p ' la valeur i n i t i a l e et la va leu r
f inale du même rapport , on aura

i ̂  l^.^(y-^)+ r^ ̂ (/- ̂ n.Ê] fL~ ^-(ï——?)^
p''" p r (y -a) r ( y — p ) \ ^^(r-o^:^^

Posons
r . (y ) r (y -a-^ _ _
rty'-^îriy'^^ ^

^-^/(Y--a-^) =: K/.

La relation entre p et p' pourra s'écrire

(B) ^-^K'^-/,).

Si le lacet était décri t dans le sens inverse, on t rouvera i t de même

(ay fL-&U^fi^^.- / \p1 ) iv \p )

Le problème qu'il s'agit de résoudre pourra se formuler ainsi :

Étant, donnée une suite de quantités telles que chacune se déduit de la
précédente par l'une des formules (A), (Ay, (B), (B)', dans quels cas
arrivera-t-on à un nombre limité de quantités différentes, l'ordre dans

S.7
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lequel on applique ces formules successivement restant absolument arbi-
traire?

La méthode géométrique m'a paru la plus propre à conduire simple-
ment au résultat.

20. Soient tracés dans un plan {fig. 7 ) deux axes de coordonnées
rectangulaires OS, OY]. Je figure, comme à l'ordinaire, la quantité

Fig. 7.

a == ^ +• ' ^ i par le point dont les coordonnées sont Ç et ^ ; soient A et B
les points qui f igurent les quant i tés a, b (ces points sont situés sur
l'axe 0^). 1 , '

Soient M le point qui figure la valeur in i t ia le de p, M' le point qui
figure la valeur de p\. obtenue en faisant décrire à la variable un lacet
dans le sens direct au tour du po in t cr i t ique x == o :

p' — a ;== K ( p — a ),

La quantité ç — a sera figurée par l 'extrémité d'un segment mené
par l'oriçine, égal et parallèle au segment AM; si l'on f a i t tourner ce
segment d 'un angle w au tour du point A, w étant égal à 2n{j— i),
on obtient le segment AW, dont l 'extrémité M' f igure précisément la
quantité (Y. Si le lacet était décrit dans le sens inverse, on tomberait
sur le point M^ obtenu en faisant tourner le segment AM autour du
point A, mais en sens inverse. La variable décrivant une suite de lacets
autour du point 0, les diverses valeurs de p seront figurées par les som-
mets d'un polygone régulier inscrit dans la circonférence de rayon AM,
l'un des sommets étant précisément le point M.
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" Supposons maintenant {fig. 8) que la variable décrive un lacet au-
tour du point critique x =i. Soit M le point qui figure la valeur ini-

tiale de p ; - sera figuré par le point M ^ , ^ — b par l 'extrémité d'un

segment mené par l'origine, égal et parallèle à BMo et K^----•&) par
l 'extrémité d 'un segment égal et parallèle au segment BM7,, qui n'est
autre que le segment BM,, que l'on a fait tourner d'un angle
a/==27r(a •+"?•"---7) a u t o u r du poin t B. Par suite, le po in t M7, figure la
quant i té "7 et le po in t Af la quan t i t é p\

Faisons décrire à la var iab le -p lus ieurs lacets successifs a u t o u r du
po in t .r-"= ï ; le point - viendra coïncider avec les sommets d'un poly-
gone régulier inscrit dans une circonférence de centre B; le point a
lu i -même restera sur une circonférence transformée par rayons vecteurs
réciproques de la précédente, avec l 'origine pour pôle de t ransformat ion
et l 'unité pour module. Si l 'on applique celte t ransformat ion à fou l e s
les circonférences ayant pour centre le point B, on obt ient év idemment
un faisceau de circonférences passant par deux points fixes imagi-
naires. Il est aisé d'avoir les points-cercles de ce faisceau : on a d'abord
l 'origine, qui correspond au cercle de rayon inf ini ayan t pour centre
le poin t B, et le point C== p provenant du cercle de rayon nul.

Toutes les circonférences du faisceau seront conjuguées par rapport
à ces deux points, qui sont deux points doubles d e l à transformation
homographique

L-b^K'^-b}.
p . \p /
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Avant d 'aller plus loin, je démon t r e r a i le théorème suivant de Géo-
mét r i e , qu i sera u t i l e pour transformer l'énoncé (lu p roblème:

Etant donnée une circonférence et n points sur cette circonférence A, B,
G, ..., L tellement disposés que, si l'on fait une imersùm en prenant pour
pôle un point 0 dupîan^ les points correspondants A', B', (7, ...,!/ soient
les sommets d'un polygone régulier, soit (Y le point conjugué du point 0
par rapport à la circonférences tous les points de la circonférence décrite
sur OiV comme diamètre dans un plan perpendiculaire au plan de la
Jfgure fouissent de la même propriété que le point 0.

I^. 9.

Soit S un point de celte circonférence. D'après "une propriété élé-
menta i re de l ' invers ion,

A / » / AB î)A B r : = O A . O I B l ?

^^-
Donc

AJ'î.i _ /P i \ , OA , , OB
'VW'" ^ \ s>~ r - sr ^SB'
C 4 d Ïï

Cliacun des rapports ^ . 9 —. est constant; donc il en est de même
A i î L( le-——- Si le polygone A'B'C.VD'.E'F' a ' ses côtés égaux, il en sera de

m ô m e d u p ô 1 y go n e A ^ B ^ C,, I) î E,, F .1. c< ô. "F. .i>.

Revenons à la quest ion proposée et considérons la circonférence dé-
crite sur OC (fîg. 10) comme d iamèt re dans un plan perpendicula i re , à
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celai de la figure ; soient S cl S'les points de rencontre de cette circonfé-
rence avec la pe rpend icu la i r e élevée par le point A au p l a n de la f igure.
Concevons la sphère décr i te sur- SS'' comme diamètre , et faisons u n e
project ion sur cette sphère, en p renan tde point, S pour point de vue.

Fî . TO.

Toutes les circonférences ayan t leur centre 'en A se pro je t ten t sui-
vant des circonférences ayant pour pôles les deux points S, S'; q u a n t
aux circonférences conjuguées par rapport aux deux po in t s 0 etC, elles
ont pou r projec t ions des circonférences ayant PP/ pour axe. Il résulte
de ce qui précède qu 'é tant donné sur la surface de la sphère un point m
f igurant une valeur de p, on trouvera le po in t m! f igurant u n e nouvel le
va l eu r de p en faisant tourner le point m d 'un angle a) a u t o u r de SS'
ou d 'un angle o/ autour de PP'. Cela est évident pour l'axe SS'; quant
à l'axe PP\ il su f f î t de remarquer que, é t a n t donnés dans le p lan deux
p o i n t s M, Rf figurant deux valeurs de p, dont l ' une se d é d u i t de l 'autre
par l ' u n e des formules ( B ) , (B)', si l'on fait u n e inversion avec le poin t
0 pour pôle , l 'angle MJÎM\ est égal à a)', e t , d'après le théorème
précédent, l 'angle mpm! doi t avoir la même valeur , p dés ignant le pied
de la perpendiculai re abaissée de m sur l 'axe PP'.

On peut donc remplacer l'énoncé d u problème par le suivant :
Étant donnés deux diamètres SS', PP7 dans une sphère et une suite de

points sur la surface^ se succédant d'après une loi telle qu on passe de
l'un quelconque au suivant en le faisant tourner d'un angle ^ autour
de SS' ou d'un angle c./ autour de PP', dans quels cas aboutira-t-on à un
nombre limité de points, l'ordre dans lequel on applique ces construc-
tions restant absolument arbitraire?

Tout dépend év idemment de l 'ordre de symétrie des axes PP'.SS' el
de l 'angle V de ces deux axes. . , ,
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Soient
7=f- y-.-P=f;-

Les fractions -^ et -^j étant supposées irréductibles, SS' sera axe de
symétrie d'ordre q et PP' d'ordre q\

Quant à l'angle V? la figure précédente donne

cosAOS ==

V = 2 AOïî,
OA OA , /OA

- 4 /OA

! -Voïï5os ~" ^/oT^oc """ V o^
^ OA ,cos V === 2 .-.— — \-=--'2.ab — î *

Remplaçons a et 6 par leurs valeurs, il vient

^y^,r^^+ï^7jr(r^y) r(y-^p]r(y) ' •
ces v -. -^ p^ ̂  ̂  ̂  ̂ ^ ̂  ̂  ̂  .< ̂ .-^^-^^ ̂  » ,

cosV == •. ̂ 1 .̂.,̂ ^^^ - i.! sin y7r si n ( y — ^ — p j TT

Remarque. — Lorsqu'on d iminue ou qu'on augmente la valeur de l'un
des nombres a, ̂  ,7 d 'un nombre quelconque d'unités, q et q ' ne changent
pas, ni cosV. On pourra donc supposer ï — 7 et 7 — < % — ? compris
entre o et i ; on pourra ensuite ramener a — ? à être compris entre
— i et 4-iî mais, comme il y a symétrie entre les éléments a et {3, on
pourra supposer aussi a—fi compris entre o et j . C'est ce que nous
ferons pour la suite,

21. La représentation géométrique sur la sphère n'est possible que
si le point A est compris entre les points 0 et G, ou, ce qui revient au

. , , ., y sîn (y — <2:)7rs in ( y — 6 ) 7 : .même, si le produit a6==——L————LL 1—- est compris entre o1 si n y7T si n ( y — a — p ] TT l

et i. Dans le cas contraire, on peut démontrer directement que le rap-
port, p peut prendre une in f in i t é de valeurs en chaque point du plan. Je
m'appuierai, pour cela, sur les remarques suivantes :

I. Il existe un cercle ayant son centre en A et conjugué par rapport
au segment OC. Si le point M, qui figure la valeur in i t ia le de p, est sur ce
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cercle, tous les autres points que l'on en dédui t sont situés sur le même
cercle. Si le po in t M est extérieur ou intérieur à ce cercle, ceux que
l'on en dédui t seront eux-mêmes tous extérieurs ou tous intérieurs-

II. Supposons que nous ayons pris pour origine le point A; appelons

Fig. i r .

z et z ' les quanti tés qui sont figurées par les points M et M' dans le nou-
veau système. Pour la première transformation, on a

z'^kz;

pour la seconde, z1 est liée à z par une relation

^_ az -+- h
cz ~{- d'

a = a + p /', c •==- OL' -+- ^'i,

b === y "+•• o i, d ==. y' 4- à' i.

Cherchons le lieu des points z tels que mod .^=== mod.^,
, / ïYïoô.(az •+•!)}

moû.z'== ——.-————-^
niod. [ c z 4-1 d]

az+ b = (a-r-— pj'-+--/) -h- / ( j3^ -4-^-}- o) ,

' t i i o d . ( a z •+• b) •== ^/(a2 -h ^ ) [ ̂ 4- r'2 ) 4- fn x -+- ny™^)',

rn.od. (c'z -i- d) == \/(a/>•i 4:::^7("'ri":4^^ ^'T + ̂ ^

Le lieu cherché aura pour équation
^2+p2)(^2+y2)+m.^4-^+/r<=(a/2+i3/2)(^^^

C'est une courbe du quatrième ordre, ayant pour points doubles les
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points circulaires à l 'mûni. Mais la circonférence de centre A (flg\ 11),
conjuguée au segment OC, fai t év idemmen t partie du lieu; comme les
points 0 et C lui^pparl lennent également, cette courbe du quatr ième
ordre se compose de deux circonférences, la circonférence ("A) et une
autre circonférence passant par les deux points 0 et C.

Si le point M qui f igure la valeur de z est extérieur ou I n t é r i e u r
aux deux circonférences, on aura

mod.s'-< inocL.3;

mais, si ce point est extérieur à l 'une, in tér ieur à l 'autre , on aura
, mod.-s^ mocl.^.

Cela posé, soit M le point qui figure la valeur in i t i a le de p, que je
suppose exiérieur aux deux circonférences ( A ) , (A)'. Appl iquons au

point M la seconde transformation au tan t de fois qu'elle nous donne
des points différents; nous aurons un ce r ta in nombre de points sur une
circonférence conjuguée au segment OC* Soit M, celui de ces points qui
est le plus rapproché du point A; le point M, est forcément dans le
cercle A7, et Fon a AM^ <AM. Appl iquons ma in tenan t au point M< la
première transformation, de façon a obtenir un point Ma extérieur au
c e r c l e A ' î o n a u r a A M a ^ A M ^ . A u point Ma appl iquons la première
transformat ion; nous en déduirons, comme tout à l 'heure, un point Ms
plus rapproché de A que le point Ms, et ainsi de suite. On a ainsi une
sériô de points M, Mo M,, N3, ... se succédantd^près une loitelle
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loi telle qu'on ne retombe jamais sur un point déjà trouvé et qu'on
puisse cont inuer indéf iniment . Le rapport p peut donc prendre une
inf in i té de valeurs.

22. La question de Géométrie sphérique à laquel le nous sommes
conduits et qui est ident ique, comme on le verra tout à l'heure, avec la
question à laquelle M. Schwarz a été ramené, a été résolue par Siei-
ne r ( 1 ) . On peut aussi déduire la solution d'un Mémoire de M. Jor-
dan ( 2 ) sur les polyèdres eulériens.

Il y a deux cas particuliers où la solution s'aperçoit immédiatement :
i° Si l'on a deux axes de symétrie binaire, ces deux axes devront

faire entre eux un angle commensurable avec aîr.
a° Si l'on a un axe de symétrie binaire et un axe de symétrie d'ordre

K perpendiculaire au premier, on abou t i r a toujours à un nombre limité
de points.

Ecartons ces deux cas particuliers et supposons que nous ayons deux
axes de symétrie PP, SS', dont l 'un PP' est d'ordre K(K^3) . Les répé-
titions par symétrie de l'axe W seront axes de symétrie d'ordre K de
la figure formée par les répétitions symétriques d'un po in t M de la
sphère; ces répétitions symétriques devront être en nombre l i m i t é : ce
qui revient à é tudier la figure formée en prenant pour point de départ
le point P lui-même. On démontre sans beaucoup de difficulté que,
si l'on est condui t à un nombre llinilé de points , ces points sont les som-
mets d'un polyèdre régulier.

Les axes PP^, SS' devront donc être disposés comme les axes de symé-
trie d'un polyèdre régul ier ayant Fun de ses sommets en P. Il est évident
que le plan des deux axes sera pour ce polyèdre un plan de symétrie. Cette
condi t ion nécessaire est suffisante. Imaginons, en effet, ce polyèdre ré-
gulier et considérons les polygones sphériques réguliers découpés sur la
sphère par les pyramides ayant leur sommet au centre de la sphère et
pour bases les faces de ce polyèdre. Les répéti t ions par symétrie de l'un
décès polygones conduiront toujours à un polygone analogue; comme,
d'ailleurs, un de ces polygones ne peut coïncider avec lui-même que

( 1 ) Journal de Creîk, t. XVIIÏ, p. 9.()5.
( 2 ) lind., t. LXVI, p. ?.a.

^ ^
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d'un nombre l imité de manières, il s'ensuit que les répéti t ions symé-
tr iques d 'un point seront en nombre l imité.

Appl iquons cela à quelques exemples.
Exemple 1 :

y == ̂  a-t- p^ro.

On a deux axes de symét r ie binaire*/

COSV=-= 2 COS7TaCOSTTJ3 -- 1 =-- COS^aTT.

Il suffit que a soit commensurable. On peut le vérifier directement.
L'équation di f férent ie l le est ici

, . d^r / T «"-A dr - - •
x •i -— ^ -"—. -1-- - •— .r — ~î- a-r== o,v / dx'1 \ï ] cix v

. . d^r ày . "\ /Jy\2 ^ rf^
-?.^ i — .r —^ —- + i — ^r) ~- -1- ^o^r-r ^ 0-1 ' dx2 dx ' ' \ dx ] • dr.

On en lire

T^^H^ j^^—^),
Jy a dx

^(.Z ..„-. ^.2 ^^ ̂  __ .̂ j

arcsîn — =--- aarcsin \/^ + h.

Si a est commensurable, on en dédu i t une relation algébrique entre y
et x.

Exemple I I . -'- Prenons encore l 'exemple traité par M. Schwarz:

y^i •a-——,, i3r=^
• y~^^ y -p^ ,̂ y^^^p^4 . . .

On a un axe de symétrie b inai re et un axe de symétrie ternaire. Leur
angle est donné par la formule

cosV==

. STT . 57T
^ s m —s m - •-

4 ^ _ i

' -ï """^
C'est précisément l'angle que fa i t la hauteur dans un tétraèdre régulier
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avec la droite qui j o i n t les mi l ieux de deux arêtes opposées. L'inté-
grale générale est donc algébrique.

23. Les résultats précédents peuvent être mis sous une forme un peu
différente, qui met mieux en évidence leur iden t i t é avec les résultats
obtenus par M. Schwarz. Supposons que l'on ait d'abord r a m e n é ,
comme on l'a expl iqué plus haut, les trois nombres 1 — 7 , y - a — ? ,
a — ? à être compris entre o et i , et désignons par X, p., v les trois
nombres positifs et moindres que l 'unilé a insi ob tenus :

• .À^ i - y , , ,

. p. = y - a - p,

v EE=a — (3.

Nous allons é tab l i r quels sont les systèmes de valeurs de ces trois
nombres tels que l ' intégrale soit algébrique.

Soient toujours SS' et PP' {fîg. r 3 ) les deux axes de symétrie.

Construisons un triangle SPQ ayant pour base SP et pour angles
PSQ -^ (i -7)7T, S P Q = = ( y - a - ̂ u. Évaluons l 'angle en ,Q :

cosQ-==sinPs inScos(SP) •—cosP cosS,
../, r\ • • / o\ r ^ s i n i y — < x ] u sîn (y — 6 ) 7 7 "[cosQ ==smy7rsm(y — oc — 6 ]rc\—r—'——-———L'—Ll-.-^i •L s iny7rsin(7 ~ a — (3)7: J

+ cosyTT cos(y — ^ — - ( 3 ) 7 r ,

ou^ en réduisant ,
COSQ ==COS(a—(3)7T . . •

L'angle Q est compris entre o et TT; d'ailleurs, on suppose a — ^ corn-
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pris entre o et i . On aura, par conséquent,

Q=(a-,6)7: .

Les trois angles du triangle SPQ sont donc

S r--r. }jî,

P =. ar,

Q ̂  w.

Quelles sont les conditions auxquelles doit satisfaire ce triangle?
Dans le cas particulier où 7==1, a + P = = o , les angles S et P sont
droits; le point Q est un des pôles du grand cercle SPST\ Si l'on con-
struit une double pyramide ayant pour sommets les pôles Q, Q' et pour
base le polygone régulier dont S et P sont deux sommets, les trois plans
du trièdrc SPQ seront trois plans de symétrie pour cette double pyra-
mide. Si Faxe SS7 est un axe binaire et si l'arc SP est égal à un qua-
drant , les trois plans du trièdre seront encore trois plans de symétrie
pour une double pyramide dont les sommets seront les points P et P'
et dont la base sera dans le plan SQS'Q'.

Ces cas singuliers examinés, voyons ce qui se passe dans le cas géné-
ral, en supposant qu'il existe un polyèdre régulier admet tant les axes
de symétrie SS' et PP' et ayant un sommet en P. Les trois plans OSP,
OPQ, OQS seront trois plans de symétrie pour ce polyèdre; il est
d'abord évident que OPS est un plan de symétrie, comme on l'a déjà
fait remarquer. Le point P", symétrique de P par rapport au plan OSQ,
est un des sommets de ce polyèdre; comme on peut partir du point P"
au lieu du point P pour trouver les sommets de ce polyèdre, il est clair
que la figure admet OSQ pour plan de symétrie. Elle admet aussi OQP;
en effet, le point S^ sera l'extrémité d'un axe de symétrie de même
ordre que SS'; si nous remplaçons l'axe OS par l'axe OS^, nous for-
mons évidemment la même figure. Donc OQP est un plan de symé-
trie.

Ainsi, les trois faces du triangle PQS devront être trois plans de
symétrie d'un polyèdre régulier. La réciproque est aisée à démontrer ;
en effet, tout corps admettant ces trois plans de symétrie OPS, OSQ,
OQP admettra aussi OSP'7 comme plan de symétrie. Si l'on prend le
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corps symétrique du premier par rapport au plan OSQ, puis le symé-
trique de ce nouveau corps par rapportai! plan OSP", il coïncidera encore
avec lui-même; mais ces deux opérations reviennent à faire tourner le
corps d 'un angle PSP^- 2 (1—7)7 : au tour de OS. Donc OS est un axe
de symétrie pour ce corps.

En résumé, pour que l ' intégrale générale soit algébrique, il faut et
il suffit que les trois plans du irièdre OSPQ soient les trois plans de
symétrie d 'une double pyramide ou d'un polyèdre régulier.

Il faudra d'abord que les trois angles ÎJT, u.n, vu soient les angles
d ^ u n triangle sphérique, ce qui exige que l'on ait

). 4" (-'. 4" v > i ,

). + i ̂ > [M 4- v ,

!J. -|- I ̂ > V ~1- À ,

y 4- i >. }. 4- [J..

Ces conditions équivalent à la cond i t i on trouvée précédemment que
s in f y — a ) 7 T s i n f y — 6)71 j ., .,_L/—-J——\i—L,L, doit être coin pris entre o et ? .

yinyîî: bii^y — a ~ pjîr i

II revient évidemment, au même de considérer le triangle PQS ou
l 'un des triangles PQS\ QP'S^ QSP'; les angles de ces triangles ont les
valeurs suivantes :

PQS . . . . . . . . . ?.7T ^7T V7:

PQS ' . . . . . . . . . . . AT: ( î - ^ ) 7 T ( l - ^JTT

P'QS... . . . . . . ( I - À J Î T [JT. (i-^7r
P'QS7. , . . . . . „ . . ( • I - / .JT: {\-~-p.}^ vr.

On choisira celui de ces triangles pour lequel la somme des angles est
là plus petite. Soient A^TT, p!n, ̂ n les angles de ce triangle et soient V\
y!\ / les nombres)/, p/, y' rangés par ordre de grandeur décroissante.
Le Tableau suivant donne les systèmes de valeurs de )/', ^//, v" tels que
l ' intégrale générale soit a lgébr ique :
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!.. . . . . . . . .

I I . .• . . . . .
l â l . . . . . . .

IV. . . . . .
V- . . . , . . •

VI . . . - . . . .
VII.. . . . . .
VIII. .
IX.. . . . . . .
X. . . . . . . .
X I . . , .
XII. . . . . .
XIII. . . . . . .
XIV.
X V . . . . . . . . .

<.

2"
2
fî

i

3"
-!
2"^
5

"?
-L

î
<ït
"3"

'?-
\
2

jî.
;>

2"
1
3'

"3

t
3
\̂

1
J

^

Jl

2.

1

2
»'i
1
;î

:L

2,
«)
2

»

i (

^

^ 1
1 \
A i

-t ']1

1
'3

±

1
tî

1

^ /
i»
i

-(i;
i
3'
1 1

':{

» Pyramides doubles.

Télraèdre.

'\ [ Cube et octaèdre.
4- )

0 / Dodécaèdre et icosaèdre.

24. On a écarté le cas intermédiaire où le cercle décrit sur OC
comme diamètre est tangent à la perpendiculaire SS', c'est-à-dire le
cas où les deux transformations homographiques

(A) p7 -a^'K(p-a),

(B) . ^ -..-.- é..K-(^^)

ont un point double commun. Les points doubles de la première sont
le point ë, ~=^a et le point Ç==co , ceux de la seconde sont Ç ==o, Ç== ^-
Si l'on se reporte aux valeurs de a et de b, qui peuvent être nulles,
mais non infinies, un voit qu'il peut arriver de trois manifeï'ies diffé-
rentes que les deux transformations homographiques aient un point
double commun ;

i° a=o; il en sera ainsi lorsque l 'un des nombres a 4 - f — " 7»
j3 -h-1 — y sera un entier négatif ou nul.

^o ^ ̂  o^ c'est ce qui arrivera si 7 — a ou 7 — p est nul ou égal à un
entier négatif.
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3° ab == r ; cette condil ion donne

sin(y — a)7TSin (y — P)TT=== sinyTrsin (y — a — p)'n:

ou bien
cos(a — [3)7r==cos(o; -4- (3)7r,

d'où
(ce— i3)±(a-i-P)==-2m;

l 'un des nombres a ou /3 devra être un nombre entier.
Pour voir ce qui se passe dans chacun de ces cas, supposons le point

double commun rejeté à l ' in f in i ; les transformations homographiques
seront définies par les formules

•z' •— 2o~= K [z — Z o ] ,

z^z^Ïi'^z— ^),

les points z ^ , ^^ étant les deux autres points doubles. Elles donnent
lieu à une construction géométrique fort simple : étant donné dans le
plan un point M qui figure une valeur de z, on trouvera le point M'
figurant la valeur de -s'en faisant tourner le rayon z^M. d'un angle co
autour de ^o» °^ 1e rayon ^M d'un angle o/ autour de js,. Partant d'un
point quelconque du plan, il est clair qu'on peut appliquer ces con-
structions successivement dans un ordre tel qu'on ne retombe jamais
sur un point déjà trouvé; par exemple, on s'arrangera de façon que la
distance z^M. n'aille jamais en décroissant. Il y a exception pour le
point double commun, qui coïncide toujours avec lui-même.

Il y aura donc une intégrale particulière dont la dérivée logarith-
mique n'admet qu'une seule valeur en chaque point dn plan; cette
dérivée logarithmique est une fraction rationnelle. Dans l'hypothèse
adoptée où les nombres a, |3, 7 sont réels et rationnels, l'intégrale par-
ticulière correspondante sera une fonction algébrique. On voit, déplus,
qu'il n'en existera pas d'autre.

Il faut pourtant remarquer que cela cesserait d'être vrai si les deux
autres points doubles étaient les mêmes; clans ce cas, toutes les inté-
grales seraient algébriques. C'est ce qui arriverait si l'on avait à la fois
a == o, b =- o.
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Soil, p a r exemple, l 'équation différentielle

/ ^ <^ r / -i ^ dr i^,^)^+(4_^)^_^,=o,

^ —— (3 —— 1 ,/ —— :î^ — ^ — ^, y — ^.

Elle admet une in tégra le par t icul ière algébrique —5 mais Finté"
v'^

grale générale
C ^ (7 arc s in ̂

V^ \/^'

est une fonction transcendante.
Prenons au contraire l 'équation différentielle

, . d^r 1 , ^x\ (IT .,«
X i — .y ——— 4- 1 — —— —i, -4- 40 y == 0,1 / d x ' 1 y 3 / dx J "

^=..-1; p=.^ y=.^

On a à la fois a=o, &==o; l 'équat ion admet les deux intégrâtes
particulières

^ / 6^\ . ^r 6(1 — ^)"|
" V- -5 - ) - (^.^)»^_-^_.JJ,

de sorte que l ' intégrale générale est algébrique.

25. On a supposé, dans ce qui précède, que les deux intégrales <pi et
©2 étaient distinctes, c^est-à-dire qu^aucun des deux nombres a, |3
n'était nul ni égal à un entier négatif. Si cette circonstance se présente,
on remplacera (pa par une aut re intégrale, ©5 par exemple, et, en opé-
rant comme plus hau t , on sera conduit, à considérer deux transforma-
tions homographiques. Ces deux transformations homographiques au-
ront un point double commun, puisque Inéquat ion ( r ) admet comme
intégrale une fonction entière, dont la dérivée logarithmique est une
fraction rationnelle. Si les deux autres points doubles sont différents
(ce qui aura lieu, en général), il n'existera pas d'autre intégrale algé-
brique. Mais, si les deux autres points doubles coïncident, l'intégrale
générale sera algébrique. Pour qu'il en soit ainsi, il faudra que, l 'un
des éléments a, |3 étant nul ou égal à un entier négatif, l'autre élément
soit égal à un nombre entier positif.
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Ainsi l 'équation d i f fé ren t ie l le
^ (^ Y , dr

^-^^+^-^7=0,

Oïl
a==: — ^, |3 •=:,!, y ==• ^

admet deux intégrales par t icul ières algébriques, et, par suite, Pinté-
grale générale est algébrique:

r == C ( i - 4.r -+- s^} 4- C^ (i - ̂  .

S E C O N D E PARTIE.

1. Les Mémoires de Gauss et de Kunimer sur la série hypergéomé-
tr ique cont iennent un grand nombre de formules qui ne rentrent pas
dans les formules données plus h a u t fît qui n'ont l i eu que lorsque les
éléments a, ^, 7 satisfont à certaines conditions. Le type général de
ces formules est le su ivant :

.r1-1.^ - rp/ Fia, P, 7, x} == ̂ (i --- t}^ F^, p', -//, t ] ,

t é tant une fonct ion a lgébr ique de -r.
La f o n c t i o n .^(i — ^)y^ /(^ -— ^) / F(i%', fi', /, ^) est alors une inté-

grale de l 'équation d i f fé ren t i e l l e

( i ) x {\ — ,z' ) c—— --!- [7 — ( ff, -)•• p 4- i ) ̂ 1 ^7- — ^?J' === o ;v / k / ^/.r2 L ( ^ 1 .' -' .̂r t J

de sorte que l 'on est ramené à rechercher dans quels cas l 'équa-
t ion ( i ) admet des intégrales de la forme précédente. Telle est, ou \\
peu près, la voie suivie par K u m m e r ; mais i l n ' i n d i q u e aucun moyen
de t rouver tous les cas ou il existe de pareilles intégrales. C'est ce que
je me suis proposé de faire dans la seconde Partie de ce t ravai l .

S; 9 ^
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2. Je me placerai pour cela à un point de vue un peu différent. Dési-
gnons, avec R iemann , par P(^1) une fonction non uni forme de la va-
riable .x1, j ou i s san t des propriétés suivantes :

1° Elle n'admet dans toute l 'étendue du plan ou de la sphère que
trois points critiques, les points o, i, co ; elle est holomorphe dans
f o u l e région du p lan à contour simple, ne renfermant aucun des points o
et i.

2° En t re trois branches quelconques de cette fonction P', P", P " ' il
existe une re la t ion linéaire et homogène à coefficients constants :

CP'-r-^P^-l-C^P'7^ 0.

3° Chacune des branches de la fonction reste f in ie pour ^==0,
x == î , et aussi pour a;^= ce , quand on la m u l t i p l i e par une puissance
convenable de x ou de ï —-• x.

Riemann a d é m o n t r é , dans un de ses Mémoires, que certaines
brandies de la fonct ion P pouva i en t s 'exprimer par des produi ts tels
que ^"^(i —^''"^(a, ft, y, x}. On peut au jou rd ' hu i le démon t re r p l u s
simplement . 11 résulte en effet d 'un théorème donné par M. Tannery ( d )
que les diverses branches de la fonction P sont des intégrales d'une
équa t ion différentielle l inéaire du second ordre à coefficients uniformes,
n 'admet tant d 'autre point critique que les points o, i ,co , toutes ces
intégrales étant d'ailleurs régulières dans le voisinage d'un point cri-
t ique. Ainsi que l'a montré M. Fuchs, celte équation sera de la forme

fH p //g)
(„; ^[i- ^Y ̂  4- [ /~ (/4--m).r]^(i-^) — 4" (A^4- B^ 4- C)P == o.

On passe de l ' équa t ion ( î ) à l 'équation ( 2 ) en posant

y ^ x P [ \ - - x ^ P ;
\

A, B, G, /, m sont donnés par les formules

^ l ^ - ^p 4- y, m == 2 q 4- a ~\- (3 4- î -- y, A == [ p 4- q 4- a ) ( p — q "î- (3 ),
( C = p [ / ) — î 4- y ) , A 41- B 4- G =-:: q [q 4- a, 4- (3 — y).

( 1 ) Âundii. s ^cicfUffitftw^ di' l'Éco/c Normale înipéncare, '2e série., t. IV, p. i3o.
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Inversement , on passera de l 'équation (^) à l 'équation (i) en posant
P:=ar-^(i —.ry-'yy; ^ ̂  -y, p^ ^ seront déterminés en fonction de A,
B, C, /, m par les formules (3). Le théorème de R i e m a n n est démontré
par la même.

[Pour achever de définir la fonction P, il faut ajouter la condition sui-
vante : si P', P" sont deux branches linéairement distinctes, le déter-
minant

p' p^
D =: ^ r/r

clx (I.T

devra être différent de zéro pour tout point du plan autre que les points o
et i. Si en effet ce déterminant était nul pour x~='a^ le point x — a
serait pour U équation différentielle un point A APPARENCE snsrGiTuÈRE.
Considérons, par exemple, les intégrales de F équation ( ï ) ; il est clair
qu'elles satisfont aux conditions qui servent à définir la fonction P. Si
l'on multiplie toutes ces intégrales par le binôme [x—.2), // en est de
même, au premier abord, des nouvelles fonctions ainsi obtenues. Cepen-
dant, elles satisfont à l'équation différentielle linéaire

i U y^/^Z-.r(T-.r)(^-2j-^

.4., j j" y —, ̂  -^ p "i- î ) .y ] (.r "••"•- 2) — 2. x (i — x'} \ [x — 9.) -."-

-1- J 2 x ( i — .r ) -T- [( <y. -4- (3 -!~ i ) .r -- y ] ( .r — % ) — ap (.r — ?. )2 [ z =- o,

y m n est pas comprise dans la forme (^). Af(2^ /<? déterminant D (?.y<! <?W-
demment nul pour le point x == a. ]

Remarquons qu'étant donné un système de valeurs pour A, R, C, /,
m, il en résulte quatre systèmes de valeurs pour/) , q, a, ^ ,7 ; l 'équa-
tion (a) , et par suite l'équation ( i ) , admet donc quatre intégrales de la
forme ^"^(i -—.y)'"''7?^, |3, 7, ,x') : résultat bien connu .

Soit ma in t enan t t une nouvelle variable liée à x par la relat ion
x-^ y ( ^ ) ; si, re la t ivement à t, la fonction P satisfait aux mêmes con-
ditions que relativement à x, quand on fera dans l 'équation (2) le
changement de variable .z"===^(^) , on devra trouver u n e équat ion dif-
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férenlielle (4), analogue a l'équation ( a),

(4)<2(-^S^ / '-( / '+"'')^( I"^-(A 'r2+B ' /"-c/)p==o• '

II est clair que le problème traité par Kummer rentre dans celui-ci ;
si, en effet, l'équation (i) admet une intégrale

x!'[ï - x } ' i lP ' ^ - t}'i' F(y. ' , ]S',y ' , /) ,

réquation (2) admettra l'intégrale

lp' (, _ / ) ' / ' F (a', y , - / ' , i).

Si doncdansréqualion(2) on fait le changement de variable x^{t).
on devra obtenir une équation différentielle telle que l'équation (4).

La question qui se pose est donc la suivante :
Reconnaître pour quelles valeurs des constantes A, B, C, /, m il existe

des rangements de variable x^.^t} par lesquels l'équation (2) ne
change pas déforme, A. B, C, /, m étant remplacés simplement par des
constantes nouvelles A', B', C', !•', m'.

Quand on aura trouvé les conditions auxquelles doivent satisfaire les
coefficients A. B, C, /, m, les. relations (3) donneront les conditions
que doivent remplir les éléments a, (3, y eux-mêmes.

3 Dans l'équalion (a), faisons le changement de variable ;»==^);
ou a, en désignant par x' et x" les dérivées de x par rapport à t,

dP
dP _ th
dx x

^ " ( î p

/ / 2 p— r f ^ l_a— r f i
~dxï~~~x"l ' x'^

de sorte que la nouvelle équation différentielle sera

^(2r^^p4-^^-^-^'^'--)-^"2-^
x 1 ' 1 dV1 L x

Supposons a-, x , ^ remplacés par leurs valeurs en fonction de t.



SUR L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE LINÉAIRE, ETC. 8.69

Pour que la nouvelle équation ait la forme voulue, il faudra que l'on
ait

. r ^ f r—^ 2 /^i — ^ 2

(5 ) A7 2 (A^2 -^-B^-^-C) "A^2-}- S^+C''

/_ ( /4 -^ ) . r ^ ^ __ r—u1-}- ^}t
(6) ^-r^)--^'" ^'-- t [ i - t }

Cette dernière équation peut être intégrée une fois, car elle n'est autre
que

^L[^(r-.M^^LM-^L[^.-^^.

On pourra donc remplacer le système des équations (5) et (6) par un
système formé de deux équations différentielles du premier ordre :

^ v/A^l±^Z±ï^=: l̂ Il̂ ^A,
^ x [ ï - ~ x } l [ ï — l )

dx____ K^__
( 1 ) ^7(71- ,̂  )m — ^-Y_ ^ ^//,/ • „

Les constantes A\ B', C, //, m\ K sont arbitraires; il s'agk de voir
dans quels cas on peut les déterminer de façon queles équations (5 ) et
(7 ) aient une intégrale commune.

4. On aperçoit sans peine cinq transformations qui réussissent dans
tous les cas, quelles que soient les valeurs de A , B, C, /, 772; ce sont les
suivantes : •

i - ï t i - ï
^I-^ ^=^ ^.^--^ X^-^^. ^--..-^-.

Ce résultat est d'ailleurs évident si l'on se reporte à la définition de la
fonction P. Si une fonction multiforme vérifie les conditions exigées
quand on prend x pour variable, il est clair qu'elle les vérifiera aussi

• L.I I ï x
quand on prendra l 'une quelconque des variables ï -oc, y ^-^ -^—^

^ZZl, car les valeurs de Fune d'elles, pour les valeurs o, ï , ce attri-
se

buées à se, sont aussi o, ï , w dans un certain ordre. Il résulte de là
une méthode très simple pour retrouver les vingt-quatre intégrales de
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Kummer, lorsque les éléments a, ;S, 7 sont quelconques. Je ne m y
arrêterni pas.

J'ajoute qu'il ne peut exister de transformation rlu premier de^ré
par rapport aux deux variables, différente de celles-là. Considérons
la transformation x =- ———-. Si les valeurs de ^ qu i correspondent
aux valeurs o, r , oc a t t r ibuées à x sont aussi o, i, co dans un certain
ordre, la transformation sera l 'une des précédentes. Supposons, au
contraire, que pour^-"=o, par exemple, t prenne une valeur finie ^,
différente de o et de T [fig. î 4 ) - Faisons décrire à la variable x un

Fiff. i4.

o
petit lacet entourant l 'origine : le point t décrira un petit lacet entou-
rant le p o i n t a . Après un pareil chemin, une intégrale quelconque de
l'équation. (4) reviendra à sa valeur init iale : le point ^ == o ne serait
donc pas lui-même un point critique pour l 'équation (^ ce qui est
contre l 'hypothèse.

On voit de p lus que, si pour des valeurs convenables de A, B, C, /,
w on peut faire la tnmsformation x ="= © ( ^ ) , on pourra, pour les mêmes
valeurs des constantes, faire les cinq autres transformations

^=?(i-^ ^^?(y)> ^:-.o(^—^^ -̂:̂ î , ^^-^y
De la forme des équations (5) et (7) on peut encore déduire d 'autres

conséquences. Si pour des valeurs de A, B, C, /, m on peut faire deux
transformations différentes x^(f(t}, x ^= ^(^) , pour des valeurs con-
venables des mêmes constantes on pourra faire la transformation
y^)^^). Ainsi, d'une transformation x—-rD[t') on pourra déduire
toutes celles que l'on obtient soit en remplaçant x par i — < y , I"?

X
1 X X — 1 . . , I I t——, ——., ——, SQ^ Q^ remplaçant t par t — t, -•> ——-» ——ji •— x a; •— i x t ' t 7 t i ̂  f / — i
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—^—5 soit en faisant les deux opérations simultanément, . ce qui fait
en to nt trente-six transformations, pouvant d'ailleurs n'être pas toutes
différentes. Nous déterminerons en même temps toutes ces transfor-
mat ions , ainsi que les transformations inverses.

5. Si les équations (5) et (7 ) admettent une intégrale commune, cette
intégrale vérifiera aussi l 'équation obtenue en divisant ces deux équa-
tions membre à membre :

V'A^2-^ B^^~C^-^'i — ^)^-i == K v^V ̂  4- n'J^T/ ^ - ! ( i — £ ) ^ - ï .

Prenons la dérivée logarithmique; il vient

, [" ^ A x -i- B / --- r m — î ~j/7^« 1 _____________________, ___. _____ ____ ______
| ^ 2 ( A X 2 -h B X -4- C ) X X •— î J

. [ " 'îA't^-W r-î w^i'1
^zz. {it î ——-—_____________ -4— ____ -4— •-———— i »

i^[^^^Wf~}-C) t . ^ /-i J

Remplaçons dx et dt par des quantités proportionnelles tirées de
l 'équat ion (5) et élevons au carré; i l v ient f ina lement

, j f ^ A ^ - T - B)^(^-i) -•.-^(A^2-)- B^~( -C) [ ( /—i ) ( . r— î ) -r- [m — i).y] { 2 '
j ^ ^ ^ ^ ^ ^ , ^ ^

^ S(2A^ + B/) t [ t - i } + ̂ .(A^^ 4- B^ 4- (7) [{l'- î) [t -1) 4- (m7-- r) /]^^ .„ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ _ . ^ ^ , _ . „ . .

Si cette relation n'est pas une ident i té , on voit que x sera lié à ^pa r
une équation algébrique qui sera au plus du sixième degré par rapport
à chacune des variables.

La relation (8) sera une identité si les deux membres sont nuls ou
s'ils se réduisent à des quantités constantes et égales.

i° Pour que les deux membres de l ' équat ion (8) soient identique-
ment nuls, il faut et il sutfit que

^^^^.^^^^ __^/^.f ^ ^^T^:'"^^:" '̂̂ 7-^! — ^/^--l

se réduisent à des constantes; A^'2-!- Ba? 4- C== o ne devra admettre
d 'autre racine que o et î , et, de même, A^2 -h B'/ f- 0'= o. Toules les
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combinaisons possibles sont résumées dans le Tableau ci-dessous :

1er cas. 3" cas. 3° cas. 4° cns. 5e cas. 6° cas.

A 4- B == o, A == o, A == o, A == C, A == o, B = o,

C=o, C = = o , B - 4 - C = = o , B - î A : = o , B=o , C = = o ,
/==/?7==:^, 1==:^ m=î, l-==i, m==j , . Z = r , ni==o, / = = / ? 2 = = i , ^==0, /n==i .

À=±:^ ^=±:^ ^==±^ ^=±:i, ^===±1 , ^=±:i,

i/=d:^, i/=:±l, ^==±:y, À==±:^., u==±:y.

On a inscri t au-dessous les conditions correspondantes que doivent
remplir les éléments a, ?, 7; ^, p., y désignent respectivement les quan-
tités 1—7, 7 — a — f 3 , f S — a :

7, == ï — y, .̂ = y — a — |3, y =. (3 — a.

On aura pour A\ B', C, /', m' des condit ions ident iques . Dans cha-
cun de ces cas, les équations (5) et (7) se réduisent a une seule et l'on
peut faire une infinité de changements de variable qui n 'a l lè rent pns
la forme de l 'équation ( 2 ) . Par exemple, si l 'on a A-4-B=-=o, C = = o ,
" /==m== 1 , il suffira de prendre pour x une intégrale de Fune des
équations différentielles suivantes, où K est arbitraire :

dx _ R dt ^^L— — —Î L ^ _ _ J<^_
^ï(7---"ï") ^/ [ i -^T) \l1jc ("i — 'ï") . ( i — t} ̂  \/.%- ( i — x} t \ l i — t

dx „K dt dx _ K dt dx — K d l .'̂(7"^~) / ' ^^-^-^^. ^ _ ^ ^^^ ^ _ ^ ^ / ( ï — ^ j

11 est aisé de s'assurer que, dans tous ces cas, l ' intégrale générale de
l 'équation (4) , et par su i te de l 'équation (2) , s'exprime au moyen de
fonctions élémentaires. Je remarque d'abord qu'on peut ramener le

ÛCdeuxième et le troisième cas au premier en changeant x en — — o u

en -l-î de même, 1e c inqu ième et le sixième cas se ramènent au qua-oc
t r i ème par le changement de x en —— ou en i—x. I l reste a consi-
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dérer les deux équations
f1^ p Jp

( \ vv -• / 1 \ —' •"• & Ï"»^ ï —x ——^ + - i — ^ — . 4 - AP -==. o,
dx1 ' " . ' ûx

^d2? dP ^
^2 —— _^ .̂ -;_ A,P == 0.

• dx^ dx

L'intégrale générale de la première équation est, comme on l'a déjà
vu,

p , _ _
arcsin — •===. ^/Aarcsin \/x -\- d-

ti

Quant à la seconde, l'intégrale générale est

P ==C^^ r-4-C2^•~ / ' ,

r désignant ^/"^~Â. Comme cas particulier, si A était n u l , l 'intégrale
générale serait

P =:=€,+Ça L(.r).

2° II peut arriver que les deux membres de l'équation (8 ) se ré-
duisent à des constantes; il f aud ra pour cela que A^2^- Ba?+• C ad-
mette comme facteur double .r ou x — ' i . ou se réduise à une constante.
On a inscrit ci-dessous toutes les combinaisons possibles :

ï,01' cas. r^ cas. . 3° cas.

B==o, , A==C, A ==0;
C===o, B — 2 A = o , B==o,
l == o, . m == o, ' l -l- m == 2, , , ^ .

On trouve pour a, p, 7 les mêmes conditions que dans les trois
derniers cas examinés. • ! ! / • ' • ' : '

Supposons, par, exemple, A == C, B — ^A = o, m = o; on pourra
faire Fune quelconque des transformations

/ { \n
x^VL^, ^=Ki( i—^^^=K^^y^3-^^

ou KI et n sont arbitraires. On voit sans peine que l 'intégrale générale
d e r é q u a t i o n ( 2 ) e s t e n c o r e d e l a f o r n i e

P==C^^r-4~C^r/•
S. 10
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En résumé, lorsque l 'équation (8) se réduit à une identité, on peut
effectuer sur l 'équation (^) une inf in i té de changements de variable qui
n'altèrent pas la forme de cette équation^ et l'on pourrait en déduire
une inf ini té de relat ions rentrant dans le type des formules de Kummer.
Mais il est à remarquer que toutes ces relations auraient lieu entre des
fonctions qui s 'expriment au moyen des fonctions élémentaires, expo-
nentielles, circulaires ou logarithmiques.

6. J'écarte donc ces cas particuliers et je suppose que l'équation (8)
ne se réduit pas à une ident i té ; s'il existe une intégrale commune aux
deux équations (Ô) et (7) , x sera une fonction algébrique de t au plus
du sixième degré par rapport à x et à t. Ce n'est donc que parmi les
fonctions algébriques que nous avons a chercher des fonctions qui
puissent servir à la transformation de l 'équation (2) . Nous détermine-
rons d'abord les transformations rat ionnel les; on démontrera plus loin
que toutes les autres se ramènent à celles-là.

Soit»a?== -^ une transformation rationnelle; K et S sont deux poly-
nômes d 'un degré au plus égal au sixième, e i r u n au moins d 'un degré
supérieur au premier. Parmi les valeurs de l qui correspondent aux
valeurs o, i, co attribuées à oc, il y en aura au moins une qui sera dif-
férente de o, i , co . Supposons, par exemple, que pour x=o on ait
^===0, pour x = ce ,t= i. Alors R sera égal à Kf, S à K ^ i — ^ ) - 9 . Les
valeurs de t qui correspondent à ^==1 sont les racines de l 'équation
Kf— K^ i—^y==o . L'un au moins des nombres r, s é tant supérieur à
l 'uni té , le premier membre de cette équation ne se réduit pas à une con-
stante; d'ailleurs elle n'admet comme racine ni o ni i. Il y a ,par consé-
quent, des valeurs finies de i correspondant a.r===i qui ne sont ni o ni i.

Je suppose donc que pour ^==0, par exemple, t prenne une valeur
finie ^, qui n'est ni zéro ni l'unité. Le point a?==o sera un point cri-
tique pour la valeur de ty qui devient égale à ^. En effet, faisons décrire
à la variable oc un petit lacet autour de rorigine {fig- i 4 ) ; si t était
une fonction holomorphe de x dans le voisinage du point x == o, cette
variable reviendrait à sa valeur initiale après avoir décrit un petit lacet
autour du point ^. On en conclurait comme plus haut que rorigine
n'est pas un point critique pour l 'équation différentielle (^ ) .
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II faudra par conséquent que plusieurs valeurs de t deviennent égales
à t^ pour x ===o; soi t /z leur nombre. On aura

x-=.{t^-t, )"/(/),

f{t) étant une fonction rationnelle clé t qui n'est ni nulle ni infinie
pour t=t^ On aura de même

^=[t-t^^W.

f^ [t) jouissant des mêmes propriétés que/(^) relativement au point ^.
D'ailleurs, d'après l'équation (5),

dx _ _ x [ ï — x } ^A' r3 4^B/T"4- C
dt ~ t ( i — t ) ^^^ -̂-g -̂̂ -̂

Le quotient ———-^st différent de zéro pour ^ = = ^ . Si aucun dest[\ — t )
deux trinômes A^2 -h-B^-t-C', A<^ t2-+-B^-^ C n'est nu l pour < r=o ,
t=t^ on aura

^==(^-^,,)^(^,

^(^) étant une fonction uniforme de ^ dans le voisinage du point t^ et
différente de zéro pour £===t^ ce qui est évidemment absurde. Si
A^2 -i-B^4- C était nul pour t^== t^ sans que C fût nul , on aura i t

^^ {£ - t ^ ^ [ t ) ou ^^[t-t^^[^

^ { t ) ayant la même signification que plus haut, ce qui est encore im-
possible.

D'oa l'on conclut que :

Si, pour x=o, t prend une valeur finie t^ différente de z,éro et de
U unité, il faudra que le coefficient C soit nul.

7. Reste àtrouver les valeurs que peut prendre le nombre entier n.
Plusieurs suppositions sont à examiner :
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Première hypothèse :

A^-i-B^ +0^0, B^o.

On aura
^=:^^(^=(^-^)^,(^).

D'ailleurs
g=(,-^)-^,(,).

Il faudra donc que
îî 1 , ^- ^=: n — i, d o a n == 2.
2

Deuxième hypothèse :

A'^-hB^+C^o, . B==o .

On aurai t
^ = = i p ( / ) , d'où ^ = = 1 .

Donc celLe hypothèse est à rejeter.

Troisième hypothèse :

A^î + Wt^ -t- (7== o, 2A^ "h B' ̂  o, B > o.

On aura
y /? ~t- 1

M^ = ( ^ - /., p"" ̂  ( ̂ ) , d'où n - l ~ • • î == 7i -~ ï , /< == 3.^^, \ y T \ / ^

Quatrième hypothèse :

^ + B'/i -i- C'r^ o, aA^ .4- B^ o, B = o.

On aura
r/y -ï-

, ^(^^)^(^ d'Où 7^1. •

La transformation élant supposée rationnelle, cette hypothèse est à
rejeter.



SUR L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE LINÉAIRE, ETC. 8-77

Cinquième hypothèse :

A^+B'^ -}-G==O, aA^+B^o, B^o.

On aura
^=(^^1^),

d'où l'on tire
M ,- -4- i ==. n—i, n == 4'
2

Sixième hypothèse :

A^+B^i +C'=o, aA^i +B'=:o, B=o.

On aura
i1v—.-^[t—t^^[t}, d'où ^=2.
t^ 6 •

Les seules valeurs admissibles pour le nombre entier n sont, par con-
séquent, 2, 3, 4-

On obtiendra les valeurs correspondantes de l en remarquant que le
dx

rapport-^- doit rester uni pour ^==0, t=t^ ce qui exige que l'on
.„ , n — îait l = •—— •n ' '

8. On prouverait de même que, si t prend une valeur différente de o,
î , oo pour x == î ou pour x = oo , on devra avoir A.-+- B + C = o dans
le premier cas et A==o dans le second. Il suffît , pour le voir, de chan-
ger oc en ] — x ou en -1-- En écartant le cas singulier où l'on aurait à la

^fo i s A==o, B^o, C==o, on voit que, si l'on attribue à a? les valeurs o,
r , oo , il y aura au moins une de ces valeurs pour laquelle aucune des
valeurs de t ne sera différente de o, ï , co . Nous supposerons que c'est
pour la valeur ^==cc ; nous supposerons en outre que, pour a?==o, t
prend une valeur finie t^ différente de o. et de î ; on aura toujours
ç ̂  ^ II y a^a deux cas à distinguer, suivant que parmi les valeurs de /
correspondant à oc= î il y en a, ou non, qui ne soient pas o, î , co .
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La transformation aura l 'une des formes suivantes :
( a ) x = z î ^ ^ [ i — t Y ,
(6 ) ^^R^r,
(c ) ^^B/^ i—^
(rf) ^=I{",
, , • R^7'^ .̂.̂e ^=

, R ^ ( i — iY
(/) ' ' ~ " " " ^ r - ?

R^
(g) ^==775{ 6 ) - —' -̂ r •>

Rra

(T-:7p5 .( A )

R^? ^ ; '̂ ( i — t }8

R désigne une fonction entière, au plus du troisième degré, qui n'ad-
met aucun facteur double, et qui n'est n u l l e ni pour t ==o, ni pour
t= i ; n est un des nombres 2, 3, 4; r et s sont des nombres entiers
positifs.

On peut réduire- ces transformations à un moindre nombre. Ainsi
l'on peut supprimer les formes (c), (/), (À), qui se ramènent aux formes
( & ) > {e], {g) par le changement de t en i "-1. Prenons encore la trans-
formation (^); soit r ' le degré du numérateur .

T Rft H/<?

Si r 5 r , par le changement de t en -5 — se change en •——, ou enL L t
B^r-^ et l'on est ramené à la forme ( & ) ou à la forme {d}. Si r'>r, on

f _ ^ J^n nn
changera t en ——; — se change en —,——t-—^^^^^^ et l'on est ramené à la[ j, '"' î - i i — " ]
forme (î) . Prenons de même la forme ( < ? ) ; soit s ' le degré du numéra-
teur. Si s ' ^ s , changeons t en , ; --...,~-/, se change ent '— i [i — t j

(7-^^-W1--^

et l'on retombe sur la forme (a) ou la forme (&) . Si / >;9, on changera
i P^7' " P^t en ^ —^—^ se change en ^^^^^ et la transformation est ra-

menée à la forme (?").
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On peut donc se borner à considérer les quatre formes suivantes ;
( ^ ) ^r=R/2^_ ̂

(^) x=i\'n^
( d ) ^===B/s

'••' -î -
9. Nous allons maintenant calculer effectivement les coefficients

inconnus qui entrent dansées transformations. Supposons d'abord que
pour x=^ î aucune valeur de t ne soit différente deo, î , oo. Si la trans-
formation a la forme ( û f ) , les valeurs de t pour x==- î sont données par
l 'équation

R ^ / ^ i — t]^- 1=: o.

Il est clair que cette équation n ' admet pour racine ni t= o, ni t=î,
et que le premier membre ne se réduit pas à une constante. Prenons de
même la forme (6) ; l 'équation Wf—i -~^ o ne devra admettre d'autre
racine que l= î . Donc on aura

R/-?r===I -r- H ( ï —, t}5.

Or le premier membre admet des facteurs multiples, tandis que le
second n'en admet pas; l'é^Hté est impossible.

Si l'on a la forme (r/), l 'équation 1P—" ï == o ne devra admettre
d 'autre racine que o et î , ce qui exige que n soit égal à ^ et que R
soit du premier degré. On trouve sans peine qu'il faut prendre
I{== a t — s y d'où résulte la transformation

.r== ( - 3 ^ — î ) 2 .

Pour que la forme ( ? ) convienne, il faudra de même que R/2— ^( i—^
se réduise à une constante H. L'équation W—tÏ^ o ne devra admettre
comme racines que ~i==.o et t= î . On retombe ainsi dans le cas précé-
dent, ce qui fournit la transformation

3C (̂ .L l̂l2•4^~i) '
Pour que ces transformations puissent être effectuées, il faut que

l'on ait C = = o , l == |r. On trouvera ci-après le Tableau des transfor-
mations que l'on en déduit par le procédé indiqué plus haut, ainsi
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que des transformations inverses. On a mis à côté les conditions que
doivent remplir les constantes A, B, G, /, m et les éléments a, |3, 7
eux-mêmes; \ p., v ont la même signification que plus haut.

C=o,
l=ï, .
X^. (

A+B+C—.o,

m === -^

^J±,. (

A^o ,
Z+m==|, ,

A 4- B = o,
/=w, <

À==:dr^

B + C = o,

^ -{- am == a,

^.—±v.

A ! C — o,
^ ^ 4- m == a,

X===bv.

i....
ii...

in..
ÎV . .

V. . .

VI..

VII..

VIII.

IX..

X. . .

/
XI..

XII..

/ a — A 2 / ï ^ ^ 2

X == ( 2 i - l }-\ X = (̂  - .̂ —— ) , ^- = ̂ -7j '

(2 f - l )2 „ (2-^ ^-('J:^2,
^ ^ ^ - ^ , ^. ^..-^, X- ^

, „ ,, „ 4 (< -^ ^ r:4,L.
A-=--4<(l-^), ^ — — --^3 ; ^ ( l — — < ) 3 '

1 ^:i ( I - / )2

^l^z-^ ^ - 4 ( 7 - ï ) ' A- 4, '

i / t \'2 / I- i f^a

--(-.-7---,-).' a;=^)' ":=:^7)'
4 < ( < - i ) 4 ( i - 1 } „ 4<

^ - ̂ ^Y 1 •a; = (T--:--̂  ' " - T^7)2 '
i + ̂  , i + V''"--^, ^ .L:1- -^,.^-y-' ^--.--.^---' .^- ^^

, [- ̂ ~-~t . V/^ —'1' + ̂  ^ ̂  ̂ ±.v/̂ ,":-[,
a' ~ '"T^Ï^-T ' ';i?"'' a/<"—'ï '' '" a^^'

(^ -1- ̂ -')2 . - (I + ̂ /I"-::"/)2, ^ - (.I+-^-2,.̂ ̂  .V-Y.——-".-..-.^r;.--? .2? =— --——.----.-——-•• 1 •^—— . ,- '

4^(<-i) 4^ I- f ^V

a a — J:-Yi-
a; i+v'ï' x .jt+V'i-< ^^^

i^/~r=~t 2^ -1 ^ . wf ^
^ I + ^ / T - ( 1 ^/t-l+\/t \jt+\lt-l

^ \ / t ( t - i ) „ 4 ^ ' - ^ - ^--i^—,
X--Q•Ï^T=\Y' ';-(I+^--^ ('+s/<J2

, ^-i ^ v/7EÏ-rI, ^-i--^,
'?-7i+*' ^/T^7+i' .+^ ,

i-^i-f ^--^-i ^-.I-^,
—TT/r^r "-v/7+^x-' '-^-.4-^

/^^î+s/A2 ,/i+^^Y ^/ .L- tVA 2 .
"-^---xr^'" ^-^) \'-^/
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Les transformations VII, IX, XI sont les inverses des transformations
rationnelles. Quant aux transformations VIII, X, XIÎ, on les obtient en
combinant, comme on l'a déjà expliqué, les transformations 1 et II. On
peut aussi les obtenir en combinant III et IV ouV et VI.

Le Tableau précédent renferme toutes les transformations signalées
par Kummer, dans le cas où deux des trois éléments a, ?, 7 sont arbi-
traires,

10. Supposons roainteDânt que, p o u r ^ = = ï , plusieurs des valeurs
de t soient différentes de o» î y OD ; on aura à la fois

C==o, A-4-B=o.

Examipons quelles senties formes de la transformation qui peuvent
convenir.

Soit
.y^R^I—^.

Les valeurs de t pour x-=^i sont données par l 'équation

R»r(ï"-^--i==o.

Cette équation n'admettant comme racine ni o ni i, il faudra queTon
ait:

R ^ r ( i — ^ ) ^ = - = : i + S<

S est- une fonction entière de même nature que R; n et n' sont un des
nombres 2, 3, 4î r^t s sont des entiers positifs. Remarquons, en outre,
que chacun des membres de c^tte égalité doit être d'un degré infé-
rieur ou, au plus, égal au sixième, et que l'on ne peut supposer
n-^n'^Si, car on devrait avoir en même temps /== m ̂ -7 et l'on re-
tomberait sur un cas particulier examiné.

Ces distinctions bien établies, nous allons démontrer que Pénalité
précédente est impossible. On voit d'abord que S ne pourra être du
premier degré, car alors le second membre n'admettrait pas de facteur
multiple, le premier en admettant. Supposons

S =r al2 4- bt "4- €, nf —= 'î ;

n sera égal à 3 ou à 4? <3t 1^ premier membre sera d'un degré supérieur
S . T I
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au quatrième. Soit
S ̂  af2 + bî + c, n^ 3 ;

les'deux membres seront du sixième degré; le second membre admet
au plus un facteur multiple d'un ordre de mul t ip l ic i té égal à 5. Il ne
peut en être de même du premier membre, car, si R est du premier de-
gré, n égal à 2, l'un au moins des nombres entiers r, s sera supérieur
à l 'uni té .

Supposons enfin
S = at^ -4- bt^ — et ~\- d, n'-^. 2 ;

n sera égal à 3 ou a 4? et le premier membre admettra soit un facteur
quadruple, soit un facteur triple et un facteur double. Le second
membre ne peut admettre de facteur quadruple; il ne peut pas non
plus admettre un facteur double et un facteur triple. Le facteur double
devrait être t ou t — i ; supposons que ce soit t : ' û faudra que l'on a i t
c == ô, <'/--=!, mais alors l'équation

ai^-.^ ht'^-h ?. — o

n'admet pas de racine triple,
• Examinons de même la forme (W). Pour que cette forme convienne il.
faudra que l'on ait

R^.-i^s^/^i— ty.

C'est une égalité identique.à la précédente, sauf qu'ici r et s peuvent
être nuls. On verra d'abord que R ne peut être du premier degré. Si
R est du second degré et n égal à ^, on*devra prendre, pour n ' , 3 ou 4,

- e l l e second membre admettra un facteur triple ou quadruple, alors
que le premier n'en admet pas. Le reste de la discussion s'achève
comme tout à l'heure, et l'on démontre que l'égalité précédente est
impossible.

Pour que la forme (6) convienne, il faudra que Fon ait

R^r—i^s^ î— ty,

s pouvant être nul. Si s est nu) , on retombe dans le cas précédent.
Supposons donc r et s différents de zéro. Les fonctions R et S seront au,
plus du second degré; comme l 'un des nombres n^ ri doit être supé-
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r ieur à 2, il f a u d r a que l'une au moins soit du premier degré» Soit

R = = a ^ 4 ~ & ;

je dis que K ^ f — i ne peut présenter qu'un facteur multiple, qui est un
facteur double. En effet, tout facteur multiple devra diviser la dérivée,
c'est-à-dire

Rn-'i r--1 [nat 4- r[at -h b)\» •

La seule racine de la dérivée qui convienne est évidemment donnée
par l 'équation du premier degré

nat 4- r[at -i- b) •==. o»

D'ai l leurs^ cette racine n'annule pas la dérivée seconde

n[n — i)a2^-}- ^nrat[at 4- b) 4- r ( r — i) [at 4- b)'^^ o.

De la première on tire
al ^ nt 4- b
r — /t

el, en portant dans la seconde équation, le résultâtes!

— nr[r 4- n),

toujours différent de zéro, puisque r et n sont des entiers positifs.
S^(ï-~ t)5 ne pourra donc admettre qu'un facteur double; or, .si 7^==^
71 est supérieur à .2, le premier membre est au moins du quatrième de-
gré. Donc S devra être du second degré ou s supérieur à l 'uni té; dans
les deux cas, le second membre admet plus d 'un^ facteur multiple.

La seule forme qui puisse convenir est donc la forme ( ^ ) ,

R^
x :

tr[ï^t.Y

Les valeurs de t pour x= i ne pourront être ni o ni i; elles devront
toutes être racines multiples de l 'équation

J{/ï^, ^•('i -^ t\S^ o,

au même degré de multiplici tés
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On est alors amené à résoudre le problème suivant :

Trouver deux/onctions entières R^ S et deux nombres entiers riy n'
de telle sorte que l'équation

ï^ -. S^ = o

n} admette que les deux racines t=p^ t -^ i , R,, S? n, bê lan t soumis
aux restrictions déjà indiquées.

On ne peut supposer n--=n^ 2, pour la raison qu'on a vue plus
haut. On ne peut pas non plus supposer n===^= 4 ? car l 'équation

Ip1 - S^ == o

admet toujours plus de deux racines distinctes. Les seules hyppthèses
admissibles sont les suivantes, en supposant n^n^ :

n == 3, n == 2 y n == 'A, H == 3,

/i'=== 3, ^^ 4? nf=: ^s n'=[{.

11. Soit
n •:•=. n' == 3.

L'équation R3 — S3 -== o équivaut aux trois équations

R==S, K=JS, R=.=:j2S.

Le premier membre de l 'une déciles devra se réduire à mie con-
stante, elles deux autres devront admettre chacune une racine dis t incte^
ce qui exige qu'elles soient du premier degré.

Soient
î{ == £ -1- u, S =- /• 4- V.

Il faudra que Fon ait
U^j'^, ï-!-^=./4"J'^

d'où ron lire
^J^ u^^

On a en effet l'identité

[ t ^ j Y ^ { t ^ J ^ = 3 j [ j - t } t [ t — t } ,
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et l'on en déduit la transformation

——-Jll̂ l-̂
^-3j(j-^(i---f)'

On trouvera ci-dessous les transformations qui se ramèneûl à celle-là;
/ désigne une quelconque des racines cubiques imaginaires de l 'unité :

• , A.--i-B==o, C^o, |

X I I I . . . . . . . . . . . 1 ^=j, L=-—l±^—-,
i - ^ 3^^)^^)5

' Â-:='±:1 a==±:1. 1

i A == o, C == o, i
X I V . . . . . . . . . . . } l==m^J, f,,^^±7r,

j - \ { t + j ^ »
- {^^, .=^.)

, A = o , B4-C==o, ,

XV,..........J /-»z=j, L^^-.'UÎ1---^.
l - [ (^+J)3

(^=±:^ v=±^.]

Transformations inverses.

A=C-----B, ^_y2^-,/^r^7 ...J^̂ .-̂ L ,_./1^-/
/=--m=|, "'"""^^"ï—^ ' '^""'^^^.^/T^rT' 'a' ~ i-^~'

i ?,=±:^., 1 -^7 j'î^r-=~t-j i-î'r^
^ tA- — •" —.————— 5 *-€' — •—————~~r=~=rr':— ? «.̂  —• T"^-^^:"—— «
\ À==±^ J^i-J î - ^ î - ê ^ ' ^ ^ i ^ j

i2. Soient
/z ===: ^, n1 ==: ^. •

II s'agit de déterminer deux polynômes R efc S tels que
R2_s. î^ H r ( ï — ^ ) s

la constante 'H étant introduite pour faciliter les calculs* Celte ident i té
peut s'écrire

( R _ S 2 ) ( ^ + S 2 ) ^ H ^ ( i _ ^ ^

On en déduira
R-S^rrH7^ R^S^H^i--^.

En eftet, les deux équations B.—S^o, R4-S2=-=o ne peuvent avoir



S. 86 , É . COURSAT.

d'autre racine que o et i ; d'ailleurs, ces équations ne doivent pas ad-
mettre de racines communes, car une racine commune annulerait R et
S, L'une des équations n'admettra donc que la racine î-^o et l'autre
la racine î= i , à moins que le premier membre de l 'une d'elles ne se
réduise à une constante, circonstance que l'on examinera plus loin.

S est forcément du premier degré, mais R peut être du premier, du
deuxième ou du troisième degré. Supposons R du premier degré,

R:r=^4-- b, S ==m£-+- n,

1{ — S2 = ~ m2t^ -4- ( a —- ^mn ) i 4- b — ^2,
K 4- S2 == m2 r2 -l- ( a -h 2 mn ) t -r- b -h- n2.

Comme on peut toujours supposer ^==1, on devrait avoir à la fois

b :=••= t , a ==: 2 W, m2 -r €C -r .2 m -h 2 :-= 0, 2 W2 4- 0 -i- 2 W =.:;„; o,

ce qui est impossible.
Prenons R du second degré :

• R =: al2 --h bt -4- c.

Si aucun des trinômes B —S2 , R4-S2 ne se rédui t au premier degré, on
devra avoir

c = - = - 1 , b == 2 m, a -1- m2 4- 4 w "+- 2 == o, ! 20 4- 2 m2 4- 4 w ̂  o ;

oi) en lire
m == "-- i :

S serait égal à i — î»
Supposons que B—S2 se réduise au premier degré; il faudra que l'on ait

c == i, a =--= m2, 2 m2 4- a w14- 2 4-- 6 == o, 4 m2 + ̂  ""̂ " '2 m '•:=: 0 ?

on en tire successivement
m == i, . 6 ==z — 6, a == a ,

d'où l ' identité
(^—ëiM-i)2--^^!)4^- - î 6 t ( î — t)2.

Si R était du troisième degré, il. faudrait que l'on ait

B. -- [nît 4- n)2^ t3 , î\ 4- (m^T 4- /̂ r.::.. (i -- /);î;
d'où l'on lireQ

[(!..„ ^3.^ ^•)]==;:.2(Wiî4'" y%)2 ,
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égalité impossible, car les deux racines de l 'équation {i—t)3-— i3 -==0
sont distinctes.

Sn'une des fonctions R — S2, R-r-S2 se réduit à u n e constante, R
sera forcément du second deîçré. Soit

R == m2 I1 -+• 2 ml -h c, S = mf — i,

B. + S2 == % wâ <?2 4- ^mt -h- c 4- î . '

II faudra que Von ait

d'où l'identité
c === — i, /n == — 2,

( 4 ^ _ ^ _ ^ 2 _ ( 2 ^ _ ^ 4 ^ ^ ? ( T — ^,

que l'on pourrait déduire de l ' identité précédente en changeante en

On trouvera ci-dessous le Tableau des transformations correspon-
dantes:

(A-4-B==o, C==o, ]
\ 1-=.^ m-=î. L.-t^2-6^-4-1)XVIL. ^=^=î, \^^[1

b=±^ ̂ ±^
_ __^, ^-(^-^r^\ ^.-[Lt^-4^)2
. 1 6 1 ( 1 - 1 ) ^ ' ""'-16^(1-7)' ' i(,r(7-TF5

A-l-B==o, C=:o, j
/^j, m=:^ L- t 1 4 - ^XVIÏlJ ^^j-,^^1, 1^

f •i .-j- •i ,, _—i— ^1 A—^_^, ^==:z:̂ .

f A=-r0, C=0,

XÏX.J ^l-^==t

À==:--±:1, V=r-:±k

IlllL-/ ^- (2-^ .- (^- ï )^
16^1-^)^ •y - ï^ ( i - / ) î •"" ~"ï6ï'(7~7ï7

( f i -ô î ^ - i ) 2 ___ ( i ; 2+4 /—4) 2 ( i—4^-4^ )2
- 5 3C ? .%•:(i-i^)^ (2—r i '» 2^ — l ) ' *

A= o, C==o,
^_—tY ( x ^ - . - r ) ' 'XX... ^^=t ( l+?)-11 __ / y

"T.—.————'~~ y •A>^ ).T"- (^.6iî+i)2' (^+4^_4).7 -- [7-;̂ jz^72j2
À=±^ 2/=±:-

/Â==o , B+C=o, \
z=tm=,, ^^^(i^_^ ^^Lrî L

^" (i+^ 9, ""•- (.-^)
^=±:t.=±i-.)

- i 6? ( i~ -? )
("̂ •̂ F'" '
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{ A -—0, B-r C — 0 , j

^ ̂  = î. ? — nliiirL̂  — z '̂JJLr-̂  - îi-LzA^' • i - .^(^^-hï)^ ^(^4^4)2' ^-(,+4^4^'
I H -~--h:|-, l/=:±;U

Transfo rm afio ns fn verses.

i A ~: C, B =-= %A, \ '(^.2 „. 6^ ̂ . i p _ (L^L^l4- — i^2""6^4'"î )2 —.
j J:::=^ W=^, ^ —. i^^.^ _ .yj2 """" î Kj.y^^-^^'"'" î ^4^^^. ~ î

" 1 , „. ^ ^ 1 (ï-i.^Y ^ 16^ (1 - ̂  _ ZLl^LZLÎ^-.,
Ar:r:,^^__y. ]^._^^^a~-^ (l+.^ ~ ? ^2_^^+^2-^

^c=:4A, Br:r—4.A^ ( y2^4.y ^,4)2 ^ L̂2 !̂̂ !'!- — l5i±if-rJ-12- -
^ == -î-, w == ̂  ~7u^^^-^) ^ ̂ y Tir̂ T^ )̂ """ 5 ^—^p~:- /,

* ' ^ (̂ LT ÎL— - l̂ liLZl̂ )--- • — ï S ^ ^ ï — ^ ) ___^==±:^.=±y. ^^:^r4J2=:=^ —T^ïy"' — " (^+4^«4)2-^

, A,== 4 c, B == - 4, c,, ( î ̂  4^ 4^2j2 ̂  ; J^jzj^ - (j±A r̂-̂ l!
) /^.^,m=^, .̂̂ ..._-..̂  -^ _.^^.^_^~^ —^^_^,i =^

' ' " 1 y ( (j?^-ï)-^ _ "̂ ilÊflirî l — / -J^in^L—/t A=^:^=±:^. ]-(7+4^r:-4^2)i--^ "(^^.-.i^ -^l'î (î+4^-4^2)2--^

13. Soit
n =.: a, ^r^S.

II faut déterminer B. et S de telle sorte que l'on ait

I ^^s^Hr t ï—^.

R peut être du premier, du deuxième ou du troisième degré; S peut
être du premier ou du deuxième degré, ce qui fait en tout six cas à
examiner.

Premier cas. — Supposons R et S du premier degré,

R -— al -i- h, S==/y?^-+-n,

le polynôme R 2 —S 3 sera du troisième degré; il admettra un facteur
double et un facteur simple. Soit t le facteur double; il faudra que
Fon ait

h^^n3, 2ab—-3mn2, (a^ &)2=:(m4"/?,)3.
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On peut toujours prendre b == i, n= i. On aura alors

3 m
a == —5

2.

et par suite

On en tire

d'où ridentllé

' 3 ni
L f!

m ==. — -, «

== [ m -[-1

;{ ^ — _- s'

(g^ 8)^-(4---3^ =————27^( î -^

Deuxième cas. — Supposons R du deuxième degré, S du premier
degré :

R == aï2 + bt + c, S == m^ 4- ^.

Le polynôme R^—S 3 sera du quatrième degré; il ne peut admettre
deux facteurs doubles. Si l'on avait

R2_ 8^=11^(1" ty2,
on en conclurait

S^rrrRa—Hr^l-^)2 .

Or l'équation B.2—H^^i --^^o se dédouble en deux équations au
plus du deuxième degré,

R.^.±^îit[î—t),

et par conséquent ne peut admettre de racine triple; S2 —R 3 aura donc
un facteur triple et un facteur simple,

Soit t le facteur triple, on aura les conditions

c^^n3, 2bc=^ 3fnn2, b2-}- lac^Zm^n, [a~\- b -^ ^^(m 4- n)3.

Prenons n= i, c== i; on en tire

, 3m 3w2 qm4 qm3 -
^ —, a =: ——-? ••̂ — 4- ̂  == m3,

2 8 64 o

par conséquent
m == — j, 1 6 == — §, a == •;fV,

S. 12
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d'où résulte l ' identi té
(8^ - 36 -̂!- ̂ ^ - (9 - 8^)3 = - 64^ ( i -~ ^.

Troisième cas. — Soient R du troisième degré et S du premier degré :
R =: <^3 -i- it2 -i- <^ -i- rf, S = w^ -'r- Jî.

Ip.—S3 admettra un fadeur quadruple et un facteur double, ou deux
facteurs triples, ou un facteur quintuple et un facteur simple.

On ne peut avoir R 2 — S 3 ===^( ï —t)2, car on en tirerait

S^R2"- t-^i- t)2.

Pour que l'équation R 2 — ^ ( s —tf^-o admette seulement u n e racine
triple, il f audra que l'on ait

R^^(l- ^-r'H;

mais alors l 'équatioû K + ^ ( s — t) == o devient ^(s — l) 4-H == o et
n'admet jamais une racine triple.

On ne peut pas avoir non plus R^-S^-'H^ï —l}\ car on en tirerait
R^S^ 4-11^(1 — t)3,

et le second membre n'admet dans aucun cas trois facteurs doubles.
Il reste à examiner si Fon peut avoir

li—-.s^:=:H^(i — t ] .

Prenons n^ i , d= i; il faudra que l'ori ait

26' .-== 3w, se2 -i" 4^ == 6/^2? ^bc -•i" ^a == w3, &2 -i-- ^ac =- o,
(a 4- 6 -4- c -h i)2^ (m + i)3;

on en tire successivement
3m. 1 , _ ^?^ ^ ^ _ _ ^3

6 -^- •» / —— ^ 9 ^ -— ^5

et, en portant dans la quatrième relation, on arrive à la condition
qm4 3m4 p \il—— — ^ :.:;.: o, d ou m == o*

64 ïo

Cette hypothèse est donc à rejeter.
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Quatrième cas. — Supposons R du premier degré et S du deuxième
degré,

î{-=:at 4- 6, S^wP+ra-+-p.

R 2—S< t ï ne pourra admettre deux facteurs triples. Si l'on avait

R2-^S3^"=^( ï -^3 ,

on en déduirait
R2^S3.4,^(i-^).-i;

or le second membre admet évidemment plus d'un facteur distinct.
Si l'on avait

S3= :R2—^( ï— i? ) 2 ,

chacune des deux équations R == ± ̂  (i — t) devrait admettre une racine
triple- On auraiti -^ - ̂  / „ \ / . . •\ p.R „ ̂ ^—^—-(Uf-^^,

R+ ^ 2 ( 1 ,_ i)=:[Uit-^-Vi)^

Donc
9,R = ( Z^ + (/)3 +, ( M i ^ -+- ^i )3;

R étant du premier degré, l'égalité est impossible»
Si l'on avait

S 2 _ R 3 ^ : H ^ ( î ~ ^ ,

on trouve comme condition
„, n •== o, ab == o.

L'hypothèse ne donne encore rien.
Cinquième cas, — R et S sont du deuxième degré.
On démontre, comme pour les cas précédents, que cette hypothèse

est à rejeter.
Sixième cas. — R est du troisième degré et S du deuxième degré :

^ f^ — ^3 4. 6^2 _ ci 4. cl, S •=-. mt^ ̂  nt "!-- p .

"R2_g3 pourra être d'un degré inférieur au sixième. On ramène par
des transformations faciles le second membre de l 'identité

j{2^ g» =1,1.^(1--- ty



S. 92 É. GOURSAT.

à avoir l'une des formes suivantes :
HP, H^, lit, H ^ ( T - - ^ 2 , H^(i-^), l-ï^r.-r).

Si l'on avait, par exemple,

Bs—S3^!!/^!--^),

en changeant t en ^ et en multipliant par ^6 , on en déduit

B^Sî=:--H/(i--^) .
Si l'on avait

R2_S3,^IÏ^

on en conclurait que l'équation S3 t-H^ a trois racines doubles, ce
qui est impossible.

Supposons que Fon ait
RS^S^-H^;

on en déduira
R a — H ^ ^ S 3 .

Il faudrait donc que l'on eût

R+ \ /H^==(^4- -^ ) 3 ,
R— ^îit^.(u^t~\~Vi]^

Donc
2 ̂ /tï^=: [ut^-vY— [ u ^ t - J r - V ^ Y .

ce qui est inadmissible.
Si l'on a

Rîi—S3:^!^! — ^â,

on devra avoir de même

et par suite

R-i- ^/H^i- t}-=.[ut +^) ;î,
B --- ^ïî^i — / ) — (?^ ^ -4- (^i Y,

[ut -{•• v)3— ( ^ ^ ^ - ^ y ^ ) ; î = = 2 v / H î ( I — t}.

Nous avons vu plus haut qu'il fallait prendre pour cela

ut 4- ^ == t 4- /, ?^ ^ -\- ^^ ^= t -\~j2;
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on en tire
R == -i ( ^ 4-j)3 -+- A ( ^ +/2 )3 == ̂  — 1-^ — j ^ -4- s ,
s=(?+y)(^p)^(^_^^

d'où l'identité
('7.^— 3^ 2 — 3 ^ • - ^ % ) 2 — 4 ( ^ — f4,ï) ; î :=:_^f2(î_. ^2^

Si l'on voulait avoir
K a — S ^ ^ H ^ ^ i — î ) ,

on aurait, en supposant d^p=^ i, les condilioDS suivantes :

m3^^2, ïm^n-^lab, 3m2^ Smn2^: &2 -4- 2a<?, 3 n—:'?.<?,

(m 4- ^ +-I)3==(a + &-+- <?+ ï)2;

on en tire successivement
— , 3 Jm n 3n

a==inum, b =—"——? ..€•==—i
• 2 2

et, en portant dans la troisième, on a

m ( a v^w — 2 )2 == o,

Si l'on prend n =-= .2 \/^, on aura

a^-m^m, 5== 3m, c '^^3^//^,

et l'on est conduit à l'identité

(w^ + a ^/m^ 4" ï)3 — [m \/~mP "+- 3m/2 -h 3 V'w/' -(" ï}2 =.- o,

Cette hypothèse ne fournit donc aucune transformation.
Supposons que Fon ait

R2-. S 3 = = H / ( r — ^,

les conditions sont alors

m^:~~ a2, 3mfin= ̂ ab, 3/7î2 -l- 3m7^2== &2-^- 2aCy Gm.n -^ ra3 =: 20 -r- 26^",

3 m -l- 3 j^2 4- 3 n == c24- 2 & + 2 c ;
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on en tire successivement
,-— 3n\/m • Gmn-^n^—im^ma =•=: m \//rî, b == ——— ^ c ==• ———————==———- <2 3 n \jm

Portons ces valeurs dans la troisième équation; elle devient

n^ — T i mn ~\- 16 m ̂ /m == o,

* ou, en posant n =^ u\/m.,

U3— îïu 4- l6== [u •4-4)(^ ~"~ <î)2:== o.

On aura donc soit n == .2 yw, soit 71 === — 4 V^* Si Fon prend ^ ="^= 2 ^/m,
• on aboutira à la même identité que tout à l'heure.

Prenons 71=—-4^; on en dédui t

a •== m y m., b •=•-.— G m y c == "V- ^m,

et? en portant ces valeurs dans la dernière équation, on aboutit à la
relation \ /m==4» à9 où. Fon tire

m =: 16, n == — ï6, <% r,": 64? 6 =: — 96, r* == 3o^

ce qui conduit à l'identité

(64^"-96^-h3o^i-ï)2-- ( i6^—i6^+i )3== — 1 0 8 ^ ( 1 — if).

Si l'on voulait avoir IP—S^H^ les conditions seraient

a^-^m^y 3 m2 71=:;= a<2&, Sm2--^- Smn2:^:^2 4- aa^»

6W7Z 4- T^r-r 20 + 26<?, C2 •4" 2& =: 3 W.4- 3n2.

Des premières on tire, comme plus hant^
ï5 ̂ /mn •—.•— 4 ̂ m, a == m \/m, b == — 6/n, c === ' - - i ' ^?

2

et, en portant dans la dernière, on trouve m === o.
On trouvera ci-après le Tableau des transformations que Fon déduit

des identités précédentes :
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A + B = = 0 , C=0, /=^ m==-j , À = = ± ^ y.=±î,.

[.r= ^-8)3 ,, .̂Jir:̂ 2 , ^(9-8^
XYVI 1 - 27^ (1 - / ) _2^(i_^j2 3.7(1-^

" j J,+8^(i-() f f -q )^ ( f -8)2( i -<)
f '̂ — ———————,————— i X == ————;—'-——- } X '—: -——'•————-——-1\ 2 7 1 —37 [ l—^ — 2 7 ^ -

1 f8_^-_-_36/-!-27^ (8; î - r -ao;—i ls _ iS—îGl-T-^r2'^xxvji ^'""""^^^^r' ^--^^t^^^ x:=—^[^)—'
' " \ [ z ' J ^ — l S t - ï ^ _ { p - r - l S t — ' i . n } 3 {^-Wt-S}-2

^=,——^——, s_.—^——, ^-(^(I-^ '

xxvm.. ^ (^3-3^-^-3^
-27<^i_^2

^^--qS^+So^-ri)3 _ (^^rSo^-qGf—ë^)2 _ ( /^- -SS^-SS^- i - i i2

AJUA... . A'=-. _rioy(^_^—' x-—^,^_^—' x-—^^-zjY

A-l-B^.--o, C==o, /=j- , OT==a-, ^=±'; , y.=±^-. .

^ -̂..JSLrJ-lL., .,- (3^1)3 , ^-I3---^,
Xxx 1 ' - - 2 7 < S ( I - < ) -37f(i-/)^ ~ 2 7 ( i - < ; '

"f.-^-^ —(^3, —-(^^[ 27^ 27^ i , ' ] [ i — t } 1

! (St-CfY _ (8f-n)» _ (8-qt^t

xxxi r = - ̂ l7^7) ' a? := e^^^ ' ' " ": t>4 ( ' ':-1} '
• • • i (c,<-,l»fi-() < t - ^ [ i - t } _ [Q^tYt

( ^ t—— ' ~ ——tiiT3—— ' - 64 ( i - ̂  '
/ î f / 2 _ (-1- l l3

XXXII x = • ' '
• • • • 37^(1- / j 2

„„„-,, ( i 6<2_ ,6 /+ l )3 (i!2-l6f4-l6)3 (f-M4^-i!2)3
xxxm.. ^= ,08^1...;)-' ^^—.oy-^-rrr' ^^-r^T^-TTj-i-

A==o, C ==-o, /=:ç, /?î==j, À==±i, v==±:5.

f.,_ (9^-8)2 . ^ f ' - Q ^ ) 2 ,-- (jLrL^)^
xxxiv ! ^(âï^' '7==(^^' . ^-^t-î^

• t _ , ( t ^ t ^-[Lt^zA, ^,+w,-t}
r~ [ t + îY ' x~ (4 -< j 3 (1-4^ '
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(Sr- -!-20f-l)2

XXXV. .

XXXVI . . x --==

XXXVII. A-=:

(Sî - t - i )»
(^a+iSf-a?)3

^- ( 9 _ ; ) 3 ( i - î ) '
x __

(8^_36 f+a7 ) 2 ^ ̂  (8^+20^-1^ ^.
(9-^)»

(^<2_ ,8 i ; - l ) 2

V-QtY[i-i}
^ts—3ts-3t+'}.')2

4{ï:i--<+I)3 '
(64<3-q6<2+3o<-l_î^ _(<3+3o(2-Q6;+64)^ ^

(i6^-i6<+i)3 ' ^~ (^-i6;+i6)'

[S - 36f-+2'7f8)2

(9^- 8 ) 3^ '
( f2 — Mt-6}'1

^(8+f)3 '

(;3_33(2-33^i)
( l + l 4 ^ 4 - ^ 2 ) 3

XXXV11I.

XXXIX . .

XL . . . . . .

X L 1 . . . . . .

A=o, C=o, /==i, m^i, X=±i, v=

=_ î=i)!

.r =-

a; =

[t^-8)2

(^-3)8
(ï-9)^'

(9-8( )»_

, ( 3 ^ 1 ) 3 ,
( i-9<)2

^ :

( 8 ^ - - 3 6 ^ + ' 2 7 ) 2

(i.-q^fi-jî)
^7r.._i8<î--ï)25

(̂̂ "̂ Jlil!

__(4^1!
• ( ^ + 8 ) ^ ^ - ^ /

(8M^)3__
^-(•^zlor-i)25

'̂ J^rAlî-^^l.~ [t^i^t^^

X :

x ••

x '—

x ••

i^zJ^L
(9-8^)^5

( i - , -4^^
( l+S^)^ ! - ^ ) -

( 9 ^ - 8 ) 2 ^

3C:

• [ s ^ — S f - ï — S ^ + î ) 2

( 16 ̂  -" î 6^_ij ̂  _,_,̂ 2,̂ _Iî •^•_IilL ,̂ 30 -
•1^:Z^^t^i}2' <2;'"^+3or-96^+64)2

(3 — 36^1"-27 ̂ )2

-̂ l̂lii— "
(^-20^"8)2 '

(1^4^-h/2)3^
^Trss^-ss^ri)2

A=o, B+C=o, /=|, ^==î,

XL1!, .

XLII1,

XL1V,

XLV.,

a7? ( i - f )
y •— .^JL——————-1x- (3M-ï)3

^:

'̂ :

x :

• (3^-4)3

27 ^
-[4Ï^7)i'
64(;f(l^_^}

: -(9~-'8()'
64.1;

t^t-
^[r-^5

^f^^ï"^
^--[37:^)3^

64^^
(9/'-iHï-^)

'̂ :

'/^ï2- l^+^)3

108^1^)
' (TG^—iër-Fi)^

(^ -9)^(1-^)

. -108^(1- t}_: "̂TTisTÏ 1 6 ) ^

^ :

oc '-

x :

a7(î-il
• ( 3 - 4 ^ ) ^

Îir̂ L2
(^r3)^ s

.r;

64(i^^)
[8-^9^?'^
^64(i-^P

^•4:7pf 5

-.•.ïoS^i"-^)4

• ( I 4 - l 4 / ' +^ 2 ) 3
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A==o, B+C=o, /=;;, OT=|, u.=±^, v=±{,

X L V 1 . . . . .

XLVII. . . <

/

-'"- (^-8)^
<

--(,

"-(h

•̂  ^7^-- î8^-

, -7^-

2 7 ^ ( 1 — /)

a^- /
+8^(î--

—.6^;:$(i-
^ 2 —36^+

64?

5

„,- ^
;)'

<)
2^)^

-I)2 '

- ( )2

— 2 7 ^ f ï -- fj2

•l- (

. .- -^-

•ï-^

64f;l - -
(<2

1

/

-9'i2

-^i2

- Q ) 2 ^ ''

64^1-
+ 20 ( -

- i - i8^—

—a^r 2

•r (/

tY
-I)-

o^)2'

^(l-/)
X -,——-————•>

(9

s' (8

( ^ — a o ^ —

-S / ) 2 / '

-.8)^1

64(i-
-36/4-
64 (,- < ) 3

-n

/ )
27^-

8^

( a ^ ' s — S ^ — 3/4-?.)2

• io8t(i — i ] w S ^ i î — t } ï^t[i—tY
X L I X . . . . ^=/7T ;, x:

(64^-c)6^+3o^:i~I7? (^4-3o^—96^4-64)'2 "''''(^--33r~33/4-

y'ra // .ç/b r/?î a l io n s in v e rses.

. . . . . . .

A==o, 4B+3C=o,
/ — t , / n — f f ,

v=±^,

^ - + 0

(qa?-8)-' ^ (3.C-4)3 ^ (Q^-S) 2

—s^^i—a: ) ' — 2 7 . l ; : 2 ( I — ^ ; ' (4—3^) ' i
( 4 — 3 ^ 1 » — a ^ . ^ t i — a ; ) —'),7a;2 , fI—„l•)
( 9 ^ - 8 ) 2 - f ' (3.P-4)3 - ' (93 '-8)3

Llî

A = o , B=:3C, i
/:=^ 7n=|,

^ C = o , 4.B+3A==o, j
/==^ w-==i

^^^

(^9^2 ^
—2^( l—.^) 2

.(3^+i)'
^-9^"'

\

(9-8^)^ ^
2 7 ( 1 - ^ )
( 4^ -3 ) ^ ^

' (^-B^)2^

(3^+
27^14—
27^(1 —
[3:c+

i^-
.7(».

'^(ï
(3-

«) 3 /
-xY '
-.^
')' '

W-„. =.. /,
— X )

-x ! }
 „•/

4.r)'- ̂

t 1 - ^^ ) 2 ^^

(3^-hi)3 î

— î>,7^fi — .r)2
y ' / . y

[ r-9^2

(9-8^)^
(4^.^3)3 -;'

î7;î-.r)
(^-.S^)2^' 1
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c=4
r

A=4
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Â==o
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C=r0
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/

c=
l-

s. 98
=0, B==3A,
—..;•, m—j ,

>,=±s,
. ^

2

A, B4-5A:=o, '
=t, m:==i,

+1

^±1 -
2

C, B+5C==o,
=t w==i,,̂ ,
À=-î- -•

"' 2

), 9B4-8C=o,
=^ w==;|,

v-^±{,
À -4-
^=±^1

=0, B==8C,
-. iî. ^ -.. 1

»=±,,

^±^.
, 9l î+8A=o,
=t> in-^ï,

?,--±;,

^±,.

=0, -B=8A,
-î, ^-^ . |

l^^
, a„ — —{— î ..

' "'""" — 'ï

\

\

É. GO

(.ï-9)2^
-37li-a;)2

(,z-+3)»
( x — q jû x

{.v+SY[i-x}
— inx'2'
(4-,r)»

(.r+8)2(i-^)

(i+8^)'(i-.r)
2^

(i-4^)3

( l+S^)^!—^)

(8.^2—36^+27)2

— 64 ̂ "^(i —^)
(9-8^

[8.1;12— 36^ + 27 j2

(^.r-'+ao^--!)2

— 64^(1 — ^);{

(S^+i)^
( ^^2 ̂ . ̂ y^. —— j j 2

(8-36.^+27 ̂ 2)2

6^ ( i — x )
( ^ . y 8 ) ^

(8 — 36^-4- 27.r2)^

(8+ao<r—^2 )2

64 ( i —• ̂  j:lt

(S+.y)3^
(('>,+ '20^ — .y'--'

URSAT.

^

== /,

= ,̂

- /,

— ^

-/, ,

— /, —

.t,

s,
— ?,

^ /,

— ^

—- ̂
,1

— ^

(r+3)'
2 ^ I ^ ) 2 - ('

27( ' -^ ) 2 ,

(.r+3)3

• (4-^)3 ,
27^ /'
2 7 a?2

(4-^•• !~^
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[8-9.1;)^ t'

- [6+xYx
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64(,-^)»

-(8+.c)»a- '

(^-P)2^"

(^+3)3 "~ ?

~ '?.7(i — se}2

——/-———— —t,<.r-9j2^

(^+8)^( i~.r)
(4-^)^

Orr 'y2—— JStjuL

(^+») 2 ( ï -^ ) "^

(i+8^)°-(i-.r)
(i--4.^

27^7
[ I+8^)2( l-^)

(8^2—36^+27 )2

(9"~8^) ;{ tî

— 64^>;i ( î — •î^)
(8^-36^+27)^ fî

(8.r2+2o^-I)2

(8^+1)^
- 64^(1 -^)^ ^

(8^2+20^—I)2 '

(8-36^4.î7^2)2

(9^-8)^.y
64(r-.r)

^ 3 6 ^ + a ^ ^ ) 2

(8+ao^—.r2 )2

(S+.r)^
64(i~.r)^ 1 ^

(8 4-'^o.r — .r^)2
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A=9C
l—

[
C=9À

/ —

:
3

A, -
/=

A + B
^=

/, ^ :̂ "z.

B + C = =
/=:

?i
4-

A =
z=

»
o

?

1

-4.

-b

n
1

d

B-HoC=:o,
, /n=|,

-±î,
=-hL

•""' 3

B+JOA=O,
, m=|,
^-^. i— — ;,j,

^=±y .

C- B,
w = = j , - ^ ^ ( i ^ ) ^
- l 4 (^2-^-4-1)3

-a"--hv• (a^—S^-S^+a)2 '

(ô^^—ûÔ^+So^ -M)2

m==| ,

.-r
.

o, C i6A,
,, m=:j,

±:^==±y.

, B -140,
", ^=••1-,

, a ,b 'T"==±^.4

i^^—iSa:— îY2

64^
( i - 9 ^ ) i î ( i - ^ )
(27^-18^-1)2 î

/ . r 2 4 , 8 ^ - 2 7 ) ^
64^^ ^

(C)--^)3 ; !-^)

(.^-nS^-^)2 /

( î>,^ 3—3^ 2—3^+^) 2

=o, A—i6C, ————^——————————108^(1 — se}
((^^î-qS^+âo^+i)2

(i6.y2— i6.r -+-1)3

io8'.'r(i — x)
( l ë^^—iÔ^+i ) 3

f^3+3o^ 2 —96^+64) 2

io8^4 (i — x}
(^ + 30^—96^ +64 )2

(^—lô^ +i6)3

— T08^ ( ï — ^)

( ^ S — Î Ô ^ + I Ô ) 3

./ '^-SS^-BS^+i)2

^o8^ ( t—^} / >

f-r^-SS^-SS^+î'1 2

('1-1-14^ +^2);}

— ï 08^(1 •— .r)4

( i + 14^'+^2)3

(9^—

(9-27-

(r-
64^» --' (9-^)»[..-
64^3 ^ 64.Î-3

^-

4(a-2
•^x^i-xY " ' 4(^-^+1)»
a7^(i-^)2 ^ -^x^[i-xY ^

4(^

— /,

-t,

- t ,

— t,

-t,

=-t,

==(,
. , /— l,

-iY[\—x} ^ . . (o^^—iS^-
64^ î ( i — 9 ^ ) 3 ( I —
64^ 64^
-lY[ï—X\ î [l^^—l^X-

^[î—x} , (.^•24-'I8^~

y)3 ( ï ^^ ) •'? ^2.4-.i3.y

» ^ + ï ) 3 ^ ( 5 ^ ; î 3 ^ 2 3 ^

— ^ + I ) ; i "' (2^3—3^â--3^-

( lô^—îô^+i ) 3

108^(1—^) ^
(ifiA'2-— 16^ 4-i)3

(64^3—96^2-4-3o^4-I)2 '
— ï ( ^ x [ ï — x } ^

(64^ ; t—96^2+3o.r4-1)2 ?

(^- lô^+iG) 3

—loS^ '^ i—^)
( ^ — r 6 ^ 4 - i 6 ) 3

^^•j4-.3o^—g6^^-54)2

108^(1—^)
(^3 + 3o^2 — 96^ + 64)^ 7

( l 4-l4^4-^2)3 ,,
-io8^(i~^)4

( f 4 - l 4 ^ + ^ 2 ) 3

( ^ 3 3 3 ^ î i 3 3 ^ ^ , j ) 2 7

io8^(ï —.r) 1 ^
(^ 3 —33^ : i —33.c4-I) 2

-"a .
- x \

- ̂

27)2 /
-.•) l '

,„ ^Î']Y

+2'i2 ,

+^ '
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14. On a encore à examiner l 'hypothèse de n == 3. /^= 4" O11 d6"
mont re sans peine- que, sous les restrictions énoncées, il est impossible
d'avoir une i den t i t é telle que

R;î—S^=: l l ^ ' ( l — t}8,

il n'existe donc pas d'autres transformations rationnelles que celles qui
viennent d'être déterminées.

15. En combinan t entre elles les transformations rationnelles que
l'on peut effectuer pour les mêmes valeurs de A,B, C, l, m, on obtient
de nouvelles t ransformations algébriques, mais non rat ionnelles; il

'reste à démontrer qu'on les obtient toutes de cette manière.
A cet effet, je reprends les deux équations différentielles (5 ) et (7) ,

que doi t vérifier la fonction x de l,

,^ ^A^-t-B^ -+-C ., \ / \ ' ^ ~ { ~ B ' l -+-</ .51 v——————.—— dx = ——-——~——— dt,{ y .z-[s —^) t [ i — / /

dx K dt
^'(T—ÏJ^ '~~ ^(T — t}^ ?

et la relation que l'on en déduit,

( S } [?^)12 ^^_A^^_,[ ' (A^1 2+1^4-0)^ [A /^+ B^~h l/)3

où l'on a

9(^ )=^(^—I) (2A^-+-B)+a(A^ 2 +B^+ C ) [ ( ^ — i ) ( . r — ï . ) 4 - ( m — i ) ^ ] ,

(y<(^== ^^ - - - . ï ) (2A^-^ -B / )+2(À / ^+B^+C / ) [ ( ^ / - - I ) (^~ , I ) - t - (w / —I) / ] .

Dérivons les deux membres de l'équation (8); en tenant compte de
l'équation (5), on obtient une nouvelle relation

/ x{.y—\][^ ^ l ^ } ( A x 2 - ^ B^+ C ) — 3 c f ( ^ ) ( ^ A x + B)']
| 1 ' , ( A ^ + B ^ + C ) 3

i t { t - ï ) [ ^ 9 \ (^ (A / ^-4 -B^-+•C / ) -3 Q,(t}{<lklt-^-^f}'\_
[ = ' 1 ^ (A ' ^+B^+C^) 3 '"

Toute intégrale commune aux deux équations (5) el (7 ) vérifie les
relations (8) et (9). Inversement, toute fonction algébrique qui vérifie
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à la fois les relations (8) et (9) est une intégrale commune auxdeux
équat ions (5) et (7) . En effet, toute fonction qui satisfait à l'équation (8 )
satisfait aussi à l 'équation

2^)(A^+B^+C)^3^)(2A^^ ^A^+B^ÏTÏ^
(A.^-t-B.y-Î--C)3

2 Q ^ ^ ( A / ^ + B ^ + C - ) - 3 c p . ( ^ ( 2 A ^ + R - ) .̂ ,. ^.^
-—————————(A^+B^+Cp—————————^/A/-+B^+L ̂

ou, en tenant compte de la relation (9), à l 'équation (5). En ayant égard
a cette dernière, la relation (8) peut s'écrire

rf. L [^A^TBÏ^^^^- { ( i — y}^ •' ] = d. L [v'A^+B'^TTy. ̂ /-1 ( i — ^/-^ j.

On aura donc

V/A.^-4- B.Z- -+- C.^-1 ( i — .r)^-' == K v/A^2-^- B^-h C. ̂ <//-1 ( i — ^^"i1,

et par suite, toujours en tenant compte de l'équation (5),
d.x _ y cît

^7^ —.y)'^ """ ^(i — ^w7 *

Tout revient donc à trouver les condition? pour que les équations (8)
et (9) a ient une ou plusieurs racines communes.

16. A cet égard, nous allons démontrer le théorème suivant :
Toutes les fois que les équations (8) et (9) admettent un facteur com-

mun d'un degré supérieur au second par rapport à l'une des variables,
elles sont identiques.

Supposons, par exemple, qu'elles aient un facteur commun de
de^ré n par rapport à x (^^3) ; soient x et oc^ deux valeurs répondant
à la même valeur de t. 11 y aura entrer et x^ une relation symétrique
de degré n, au moins, qui devra être contenue dans chacune des deux
suivantes : •
/ . ' __[9W__ ^_lM£iI12__,
^J (A^2-+•B^"+•C)3 "" (A^+B^-r-C)3

f x (^ "•" 1 ) [^(^) (A•r2 + ̂ x •+- c) "" 3cp (^) (aA^ + B)]^ „ ^ ^ ^ j B ^ 4 _ C ) 3

( Ï I ) ) x, [ x , — i) [>y(.y.i ) (A-TT -+- ̂ x, •+- G) - 3o (.r, ) OA^ -4- B ) ]_
\ ^ ~ " " ( A ^ ï 4-B^i 4- CJ3
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Multipl ions les deux membres de la première par 3 et ajoutons; on
obtient la nouvelle relat ion

ii.)

6 c f f ( . r ) r f ^ ' — ï ) f . - r - — i ) -4- (rn —• \}x'\-^- ^ x [ x — T " i c/(.r)
— — — — — f A ^ ^ - i - B ^ + C ) 2 — "

6©('.ri ) [ ( Z — iH^ •— i ) -h ( m — î } ^ \ " \ -i- ?.^i (^ — i ) q / ( ^ 1
:,::: _ „ - , , ^^ .4. ]̂  .4. qa

e( l'on peut remplacer le système des équations (10) e t ( u ) pa r l e sys-
tème des équations (10) et (12) .

Nous poserons, pour abréger,
^[x)== 6 ( p ( . r ) [ ( ^ — i ) ( . ^ — ï ) 4 - ( / n — i )^]+ 2^(^- — i)^^1).

Si ^ est égal à 5 ou à 6, la relation ( r a ) , qui est au plus du quatr ième
degré, devra se réduire à une identité et, par suite, les équations (10)
et (i i) reviendront l 'une à l 'autre.

Voyons ce qui arrive quand n est égal à ^r81 ̂  relation ( i ^ ) ne se
réduit pas à une identité, elle devra être du quatr ième degré, ce qui
exige que l'on ait

A$;o, A + B , + C ^ o , (l^o.

Toutes les racines de l'équation (i 2) devront appar ten i r à l 'équation (10);
il f au t pour cela que A^2 +B^4- C soit un carré parfait. En effet, soit
^==a une racine simple de l 'équation Ax2 -i- B*r + C= o; considérons
les deux équat ions (10) et (12) ,

Pour x^ ==a, deux valeurs de x deviennent égales à a dans l'équa-
tion (12), et, d'après la forme de cette équation, on a pour ces valeurs

n^(^z.,. X—OLY11 m ( -—~" ==1.x\ — y , ]\ x\ —

11 suffit, pour le prouver, de poser

.z-== a 4- z, • x\ ̂  y. 4- -s i ;

alors l 'équation (12 ) peut s'écrire

I + € _ I -h ^
-^-——^-

£, Êi désignant des quantités inf in iment petites en même temps que
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et ,s,; d'où l'on tire évidemment

lim •^- =i .
V ^ i /

De même, dans l'équation ( r o ) , pour^ i==^ , trois valeurs de x de-
viennent égales à a et l'on a, pour ces valeurs,

,. { x — y . Yî i m ———- :--= i .
\ x \ — a /

Les deux valeurs de x qui satisfont à la première condition ne
peuvent évidemment satisfaire à la seconde. Il faut donc que l'on ait

kx1-^ B^ + C = ^ A ( ^ ~ a) 2 ;
on aura alors

9 ( ^ ) == 2A(^~ a) } ^ ( ^ — ï)-+- [x — a ) [ ( / — i ) ( . r — i ) - f - ( m — i)^] j.

La relation (10) se réduit au quatrième degré :

4A j ^ ( ^ — T ) 4- ( .%"—oc) [ ( ^ — i ) (^ — î ) 4- ( /n— i)^] i2 .

( r o )
] • A^.r—a) '*
1 ^ 4 A J x^ {^i— i ) + ( ^ i — a ) [ ( Z — r ) (^ — î)-4- ( m — î) . r i ]
\ "". ' : A ^ ^ i — a ' p : ~

La relation ( 1 2 ) pourra de même s'écrire

4A^ 2 ( ^—I) 2 -+ - (^—a) /^ ( . r ) _ 4A^î(,r , —i)2-!- (.ri—a)/i(^^- / „
A^^—a) ' " — '— . A2(.x•^ — aj''

12

Les relations (10) et ( i ^ ) doivent revenir l'une à l'autre. Retran-
chons-les membre à membre, on obtient une nouvelle relation

( i3) .MX) ^ ./2(^)

A2^ — a ) 3 A2^ — a}3

qui devra se réduire à une identité, car elle est au plus du troisième
degré.

Supposons n==3; si la relation ( i ^ ) n'est pas une identité, elle devra
être au moins du troisième degré; deux des trois quant i tés A, A+B-+-C,
C ne pourront être nulles en même temps. Soit

A^o , A-+-R+Ci ïo .
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Plusieurs cas sont à examiner :

Premier cas. — A^2 -+- B.r •+• C ==. o admet deux racines simples
x=a, x== p, différentes de zéro ; < p ( a ) ç(|3)^ô.

On ne pourra avoir à la f o i s ^ f a ) = = o, < i i (p )== o, car la relation ( 1 2 )
serait d'un degré inférieur au-troisième. Supposons ^ (a ) ^(13)^0; pour
<z^ == a, deux valeurs de x deviennent égales à a et deux à |3, d'après
l'équation (12) ; admettons que les deux valeurs de x qui deviennent
égales à a appar t iennent à l 'équalion ( ro ) . D'après l ' équat ion (12), on
aura i t

,. / x — a \ -h m — — — = = i ,
\x\ — y . /

et d'après l 'équation (10)

lim —-— ==-ï,\.y,i — - ^ /

conditions incompatibles.
On raisonnerait delà même façon si l'on avait ^((3) ~== o. Cette hypo-

thèse est donc à rejeter.
Deuxième cas. — A^2-}- Qx -+-€== o admet la racine simple .z'== )

et une racine ,r==a différente de Fumté. Les équations ( ïo ) et ( 1 2 )
deviennent

(.0) • lîil̂ lL ĴMïillL,1 / ^ ( ^ — a ) 3 ^^^ i—a) 3

/^ _41fl_ „„. _Jl(fjJ__.
1 ' ' j ' . x [ x — a ) 2 ' " " ^ 1 ( ^ - 1 — ^ l 2 7

^{x} est du troisième degré, et l'on devrait avoir ^ ( a^o /ya^ )^ 0 -
En raisonnant comme tout à l'hwre, on verra que cette hypothèse

est encore à rejeter.

Troisième cas. — A<r2 4-B^ 4- C==A(^ -— a)2. On remplacera le sys-
tème des équations (10) e t ( i * î ) par le système des équations (12) et
( i3) . Cette dernière équation devra être une identité, sans quoi elle
serait du troisième degré, et l'on en tirerait

1im ( se— a
\^ — ay
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tandis que l 'équation (12) donne

En résumé, lorsque n est égal ou supérieur à 3, l 'une des deux équa-
tions ( 1 2 ) ou (i3) doit se réduire à une identité, ce qui exige que
l 'une des fractions rationnelles

___^(^'}___ f^[x
(A.r^+B.r+C)A.r2-^-B.y-+- G ) 2 7 A^-r—a'p

se réduise à zéro ou à une quantité constante.
II est aisé de s'assurer directement que les numéra teu r s ^(.r), f^oc)

ne peuvent être nuls tant que la relation (8 ) n'est pas une identité.
L'une des deux expressions devra donc avoir une valeur constante dif-
férente de zéro.

17. Il suit delà que, si -r-—^^-/—.—- se rédui t à une constante,
t A. OC" ""T" JLÎ 3C 1 1 v-^ j "

on pourra faire toutes les transformations

. [?(^12 ,^ [?^)]2

(A.^-r-B.y 4-C)3 (A'^-h W t ^ ^ Y '

où A/, W. C', //, rn' ont des valeurs telles que le quo t i en t ----~—^1^^—_—
\, A t ~ I 15 A —i— v-' j ''

soit égal à la itiêrne quantité constante. Or, parmi ces transformations,
on peut en trouver une qui est du premier degré par rapport a t; il
suffit de prendre

A'+B^o, C'^o, r = ^ . m ' = = j ;

alors
^(^^(/-i),

A ^ f ï — / ^
^ ( ^ — — — — — 3 — — — ^

'M^)
: , • { A ' t ^ ^ y i 4~ C)2 " 32V

Si l'ou prend pour A' une valeur convenable, on pourra faire la
s.i4
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transformation
h^)P _.. i

(A.y : i -+-B.r+C) 2 "~ 9 À ' [ / - — i )

qui est du premier degré par rapport à t.
Il est clair que toute t ransformation que l'on peut faire dans le même

cas pourra se ramener à la précédente, suivie d 'une nouvelle transfor-
mation, également du premier degré par rapport à t.

Si le rapport ~—72—/~— a une valeur constante, on prendra de même1 l A-^ — a;3 i

A' 4- W == o, C = o, V === ^ m' = j,

^^)=:~^(<-~i), ^(^^-^(S/-^.

On aura alors
[^w- - ^ ,( 'A^^jP^+cy)^ 4 A / [ ^ - i j

^_^i{t}^^^^^^_^^^^^^^^^^__ _ÂL_i_
^A / / ^ -+-B^+C / ) 2 " " ï A / t / ' - r ) *

La différence est égale à —r;", si l^on prend pour A' une valeur con-
venable, on pourra e f fec tuer la transformation

[(pf.Z*)? _ /

{"A^TÎ TTc^^ "̂  4A7[7^7;?

d'où la même conclusion que tout à l'heure.
Pour obtenir les nouvelles transformations, il suffira donc de com-

biner les transformations rationnelles que F on peut effectuer pour les
deux systèmes de valeurs des constantes A, B, C, /, m,

(G 0=0, A+B=o, ^==^ m==.-|), (C==o, A 4-B == o, /==^ în=^}.

18. Il reste à examiner le cas où il existe une transformation du
deuxième degré par rapport aux deux variables.

Soient oc^ une valeur de <r, t^ et ^ les valeurs de t correspondantes; à
la valeur ^correspondent pour oc les valeurs^ et x^ ; à la valeur ̂  cor-
respondent pour x les valeurs x^ et ^2-

Si x^ ïoc^^ la relation F(^o, ^)==: o entre deux valeurs de a? q u i ré-
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pondent a la même valeur de t sera du troisième degré, et l'on retombe
sur l 'hypothèse précédente.

Si.z^=.y2» 1^ relation F(.To, oc^ ) == o s'abaisse au deuxième degré;
elle se dédouble en deux relations du premier degré,

ax^-\- b
OC \ -=• .TO, X\~=^—————-.cx^ -4- d

Diaprés ce que l'on a vu plus haut , cette dernière relation devra être
l 'une des suivantes :

__ I _ X(\
!'C •) ——. I — ÛC o y OC \ ——-• —~~" 5 3C \ — ————— *.^o x'o — i

Soit, par exemple, ^== î—.To . La relation entre x et t sera alors

(^-i)2-/^),

/at^) étant une fonction rationnelle de t du deuxième degré. Les deux
équations différentielles

V'A^2"1?1"^"^ 7 ^^^4- B^ + C ,y——————— j^ ___ .v——i—————— ̂  ̂
. ^ (T—^r ) j c \ { t — ^ i j

rf^7 _ 'Kdx^
x1^ — ^J^ "~" .r̂  ( ï — ̂ i î^'

devront admettre comme intégrale. cc=i —œ^ il faut pour cela que .
l'on ait l-==m, À 4 - B = o , mais alors on pourra faire la transforma-
tion

( 2 X •— 1 )2 == U ,

et la transformation proposée est une combinaison des deux suivantes :

(^_î)2:^^ ^==/^).

Cest une des transformations indiquées plus haut (VIII, X, XII).

19. Pour abréger, je.désignerai respectivement par L\ Y, W l 'une
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quelconque des expressions contenues dans les trois Tableaux sui-
vants ;

/ , -Aï (i+tY (^-')2 (a -^ ) 2 t'itl}:,
u - - - ( a ï - 1 ) 2 ' (——}' (,7^7)' Î̂ IT '̂ 41^)' ~4< '

( f3_6^i )2 (^4^__4)2 (i+4ArL:W,
• • • • _ _ i ( 5 / ( i — ^ 2 ' --lô^fi—ïy 1 6 ^ ( 1 — t)

^_8)s ( i -qï)2 (9-8')^ (i+8^2_(.-<) (<-9)^
———————i———« ——————-î-————:—*» •———;-—————r" î --—.......--.- -- ') _ i _ j.
•̂  ^ ( x - ^ ) 5 - -27^(1-^ 2 ? 9:7"(ï-^)5 -——^^^^^^ _^( i_^——-,7-TY:P ".,"7r_-^5 -1 -1 1 -1 -1 1 • - • • • - - -1_ ^ ^ — — - ^

( / - ^ . 8 ) 2 ( I—^ (8^-36/4-^7)2 (8^+2o^--T)2 ^_^36/4-^7^)2
•—————————————————————————————————————- 1 ————————————-";———————:———————————————:———— ? — — — — — — — — — , - _ — — — — — . ———————— .) — — — y y - . )—_ ̂  fi—' —^t»(i—t) ' '-ô^ti-T)'7' 64( ' -^ )

w- ' (,,^2_i8f-i|2 ( /2_+ 18 f - 27 )2 (?a-ao f -8 )^ (^a-3^-3^+a)2
^——————, ———__^_^ ——g-^__^, •' --__-^72-(,-^^2 '

(64P-q6/2+3oi;+i)'-2 (<a+3oï2-96^+64)2 ((»— 33^-33 ̂ +i)2

1 -- —_-^-^-Y_-7)—- - ' — -loS^'i - (r" '-' io8<(i - <) ' •

Moyennant ces conventions, toutes les nouvelles transformations
seront contenues dans le Tableau ci-après :

/ A + lî == o, C =: o, i

L X V I . . . . . ' l==m=^, (a^- , )2=V,

1 /.=±^=±,!,. )

/ A= o, C==o, j

LXVII,....! /=^^=-^ '(l^V^v,
1 \=±^±^. \ ' l ~ x /

1 A = o , B + C = o , >
Lxvm... /=^=t- K^)2^

( M==±:l/==±{. !

/ A - f -B==o , C=o, \
L X I X . . . . . ! / = = w = = S - , ( ( , . y _ , ) 2 - = w ,

( X=±,a==±^ . )
f A=o , C===o, 'i

rxx /=/»,=-;;, /ZJi^^'-wL x x - - - - - - - \.-^ -w'
•^==±y=±{. -
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^=±*, ^=±».

j8 4- 20^— a:2)2

"-^Y-^^— =ÏJ, (84-20^-^)2

64"(7^"^~ =W,

A=9C, B+ioC=o,
[ ' î ' ] x 2 — îSx — i)2

^ _ ; ^^_^-i)^
•——^—-~--~^,

C=9A, B+ioA==o,
/=^ m

^,=±^ .=±^.

f.r:2+ 18^ — ï'])2

" l"' l l' l l" l" l l-641.r^' l~--' l l l ==U, (.^;2+ i8.a?~ 9.7 )2

64 ̂ =w,

A=C, B+C=o,
Z=:m=|,

^±a=±y.

(^3_ 3^2 „ 3^. 4_ ^)2 _ (•ïx•i-'à^'-3sc+li}ï

-27"c2( l--^): i ^W,

[ A + B = = O , A=:[6C,
l=ni=:^ ^(^^^^^±^±^--0 (^i^^-^^^+So^+i)2 __

y i - iog^y:r-^-u» - 1 0 ^ ( 1 - - ^ ) ~ w î

À=±^±^.

B+C=o, C=i6A,
/=!-, m==|., • ^ (^4.30^2.^6^5^2 _ ^a4.3o^2.__Q(j^.4.^2

io8^(i-x) io8^(i-.c)
; ==±/JL=:±1/.

A = C , B=i4C,
/=t,^=,,

Â=±^±..
4

f f.r^-âS^-S.B^+i)2^ . (^^-S^S^-ââ^+i)2^
, io8^(l-~ X Y ~ î Ï Q ^ X [ \ - X Y ~ '



S. no É. COURSAT.

L X X I X . . . .

LXXX . . . .

LXXXI . . . .

LXXXIÏ.. .

LXXXIII..

LXXXIV . .

A
/

/

'
Ĉ
/

),•=•

c=,
?••=A=,
^ =:.

A=

y==

=0, B=

=i ̂ :

±-^ X=

o,.4B+
== I, 772 "

— 1 ...
— — 2 » f-'--

=0, B=
== ?f, /n

-±^
4A, B+
•=j, OT

-^
40, B+
~=^ m

.±^ Y-

o, 9'B +
==^ m

=u,i

=3C,
=:j,

=±
1̂

3A==o,
=:î,

, î/
— ^

=3 A,
tj— l-,

=:±:y.

5A=o,

=±:î/.

5C=o,
i

—" 2 ^

, ^=:- r̂: - •
9-

8C=o,
=: ^-,

-4- ,,=rt:^.

•»

\

( ï~9^) 2

— 27^(1 — ^)2

(9-8^)2^
9.7(1-.^)

(r-9)^
-9.7(ï-^)2

(^+8)2(I"-. /r)
— '^7.z'2

(i48.r)2(i-r)
î7.r

(S^^G^j^J^
—64^(1 — ^ )

-u,

-u,

=u,

-u,

-u,

r=U,

( • -9^12

— 27^(1 — x^

(•9-8^)2^
2 7 ( 1 - ^ )

J^-q)2^^
— 2 7 ( ï — . r ) 2

(^^.8)^1-^)
— 27 .r'2

( 1 + 8 ^ ) ^ ( 1 - ^ )
27^'

^ 8 ^ 3 6 ^ + ^ 7 ) 2

—^^^i—.r)

—^Y
" î

—w

—W

,—w

.—w

=w,

LXXXV. . .

LXXXVI..

( A = o , B = 8 C , ,
Z==|, OT=3, (S^+ao^—i)2

( -^6-4^'-^)»
,=±^ ^=±^1

,C^o, 9B+8A==o, ,
/=-!, OT=^ f (8—36 .y •+•_?, 7.y2)2

- .——iÏÏ^^
^===fcï, ^=±^- 1

TT iÊfl̂ ^r-̂ -W
-64a;^I--l-);l """ '

^-^^^^lïÏ—W
64(i-.rj "~
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j8 4- 20^— a:2)2

"-^Y-^^— =ÏJ, (84-20^-^)2

64"(7^"^~ =W,

A=9C, B+ioC=o,
[ ' î ' ] x 2 — îSx — i)2

^ _ ; ^^_^-i)^
•——^—-~--~^,

C=9A, B+ioA==o,
/=^ m

^,=±^ .=±^.

f.r:2+ 18^ — ï'])2

" l"' l l' l l" l" l l-641.r^' l~--' l l l ==U, (.^;2+ i8.a?~ 9.7 )2

64 ̂ =w,

A=C, B+C=o,
Z=:m=|,

^±a=±y.

(^3_ 3^2 „ 3^. 4_ ^)2 _ (•ïx•i-'à^'-3sc+li}ï

-27"c2( l--^): i ^W,

[ A + B = = O , A=:[6C,
l=ni=:^ ^(^^^^^±^±^--0 (^i^^-^^^+So^+i)2 __

y i - iog^y:r-^-u» - 1 0 ^ ( 1 - - ^ ) ~ w î

À=±^±^.

B+C=o, C=i6A,
/=!-, m==|., • ^ (^4.30^2.^6^5^2 _ ^a4.3o^2.__Q(j^.4.^2

io8^(i-x) io8^(i-.c)
; ==±/JL=:±1/.

A = C , B=i4C,
/=t,^=,,

Â=±^±..
4

f f.r^-âS^-S.B^+i)2^ . (^^-S^S^-ââ^+i)2^
, io8^(l-~ X Y ~ î Ï Q ^ X [ \ - X Y ~ '
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Les transformations ainsi obtenues ne sont pas toutes irréductibles.
Ainsi, il est clair que la relation

f ^_8^ _ lai-"8)'
~ ̂ ^(i — x} ~" — 27 ^aYr'"--.'"/)

équivaut à deux relations distinctes, dont l 'une est oc=t^ l ' aut re é tan t
du deuxième degré par rapport à chacune des variables. De même la
transformation

/ • . f ' 2 / 3 — 3^— 3^-i- a i 2

(^-^^——_^^^_^—

se dédouble en deux transformations rationnelles déjà trouvées direc-
tement : -

2 / 3 — 3 ^ 2 _ 3 ^ .4- a
2 Jf — Ï =-- ±: ——————=——————————— •

3 / ^ / 3 ^ 1 — / )

Je n'insisterai pas davantage sur ces simplifications, qu'il est faci le
d'apercevoir dans chaque cas particulier.

20. Supposons que pour des valeurs convenables de A, B, G, /, m
on puisse effectuer la transformation ,z?==y( ï ) et passer ainsi de l'équa-
tion ( 2 ) à Féquation ( 4 ) » Si p o u r ^ = = o plusieurs valeurs de t de-
viennent égales à un nombre t^ différent de zéro et de l'unité, ces
valeurs, comme on l'a vu plus haut , seront au nombre de deux, de
trois ou de quatre. Admettons d'abord qu'il y en ait deux, que nous
désignerons par t1 et i ' \' admettons en outre que l'on a

mod^<;i .

L'équation (4) el, par suite, l 'équation (^) admettront l'intégrale
^/(i ̂  t ' y F(^ ̂ y, i ' } ̂  ̂ {i - f'y F(a', ̂  / . / / /).

Cette fonction est évidemment bolomorphe dans le voisinage du
point x==. o, car, si l'on fait décrire à la variable œ un lacet autour de
ce point, les racines t' et f ne font que s'échanger. L'équation (^)
devra donc admettre une intégrale unifornae dans le voisinage de l'ori-
gine; cette intégrale sera de la forme

(i-.r)-^F(a,(3,y,^),
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et l'on aura , en désignant par A une constante convenable,

A,( î—^)-<7F(a ,p ,7 ,^ )=^ / ( I—^^^F(a \^ \y \^ -hr^( I - -^ / / ^ / F(a / , i^,/^).

L'équation (2 ) admet de même rintégrale

i'p\ï - i 1 y F(^, ̂  /, f} - r^(î - t^y F(a', p', /, ri,

qui se reprodui t , au signe près, quand la variables décrit un lacet
au tour de l'origine. Cette intégrale sera de la forme

x^[ï~- ^)-yiF(ai, p i , 7 1 , .r), "

et l'on aura, en désignant par B u n e nouvelle constante,

B^(i— x}-'^ F (-ai, P.i,y.i,^)
=, t'p'^-^ l'Y1 F(^', p-, y-, ^) - /^(i - ̂ /)./ F (a, p7, 7', r).

Si les valeurs de t qui deviennent égales à ^ pour x=o sont en
nombre supérieur à 2, il est aussi facile de former des intégrales de
l 'équation (i) , qui se reproduisent / "mul t ip l iées par u n e constante,
quand on fait décrirez la var iable oc un lacet a u t o u r du p o i n t .r====o.
Supposons, par exemple, que trois valeurs de t dev iennen t égales à t.i
pour.r=o, et soient t ' y t'\ t ' " ces trois racines, rangées dans l 'ordre
dans lequel on les rencontre quand la variable décrit plusieurs lacets
successifs dans le sens direct a u t o u r de l 'origine. L'intégrale

^(,^^/F(^^^) .
4- ̂ /(i _ f^' F(^, y,y', t " } -\- r^(i - f'V F(^ p7, y', r)

est évidemment uni forme dans le voisinage de l'origine, tandis que
l'intégrale

^(^^F(^^/,r)
4..^2^^(ï _ r'v' F(a\ (y, Y, / / /) ̂ ^^(i- f'v Ft^, (3', /, r)

se reproduit , multipliée par/, quand x décrit un lacet dans le sens
direct au tour de l'origine. On en déduit des relations analogues aux
précédentes.

Une ou plusieurs valeurs de / peuvent être nulles en même temps
S.i5
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que x. Si la valeur de t qui est nul le pour x == o est unique, l ' intégrale
t^ [\ — tY V [(y! ^ p ' ,y ,^) se reprodui t , à un facteur constant près, quand
x décrit un chemin fermé en touran t l 'origine; elle doit donc être égale
à une intégrale de la forme

C^-^;i~^)^r(a,[3,y,^j.

Le cas où plusieurs valeurs de i sont nulles en même temps que x
demande un peu plus d'explications. Je suppose d'abord que l'on ait

^== < ? ( / ) ,

ç? désignant ime fraction rationnelle. L'équation (2) admet une inté-
grale de la forme

^-^[ i- .z-)-yF(a,f3,y,^)î

il en est de même de l 'équation ( 4 ) - SI l'on considère t comme la va-
riable indépendan te , quand on fait décrire à cette variable un lacet
au tour da point t==o, x revient à sa valeur init iale après avoir décrit
plusieurs lacets au tour du point x==o et l ' intégrale précédente se re-
produit , mul t ip l i ée par un facteur constant. On a donc

^(i - ̂ )~yF(a, p, y ,^ ) --(^(i - t ' y F(^ fV, /, r ) ,

t' désignant l'une des racines de l 'équation ^ = = ç ( < ? ) q u i sont nul les
p o u r < r = = o . Toute transformation se ramenant à une combinaison de
transformations rationnelles, la conclusion précédente subsiste dans le
cas où x n'est plus une fonction ra t ionnel le de t. .

Le calcul des constantes qui entrent dans nos formules s'effectue
sans difficulté, lorsque pour . r==o on a en même temps î = o ; il suffit

i ' P 'de chercher la l imite du rapport -7::-; pour x = o. Prenons le cas où,
pour ^==0, t prend une valeur finie t^ différente de zéro et de l ' un i t é ;
dans les formules écrites ci-dessus, faisons ^=-=0, t-=~t^ on en dédui t

A = ̂ f (î - t^' F(a', p', i,t, ),
t ' p ' [ r - ^Ff^, ,6', /, i'}- fP'^ - F)^ F fa ' , ̂  y', / ' ) , ' , ,I^Ura——\———l—————i——l——j—————i—————i——^pour ^==.0, / = = / < ,

,̂2

^f^ï ^[^('-^'F^'.^-A^',-
Vrf.a^/teo
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Les exemples suivants montrent bien la méthode a suivre dans
chaque cas,

21. Considérons l'équation différentielle

^{^-^^^.-^^^^.Y^^^^r^o.

Par le changement de variable nc={^t— i)2 , elle devient

fi, „ t } ̂ r 4. ̂  + p ̂ . ̂  (^ ̂  ̂  + ,^] ̂  „ 4^ ̂  ̂

Pour ^==0, les deux valeurs de t sont égales à -^. On aura donc

^^(a,P,A,^==F(^,2p,a4-P+^^^^Vt-Ff^,2p,a+P+^]^^
V a / \ " •A / ,

b^ F(a44,(34-^j ,^)

== F (2^ 2?^ 4- ? 4- ̂  î f) - F L^ 2p, a 4- p -^ ^, x^^) .

Pour ^== i, une des valeurs de test égale à o; donc

F(a,p,a4-p4-^ î - ̂ ) -= F (2^ ?. P, a 4h P 4- ̂  î-=^•\

Cette dernière formule va nous permettre de calculer a et 6. On a, en
effet,

a :-^F(^, 2(3, ^ 4-13 4-4-,^

ou, d'après la formule précédente,

r̂(«,?,.̂ ,,).̂ .̂

On a de même
&=,^Ji^F(2a+l^p+î^+p""tîï)•

Dans la valeur de a changeons a en a 4-.|-, p en |3 4-^-; on trouve

4o;p v/7:^(a+ p4~^ _ _ _ 4 \ / 7 r r f a 4 - p 4 - ^ )
a4-p-4~ï r (a4- ï ) r ( (34-r ) '"' " r f a ) r ( P )
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. 22. Considérons encore l 'équation différentiel le

-'•(-"ÊHi-^Ê-^-^—-
Faisons le cl^ngement de variable ^== ^^^^^^^^^^^^^^ el posons en

même temps y = = ^ ( i — ^ ^ ^ ; on obtient la nouvel ie équation différen-
tielle

Ht-t)^ 4.4->.a + ! - (6a 4- 1-) ^] ̂  - 4^(^ + -1-) ^ = ̂

Pour ^=o, deux valeurs de t deviennent égales à 3 — 2 \/2. Soient
t' et ^ces deux valeurs; clans le voisinage du poini x^o, elles sont déve-
loppables en séries convergentes ordonnées suivant les puissances crois-

j-santés de oc'1. Soient
-i

/' ̂ 3 — 2 vï •+" ̂ "^i15 \/'•ï- — 4)^" -i- • • • »
.^

/// = 3 — 2 v'ï — v^"! (3^—4)^ ' ' "h . . . .

L'intégrale

^(i _ ^)2ap(4^ ^a-i- L 2a 4- Ï, ^)4- ^(I—^)2aF(4a, 2a + }, 2^ 4" f, t " }

est uniforme dans le voisinage de Torigioe- On a donc, A é tan t une
constante,

A F(a , ^ -— a, ^ , x ]
^^a(,_^)2aF(4^%a4--i•^a4~i^)4-^a( l-^)2aF(4a,2^4~},^a4-^

On aura de même, en désignant par B une nouvel le constante,

B^ F(a 4- ̂  •|~ ̂  j, ^) = ^^( ï - t1}^ F (4a, 2a 4- }, -20 4- i, t ' }
— r^ i — r)^ F ( 4 a, % a 4- }, -2 a 4- ?, ^/).

Faisons .r===o; il v i en t

A =.2(3 - ̂  ̂ (2 ̂  - 2)^ F(4.a, 2a 4- ̂  -^ + 1, 3 - 2 ya) ,

B^2^^i3Vï~-4)—[^(^—^ a aF(4a,2a4••-^ l - , -^+•î , ^1] pour 1=3—^^^
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Remarquons maintenant que, pour ^ = 0 0 , iine des valeurs de t
devient nulle. L'équation différentielle proposée admet les ^leox inté-
grales

.^_^aF(4^2a+i,^+i^

x-^ F(a, a 4- ̂  ^a + t, -\ •>
\ x j

qui appartiennent au même exposant dans le domaine du pointa?===co .
Elles doivent donc être identiques à une constante près; on en déduit
la relation

r — 1 6 ^ 1 — ^ 2 - 1
F(4^2^+i-,2a+^^=(^—6^î)^FJ^a+i,2a+t^^

que l'on peut aussi écrire

F(4a, 2a + ̂  2a + ̂  t] -= (i + t}-^ F L, a + ̂  2a -h f, '^^t ]'

Dans cette dernière formule faisons t = 3— ^\ /2; on en tire

F(4a, 2 a +^, 2a + ?, 3 ~ % s/ï) == (4 - ̂  ^/ï)"^ F (a, .a + -t, 2a + t i ).

Donc

ns-^^)^^-2)2^ .^J^^^^IL-^V ^r^a-^^ _ _ . „ . . . . — — , — , . . . . . „ . , - _ — ^ ^ , . i ^ i p, _, ^ \ p/- ,_r(3^v;^_^--2);T^_., ^^^.,_-j ^ '•
^.^^^^^^^^^^^^ ^^^^^^ .,.,„ ^^^ ^^ ̂  ̂  r (a 4- ̂

On aura de même
^i--, ^)2a p(4^^^4-l,aa4-i, ̂

r / f i^ . /^- ia r î ô / f ï — ^ ) 2 " !
=[^L] ^-'^—^-TT-Ï-^J
r^-^T ^r(^+î) pr , . , . , î^-ljL-t^t

=[-(7ï7)7| ^(-^-r)^(^^)^La:'a+'<'î''-(•+^^l J
r(—,)r(^-^) f^-6<+i r , ,,;, . '/2-6<+i)n

+ -r(.)r(.--rrr TTTTjT-^L^3'^'7" "(T+^-J
Prenons la dérivée du second membre en négligeant tous les termes

qui sont nuls pour ;; == 3 — 2 v/a ; nous trouvons

,— r(3 - ̂  ft) {-. ̂  - î)21' (3 ̂  - 4) (- 4^) r(- l )r(2«+^)1^,-^——^^^^,.—-j-—^-^^^^- - r(aTr,a+.i)
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ou, en réduisant,
,>„ — / T V 4v^r(^-n)
""^W r(a)r(a+i) •

23. Les formules que l'on trouvera ci-après ont été obtenues d'une
manière analogue :

f 2 5 )

aF(a,p,^)==F(^2(3,a4-P+^ ï +^)
\ 2 /
/ , _ ,/-\

+F[-2a,2i3,a4-P-4-^ ———— j7

- a^r(^^(5+4')
' r"•"^(a4-i)^(p"+"^?

\/.y — i "1- \/x
F(a,P,^ . r ) = = ( 1 — ^ ) ^ F( 2^ i — 'A(3 ,a -+- r — (3,cJb(a,p,-^.r;

26)

{^]

+( i— ^'r^ F( sa, i— 2(3, a 4-1 — (3, v^—'—_
\ 9 . ^ / X — Ï ^

,_2y/7rr(a+I-P)
. ^--r^+^r^-PT

&\ /^F(« ,P ,J ,^ )==F(3a : - i ,2 f3—r ,g4-P—^ I + V^ )
\ " /

— F ( a a : — i , a f i — i , a + P — ^ I ~ • ) ^

r/t/ï F (a, (3,-:!,.%•) == ( i—^-^l ' Isa—i.^—alS, o:+>—fi, V^—'—v i ^
\ a \ j x — i y

-(i-^^Ffaa-.^.—^^+i-P.^-J'r^V
\ 9,v/.y—i y

' , . 4 v ^ r ( a + f 3 - ^ , 4^r(a+i-(3)
-' r(a - ̂  r(p - ï)' " ~ r^ - Ayr(7-(3~)'

(29) F[a,(3,o:+^+^^)==F( 2gt ,ap , g-|-j34-^ ' ~ " " " ^ )'
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F(«,i3,a+P+^.r)(30)l -^^^Y^-^^.-,^^i
\^ \i 1 — A- — 1 /

,F(a,(3,a+P+,i,^)

[ 3 i ) '
^L^

i — x 4- ^ — x 1
1 =(\/i--,r-l-^/—,r)'" F( -AO: , 5:-1-;5, ay. 4-2;;, ____•—"-g——
( ' \ ^-.K+^-V^

'F(a,p,a+,3--4,;c) •

^'j =(>-.pF(..-.,^-i,.+p-^^^y(3a)

,F(a,(3,a+i3-4-,;f)

(33 ) 1 i/ i+^Tr^Y'-^/ ^T-rï-,'1 ' J ==:(i-.c) - — — l — — — I' 2o:-i,û;-i3+5,a4-P-^'-====——
\ '' / \ t/ T — y -4- T

F(a,P,a4-i3-4,r) [a,p,a+

' 4 ' j ^( i—^r^^i—^+i/—^)1 '^^Fl •2^—1,0+6—1, -2a+-26— 2, —JL-—<r——^
. \ </i-^+,/^^/

(35) F(a,a+^y^)=(^t^^) ^F^a^^ + i - y, y,^-^=^
\ ^ / \ • i - i - ^ ï — ^ ^

(36) F(a,a-i- .',,y, ^) == ( i — ^)-a F{ 2 a , 2 y — 9 . a — î , y, -——==^ ^
\ - 2 . ^ — X J

(87 ) F(a, ^ + :t, y, x} = (î + ̂ )-2a F^a, y - ̂  2y - î . - Ï ^V
\ i+\/^/

f „ / „ a + 0 4- î \ ,4'̂  ? ^ -+- P + T / / ^1F a , 6,——— r——5J? =F - 5 ^ 5 ——J-——? 4^- i — j c j
1 V ^ / 2 2 2 v 'J

;38') < v '
4 . / , ,-ra+i ,6+1 a4-|3+i , . ."1f , . =(ï^^p|^^—^—^—,4^(^^j,,

.., , ..,/ „ a+p -h r \ , . .^a a+JI ^+i3+i ^x{x—i\"\
i 3o j F a , i5, ——L——7^ = 1—2^- ° ^ F -î ——? ——i-——5 7-"———^ h" J/ \ * a / L5- 2 2 \ < î x — \ } l \
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„/ , a 4-6+1 \
F^,,V----^——,,^ _____

(4°) ,____ . — — , . , , , T a+P „ 4V^(Ï^7)
j ^,Y,_,+^,) -^[^——————+P.^_,^^^7j-

( F^,,- ^,7, -r) = (.- ̂ )v- Fr^——"/^^-1. Y, 4.^(i - ̂ )j
/ / \ ' • ' .
[" ' i r v -4- oc. y •4- î — û; / / \

=(i-^)ï-'(i-2^;F /^5——;——'7.4^( ' -^) '

/ F(o:, i— «.,l,x'}
(4 . )} ^^^--.^.^^F^^t^^.^^J-

fF(a, ï -a,y^)

(43) > ^^^^Y.-^,/!^^^^^2-^-^? 74-^-1,7-^27-1,
[\ji—x-\-\l—xf

,(.,fr,.P,,)=(,-^-'F[^"-:-?^;,(^)-|

( = i, - .),-, (, - î)"^ - ̂  p. .̂ ', p.- ;• (ré-J}

-s r r • fi-^^ïî'l
46) F(a,P,2i3,^)=--(i-^ 'F ">2p-^P+ï'-_-^-r^-J1(46) F(a,[3,2i3,a;)=(i-a-) ' l ' Ia^p-a

f F ( a , ( 3 , a p , ^ )

(4?) ^fLt^^r^L.-p+^^^f^^y}
( ^ a ; |_ ' î ' 2 \i+v/i-.r/ J

(48) F^,^«-P+^,a-)=(•-^~aF[^a :+ 'a~a^g-P+I>[T=''^J?

/F(a,P,a-P+i,^) . _ / ,
(49) =(.+.)(,-.)—— IF^^.I-P,-^.,^:^}
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(5o) F^p^-p+.^l^^+^l-FJ'^^^-iî-i.^^FJ,

F(a,(3,a-(3+i,a")
t 5 1 ) ; =(,-.)^(/^^-a--.rr^^,-_2Ê±^. r^-tir^, fLz^Ê ,̂ ̂ , - p, -A- l̂,

L '?- 2 t1^^! J

F(a,p,a-(3+.r,^)

12 ) ) - (i + yï)-2' pL, ̂  - P + ̂  ̂  - ̂  + î , - 4^
( i 4- \/.z')2

Formules données par les transformations rationnelles du quatrième degré.

AF(a^--a,^)x, >,• — a, ^, .
l

(l(53) ==A( i -^ fF( ï -a,a+{^,^)
=: fa(i,_ ^)2aF(4.a, 2a 4-^ 2a-t-i r)+ ̂ (î- ///)^ F(4a, 2a +}, 2a+ ̂  r),

B^IF(^+i•,?-a,i^)

(54) =B^(i-^rF(i-^a+l,î^)
^^a(ï^^2aF(4a,2a+},'2a4-i^)-^^(I-r)^F(4a,2a+},2a4-|•^ / /);

^, ^/ désignent les deux racines de réquation

( ^ 2 _ 6 ^ + I ) 2 +I6^ (^— ^j^^o.

qui sont égales à 3 — a y^ P01111 tr ==: 0 *"
__ _ __ -(

^=: 3 — 2^/2-4- ^—r^ ^2 — 4)^2+. . . ,___ __ \
r ^ a — a ^ — ^ - - 1 (3 v /3—4)^4- . . . ,

• ' 4 , ^7rr(2^+i)_, p ,—f ^ ^ 4^r(^-4~jjA=(^)a^^^^^ B-s/ 4 ,e) r (a ) r (a+{ )

A F ( a , ^ - a , ^ ^ ) . :

(55) ^(i-^fFO-^a+M^)

- r)^(! - ̂ )a F(4^ ̂  ̂  + !. i 1 } + (- ̂ l^i - ̂ T F(4^ ̂  ̂  + ̂  ^J»
S.i6
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' i B^Ffss+^Ï-a:,!,^)

(56) i =B^(i-^F(i-«,«+M>^)
( =(-^')^-<')'<F(4a,i,2„+ ;;,ï')-(-< / /)a(^-<")aF(4^^.^+t<< ')'

/', f sont les deax racines de l'équation

( l+4;_4<2)2- l f î / ( l - ( ) . r=0,

qui sont égales à '-""̂  pour a?==o.

^.i^-V=7^^+...,
2 4

...l̂ -.̂ ^ .̂...
! CF(a,.;, -a, 1,^)

(S?) =C(.-^F(i.-^+U^')
( ^^^<(I_r)°'F(4a,9.a4-^4a+l,^')+/' /•• i%(^-<")aF(4a,2a+ t„4°<+5•^")'

( D^F(a+î,A-a,j ,a;)

(58) ] =D^(I-^)tF(I-a,a4-;^j,.^;)
f ^ t'^-l'YV^, aa + i, 4a+ i-, t')-t"^[i- t"Y F(4a, aa + ̂  ̂  + ?, <");

t', l" sont les deux racines d-e l'équation

[(24-4(--4)3+l6;2(l— ()a;==0,

qui sont égales à 2 ̂ 2 — 2 pour a? = o.

c .-= 2 ̂  — s + y^^ï (3 ̂  - 4)^ + • • - '

("^ 2 V/2 - 2 - ̂  (3 \/2 - 4)^4-. . . ,

, a^r(2a+^ •n , /—4^r(aa + ?).
. r̂̂ -iTrÎ T ~ ' r(.)r(a+^)
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EF(a ,a -{- -^k^
^fi+^l^FfAa

(59) ^(l4-^)4aF(4^2^+^^^+^^^(i4_^maF^^^^^2^+^^) ,

(60) ! G^F^+^+U^)
( ==(I4-^)4aF(4a,-^4-^2a+l,^j—(î+^^4aF(4^,2^+:;•,2a+^^ / / i;

i\ L" sont les deux racines de Inéquation

^ t^—Qt ^-^•L- [ ï 4- tY x -=0,

qui sont égales à 3 — 2 \ / ^ p o u r ^ = = = o .
j-

^ f .== 3 — 2 y .̂ 4" ( 3 ^'2 — 4)<a;2 ~1"' • • • •

^=3— 2 ̂ - (3^2—4)^ + • • • , 1

v - o ^r(2^-h--n ^ 4^ r (2a+^l ' ~ " 2 ^ ( a + ^ ) ^ ( ^ + ^ ' r [ ^ ) r ( a + { ) ' •

^ E F ( a , a + ^ ^ ^ )
^ { ] ( = = ( ï - 2 ^ ) ^ F ( 4 a , ^ 2 a 4 - Ï , ^ ) + ( I - 2 ^ / / ) l a F ( 4 a , ^ 2 ^ + i ^ ; .

/ l
/ g . 1 G^ F(a+,.^+^t,^.)

( ^ ( ^ - ^ / ) ^ F ( 4 ^ , ^ 2 a + ^ / / ) - ( ^ - ^ ^ 5 l a F ( 4 a , t 2 a + i , ^ ) ;

/ /, ^/ sont les deux racines de l 'équation

{^ ̂  ^t — 4^52 ~~ ( 2 / —"i)'^ --: o,

qui sont égales à ^ — - ' — pour-a?==o.

^LrLvi^^^+...,^ 4 . ,
i-^ ^ -1.

^r^ — -v- + — — ^ - + . . .
2 4
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^ E F [ a , ^ + { ^ , ^ )
(63) j ^(^)^F(4a,^+^4^,^+(^)"F(4a^^^4-^

( G^F(a -4-4, a + ^ j , ^ )

(64) ! = (l_^yxF(4a,2a+^4^+.^')
' ' / i \ 2 /

1 - f1^)" F(4^ ̂  + -o 4^ + ̂  t" );

^, ^ /sont. les deux racines de l 'éqaation

( ^ + 4 ^ — 4 ) 2 — ( 2 — ^^•===0,

qui sont égales à 2 ^ / 2 — 2 pour x^o.

t1 == 2 ^'2 — 2 +(3 ^/2 — 4)-^2 •+ • " • ?

r== 2\/2 —,-2 --(3 V^ — 4)^^-r. . . .

HF(a ,4~-aJ^ )

H( i_^^F( .^—a,a+^ î , ^)''GS ') < [ ~~~ ) v ï — / 'ïî ̂
^ ̂  aa -4- •I, t ] -r & - ^ « — <- ^" A.' ̂ ^, ï?r= r^ ( î - /Q0^ F(4,a, ̂  2^ + t ^ /) + ̂ (f - F)^ F(4a, ̂  -ïa + l-, /')

^ ̂ ^(r ̂  r)^F(4a, ̂  aa + ?, t ' " ) -h ̂ (i " ^v)îtF(4a, 4, 2a +-|, ̂ lv),

i
K^Ffa+^ i — ^ ? î » ^ j

; \ { . x ' ' { i — . r ) 2 F( I—•a , a +^, f, ^J(66)
1 =^ /a(^_^^aF(4a,^2a+Î^Q-V :^ra(ï--^)ay(4^?^^+i^ l / /)

( ^r^^-^)%F(4a,^• l,2a+î,^+v/^^va( l~^lv)aF(4^^

^, ^/, ^\ ^xv sont les quatre racines de l'équation

[it — iY + ï 6 t [ i — t}x= o,

rangées dans l'ordre dans lequel on les rencontre quand on fait décrire
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à la variable x plusieurs lacets successifs dans le sens direct autour
de l'origine :

^^^(co^+^.lnl).^...,

'"———T^'Ï*^5"13^--

t"'^^— (cos—^ 4-\/^sm^).y'1 -4- . . . ,
"' ^'2 \ 4 '̂ /

^v^ j^ + _L ('cos 7^ + \/=T sin 7-î) ̂ +. ...
v/a V 4 4 /

4r^-)r(^+^
"-(T?) r(a+.i,)r(a+^'

/ TC — 7r\ i6r(^r(2K+F)
K == (rj" ̂ cos ^ + y/-1 sin -^ -^ ̂ ^^- •

IHF(.,^.,1.)= (i±A^ni^)2aF(4a,^..+-L^

(68)

_^4^-4^iy^^,^.,-,4^-^^y^^^,^^^
' 4 /

^^+4^-4^^^^,^^^^)

^^v-4^^^^.^
\ 4 /

L^r(.+.^^i,^= (I-t4Ç^)2aF(4.,.,-+^^

.^(^^y^^^.^^r)

_(L±-4Çl4^yaF(4,,^^+^")

^^(i±i^ !̂)2aF(4a,,,.a-.i,̂ ;

/', ///, <"', i" sont les quatre racines de l'équation

^—lyi—.^i-i^^^^o.
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/ / == i + — ^ +...,
</2

^+^^.,,.,
^

r=:^ ^—— ^^
v^

t^ ^
V2

r - ^ ^ i 6 r ( i ) r ( 2 a 4 - ^
^ — h o - J r ( ^ ) r ( a 4 - ^ )

F(a, o;4-^/2a+-j•,^) ==( i —^)" 4F(a-+- 1, a4-^, îa-+- |-, x
(69) ( / '2_j^ /: ̂ _ 4\ 2a

: ———^——4) F ( 4 a , 2 a + ^ , 4 a - h i ^ ) ;

t' étant une des deux racines de l'équation
16^2 (i _ t } ^ ~ x [t2 + 4 ^ — 4)^=o ,

qui sont nulles pour a; = o.

I F(a, a 4- ^, '3sa +^^) ==(i —^)'2 F(a-4-^, a-4-f, 2a4-^^ j
(7°) '1 / o - - . ^ \2a

j • ^^,^1^ F(4a,2a-+-^4^+i ,^ ) ;

^ est une des deux racines de l'équation
l 6 P ( ï — t] — X (2 .— tV ==r 0,

qui sont nulles pour .r == o.

/ i
^^ ) F(a,û:4-^^-h-^^)=:(i—^)4 F(^-^-4,a•4-l;^ ^a-l--1!-,^)

( ~ : (^"~6^-4~ï ) 2 0 (F(4a,2a+{ ,2a4-^^) ;

^ désigne la racine de l'équation
î 6 t ( i — t)2 - 4 -^ (^—6^4- r ) 2 —: o,

qui est nulle pour <r == o.
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/ . ( F (^a-1-4, 2 a-4-i, ^ ) = = ( ^ — ^ ) Ï F ( a - î - ^ , a - l - ^ s a - ^ • î , ^ )
j ' \ ' = ( î ^ - 4 ^ - 4 ^ ) 2 a F ( 4 a , ^ 2 ^ + ^ ^ ) ;

^ désigne la racine de l'équation

î 6 t ( î — t) — ( ï - ^ - 4 / — 4 ^ 2 ) 2 ^ = o ,

qui est nulle pour se = o.

^ ^ ( F (a, a -4" :1, ^a4--i ^) == ( 1 — ^)2 F (a + i, a -h f, la 4- Ï, x}
{ - = : ( i -h / )^F(4a, - îa+^^a-4- Ï ,^ ) ;

^ désigne la racine de l'équation
T 6 i ? ( T — — t^——x[\ -\-t.Y-==0.

qui est nulle pour oc. -== o.

i.
/ ^ j F (a, a -1-^ -îa + ^^ ) == ( i — ^ ) 2 F(a-l--^5i 4-^ ,^a4- ï ,^)

( ==(î-2/)^F(4^,?^^-+-î^) ;

t désigne la racine de l'équation

ï 6 l ( i — t ) - ^ x [ ^ t — îY==o,

qui est nulle pour x -=== o.

Formules données par les transformations inverses.

F(4^ 2<y. -+- ̂  la + ̂  ̂ )

^(i-.^-^Fd-îa^^a+t^
r ^ ] r i 3 - 1^(1-^l'5 ) ( ( ̂ 2 _. 6^ -+- i j-20^ F a, a + i-, %<%-+- ^ .^^^--^-^pj-î

r . . T ô ^ f i — ^ î n( ï4-^)-^F a,^+} ,^a+î , ——^-^-——^ ^
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F(4a,?,'a+;,,4a+î»a;;

-^) ï~aîtF(2a+U-,4^+^)

(76) (4_A !̂p[, —l6^T-.Z-n
a, a 4- ̂  ^ a + ;,, "—^——7———TT-> ?7 ^ ( (.r2+4«^' — 4) J

/ .aA-^rr . , 16.^(1 ~.r)1
F L,^^.a+t——^—J;i—— F a ,V ^ L

.r2+4•^' — 4)2-
iG^^i—.rjl^^_-j;

F ( 4 ^ ? ^ 2 a + t , ^ )

(77)

^ (i — .^""^F^ -h ̂  i'— ̂  aa 4" ̂  ̂ )
/ r -î i6^( i-—.z') 1
| (I+4^-4^T2aF^^^2a+^(7^^--4^)j?

:== ] r , , -16^(1-^)" ]
(i~2^)^F[a,a4-^^+^--^^v~J-

Formules données par les transformations rationnelles du troisième degré.

1 AiF(û;,^-a,^)

(78) =A^ï-^F(^a,a+U^)

( =^2a(^^aF(3a,3a+i,4a+S•^ /)+^2a(T- r)aF(3a '3a+ i^a+^

B,^F(a+^|-^3^!

^BJi-^)3 F(i-a,a4-.|,|,.B^i-^)3 F(i-a,a4-|,|,^)
^^a(^^aF(3a ,3a+^4a+j ,^ / ) -^ 2 a ( ï -^ ) a ^(3^ 3 ^+^4^+l^) :

^, t" désignent les deux racines de l'équation
(9î-~8)2+^7^(I-~ ^).y=o,

qui sont égales à 1 pour x == o :

^^^./r7^^+...,:'.^-^.../; —— ^ ~t~ V "• Q I - * . . ?

—8^3 ^
^-'-87-^ •
1———OV3 v

i " = ^ — ^ - l — — — X - + . . .,

, , , ?,^r(5.a+i;) n _,/-—M la^.v^rî Lt-l),
^^(^"ri^ma^T)' ^-^-'^ -r(a)r(.-H.)
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( A i F(a ,< | - - -a , ^ r j

io) ==A, ( i~^F(^ -^^+^^^ )(a
1 = ̂ a^^/)aa F(3^^3^+^^^4- | . ,^)4- /^ ï f t_„ f /p^ F; 3^ 3^.4-^^-i-i f

1 B i^ 2 F(a +^-|--- a , j ,^)
il ' .i. ?(8 j == B.i .r̂  (ï — .r)^ F( î •— a, 5; "-1" ;;, [!, .vi

1 -^t'^^—i'}^ F(3a,3^-^^ -^•|,^)•~-/ / / a(^-^ / /J^ F (Sa, 3^-4-^,^4-i|, ̂

^, ^ sont les deux racines de l 'équation

f r — 9^2-1-}- a 7 / ( i — ^) û . ^ • == o,

qui sont égales à ^ pour .r--= o.
,—— u v t-' -»^7 == (; + y'- 1 -g -̂ ^- 4- . . ,

-,;-̂ .̂̂ ....
f K\ F^.,^-- a,^, ^)

(8î) == A^ (i - ̂  F(ï - a, a + ̂  i, ̂ )
=(-• - / / ) a F (3^,1- a, 2a+t,^) + (— ^l" F(3a, ^—a,2a;4- |,^),

j B , ^ F ( a + 4 - , t - a , ^ ^ )

(83) j ==B,^(i-^F(i-a,a4-i,,^)
! =(-^)^F(3a4-a, sa+i, ^) -- (- t'Y1 F(3a4 - a, ̂  4- f, ̂ ) î

t1 ' , f sont les deux racines de l'équation

( î + S ^ ) ^ ! — t] —2jty =0,

qui sont égales à — ^ pour <x;==o.

. s . 1 7
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1 8 4 ) F(5',i-»,i,.c)=(I-^ ÎF(^-a:,%4-;,^,^=(l-<) ; tFl3a,;-a,î,/)

1

| F^ + ^ :i - %, 1,.^'== ' i " .̂  F( i -~ a, ;?; -4- f ; , j ,^

' ! j -, . / , „. / a^ _^ F(3a + ^ •§ - a, t /;;i q — (•) ^

/ é tan t la racine de l 'équation
fc) —. 8r;2/-- ^ 7 ^ 1 — t}x^-. o,

qui est nu l l e pour ,'y=o.

; gg. 1 F(^ i - ̂ , .i, x ; := (i - .r)3 F (^ - a, a + -^ ̂  ̂ )
'''' 1 :-̂  f i — H^ F(3a, a + ;-, -A , t ] ,

[ F^+ i,:; -a,';-,^^= i ï - x f F ( ï -^,a+ ;;, j, x ]
(87) /' ' 1 ' 1 " ' ' Q1 ' - i ==:(i-/]^^>-^F(3a+i,a.+t.|!,/);

/ é l a n t la racine de l 'équal ion

( / — () ) 2 / 4- 2 7 ( 1 — ^.r =- o,

qui est aulle pour x == o.

C, F(a,a+;,1 : ,^)

^ ^(^"FiS.^^^^-.^^^^^

i
t l )^^ : 2 .F(a+ i , a -+-'1;, j,.r,

' ^ j =^yaF(3.,3.+,4^3,<-)-(4-^yaF(3.,3.+,4^^;/),•

^, ^ sont les deux racines de l 'équation

(9^8;2+(3r~4;^=o,

qui sont égales à ^ pour .r == o.
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8 1 '^ i
, si V 0 i/ -= ^ 4- -—— .z-2 4- . . . ,

01

,-=.,-8^,'+...,
r - ^J^. ̂ ^.fli, § ï — 4 v^JI9^ "ti'î• "' rïa+^rca+i)' -ajl - r(ayr(a+1)1

C ^ F ( a , a + i , ^ ^ j
= = ( i + 3 ^ ) ^ F ( 3 a , 3 a 4 - i , a a + j , ^) + ( i + 3^)^ F(3a, 3 y. 4- ̂  2a-4-| , /^.

D^F(a+^a+;; , |^)
== ( î + S ^ ) ^ F ( 3 ^ , 3 a + a , 2a;+ ^ ^ / ) — ( ^ + 3 r ) 3 ' x F( 3 a, 3 ̂ +^2^+1 , ^);

l\ f sont les deux racines de l'équation

( l - 9 / ) — ^ ( 3 ^ + l j 3 = = o ,

qui sont égales a ^ pour <r=^o.

, , 8</3 -^,=,+-^-^^..,

^ , ^\/3 f>• ^-^r"-.

C i F ( ^ , a4-j , 1^ ^ ) : = ( I — 4 ^ / ) : } a F ( 3 a , ^ -a, 2a4- ;;, t ' ]
~r (i -4rj^ F(3a, -i - a, 2^ -<- s, r;,

1.),^ F(a +^ a +t, |, x} ̂  [i - 4^'^ F(3a, ^ - ̂ , 25; -4-J, t1

(9.)

f93 ) O? 2 ? ̂  ; -- { l — -4 t' j i- \^ ^i y -c? - ̂  -r- -§'» " ^

- i i -4r)^F(3a,è-( . • -(i-4r)^F(3a,^-a,2^+.t,f,;

t\ i" sont les deux racines de l 'équation

(i + B^2!!-- / • ) — (^ •—4^ 3 ^==•û ,

qui sont égales à (— ^-) pour x== o.
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/' < ^'3 /r^-4-/ ::::: — ^ — ̂  ̂  -+- . . . ,

^_,..4-^.^+....

(94j F(.,a+i,s,^)=('-^)3aF(3^--a•- /) ' •

(95) F(^.^.t,.)=(-^p^^3-+———•oc•-^

t désignant la racine de l'équation
(g_ Qt^t-r- (3 — 4^^ r=:o,

qui est nulle pour ot'== o.

(96) F ( ^ a + ^ ^ ^ ) = ( ^ + | ) J a F ( 3 ^ a + ^ - ^ ) ï

3

^) Ff^-^+H-)-^-^)^^^3'4-"'"5'^^

/ étant la racine (le réquation
^ _. c) Y l — [ i •+- 3 )3 -i-' — o>

qui est nulle pour .z'== o.

| E, F(«, .), - ̂ i ^) == E.(« - ̂ )^(3 - ̂  <' + ̂  ^ ̂
) • ^/^-^^^^(îa,;,-^,^^)

(9y) 1 4-.(,-^F(3^-i—a,-^, <")
' +(i-r)«F(3^,^-a,l, t ' " ) ,

G. ̂ F(a + ̂  1 - x, ̂  x} == G,^(i - ̂ ITt' - ̂  ̂  + J' ^ x}
-_ (i-( ')»F(3a, - ^ — a , ï, t')
_^2( i_ ^)aF(3^,^_^, ̂  <//)

-i- j ^ - t " ' ) v • T [ 3 x , -i.-a, -^ r);
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/', t " , t ' " sont les trois, racines de l 'équation
(3 — 4 ^ ) ^ — - 2 7 ( 1 — ^.rr^o,

rangées dans l'ordre dans lequel on les rencontre quand on fait décrire
à la variable x plusieurs lacets successifs dans le sens direct a u t o u r de
l'origine :

t'=^-3^ ^+..., ,_-^=-A
r^-3!^-, .., j.=-,-^^

^=^-^^4-...,

s^rn, __ -9^r(l)j ' l -^( i -a)^(^+^ ' "•-r^r^--^'

100

ÏOI

<
HiF(a , l(t•— a, |, x} == Hi ( i -— .^Fd — a, û:-}- ̂  •|, ^)^^ ,̂ — ̂  ,^,^ ^ ^ — 1x1^ — ^ ) * \ 3 — -^ î . -i- ^ •3-? ^ ;

=== ^^F(3a, ^—a , aa+1, r)
+^F(3a,^a,^+.t,r)

^^aF(3^.^~a,2^4-|-, r),

i i \
K^Fta +^ ^ - — a , l - , ^ ) = = K ^ ^ f î ( I — ^ ) : ^ F ( ^ — a , a 4 - i l, ^)

== it^F(3a, ^—^ 2a+i ^)

4-J2^aF(3a, ̂ -a, 2a+|,^)
+j^F(3^ i-^2a+|,r);

^, ^/, ^// sont les trois racines de l 'équation
j r — 4^) 3 "+' '27^«^'::::::: 0 :

,^<,+3j2 ^+...,

.^=î+ 3 | 3 , /^+••• '
<^ ^î/"~' i

/W- - 1 . 1 0 y 2 i-2^ L̂./ _ -̂ 4- —^—J <Z' -h . . . ,
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•y -f1 Y 3 r ( ^ r ( 2 a 4 - t ) / ï \ ^ 9 r ( t ) r ( 2 a + ; ; )
—W r^+^r(^+ | . ) 7 îv l- \^7/ r ( a ) r ( a 4 r ^ )

H.iF(a, ^— ^, |, x} =- Hi ( i — ^l^Pd —a, a 4- ^, •I, ^ j
^ , / _ ^ ) a ( , _ ^ ) ^ F ( 3 ^ 3a4-ï, 2a -+ - (p ^ )
^ ; _ _ ^ ) a ( i _ ^ ) 2 a F ( 3 ^ 3^4-^^5;-i_; | , r)

^^ ; . :r,--rj^i-^)^rpa, 0^4-„ 2 a - + - <

+ ̂ t'"f[ï- Fj^F.tSa, Sa+i, 2a-4-J, t"'}.

J. 1 1
K^2 F (a 4- i, ̂ —a, i, ̂ ) ̂ K^i — ^fF^i—a, a +1, i x}

^ ] • •==: ( -~/ ' )^( i—^ /)2 aF(3a,3a+•l ,2a+l,<
''j} \ " ..

1 . 'o / ^f/\^f, j . 1 1 \ .»/>/ T"'/ 'î O . 1 - -.. i .» 1^.j^.tf/Y[ï-tr{Y^(3a^K^-^fî^+^^fp *' '
+j(«,r^(i-r)^F(3a,3a^^^+i,r);4-j(-.r)a(i_f/)2aF(3^^^-+.^^^+;;

^, t\ f sont les trois racines de l'équation
(3f-t- i ) ^ — 2 7 ^ ( 1 — / j^ :- o:

/ i '2\'l ù

^^--4^4-,.,,
3 Ï^ 1

^^^.-.^^-4-....

t L<F(a^4-i, § , ^ i== l9 -8^ )^Z^P(3^ . ^-a^, ^)
(104) j 4" (9 - 8^)^ ^ap(3^ ., - a, I, ̂ )

+(g_8r)^raF(3^^._^^^ ^j^

^
1 4 ̂ ;l r ̂  -+- 3, a -h- f, ;p x ) == ^9 — o^' j"-^ -.i1 ^oa, 3 -- a, ^

/^û — 8/ / / i2a/ / /^Ff3^. i --. -y. 4.
Mi ̂ F(a 4-^^+1,^^)= : (9-8^)^Z^F(3a, i-a, ̂  t']

( ï û 5 ) j +^(g^8/ / /j2a^aF(3a,^-^^, r)

4- j(.9 - 6iw)^t"f^l^3y., ^ - a, ̂  ^J

/7, ^/, ^ sont les trois racines de l 'équation

(4 / -~3^~(9 -8^ / . r==o ;
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/ ' — : • _ 3^•>• ^ ,
' '• ~8~ — • • • ,

/"——-f-^ , ^ ,- ', -*- g ./ x — • • • •

•i •'/o' 1.r=^+-i^^^-...,

L,==^7^_, , 3 V 7 T ^ ^ ) Mi-io^^—a-.^K3-1 .• ' 1 ; r (^ -a) r i î (+^ ' "'-i-^. r(a)r^-ï

j PF(«, o:+.^^^';==(i+8f')-"t; i—/'^F(3o:,^-a:,^a+;;-,^)

(m6) i " - (i + S^")2^! — ;"]^F(3a, .i — x, na-t- ̂  r)
( +î l+8^ / f f)2»(<-r)»F;3a,ï-«,25<+^,^" j ,

Q.^F^+^a-hiii.^ (r+8/')2"(I-/')"F(3a,<,-a,9.a+-i,^';
(I07) +72('+8^•'/)2st(I-^)aF(3a,,l,-a,•^+t,^//j

+ ,/ ; i + 8 <"') 2» ( i - ̂ "^aF ( 3 a, .̂  - a, 2 % + j, ̂  ;

<', <", ;'" sont les trois racines de l'équation

( i _ 4 f ) 3 _ ( , ^ 8 tY[i—t')x==o.

„ ï\ •I. -'>
l= --8- a ;+-

^^3j2^
. . 372 . ,==,--^-7^ +.,.,

^-3!W-
p- 3r(j)r(2«+|) /.__9r(l)r(2^+f)1-r^+^ria+f,)' 'J- ^^^(^rï)"

/ PFla,«+^ .;|,^)==fi-9f)2aF(3a, 3^4-4, aa+g, f ' j
(ro8) -4-(i_g;")2aF(3a, 3a+{, 20:+t, /")

( +(^-9^)2 f<F(3a, 35t+^ 2a4-f,r),
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(^Q)

Q^F(a+^ a+iU,,.r:i= (i - Q/^^FtS^, Sa+^aa+ i î , ^ î
+j2(^c)^)^F(3a, 3^+^ 2a-+-|, / / / ;
+ ^ / ( ï—o^^FtSa, 3a+^ ^a+jf , r) :

^, ^/, f sont les trois racines de l 'équation

( 3 / 4 - ï ) 3 — ( ï — y t ^ x ^ o :

9. V^ ^r^~^-+^- ^+...,

'̂  V3l . ^
^-i+ --^-./^ +•• -

^^_^+^/2^+.,..

J l
F(a, a -+- ^ ^ a + i ^)= (ï -- ^1" F(^ -+- ̂  a + -|î-, 2a 4- i ^)

(l T O ) . / C\f'\ 2a
1 J =, , . ^ ) F ( 3 a , 3 a + ^ 4 ^ ^ ^ ^ ) -

l \ 0 /

t' est une des deux racines de l 'équation
^/2( i_ ,^ +(^ -8)2^ ==0,.

qui sont nulles pour »r==o.

^
l F (a. a-4-.7,2 a-4-f, ^) == ( l — ^)3 F(a-l- ̂  a+ t ,2a + 1,^)

/ ï r

1 1 1 / j =( l+^Va ( I -^^F(3^a+^4^+l^ /S;

^' est une des deux racines de l 'équation
-27^-h (^ -+•8) 2 ( I—^)^=.o ,

qui sont nulles pour .r = o.
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(ip2) j r(a,a+^2a+t^)=(r-^F(a-+-i, a+t,2a4-t^)

( == (i--9^ F(3a, 3a4-^2a4-ê^) ,

^ é tan t la racroe de l 'équation

27^(1-. ^2+f i_^)2^^ o,

qui est n u l l e p o u r x=o.

\
• ^, la -4- I-, -^ === ( f — -y^ï 3 ) F(^ ̂  + ï, ̂  -+-1-, ^) == (i - .r)3 F(a +, i, a + t, 2a 4- i ^)

= ( î4 -8^ )2a ( , ^)a F(3^, ^ -a ,2a+^ ^) ;

^ étant la racine de l 'équation

^t— (i 4- S / ) 2 ^ — i?)^==o,

qui est nulle pour a?=== o.

/ _i
F(a,a4--;I-,aû:+^,^)==(i—^)2 F(a4-4, a 4- |, 2a -4- |, 'x}

( î^) f 3 ^ N 3 a
( =:^--^ F(3a ,3a4-^4^+t^ ' ) ;

^ est une des deux racines de Inéquation

27^(1-- t] — ( 4 — 3 ^ ) 3 ^ = = = o ,

qui sont nulles pour a?== o.

/ i
F(a, a 4-4,2^4-1,^) =( i — ^)2 F(a4-^ a 4-j, 2ûc 4-t, ^)

( * 1 5 ) <, / ^'\3a
( ^ K î J F(3 a^+^4^4-î^ /);

^ est une des deux racines de l'équation

2 7 ^ — — — ( 4 — — — t)^==0y

qui sont nulles pour «z*=o.
S.i8
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/ 1
f i 16 ) ' Fla' a + Jf 2a ̂  l'^.)^ ( ï -~ •r)2 F(a+ ^, a 4-|, 2 a -i-i,<r5

( =(i -h 3i?)»a F (3 a, 3a+ ̂  aa+ g^);

^ é tan t la racine de l 'équation

^t[ï — t}1— {3t -{- i)3.r==:o,

qui est nul le pour ,r===o.

( . ^ , .. 4
^ ̂ , ) F(a,a+^, ̂ a-l-i,^)=(l--.r)2 F (a 4~ ^, a + 1, 2 a -4- •(|, x}
> / i ' =(i ~4 1^ 3 aF(3a, - i -a ,2a^<5 , / ) ;

^ é t a n t la racine de l 'équation

27^ - i - ( l—4 / ) 3 • r =:: 0^

qui est n u l l e pour .r=o.

Formules fournies par les transformations inverses.

F(3a, 3a-(-4,4a4-t,.r

: ( ï — jf)0""^ F(a4- ^a-4- f , 4 ^ + ^.r;

9^
8

( ï i s ) ! i f 9^\'^ ^r , , ., ~ ̂ ^d -. .̂
li ' j ^ 1 1 - 8 ; l-^.+i.^+fc——^^^

( / ^î -yN —3 ̂  1""' r»r- 'y2 / r ^ '/ <3 ./t. \ y^ j , .. —— 2 ' ï 3C " [ l -— X

, V ~T) ^ a + ;^ aa + •"' --7 -̂4y-'

/ F(3a(, 3a 4- ^, aoc -(- |, ̂ )

T — x )'' <a F (-^ -- oc., | — «, a « -1- i, .c )

\-^V\oc,ot^-^,'95 ^((i- g^)—F[a,a+,,^+t --.̂ .̂ -l2],

=((^3,.)-F[.,^,.^,22£^^J,
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,F(3a,a+^4a+|,.r)

| = (i - xY F(a -+ |, 3« -h i-, 4a + 1, ^)

....."ij ( (,^^-"(,_,)-.p[,^t,...^^^^],

"((-r"^—^^]-
F(3o:,^— ci:,aa:4- t,.i?)

ji_
== (i —a?)'2 F(l-— a^st+^aa+l-,^}

^ ( (i + 8^)-^(. - ̂ )- F [a, « + ., 20 + f, ̂  ̂ -8^1-^^) J'

( (i - 4^)-»" F ̂ , a + ̂  îa + i ̂ ^-^3] '

; I 2 1

' F(3a,i-a;,-l,.v)
1 -!—<>„
l =(i-^)« -"Ft^-Sa^-l-a.i,^)

(-), ^^_^F[^_,,(^^J,

'((.̂ ^F ,̂,,,̂ ]̂,
F(3a,a+i,-^a-)

= (i - ̂ -^ f(i - 3a, ï - a,^, ̂ )

(.^ _ (._^F[,,-,,,^^],

/ .^;\-:)a„^ i i (^—t))23 ' '!( ( , 4 - ^ ) F^,.+,^-^^-^j,

F(3a+^t-a,^<Ïî B —— '-'•? •2l " I

( i - xf'^ F (3 - 3 a, a + |, j, x )

(1.24) ! ( 8x\, ,-a-^ pi' , , ., (9-8a?)^- |
((,- -g-) (<-..) F^+ ,t-.,,, ^^_,^J1

i / 6x\ t 4.^^\-3a-j ?('" , . - , :i [Q—8^)2^" !
([l-^•)[l--S-) T+^a-l-;i'a•-(4^r^TJ'
j^^V,-^—,,^.,.
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F(3a-h-i , a+t,|, x

; i ^5 )

i -^) 3 ^ F f i - S ^ f - ^ j , ^ )^ ^y f r^ ̂  A _ _ , v 3

,-^ (,-.)—— F[.;,,,_ »,î :̂(,-.)—— F[^, |-.,j, ̂ r^}
<t_.îa- 3

/ •y*\ / -r \ :i r / - î - rkV2/r~î' w \ 1 w \ ni < , - , , i A — Q j " 3C \

^-^("-s) ^^"^"'"W^J-

Formules fournies par les transformations inverses
des autres transformations rationnelles.

F(4a,4a-H,6a-+4,^

( 1 2 6 )

(i--^)15"" F ( 2 a + ^ , 2^4-^ 6o:+^.r)
3.r

"̂
^7~36^+8^\-« r . , < , . , ~ 6,4^^ ( i - x ) •1

27 ; 't^ a ~1" 2 Î 2a '+"oî ^g^^g^^-^J.
8^\-«-î^ r ^ ^ 64^3( i—^)~]T) Fl^^ê^^.-^^J;

i F(4a,4a-t-^2^-4-J,^)

^ =:( i—^)2 Ga F(^ — 'la. j — aa, 2^ -h i;, ̂ )

(-7)j ^((,-^-8.^F[.,..^^,^^^^}

h1--8-)-^^——6^^'}

(128)

F(4a, sa; + y, 60; 4- ^, .c)

= (i - .r)"3' F(4« + -̂  2 o; + ï, 60; + ̂  .c

' ^P-— i8^ —^2 \~2 g '8x —^2 \ -2«,_^ , ,. ()4.a;:< -I
i7———) f^^+^^+it^^,^,:^}^7 / 1_ \.ï--i- 10 ,z -—a/; - . . )

•^x'"3"/ •i ,^r i . ô-'î^'3 'i- 1 i — ^-«F «,û; +^, aa+ ;; ,————— !—————•
!)/ ' L ' J (^-^It-^J
y^-^rk.+^+i 64"3 1;9/ ' L ' J l^-^^l.t-^J
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F[4a, |r— sa, 2a-+- g, x )
.1

==(i-^)3 F(4a+^|-2a,2a+t,^)

( I " } ) < [[.+z8^.^)-^L^+^^^^^^___1
^ ] L ( i 4-18^—p^^2)^

| ( , -^)^(^^aFL^+^^+t.————6 4^————.1:L (9• a ; - - I ^( I — ; r )J '
F(4a, {, —• %a,l, A'>1o

' ( / \ arf" i •* (^-q^l^l
3o) ^I^'^T^-^^-Ô^^^

•h)

64( i -^)J7

j / 8 ^ 3 6 ^ - 4 - . ^ ^ 2 a r ^ -(8-9^^ 1.
H , ^ ; j - | a ^ + ^3 ? (8 -36^+27^)^J 7

F(4^^a+^-, | ,^)

i ( ,,. pr i •> ~(^+8) ; i^1^ ((!-.)-F^,^.,t,^^j,

( (8::::^F^)""4^^'. \ b / L ' («;:- '—aoa;—y;2 J

F(4.a:+^, |—2a; ,^ , a;)

^-.r-^-ç)?^^-.^!^^}( , ' îa)

)/8-36^-.,..F-^_^^r^^ (8-,.j^-l
l \ 0 7 \ 0 ,' _ (o—îb^C+'-'^A'-^J

F ( 4 a + l , a a + A - 4 , ^ )

_|<—'-"-(• ̂ X———-.^^} ,.( • 3 3 )
_Q î _ 2 ^ . - 1

/8-2,oa;-.r2\ - » / ,.t'\..r , 1 , -, - f^+8)^ ")
. t———8———) ( I + S) T + 5> a + tp ;i' ̂ -.0^-8)^

F (6a, 2 a -f- ;1, 4a + f, ^') , '

l ^ ( i — ^ ) 3 " a F ( % a + ^ | — ^ a , 4 a 4 - t , ^ ) . • . . ; .
i34) /a~3.r--3^+^3\-a r ï.^^^(,_^•l -(1 / 1 4 —————————————— t a, a -t- j,, 2a + ̂ , ——————.-—-—'--—- h

j __ \ 2 / [ _ -' u7 |2^-{^3^2_^_^.^^ j

! r o ^ ^ - a f r _ T\Ï ~\ '1 e\ \ «» , T"' I 1 f *-' 7 "<•' i 1 —— tA- j |(,_^+^^ar^,,+.^^+^^^_^J,
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F ( 6 y , t — 2 a , 3 a 4 - - ; ; , ; r )

^(ï—.r)0'"''^^.^- i,t- 4a,2a4-|,.r)

( î4-3o.r-- 96^4-64^ y-^ F a, a -^,-2^-4-1,
• ïo8.r(i — •z'1)

[64.^— 9b.z^4- 3o^ + i

|(i-^+.6^r-F[.,a4-^^+t^^^

F(6a,4^-i-- i, 2a+ | ,^ )

( ï — r)3 a F ( • t — 4 a ? l —' îa , 2a+ |,^)
îo8 . r ( t ~ x]

33 .r — 33 ̂ 2 4- .y3)-2^ F a, a 4- ^ %a 4- |1, —;^4»^;iy-27.F a:^+ l-
^—33^— 3 3 ^ + i j

( l + l4^ 4- ^;2)-;îa F a, ^ -r •|-, ̂  4-
, :^K)8.r(i~;4n
^ ^2"^47^:7jiJ^f^^-'l^f 4- l'Pp

F(6a, 4%+ i ->8a4-^^ )

: f i - xf "~^ F (20 + ̂  4 ̂  + i, 8^ 4- i, ̂4;

2X,/64-q6.r+3o.^+.t•;i\-2--'„^ , , , io8.r'' (i - x} '\
\ (-^——-^——-j l1 [."' %+ ̂  %ot+ is' (64-96^30^4-,??.)

i f,6^_^^ F "a, a+ i, .a + ||, ..-^^^——^1.! \ • ï6 / ? () 16 —16^ 4~^ J) '\J

Les transformations que l'on peut effectuer lorsque deux des trois
éléments a, ?» 7 sont arbitraires ont été données complè t emen t par
Kumrner. Dans le cas où un seul élément est arbi trairey il a indiqué
quelques cas particuliers de la transformation rat ionnel le du quatrième
degré et un certain nombre de transformations irrationnelles.

L^autres transformations rationnelles et la plupart des transforma-
selles me paraissent absolument nouvelles.


