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DE LA REDUCTION

DES

FORMES QUADRATIQUES TERNAIRES POSITIVES

ET DE SON APPLICATION

AUX IRRATIONNELLES DU TROISIEME DEGRE,

Par M. Liox CHARVE,

CHARGE DE COURS A LA FACULTE DES SCIENCES DE MARSEILLE,
ANCIEN ELEVE DE L'EGOLE NORMALE.

INTRODUCTION.

Le but final du présent travail est de développer les recherches de
M. Hermite relatives aux irrationnelles du troisieme degré et conlenues
dans ses Lettres & Jacobi. Ces Lettres ont été publices dans le Journal
de Crelle, t. 40, et dans les OEuvres de Jacobi, t. 2. Notre travail portera
principalement sur la derniere partie de la deuxiéme Lettre.

La théorie de M. Hermite exigeant la réduction de certaines formes
ternaires, nous avons été conduit & exposer une méthode de réduction,
et, bien que les Lettres & Jacobi renfermassent des méthodes de ré-
duction, nous leur avons préféré, sur le conseil de M. Hermite, la mé-
thode récemment donnée par M. Selling dans le Journal de M. Resal.

Nous avons été amené par 12 4 disposer notre travail de la manibre
suivante. .

Aprés avoir rappelé les divers travaux relatifs a la théorie des
formes quadratiques ternaires positives, nous exposons la méthode de
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M. Selling; nous étudions spécialementles substitutions auxquelles con-
duit 'emploi de cette méthode dans la réduction continue d’une forme
a coefficients variables et nous réduisons ces substitutions a deux.

Nous exposons ensuite la théorie de M. Hermite sur les irrationnelles
du troisieme degré; de cette théorie ressort, pour lesirrationnelles du
troisieme degré, cette propriété tres remarquable de conduire & un
algorithme périodique entierement analogue  celui des fractions con-
tinues dans leur application aux irrationnelles du second degré.

On applique ensuite cette théorie a divers exemples.

On termine par quelques bréves considérations sur les unités com-
plexes, dont on renvoice I'étude approfondie & un autre travail.

L.

DE LA REDUCTION DES FORMES QUADRATIQUES.

1. Jappelle forme quadratique ternaire une fonction du second degré
homogene & trois variables dont I'expression générale est

JSemaxt-dy?4- 0"z 2byz - 20 22 -+ 20" kY,

dans laquelle les quantités a, @', a”, b, V', b” sont des nombres quel-
conques donnés’et x, y, z trois variables arbitraires.

Si la forme f reste toujours positive quelles que soient les valeurs
attribuées & 2, y, z, nous dirons que la forme / est une forme positive.

Si la forme f était constamment négative quelles que fussent les va-
riables z, y, z, la forme f serait dite négative ; 1’étude des formes néga-
tives se ramene évidemment & celle des formes positives en changeant
le signe des six coelficients a, «’, «’, b, V', 1.

Les formes positives ou négatives sont encore appelées des formes
définies; les formes qui prennent des valeurs tantot positives et tantot
négatives lorsque x, y, z parcourent la série des valeurs de — oo & +
sont appelées des formes indéfinies.
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Dans ce qui suit, on ne s’occupera que des formes défintes.

Ces formes, égalées d == 1, représentent en coordonnées rectilignesdes
ellipsoides. Un changement convenable de variables permettrait done
de ramener une forme positive donnée f a la forme

A2+ Bn2+ Cge,

olt A, B, C seraient trois constantes positives et &, v, & trois variables
arbitraires. ,

Nous supposerons que les quantités a, @', a”, b, b, b” sont des
nombres quelconques entiers ou fractionnaires, rationnels ou irra-
tionnels; mais nous n’attribuerons & , y, s que des valeurs entieres.

Nous dirons que les nombres qui peuvent étre représentés par la
forme f en attribuant & x, y, z des valeurs entieres appartiennent a la

Jorme f.

2. Soient trois variables X, Y, Z liées a x, y, = par les relations sui-
vantes : »
z=aX -+ Y+ a"Z,

.7‘ o BX - B/Y e @”Z,
z2=yX +9Y +y'Z,

owa, o,y B, F, B 7.7, sont des nombres entiers.
Si dans / on remplace x, y, 5 par les expressions précédentes, la
forme f se changera en une forme F qui peut s’écrire ainsi :

P AX24- A'Y2 -+ A”Z2 - 2BYZ - 2B ZX + 2B”XY,

ou A, A, A7, B, B/, B” sont de nouveaux nombres constants dont les
relations avec les premiers sont bien faciles a établir.

Si 'on attribue & X, Y, Z des valeurs entieres, il en résultera pour
x,y, 5 des valeurs entieres, de sorte que tous les nombres qui appar-
ticnnent a la forme F appartiennent aussi a la forme /.

Si le déterminant

o Dﬁ/ 0.”
g g g
v 7Y

est égalh == 1,4 des valeurs entieres de z, y, 5 correspondent des valeurs
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entieres de X, Y, Z, de sorte que tous les nombres appartenant & la
forme fappartiennent aussi a la forme F.

Done, dans le cas ou le déterminant précédent est égal & == 1, tout
nombre appartenant & / appartient a F, et réciproquement.

Et lorsqu’on attribue & o, y, = toutes les valeurs entiéres de — oo &
+ w0, la série des valeurs obtenues pour fest identique & la série des
valeurs obtenues pour F lorsque X, Y, Z varient de — o0 & -+ 0.

Les deux formes f et I sont alors appelées dewx formes équivalentes.

3. 1l existe entre les coefficients de ces deux formes une relation
remarquable: si on prend les demi-dérivées de fpar rapport aux trois
variables x, y, z, le déterminant formé avec les coefficients de z, y, =
dans ces (rois demi-dérivées, a savoir

est égal au déterminant obtenu en opérant de la méme maniere sur la
forme F.

Ce déterminant, qui ala méme valeur dans toutes les formes équiva-
lentes & f, s’appelle le déterminant de la forme f.

4. Si toutes les formes équivalentes ont le méme déterminant, il
n’est pas vral que, réciproquement, toutes les formes de méme déter-
minant soient ¢quivalentes.

Au contraire, si nous groupons en une seule classe toutes les formes
équivalentes & une forme donnée, en général & un déterminant donné
correspond un certain nombre de classes.

5. Puisqu’aux formes équivalentes qui composent une classe cor-
respondent identiquement les mémes nombres, il suffit, pour étudier ces
formes, d’étudier 'unc d’entre elles.

Etdeux formes élant données, il sera important, avant de commencer
leur étude, d’examiner si elles sont équivalentes ou non, puisque, dans
le cas ol elles seraient équivalentes, il sulfirait d’étudier 'une des
deux.
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Or, si, parmi les formes d’une classe, on en choisit une entre toutes
les autres pour représenter cette classe, et si cette forme est choisie de
maniere que ses coefticients vérifient certaines relations i I'exclusion
de toutes les autres formes. de la méme classe, si de plus, une forme de
la classe étant donnée, on sait en déduire la forme spéciale précédente,
il sera toujours facile de voir si deux formes sont équivalentes ou non.
Il suffira, en effet, de voir si elles correspondent toutes deux i la méme
forme spéciale ou & deux formes spéciales distinctes.

Cette forme spéciale, choisie entre toutes les formes d’une méme
classe, s’appelle une forme reduite.

Par conséquent, la théorie de la réduction des formes ternaires, ¢’est-
a-dire la recherche de la forme réduite d’une classe donnée, doit pré-
céder toute autre étude sur ces formes.

6. Gauss (') a le premicr abordé cette théorie, et il a montré que,
pouar les formes & coefficients entiers, le nombre des classes répondant
2 un déterminant donné était fini; mais il n’a pas donné de définition
précise de la forme réduite.

Secher (*) a donné le premier une définition précise de la forme
réduite en assujettissant ses coefficients a des conditions qui sont rem-
plies par une seule forme parmi toutes les formes d’une classe donnée

“cl en montrant comment, une forme étant donnée, on peut calculer la
réduite correspondante.

La démonstration de Seeber est excessivement compliquée; elle
occupe plus de la moiti¢ d’un livre de deux cents pages in-4°; elle
consiste & montrer que, étant donnée une forme satisfaisant aux con-
ditions de réduction, les formes équivalentes qu’on en peut déduire ne
satisfont pas & ces conditions, et Seeber y parvient en faisant I’énumé-
ration de tous les cas qui peuvent se présenter. Celte énorme énumé-
ration n’est pas méme tout & fait complete, ainsi que I'a fait voir
Eisenstein.

Eisenstein a remarqué ensuite que les conditions données par Seeber
pouvaicnt se simplifier. Les conditions de Seeber contenaient, dans

(V) Disquisitiones arithmeticee, n° 276 ¢t suiv.
(2) Untersuchungen diber die Eigenschaften der positiven terniiren quadratischen For-
:

men (Fribourg, 18313,
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certains cas, les coefficients au second degré. Eisenstein a montré et il
est facile de voir que ces conditions se réduisent au premier degré.

7. Les relations, simplifiées par Eisenstein, que doivent vérifier les
coefficients d’une forme réduite sont les suivantes :

Les trois coefficients &, &', b” doivent étre de méme signe, et les
conditions se divisent en deux séries, selon que b, 0’, " sont positifs
ou négatifs. A

1° Si b, &', b sont positifs, il faut:

- . g aza'zad,
Conditions générales. . .

202d, 20T a, 2072 a.

(Si a=d ilfaur b ZV,

a =dad" bz b,

Conditions particuliéres. . ... / 20 =da 0" Z a2l
20 ' =« b"Z b,
20" == b Zab.

2° Sib, b, 1" sont négaltifs, il faut:

. , aZaZ o
Conditions générales..... | = T B
2bza, 20'Za, 20"Za, 2(b-+0 -+ 0")Za+d.
[ Si a=ada il faut b <7/,
a =a” b= b",
. N 20 =a b= o,
Conditions particuliéres. . , "
20" =« b" == o,
20" = a b = 0,
2(b+0 4 b")=a+ " aZal b,

8. Dans ses Lettres a Jacobi, ol sont exposés tant de beaux résultats,
M. Hermite est revenu plusieurs fois sur la théorie de la réduction, en
I'étendant, du reste, aux formes quadratiques composées d’un nombre
quelconque de variables.

Mais, quoique les conditions auxquelles il assujettit les réduites ne
puissent étre satisfaites que par un nombre fini de formes dans chaque
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classe, il n’est pas démontré qu’une seule forme les vérifie, et la
réduite manque ainsi de son caractere d’étre unique dans chaque
classe. '

9. Gauss, a propos du travail de Seeber, fit (Journal de Crelle, t. 20)
sur la représentation géométrique des formes ternaires quelques re-
marques qui ont conduit Lejeune-Dirichlet & faire la théorie de la
réduction des formes ternaires a4 l'aide de considérations purement
géométriques. Lejeune-Dirichlet a ainsi substitué au long exposé de
Seeber une démonstration tres simple.

M. Selling (*) a dernierement repris ce sujet. Dans la premiere Partie
d’un Mémoire publié dans le Journal de M. Borchardi et dans le Journal
de M. Resal, il a cherché & traduire algébriquement le procédé géomé-
trique de Dirichlet, et il est parvenu & une excellente méthode de
réduction que nous allons exposer.

Il

METUHODE DE REDUCTION DE M. SELLING.

10. A cause de la symétrie des calculs, nous remplacerons les coef-
ficients @, @', «”, b, I, b” par d’autres coeflicients, et nous prendrons
avec M. Selling, pour type d’une forme quadratique ternaire, la forme
sulvante :

f=ax?+ by* - cz*+ 2gyz -+ 2hzx -+ 2k zy.

Aux coefficients g, %, £ nous adjoindrons trois autres coefficients
désignés par L, m, n, ct aux coeflicients a, b, ¢ nous adjoindrons un
quatrieme coefficient désigné par d.

Les nouveaux coellicients seront liés aux coefticients primitifs par les

(") Journal de M. Borchardt, t. 77, et Journal de M. Resal, 3¢ série, t. 1L
S.2
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relations suivantes :
a-+h+Fk 41 =o,
b4-g+F +m=o,
c+g+h +n=o,
d+ 1 +~m+n =o.

Si, introduisant une quatrieme variable z, nous changeons x, y, s
respectivement en @ — ¢, y — ¢, = — ¢, la forme f pourra s’écrire de la
maniere suivante :

o=—gly—2z2—h(z —z)t—k(x —y)-—l(x—1)*—m(y —1)*—n(z— 1)

Cette forme & quatre variables est identique a la forme proposée si
Ion y fait ¢ = o; mais cette restriction est méme inutile, car a des
valeurs entieres de @, y, 5, ¢ dans la forme ¢ correspondent des valeurs
entieres dans la forme fpour , y, z, de sorte que les mémes nombres
peuvent étre représentés par I'une ou I’autre forme.

Si une substitution (')

g z=aX +aY 4+ "7,
(1) y =BX +-E Y- pz,
( Z == }IX - Y'Y ~- }'”Z

transforme la forme £ en une forme équivalente F, la substitution

(=X =)ol (Y= T) o (2 T),
2 (X T (X))
‘ Z:;'_'}I(X T)‘f"/(Y-—T/ F'}/(Z'—‘r)v

u’on peut écrire _
|
cy=pX-+p'Y @"l 4 ;’3’”'1‘,

(2 bus)
( Z o yX 4 -»/’Y - 7”Z - '/”’T,

(1) Nous ne considérerons jamais que des substitutions au déterminant 1, c'est-d-dire

’ "

A4 o

telles, que le déterminant | (» " | soit égal & 1. Quant aux substitutions de détermi-
"
VA,

nant — 1, elles se ramenent aux précédentes en changeant les signes de tous les coefficients,
ce qui ne change pas le résultat de la substitution. Il n’y a donc pas & distinguer entre les
substitutions de déterminant -1 ou — 1.



REDUCTION DES FORMES QUADRATIQUES TERNAIRES POSITIVES, ETC. S.11

ol les quantités ”, 8", " vérifient les relations suivantes,

’

o +a + o’ " = o,
B ~;_ @I + pl/ + " o O,

7 - 7! 4 7”+ 7/// = o,

cette substitution (2 bis), dis-je, transformera f en une orme ® qui
sera identique & F, qui contiendra quatre variables et qu'on peut déduire
de ¢ au moyen de la substitution

z=aX--aY+a"Z 4+ "T,
y=BX-+-p'Y+pB"Z-+p3"T,
2 =9X-+yY+ yZ+ 4T,

I =o0;

et, comme dans ¢ n’entrent que les différences x -— 7, v — ¢, z — ¢, on
pourra remplacer cette substitution par la suivante,

( x:mX-}—agY~l—mZ+a4T,
S y:ﬁlx -+ [?JgY‘*- ‘B3Z+f)iT,
( e 74X -+ }IQY—P— )/:;Z -+ Vs T,

t—= ")\1X -+ agy—{' 8;;2 = a-’l 'r;
ol les coefficients e, 3,,7,,9, ... sontliésh «, 3,7, ... par Ies relations
ooy — 01, o'==os—0y, ..., P=0L1— 01 ...

Ces substitutions (1) et (3), qui sontidentiques I'unc a Pautre, seront
représentées par 'une ou l'autre des deux notations suivantes,

’ ”
A a .

l{j C‘I |6”
v 77

!

ou
A

[
B B
7
3

&

ody Yy

By B

73 Y4

~ ~
9 O3 Oy

[

71

N
I

o ’ M ’
et 'on remarquera, sur la deuxieme représentation, quon peut aug-
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menter ou diminuer ’un méme nombre tous les éléments d’une méme
colonne verticale, sans changer le résultat de la substitution.

11. Nousdirons que la forme ¢ est réduzte lorsque tous ses coefficients
g I, &, I, m, nsont négatifs ou nuls.

Pour que cette définition soit acceptable, il faut démontrer :

1°© Qu’a une forme donnée correspond toujours une forme équiva-
lente, danslaquelle les coefficients g, A, £, {, m, n sont négatifs ou
nuls;

2° Que parmi toutes les formes d’une classe il n’y en a qu’une seule
dont les coefficients soient négatifs ou nuls.

12. Je commence par démontrer qu’a une forme donnée correspond
toujours une forme équivalente dont tous les coefficients sont négatifs

ou nuls.
Supposons en effet que dans la forme o le coelficient g soit positif:

je fais dans cette forme la substitution

Jobtiens ainsi la transformée

L!) T g‘(T — )=+ l)z - /I(Z l)'"’
—lx—y)—lzx—t)2 -m(y-—1)?—n{zs — 1),
et, si I'on remarque que P'on a

on en conelut

b=glr—zp—(g-+nj(z--ap2—(g+k)(zx—y)
1—(g ------ l)(x——t)-’-—t\g - m)(y — )2 «-(g [_/1)(z — 1)

Or lasomme des cocefficients de ¢ est

—(og+h+li+4-1l+4 m+n),
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et, comme g est positif, on voit qu’elle est inférieure de g & la somme
des coefficients de o.

Siun autre coefficient était positif, on pourrait de méme diminuer de
ce coefficient la somme — (g + A -+ k + [ = m + r): il sulfirait, par
exemple, de faire une permutation des variables «, y, 5, ¢ qui amenit
ce coeflicient & la premiere place et d’appliquer ensuite la substitation
précédente.

Cela posé, remarquons que la somme — (g + A -~k -+~1-+m—+n)
est positive, car, en se reportant a la définition de I, m, n, on voit que

T ’ . (l+b - ¢ +d N . N .
la somme précédente est égale s ————— "=, ¢’est-2-dire i la demi-

somme des valeurs que prend ¢ quand on y fait successivement =, y,
z, 1 égaux respectivement 1 1000,0100,0010,0001. Celte somme ne
peut donc pas étre inféricure & une certaine limite, et si, parmi toutes
les formes équivalentes i laforme f, on considere la forme ou les formes
qui fournissent une somme plus petite que dans touteslesautres formes,
cette forme ou ces formes ont nécessairement des coefficients g, 2, £, ,
m, n dont aucun n’est positif.

Il existe donc au moins une forme équivalente & une forme donnée
et dont tous les coefficients g, 4, £, [, m, n sont négatifs ou nuls. Cette
forme se déduira de la forme donnée en appliquant la méthode précé-
dente tant qu'un des coefficients sera négatif; mais il convient de re-
marquer que la série des opérations ne se prolongera pas indéfiriment.

13. En effet, supposons que nous soyons parvenus a la forme

CL(X—T)E—M(Y - T)2—N(Z—T)

en appliquant & ¢ et aux formes suivantes les substitutions qui ont
pour résultat de diminuer la somme des coefficients. La série des sub-
stitutions employées pourra se ramener a une substitution unique,

Y

=aX 4+ Y-+a"l-a"T,
y=pBX 4+ 'Y 3L+ BT,
2=y X4y Y-y Z+y"T,

{ = o0,

permettant de déduire directement @ de ¢.
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Or on a certainement
—(G+H+K+L+M+N)<—(g+h+k+1l+m-+n),

et d’'un autre ¢6té — (G +H-+- K + L +M + N) est la demi-somme
des valeurs que prend ® quand on remplace successivement 'une des
quantités X, Y, Z, T par 'unité et les autres par zéro. Mais remplacer,
par exemple, X par 'unité dans ® etles autres variables par zéro revient
aremplacer, dans ¢, w, y, z, ¢ respectivement par «, {3, y,0. Il en résulte
que «, 3, y ne peuvent croitre indéfiniment, sans quoi la valeur corres-
pondante de ¢, et parsuite de @, serait elle-méme indéfiniment grande.

On voit par la que les coefficients «, £, v, «, &', ... sontlimités.

Donec, si la série des substitutions qui d’une forme donnée conduisent
a une forme dont les coefficients soient tous négatifs se prolongeait in-
définiment, il faudrait que deux formes ® et @, se déduisissent de ¢ par
la méme substitution; mais ces deux formes offriraient alors la méme
valeur de — (G + H + K -~ L -+~ M + N), et cette supposition est im-
possible, puisque dans la suite des opérations cette somme va constam-
ment en décroissant.

Done, étant donnée une forme

o

o=—g(y—2?2—hiz—zp2—kz—y)—l(x—1)*—m(y—1)*— n(z— )2,

par un nombre fini d’ opérations on transformera cette forme en une autre
dont tous les coefficients g, h, k, I, m, n sotent négatifs ou nuls.
g 8

14, Je veux maintenant démontrer que, parmi toutes les formes d’une
classe, il n’y en a qu’une seule dont tous les coefficients g ,_,, hyk,l,m,n
soient négatifs ou nuls.

Pour y parvenir, on démontrera que, si une forme a tous ses coeffi-
cients g, k, k,l,m, n négatifs ou nuls, toute forme équivalente présen-
tera pour la somme — (g-+A-+£-/+m—+ n) une valeur supérieure a
la valeur correspondante obtenue par les coefticients de la forme don-
née, d’ott résultera que les coefficients de deux formes équivalentes ne:
peuvent étre tous négatifs ou nuls.

Je supposerai d’abord une forme dont tous les coefficients soicnt
négatifs; jexaminerai ensuite le cas olt un ou plusieurs de ces coeffi-
cients seraient nuls.
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Soit donc une forme
o=—g(y—spP—liz—apP—klz—yP—1lz —t)2—m(y—1)2—n(z —1)2,

dans laquelle g, 4, k, [, m, n sont tous négatifs, et supposons que de
cette forme on déduise une forme équivalente ® au moyen de la substi-

tution
X == o, X - ZQY- - C{;;Z -+ O!',T,

y=FX LY + BaZ + BT,
s= X +7:2Y + 337 + 9, T,
=0, X +4-8:Y +8Z + o, T.

Si I'on désigne par A, B, C, D, G, H, K, L, M, N les coefficients qui
pour ® sont analogues aux coefficients a, b, ¢, d, g, h, k, I, m, ndela
forme fou ¢, on aura, en remarquant que A est le coefficient de X2,

A= g(Br—yi)2— h(ys—an)2— I (ay —B4)?

—_ I(Ch — 64)2——m(6, —_ 31)")'—7’/(71 - 81) p)

112

et 'on aura pour B, C, D des valeurs analogues déduites de la précé-
dente en affectant leslettres a, £, v des indices 2, 3, 4.

Si I'on fait alors la somme A + B + C + D, on trouvera que dans
celte somme le coefficient de g est

B =7+ (B = 72 +(Bs — 13)* (B — 42 ]

Or trois des différences contenues dansle crochet ne peuvent étre si-
multanément nulles, sans quoi la quatrieme serait nulle aussi; mais, dans
ce cas, le déterminant de la substitution seraitnul contrairement a 'hy-
pothese. Done, dans la somme A + B + G+ D, le coefficient — g est
aumoins multiplié par la somme des carrés de deux nombres entiers,
¢’est-2-dire au moins par 2; il en est de méme des autres coefficients,
ce qui prouve que la somme — (G + H-+ K+ L+ M+ N), qui est

, s A4-B~+C+D - S R
égale a ——‘—2———-—, est supérieure ou au moins égale a

—(g+h+k+1l+m-+n)

15. Je dis qu'elle est nécessairement supérieure, car, pour que la
somme des coefficients fat invariable lorsque I’on passe de ¢ & @, il fau-
drait que les différences des coefficients de la substitution fussent nulles
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ou égales & I'unité; et méme, si 'on prend les quatre différences entre
les ¢éléments correspondants de deux lignes dans la substitution

oy dx Ty Oy
g fu @: ‘;3:; ﬁa
») 3
Yoo 72 U3 Vs
N N ~ \
Oy 02 O3 Oy

il faudrait que de ces quatre différences deux fussent nulles et les deux
autres égales & I'unité en valeur absolue, et, comme la somme de ces
quatre différences est nulle, nous voyons que de ces quatre différences
deux devraient étre nulles et, des deux autres, 'une égale a —+ 1,
lautre égale & — 1.

Examinons la forme

O==—g(y—3)2—h(z—2)2—l(x—y)—l{x— 2 —m(y — {)2—n(z 1),
et remplacons z, y, z, ¢ par les valeurs suivantes:

z=oX oY - ayZ +4- 03 T,
y=BiX LY+ ByZ + BT,
A y,X-—i- Y;Y “+ Y“Z -+ Y"T"
=0 X 0, Y + 8% i

La dilférence y — z est
y—a=Br—y )X (P72 )Y + By —73) 2+ (Ps— y4)T.
Or nous venons de voir que des quatre différences
Br—7v1 Ba—72 Bs—7s, Bi— 71

deux sont nulles, une autre égale & + 1 et la derniere 3 — 1. La dif-
férence y —z sera donc égale en valeur absolue & I'une des six diffé-
rences
Y—-Z,72—-X,X--Y,X~T,Y-T,Z-T,
et ce qui vient d’¢tre dit de y — z est vrai pour z — x, x —y, x — {,
y —t, z— L.
D'ailleurs, il ne pourrait arriver qu'a deux différences telles que
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-y -— 5 etz — x correspondit une méme différence, Y — Z par exemple,
car, dans ce cas, le déterminant de la substitution serait nul.
Donc la substitution précédente, appliquée & la forme ¢, n’a d’autre
effet que de permuter les variables «, y, s, 7.
Done, abstraction faite de 'ordre des termes, la substitution S, appli-
quée a la forme ¢, reproduit identiquement cette forme.

16. Le raisonnement précédent suppose qu’aucun des coefficients g,
h, k, I, m, n vest nul, car, si g par exemple était nul, le coefficient
qu’aurait g dans la somme A + B + C -+ D n’intervenant pas dans la
formation de cette somme, les différences

[31_"/1, @2— 72 163"}’:;, (-;J'. - 74

ne seraient assujetties & aucune condition.
Supposons donc qu’un ou plusieurs coefficients soient nuls; comme
ils ne peuvent tous étre nuls, admettons que g soit différent de zéro.
Pour que la substitution S ne produise aucune variation dans la
somme des coefficients — (g + A -+ k-1 + m + n), il faudra encore
que des quatre différences

ﬁx"“"/h ﬁ'z—““/'." ﬁ:x'—)/::, @f- — Y

deux soient nulles et, des deux autres, I'une égale & —+ 1 et I'autre &
— 15 et les différences relatives 4 quelqu’une des quantités g, 4, £, ,
m, n qui ne s’annule pas seront assujetties aux mémes conditions. Au
contraire, les différences relatives aux coefficients qui s’annulent ne
sont assujetties & aucune condition.

Cela posé, on voit que la différencey — z seraégale en valeur absolue
a 'une des six différences

Y7, 72—-X,X—-Y,X-T,Y—-T,Z-T,

et il en sera de méme de celles des différences s — 2, © — v, ... quimul-
tiplient des coefficients différents de zéro.

Aivsi, apres la substitution, les coefficients g, 4, £, ... qui ne s’an-
nulent pas ne seront multipliés que par de simples différences Y — Z,
Z — X, . .. Quant & celles des quantités g, %, ... quisont nulles, il n’y
a pas & s'occuper des polynomes par lesquels elles seront multipliées,

S.3
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puisque ces polyndmes disparaissent, et 'on voit que la substitution S
n’aura encore d’autre effet que de reproduire identiquement la forme o,
abstraction faite des permutations possibles entre les variables.

Done, si dans une forme o les coefficients g, A, £, /, m, n sont négatifs
ou nuls, dans toute forme équivalente et non identique & ¢, abstraction
faite de 'ordre des coefficients, lasomme — (g + -+ &+ {4+ m -+ n)
surpassera la valeur de la méme somme dans la forme o.

Nous en conclurons donc que, parmi les formes d’une classe donnée,
il y en a une et une seule dont tous les coefficients g, h, k, [, m, n sont
négatifs ou nuls, pourvu qu'on fasse abstraction de I'ordre des coeffi-
clenlts.

17. Les coefficients d’une forme réduite jouissent d’une propriété re-
marquable, dont l'importance ressortira dans les applications qui
suivront. ‘

Nous voulons démontrer que le produit des trois plus petites valeurs
dont est susceptible une forme donnée pour des valeurs entieres de z, y,
z, ¢ est limité par le déterminant D de cette forme.

Ce déterminant est, d’ailleurs,

D= —gllh+k-+m--n)~hm(k+g+n-+1)—lkn(g-+h + 1+ m)

- ghn — ghm — hil - Imn.

Considérons une forme réduite

A6 9

o= — gy —zP2—h(z—a)2—lk(x~y)2-Ilr—1)2—m(y—1)2—n(z—1)3,

dans laquelle g, %, £, {, m, n sont négatifs ou nuls; il est facile de voir
que les trois plus petites valeurs de cette forme sont comprises parmi
les sept suivantes,
—{h+k-+1), —(k-g-+m), -—(gf‘x— h-+-n), —(l+m--nj,
—(g4+h--l-+-m), -—(g+k-+1l-+n), —(h-+k-+m-+n),
qu’on obtient en remplacant dans ¢ les variables z, y, z, ¢ respecti-
vement par 'un des systemes de valeurs suivants :
1, 0, 0,0, 0,1, 0,0, 0,0,1, 0, 0,0, 0,TI,

I, 1, 0, 0, I, 0, I, O, 1, 0, 0, I.

Or, toutes les suppositions qu’on peat faire sur les grandeurs rela-
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tives de g, %, &, , m, n peuvent, par des permutations des lettres z, y,
s, £, étre ramenées aux trois suivantes :

1° Les trois plus petits coefficients sont g, %, £ en valeur absolue.

2° Les trois plus petits coefficients sont, en valeur absolue, /, m, n.

3 Les trois plus petits coefficients sont, en valeur absolue, g, 2, L.

On voit immédiatement que dans toutes les hypotheses le produit de
trois des sept valeurs de ¢ écrites plus haut est inférieur & 27 D.

Par exemple, si les trois plus petits coefficients sont g, 4, £, et par
conséquent si /, m, n sont les trois plus grands, le produit

—(h+Fk+ 1) (k4 g-+m)(g-+h—+n)
est ¢évidemment inférieur & — 27/mn; d’ailleurs, on a évidemment
D= — Imn.

Donc le produit précédent est inférieur & 27D.

Et on trouverait sans plus de difticultés, pour toutes les hypotheses,
un produit inférieur 2 27D.

Quoi qu’il soit suffisant, pour les applications ultérieares, de prouver
que 27D est la limite supérieure du produit des trois valeurs minima
de ¢, cependant nous abaisserons cette limite et nous démontrerons la
proposition suivante, ¢noncée d’abord par Gauss :

Le produit des trois valeurs minima d’une forme donnée est inferieur
au double du déterminant.

Notre démonstration comprendra trois parti;:s correspondant aux
trois relations de grandeur posées plus haut entre les coefficients g, 4,
k, [, m, n.

1° g, k, k sont inféricurs en valeur absolue a /, m, n; dans ce cas, le
produit suivant est inférieur & 2D :

myz=— (h+k+1)(k-+g-+m)(g+h-+n)

En effet, ce produit =, contientvingt-sept termes, dont seize sont les
seize termes de D, de sorte qu’on a

Ty D= g2 (o 1) — he(k—+g+m)— k(g h-+n)—aghk.

Or le second membre est inférieur 3 D, commme on [e voit facilement en
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¥

écrivant D de la manigre suivante :

D= —gm(h+k~+1)—hnlk-+g+m)—kl(g+h-n),
—gl(h +n)— hm(k + 1)~ kn(g -+ m) — Imn.

2° 1, m, n sont tous trois inférieurs en valeur absolue a g, 2, £; dans
ce cas, nous remarquerons d’abord qu’on peut toujours supposer
— g <—k, car une permutation de x et = permute les coefficients g
et £; de méme on peut supposer —.g <~ A, car une permutation de x
et y permute les coefficients g el 4.

Cela posé, nous partagerons le cas présent en quatre parties aux-
quelles correspondront des produits inférieurs & 2D, indiqués par le
Tableau suivant :

—_m<—l.. —(k-+g+m)(g+h+n)(l+m+n)<oD
I>—n. my=—(k-+g-+m)(g+h+n){l+m+n)<2D

h>—Fk
—m>—1 —l<—n. (/—}-lf+l)(/f+”—i— m)(l+m--n)<aD
—hL ko —(g+h+n)(h-+Tk+1)(l+m+n) <o2D.

Pour “démontrer ces inégalités, nous observons que chacun des
produits m,, 7;, 7, 7; contient vingt-sept termes, dont seize sont pré-
cisément les seize termes du déterminant D, de sorte qu’on peut écrire

Ta—D=—g*l+m-+n)—m*(g-+-h+n'— 3( + k- m) — o.gmn,
Ty—D=—g2(l+m--n)—m2(g+h-+n)—n?(g+k+m)—2gmn,
m—D=—k(l+m-+n) -1 (k-+g-+n n) m2(h -k +1 ) —2kim,
Ty—D=—h2(l{+m-+n)—0 (g-+h-+n)—n*(h-+k-+1)—2hin,

Cela posé, il est facile de voir que, dans chacune de ces égalités, les
termes qui suivent D ont une somme inférieure & D; il suffit pour cela
de donnera D les quatre formes suivantes,

{ —gh{l+m-n)—ml(g-+h-+n)—nh(g-+k-+m),
( —lg{h-+n)— hm(g-+k)—kn(m 1) — lhk,

— gh(l-+-m—-n)— mk(g -+ h~n)—nl(g -+ I+ m),

—gllk-+-m)— hm(n--1)—Jkn(g--h)— Lk,

50 % —kh(l4+m-n)—In(k + g-+-m) — mg(h+Jk 1),
—gl(h k) — hm(n+1) — kn(g-+ m) — ghl,

1°

20

{ = hk(l+m~-n)—Im(g-h-n)—ng(h+ k1),
{ —gllh+F)— hm(g—+n) — kn(l-+m)— gkm,
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et, en comparant ces quatre expressions de D respectivement avec les
quatre différences 7,— D, n, —D, n, — D, ©; — D, on voit facilement
que D surpasse ces différences sil'on tient compte des hypotheses faites
sur les coefficients g, 4, £, [, m, n pour chacun des produits =,, =,,
Ty Tye

3° Reste a examiner le cas ou g, A, [sontinférieurs en valeur absolue
& &, m, n. Nous supposerons d’ailleurs g < /, ce qui est toujours pos-
sible par une substitution convenable.

Dans ce cas, il peut arriver que Z soit inférieur ou supérieur am + g.

S1 £ est inférieur & m + g, le produit suivant est inférieura 2D :

my=-—(h+k+{)(k+g+m)(g+ h—+n)
On a, en effet,

my—D=—g2h— gk —g*l—hk—hg—h*m
— kg —Ik*h — k*n—ghk — ghk,

et les termes du second membre sont chacun respectivement inférieurs
aux termes de D écrit ainsi :

D=—glh—In(m+ g)—gml— hnlc — hng — hnm — k(l+m)g
— k(l+m)h —k(g+ m)n —Imk — h(gm + Im).

Si, au contraire, £ est supérieur & (m + g), on prendra
~(g+l+h-+m)(m+g+k)(g+h-+n).
Ce produit est égal & D augmenté des termes suivants :

kg? -+ kgh + kgh—+ kh*+ (g + m)gn + (g -+ m) gm—+ (g + m) mh
+ (g-+-m)mn 4 g3+ g*h -+ g2 h + g2l + gh* + g*m + ghm + mh?,

et ces termes sont chacun respectivement inférieurs aux termes de D
écrit de la maniere suivante :

legl-+- klh —+ kln + khn + kgn -+ kgm + kmlt - Irmn
~+ Imn - Imh + glh + gnl + ghn + glm +- ghm + mhn.

Il est ainsi démontré qu’il y a toujours trois valeurs de ¢ dont le
produit est inférieur & 2D, et, par conséquent, le produit des trois
valeurs minima est inférieur & 2D.
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De ce qui précede il résulte que ces trois valeurs, dont le produit est
inférieur & 2D, peuvent étre obtenues en faisant, dans ¢, , y, 5, ¢ égaux
respectivement 4 I'un des systemes de valeurs suivants :

r, o, 0,0, ©0,1,0,0, ©0,0 1,0, ©0,0,0,1, I, 1, 0, O,

Pour le dernier systeme de valeurs, on le rameéne au second en rem-
placantz par « + y; mais alors la nouvelle forme n’est pas réduite.

Mais on peut dire que, étant donnée une forme, on obtiendra trois
valeurs dont le produit est inférieur 2 2D lorsque, apres avoir fait des
substitutions convenables, on prendra trois nombres parmi les coeffi-
cients de x?, y*, 5%, £, ou méme, en permutant x, y, =, ¢, on peut dire
que les trois nombres cherchés sont les coelficients de 2, y*, 5%

I11.

LETUDE DES SUBSTITUTIONS CAPABLES DE REDUIRE UNE FORME.

18. Jaurai besoin, dans I’étude des irrationnelles du troisieme
degré, de considérer des formes quadratiques ternaires positives dont
les coefficients dépendent de quantités arbitraires. Les variations de ces
arbitraires sont d’ailleurs telles que les formes considérées restent po-
sitives quelles que soient ces variations.

Si pour certaines valeurs de ces quantités arbitraires la forme qua-
dratique qui les contient est réduite, il faut imaginer que les coefli-
cients g, &, £, ... sont tous négalifs pour des valeurs données des arbi-
traires dont les coefficients sont fonctions. Les arbitraires variant, les
coefficients g, A, £, I, m, n varieront simultanément, et, si 'un d’eux
devient positif, la forme cessera d’étre réduite. On sera a la limite de
réduction lorsque 'un des coeflicients passera par zéro.

Nous appellerons forme ambigué une forme dans laquelle Pun des
coefficients g, &, k, 1, m, n passe par zéro.
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19. Lorsque ‘les coefficients g, 4, %, [, m, n sont tous inférieurs a
zéro, il y a, sil'on tient compte de ’ordre des coefficients, vingt-quatre
formes réduites qui se déduisent les unes des autres en permutant les
lettres «, y, z, . On obtient ces vingt-quatre formes en appliquant &
I'une d’elles la substitution fournie par la triple combinaison d’une des
substitutions

I o0 o 0o —I1I 0
o 1 o |, —1 0 o
0 0 1 0 —1

I O O o o [ (o] 1 (o}
o 1 0|, 1 o o |, o o 1|,
O (8] I 0 I o I o o
et une des quatre suivantes :
I 0o o0 1 (o] (o] — I 1 (o] —I (o] I
0 I o |, I —1I o |, o 1 O |, 0 —1 T |
0o O I 1 o —1 o I —1 0 o] 1

Ces substitutions ne font que permuter les lettres «, y, =, Z, et ce sont,
comme on I'a vu, les seules qui laissent inférieurs ou égaux a zéro les
coefficients g, 4, &, [, m, n.

20. Mais, si 'un des coefficients est nul, les formes réduites sont en
plus grand nombre. :

Supposons que g soit nul; toute substitution qui, dans le cas général,
n’altérera que de g les coefficients %, &, I, m, n laissera, dans le cas
actuel, ces cocfficients invariables, et ne fera, par conséquent, que re-
produire dans un autre ordre les coefficients de la forme réduite.

Ces substitutions, qui, dans le cas général, augmentent ou diminuent
de gles coefficients A, &, [, m, n, s’obtiennent par la combinaison de la
substitution

I [$] (¢}
T O ~— 1
(o] I (8]

avec I'une des vingt-quatre précédentes.
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Et, en général, si I'une des quantités g, %, £, [, m, n est nulle, les
substitutions qui n’alterent que 'ordre des coefficients sont, outre les
. vingt-quatre substitutions du cas général, celles qui s’obtiennent par
la combinaison des vingt-quatre substitutions possibles dans le cas
général avec I'une des substitutions comprises dans le Tableau suivant :

I o o
§=O0.........is I 0 —1
o 1 o
—r o 1
h=o............. —1I 0
o —I1
I 0 —1
h—=o. ...... R 0 1 o
1 o 0
I —1 -1
l==0....... ..... 1 -1 o
o —1 )
—1 1 o
M==0.......0.... —1 1 1
) I o
o T
N=0. ........... — 1 1 o
—1 1 1

Au lieu des substitutions précédentes, on peut employer des substi-
tutions & quatre colonnes et & quatre lignes; la quatrieme ligne ne se
composera que de zéros, et la quatrieme colonne s’écrira de fagon que
la somme des éléments d’'une méme ligne soit nulle.

Ainsi la derniere substitution, qui est relative & n = o, pourras’écrire

o —+1 0 --1
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et on pourra encore augmenter d’une méme quantité tous les élé-
ments d’'une méme colonne et écrire, par exemple,

(¢} 0O O -1
| 0 0 0
— 1 (¢} 1 I

(6} — 1 O (8}

Si deux ou trois des coefficients g, 4, &, {, m, n étalent nuls, un
plus grand nombre de substitutions seraient possibles, qui ne produi-
raient que des permutations des variables; mais, leur étude n’étant pas
nécessaire a 'objet final du présent travail, je ne m’y arréterai pas.

21. Ce qui précede suffira, en effet, pour opérer la réduction conti-
nuelle d’une forme dont les coefficients dépendraient de certaines arbi-
traires variables.

Supposons que pour des valeurs données de ces arbitraires les coef-
ficients g, 4, k, I, m, n soient tous négatifs : la forme sera réduite.

Changeons les valeurs données aux arbitraires, et supposons que g
devienne nul, puis positif, les autres coefficients restant négatifs.

Sil'on applique & la forme '

o= —gly—ap-—hz—xp—llx—pyr—Iluoe—t)2—m(y—1)>—n(s—1{)?

la substitution

I (6]
L — 1 N
o I (o]
¢’est-a-dire si on fait
o x=x — I,
y=x — 3,
Z‘.:: y —
t =0,
on obtient .
[ p— g(x —y = )2 flo—y)*— h(z—1t)?

Al — 1 —m(z—z)—n(y— 1)~
ct, comme
(== 5 ()t [y = 3]t (5 = @) o (@ = )
(=) (5 =
S.4
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on trouvera, en effectuant,

P=—(—=g)r—s3)—(m+g)(s—2)—(h+g)(z—y)
l—

—(l—g)z—t)2—(n+g)(y—t)—(F+g)(s— 1)

Aumoment ot g deviendra positif, cette nouvelle forme sera réduite;
en effet, le coefficient g de (y — z)* est changé en — g, et les coeffi-
cients &, £, [, m, n, qui restent négatifs, ne sont altérés que de la quan-
tité g, laquelle est aussi petite que 'on voudra. ‘

Les arbitraires dont dépendent g, %, £, /, m, n continuant & varier,
la forme @ restera réduite tant que tous les coefficients resteront né-
gatifs; il y aura donc pour les arbitraires un certain intervalle dans
lequel la forme @ est réduite, et si les arbitraires franchissent cet inter-
valle, la forme @ cesse d’étre réduite.

Alors, T'un des coefficients s’annulant de nouveau pour devenir
ensuite positif, I’'une des substitutions, relative au cas ol la forme
devient ambigué par suite de I’évanouissement de ce coefficient, per-
mettra d’obtenir une nouvelle forme rédnite, et ainsi de suite indéfi-

niment.

22. Ce qui précede suppose que deux des coefficients g, 4, £, /,
m, n ne s'annulent pas en méme temps.

Ces deux coefficients peuvent porter sur quatre variables différentes,
comme g et /, ou sur trois variables seulement, comme g et /.

Dans le cas ou g et Z passeraient en méme temps par zéro, la forme ®
est réduite si / — g est négatif; mais, si g — [ est négalif, & n’est pas
réduit. Dans ce cas, la substitution

X=x—y -3+

y=2z =y
= —y AL,
{=o,

appliquée & la forme ¢, donne la forme

Q== — gl —1)2— (5 —2)t— [ (5 — )2

— Uz =y s = m{a -y n(y o)
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ou
Oy =—=— ( Dy—:z2—h+l)(z—2x)2—(m-+1){z—y)
—l{x—t)—(n-DOy—1)2—(l+D{z—1)2

qui est réduite dans ’hypothese oli, g et / passant par zéro et devenant
positifs, g — /serait négatif.

Supposons maintenant que les deux coefficients qui passent simulta-
nément par zéro soient g et 4.

Si g et &, passant par zéro, ne devenaient pas tous deux positifs,'un
d’eux reslemxt négatif, et 'on peut toujours supposer que ce soit 4.

Dans ce cas, si /2 -+ g est négatif, ® est une forme réduite.

Si A + g est positif, nous ferons la substitution relative au cas ou
le coefficient de (x -- y)* est nul, c’est-a-dire la substitution qui est
placée plus haut vis-i-vis de £ = o.

Faisons donc dans @ la substitution

I 0O —1
(6] I 5
I O
¢’est-a-dire
x=mx— I,
Vyie=y s
I T X — U,
on obtient Ia forme
== gly—e)—m4-g)(z— 1= (-1 gl (xr—y—3-+1)
H—g)s—ax2=n-+g)ly—t)—k-+g)lz—1]}
ct, comme
(2 =y =z (y—z) (3 —2)+ (2 =y
— =)y — )2 2 — )2,
on obtient
= (h 4 g)y—z)2—(l+N)(z — x)2—h{zx —y)?
Al D) =)= (ol ag)ly — 12— (m+h4-2g)(z—1)%

Cette forme est réduite si A reste négatif, 2 +- g étant positif; mais,
si & devient aussi positif, nous emploierons encore une fois 1a méme
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substitution
x=z — 3,
y=r—1i
z=—ux — {,
qui donne

V=h+g)lx—y)2—(h+l{z—t)2—h(lx—y—z+1)
—(k—M(z—22—(n+h-+2g8)(y—t)2—(m+h+2g)(x—1)

ou bien

V="~(y—z)2—k(z—ax)2+ gl —y)2—(m-oa2g)(x—1)?

—(n+a2g-+2l)(y—1)2—(+2h)(z —1)2,

et cette forme est réduite si g et 2 sont positifs et voisins de zéro, les
autres quantités £, /, m, n étant négatives.

23. Admettons qu’entin trois coefficients portant sur trois variables
seulement, tels que g,4, £, soient simultanément nuls, et que 'un d’eux
au moins, g par exemple, devienne positif apres s’étre annulé.

Si % et k restent négatifs, et si en méme temps g-+-% et g+ £ sont
négatifs, la forme ® estréduite.

Si h et % restent négatifs et si g+ A est posilif, ainsi que b — £ ('),
la forme y est réduite.

Si g et h deviennent tous deux positifs (*), £ restant négatif, Ia
forme W est réduite.

Si g, &, k ne vérifient aucune des hypotheses précédentes, il faudra
considérer les cas suivants (out I’on suppose loujours que g passe du
négatif au positif):

1° h et k restent négatifs, mais g + £ devient positif, ainsi que
k—h.

2° g, h, k deviennent tous trois positifs.

Dans le premier cas, nous appliquerons & ® la substitution placée

(1) ~» — /4 sera toujours positif si, g -~ 7% étant positif, g - 4 est négatif; si donc 2 — &
est négalif, il faut supposer g - 4 positif.

(#) Si deux seulement des quantilés g, /, & deviennent positives, on peuat toujours sup-
poser que ce soit g et A.
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vis-h-vis de » = o, & savoir

¢’est-a-dire

xr=y —1,
’}’=——.’L‘—|—‘y,
Z=—x+y+3z—1U,

qui donne
u=glza—t)2—(m+g)(z —zp—{h+g)(z—1)—{I—g)(r—1)
— (gl —y)—(k+g)(x—y—z+ 1)
ou bien
n=k+ gy —2)—(m+k+og)(s—z)*—(m+k+ag)(z—y)
(b= F) (= t)2— (L )y — 1)2— (3 —t)2,
et cette forme est réduite dans les hypotheses du premier cas (*).

Dans le second cas, nous appliquerons i la forme ¥ la substitution
placée en face de A= o, & savoir

—1 o 1
—1 o o],
0 —1
¢’est-a-dire
xX—=-—x -+ Z,
y=—x+t,
z=—y -+,

qui donne

a=h(y—z)2—k(z—y—z+1)2+g(z—t)2—(m+29)(z—x)?
—(n+2g+2h)(z—1)2—({+2h)(yr—1)?

ou bien

o=k(y—z)2—(m+og+k)(z—=z)2+ (h—=Fk)(z—y)?
—(n+og+oh—Fk)z—t)2—(l+2h+k)(r—2t)2+(g—Fk)(z—1)3

(1) Si, avec g -+ A >0, 0ona g+ 2 <o, on a toujours & — h > o; si donc la condition
k — k> o n'élait pas vérifide, il faudrait supposer g + /% > o, el ce cas a été examiné plus
haut.



S. 30 L. CHARVE.

et cette forme est réduite dans les hypotheses du second cas sil’on a,

en outre,
h—k>o0 et g—k>o.

Mais, dans le cas ol g, %, £ deviennent tous trois négatifs, on peut
toujours supposer que A —£ et g — £ deviennent positifs; la supposition
contraire n’apporterait qu'une permutation des lettres g, A, £, ¢’est-a-
dire une simple permutation des lettres x, y, z, .
~ Dansle cas que nous venons d’étudier rentre, par la substitution re-
lative &4 & = o, le cas ol g, A, /s’annuleraient ensemble, c’est-a-dire le
cas ol les trois coefficients qui s’annulent portent sur les quatre va-
riables dont aucune n’entre plus de deux fois dans les trois différences
relatives a ces trois coefficients.

Enfin il n’y a pas lieu d’examiner le cas dans lequel trois coefficients
portant sur les quatre variables, tels que /, m, », s’annuleraient, ¢’est-
a-dire le cas ol I'une des quatre variables entre dans chacune des diffé-
rences relatives aux trois coefficients qui s’annulent, ou encore le
cas dans lequel plus de trois coefficients s’annuleraient, car alors la
forme donnée ne serait plus une forme constamment positive et elle
pourrait s’annuler pour d’autres valeurs que x = y = z = o.

24. De ce qui précede il résulte que, lorsqu’une forme, devenant
d’abord ambigué, cesse ensuite d’étre réduite, il suffit, pour réduire la
nouvelle forme, d’employer soit une, soit plusieurs des six substitutions
du n° 20.

Six substitutions suffisent donc & la réduction continue d’une forme
dont les coefficients dépendent de certaines arbitraires.

Outre les six substitutions précédentes, on peut évidemment appli-
quer celles qui ne font que changer 'ordre des coefficients.

Mais je dis que ces six substitutions, jointes & celles qui ne font que
permuter les variables, sont les seules qui donnent la réduction conti-
nuelle de la forme, c’est-d-dire que toute substitution opérant la ré-
duction de la forme ne peut étre qu'une des précédentes ou la combi-
naison de quelques-unes des précédentes.

Supposons, en effet, qu'une forme ® équivalente & la forme ¢ soit
réduite pour certaines valeurs des arbitraires dont dépendent les coef-
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ficients, et soit ©, la forme réduite que 'on eut déduite de ¢ par la
méthode précédente, qui n’emploie que les substitutions du n° 20; les
deux formes © et ©,, étant équivalentes et toutes deux réduites, ne
peuvent différer que par 'ordre des coefficients, et I'on passera tou-
jours de I'une a Pautre par I'une des vingt-quatre substitutions du
n° 19.

Ainsi les seules substitutions qui donnent la réduction continuelle
d’une forme se ramenent i trente substitutions, A savoir : les vingt-
quatre substitutions du n°® 19 et les six substitutions du n° 20. Toute
substitution opérant la réduction ne peut étre qu’une combinaison de
ces trente substitutions.

Et méme, puisque les vingt-quatre substitutions du n° 19 se forment
avec la combinaison de six substitutions distinctes, que I'on peut méme

I o O
réduire & cinq en négligeant la substitution identique |o 1 of, on
) o o0 1
voit que, pour opérer la réduction continue d’une forme ternaire, il
suffit déja de onze substitutions distinctes.
Mais ce nombre peut étre réduit.

25. En effet, les substitutions du n°20 peuvent s’obtenir par la com-
binaison d’une seule d’entre elles et d'une des combinaisons du n°19,
a savolr :

1° La substitution relative & 4 = o s’obtient en opérant d’abord la

substitution
o — 1
—1 o) ,
[0 — 1

puis la substitution relative & g = o.
2° La substitution relative & £ = o s’obtient en opérant d’abord la

substitution

O 1 o
0 0 I,
1 0 0

puis la substitution relative a g = o.
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3° La substitution relative & /= o s’obtient en opérant d’abord la
substitution

—1 0o 1
0O — 1 1|,
o) o 1

puis la substitution relative & 2 = o, laquelle on sait déja obtenir au
moyen d’une des substitutions du n° 19 et de la substitution relative &
8= O.

4° La substitution relative & m = o s’obtient en opérant d’abord la
substitution

— 1 0 1
0O — 1 1,
o [OI

puis la substitution relative 2 g= o.
5° Enfin la substitution relative & n = o s’obtient en opérant d’abord
la substitution

puis la substitution relative & m = o, qui s’obtient d’ailleurs au moyen
d’une dessubstitutions du n°19 et de la substitution relative & g = o.

Donc, de toutes les substitutions du n° 20, on peut ne garder que la
substitution relative & g = o, & savoir,

1 & (]
1 o —1
O I (]

26. Enfin les substitutions du n° 19, en excluant d’ailleurs la sub-
stitution identique

1 0 0
o 1 o |,
0 0 1

ne comprennent que deux substitutions distinctes, dont les autres ne
sont que des combinaisons.
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On reconnait en effet que, parmi les substitutions du n° 19, la sub-
stitution

lo 1 o
00 1
I o O
s’obtient en répétant deux fois la substitution
0 O 1
I 0O O
(6} 1 O
La substitution
—1 X [¢]
o I (6]
(6] 1 -1

o 1 o (o]
I —1 o |, —I o o |, 1 —1I 0
1 0 —= 1 (8] (6] —1 1 [e] -1
Enfin la substitution
—1 0 1
—1 1
0 I

o o 1 0o 0 1 1 0 o 0o o 1
1 o o |, 1 o o |, 1 —1 o, 1 0 o
o 1 o o 1 © 1 o —u o 1 o

Toutes les substitutions du n® 19 sont donc actuellement réduites aux
trois sulvantes :

o —I 0 o 0 1 1 o
—_1 0 o |, 1 o o |, I —1
o 0 —1 o 1 I o —1
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Si 'on désigne la premitre par A, la deuxieme par B, la troisieme
par C, on trouve que la premiere A résulte des deux autres par la com-
binaison suivante,

CBBCBCB

en indiquant par la qu’on fait successivement les substitutions in-
diquées par les lettres correspondantes, en commencant par la gauche.

Il ne reste done, de toutes les substitutions du n° 19, que les deux
suivantes :

0o 0 1 1 o o
I o o |, t 1 o
6 1 o I 6 =1

27. De sorte que toutes les substitutions capables d’opérer la ré-
duction continue d’une forme ternaire sont ramenées aux deux précé-
dentes et & la substitution relative & g = o, savoir

(8] 1 O

Mais cette dernitre substitution, répétée deux fois, reproduit la
seconde des deux précédentes.

Donc, toutes les substitutions capables d’opérer la réduction continue
d’une forme ternaire résultent de certaines combinaisons des deux subsu-
tutions que nous deésignerons par S et'T :

0 o I

S=1]1 o0 o,
o 1 0
1 O [§}

T==l1 0 —1
o 0

98. Ces deux substitutions sont les éléments de toute réduction, car
on ne pourrait ramener les deux substitutions précédentes i une seule.
En effet, les deux substitutions précédentes présentent le caractere



REDUCTION DES FORMES QUADRATIQUES TERNAIRES POSITIVES, ETC. S, 35

indiqué par les égalités suivantes,

o o 1 |3 1 0 o |*
I 0O O =1, I o —I =i,
[¢] I 8] 0O I (8]

parquoi j’entends que la premiere substitution, répétée trois fois, donne
la substitution identique

et cette substitution identique est aussi obtenue en répétant quatre fois
la seconde substitution.

Si done ces deux substitutions S et T pouvaient s’obtenir par la répé-
tition d’une méme substitution U, la substitution

0o 0
S=1|1 0o o

O I 0

serait, par exemple, unc certaine puissance ¢ de U, de sorte qu'on
aurait

.

et par conséquent
Udi—1.

Donc la série indéfinie des puissances de U ne donnerait qu’un
nombre fini de substitutions distinctes, et par conséquent, appliquées a
une forme ternaire, elles rameneraient au bout d’un certain temps la
série des formes déja obtenues, lesquelles ne sont évidemment pas
réduites, quelles que soient les valeurs des arbitraires dont dépendent
les coefficients.

29. Il faut bien remarquer :
1° Que les substitutions S et T suffisent, par leurs combinaisons, 3
toute réduction d’une forme ternaire;
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2° Que ces deux substitutions ¢lémentaires sont nécessaires et ne
pourraient se ramener i une seule;

3° Que toute substitution opérant une réduction se ramene néces-
sairement & une combinaison des deux précédentes (voir, a la fin de ce
travail, une Note sur les substitutions).

D’ou il faut conclure que les deux substitutions S et T sont les
dléments et les seuls éléments de toute réduction.

IV.

ETUDE DES IRRATIONNELLES DU TROISIEME DEGRE. METHODE DE M. HERMITE.

1° Equations du troisiéme degré dont une seule racine est réelle.

30. Jappelle wrrationnelle du n'*™® degré la racine d’une équation de
degré n a coefficients entiers.

On sait que, sil’on développe en fraction continue une irrationnelle
du second degré, le calcul est périodique. Cette périodicité conslitue
une propriété tres remarquable des racines des équations du -second
degré, et elle peut méme servir de définition & ces irrationnelles.

Or la théorie des fractions conlinues est liée étroitement i la théorie
des formes quadratiques binaires, de sorte que le développement en
fraction continue d’une racine « d’une équation du second degré est
identique & la recherche des minima successifs de Pexpression

(@ = a2y )+ Az —pr)?
ol 8 désigne la deuxieme racine de I’équation considérée, et A une
quantité qu’on fait croitre positivement de o & oo .
D’un autre ¢oté, la recherche de ces minima revient & la réduction

de la forme binaire
f=la = ap) Als— py)

pour toute valeur de A.
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En opérant cette réduction, on trouve alors que la suite des formes
réduites équivalentes a f pour toute valeur de A s’obtient par un caleul
périodique.

On est alors conduit 4 se demander si quelque mode d’approximation
des quantités ne donnerait pas une périodicité analogue pour lesirra-
tionnelles d’un degré supérieur au second.

Cest la considération des formes quadratiques qui conduit & cette
extension de la théorie des fractions continues, et donne ces nouvelles
méthodes ¢’approximation. En particulier, pour les irrationnelles du
troisieme degré, on trouve que, si «, 3, y désignent les trois racines
réelles d’une équation du troisieme degré, la réduction pour toutes les
valeurs positives de A et B, de la forme

(z +ay+«2z)+ Al + By +B2z)2+ Blae 4y +y2s)2,
conduit & un calcul périodique, et, dans le cas ou «, {2, y ne sont pas

tous trois réels, on est conduit a un calcul périodique par la réduction
continuelle de la forme

(2 +ay+a2z)2+ Ao + 2y +P22) (e + vy =+ y23),

o élant la racine réelle et A une arbitraire positive.
C’est ce que nous allons exposer d’aprés M. Hermite.

31. Soient a, {3, y les trois racines d’'une équation du troisieme
degré dont nous supposerons le premier coefficient égal & T'unité ('),
et admettons d’abord que « soit seul réel.

Counsidérons la forme quadratique

S=(x+oay+a2z)+20(x+ Ly + 32z (v +yy-+y2z),

ol nous supposerons que A est un nombre positif quelconque.
Le déterminant D de cette forme est ‘
D= — AP — ) (7 — =)

nous poserons
(P—vilr—2pla—0=—4%

(1) Je suppose le premier coefficient égal & 'unité, uniquement pour simplifier l'exposi-
tion ; les résultats, comme il est facile de le voir, ne seraient pas changés par une supposition
contraire.
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et nous aurons, par conséquent,
D=A2A2,

Nous nous proposons de donner a A toutes les valeurs possibles de o
2 +oo et de chercher pour chaque valeur de A la réduite correspon-
dante et équivalente a f.

Je remarquerai d’abord que la série de ces réduites est illimitée.

Supposons en effet que, ayant remplacé dans [/ les variables z, y, =
parx — ¢, y — 1, 5 — ¢, le calcul de réduction de / pour une certaine
valeur de A ait conduit & une forme

o= —gly— 2~ h(z — 2]~ k{z — yJ— llw — )= m(y — = n(s — 12,

dans laquelle les coefficients g, &, &, [, m, n sont évidemment de la
forme A + BA, olt A et B sont deux nombres quelconques.

Or nous avons remarqué au n° 17 que la plus petite valeur que peut
prendre une forme ¢ s’obtenait par la somme de trois ou de quatre des
coefficients de ¢, de sorte que cette valeur peuts’écrire

M -~ NA,

et’on a vu, en outre, que cette valeur minima était a choisir entre sept
valeurs différentes seulement.

De plus, en se reportant & U'expression de f, il est évident que M et N
ne peuvent étre nuls ni I'un ni 'autre.

Cela posé, nous avons démontré au n° 17 que le produit des trois
valeurs minima d’une forme donnée était inféricur au double du déter-
minant, et, par conséquent, le cube de la valeur minima est inférieur
au double du déterminant.

On a done

(M~ NA)*<Z2D oubien (M--NA)3<T2A2A2,

et cette inégalité ne peut subsister ni pour des valeurs tres grandes ni
pour des valeurs trés petites de A.

Donc une forme réduite ¢ équivalente i / ne peut étre réduite que
lorsque A reste compris entre deux nombres A et B, et, si A devient
supérieur & B ou inférieur & A, la forme ¢ cesse d’étre réduite. '
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Donc la série des formes ¢ réduites et équivalentes & £ pour toute
valeur de A est doublement infinie, soit que A tende vers zéro, soit que
A tende vers oo .

Mais nous allons montrer que les substitutions au moyen desquelles
s’obtient la suite des formes réduites se reproduisent périodiquement.

32. On a vu a la fin du n°17 que, en faisant dans fune substitution
convenable, le produit des trois coefficients de 2*, y*, s* était inférieur
au double du déterminant de la forme f.

Supposons que pour une valeur donnée de A cette substitution soit
z=mX--nY-+ pZ,
y=m'X+n'Y -+ pZ,
z=m"X + n"Y + p'Z.

Si nous posons

M(a)==m-+m'e+m'a®, M(p =m-+-m'B-+m"32, My =m--m'y-+m'y?,

N(@)=n-+n'a+n"a?, N(Bj=n-+nB+n"B2, Ny, =n-+ny-+n"y
Pla)=p - platpat, P(B)=p--pB+p'f Ply =p-+py-+py
la forme

f=(x +ay—+a2z)*+ oAz + By + (23] (x + 7y -+ y%3)
deviendra, par cette substitution,
F=[XM(a) -+ YN(a)+ZP(a)2
+2A[XM(B) +YN(B) +ZP(B)][XM(y) + Y N(y) +ZP(y]]-
Faisons alors
s M =M2(a)+ 2AM(B)M(y),

9% =N2(a) +2AN (B)N(y),
® =P2(a)+2AP (B)P(y).

(1)

Une permutation des variables X, Y, Z permet toujours de supposer

I <L 96 < XD,

On sait que le produit oae® est alors inférieur au double du déter-
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minant, de maniére que I'on a
IMILP < 2A2A2,
et, comme 91U est inférieur & 9v et & @, on en conclut a fortiore
U << V2AZAZ,
M6 < 2A242,
MR < 2 A2A2,
De la résultent les propriétés suivantes.
D’abord le nombre entier
Q=M («) M(B) M)

reste fini, car le produit de M(e«) par 2AM(3) M(7) ne peut dépasser
son maximum ’
291U & IIC.
On a donc
2 AM (o) M(B) M () < V7 A7 A7,
¢'estl-a-dire

M (o) M(B) M{y) < ()4,
Considérons maintenant les deux expressions
N(a) M(B)M(y), P(a) M(B)M(y).
Ce sont deux polyndmes entiers en «, qui peuvents’écrire
C(a) =N(a)M(E)M(y), W(a)=P(a)M(B)M(y),
ol O(«)et ¥(a)sont de la forme
O(a) == ¢+ ag’+ a2¢", W{a) =Y -+ ad 4 a2d”,

v, ¢, 9", 4, V', " étant des coefficients entiers.

Je veux démontrer que les coefficients ¢, ¢/, ¢, ¢, ¢/, ¢” de ces deux
polyndmes sont limités.

En effet, d’apres la définition de 9%, on voit que

N(a) <VOT, 2AM(B)M(y)<C oW,

et, par conséquent,
2 A D (&) <IN IT,
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et, comme on a vu que

MNL2IT < 2A2A2,
on voit que
O () <—%A,
on aurait de méme )
‘ V()<< =A
V2

Cela posé, puisque 3 ety sont tous deux imaginaires conjugués, nous
écrirons
D(B)=peV=T, @(y)=pe VT,
et par conséquent
pr=P(B) P (y) = N(B) N(y) M2 («) M(B)M{[y).
Mais la seconde des équations (1) donne

2AN(B)N(y) < 9%,
et la premiere
2AM?2 () M(B) M(y) <4102,
d’ol résulte
4A2p2<C L O2 0%,
et par conséquent
I

.\
2 4/2

pr<l35A%* ou pC

, . .. . I
Désignant alors par € et v des quantités comprises entre — et =L,

V2 V2
on posera _
Do) =0 + a0’ + a?¢”=Ag,
O(B) =0 + o'+ Bo" = AneVT,
O(y)=¢+y9' +y2¢ =} AneV=1,

et ces (rois équations, considérées comme trois équations & trois in-
connues ¢, ¢, ¢”, donnent pour les valeurs de ces trois nombres en-
tiers des valeurs ayant pour dénominateur commun le déterminant

2

1

N

I

w
1o

1

< ™ R
Y
©
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lequel est égal & (B—7v)(y—a)(a—f), qui est différent de zéro.

Quant aux trois numérateurs des valeurs de ¢, ¢’, ¢”, ils sont évidem-

ment finis, et par conséquent les nombres entiers ¢, ¢’, ¢” sont limités.
Il en est évidemment de méme des nombres ¢, ¢/, ¢”.

34. Voici ce que 'on conclut de la:

Posons
I;‘ T
ME(a) ~
on aura
P N(e) o, Pla)]?
7= X 2
2AM(B) M(y) N{B)  ,P(B) N(7) , ,Ply)
2 ea X Yy + Zaney ] X Yardy + 4wy )
que 'on peut écrire
5 ) Dl Wie)|2
J;[X—i—Y éz)—i—Z gz)J
o r @ CW(B) O(y) . W
a2 [y 22 Y | [y 204 £ V0]

Faisons croitre indéfiniment A; 4 la suite indéfinie des valeurs de A
correspondent diverses formes & qui ne pourront offrir un nombre illi-
mité de quantités différentes pour le nombre entier Q et pour les coef-
ficients entiers des polynomes ¢ et W. Il devra donc arriver que pour
deux valeurs de A, dont la différence soit d’ailleurs aussi grande que
I’on voudra, on retrouve le méme nombre Q et les mémes polynomes ®
et W; mais la quantité M(«) sera certainement différente.

En effet, on a

N3 <2 A2A2,

c’est-a-dire
[M2(a) + 2AM(B)M(y)] < 2A2A2,

et cette inégalité ne saurait avoir lieu pour deux valeurs de A suffisam-
ment différentes ’'une de I'autre.
Donc il y aura deux valeurs de A auxquelles correspondront des
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formes ; et &;, que nous écrirons ainsi :

iz{x+yéw)+zihqg

Q Q
O Q(8) v i) g
2o | X et [xev g 2t
§j:[X—i— Yq—igﬁ -+ Z‘__Ff;)]z
O Ty @0, ¥ o(y) , , ¥y
+2AJ*M;‘(_05)[X+Y_£—+Z_§)‘£][X+Y—8‘+Z S().y]'

Supposons que la forme &; corresponde & une certaine valeur H de 4;
et, apres avoir introduit dans F; une quatrieme variable T, cherchons
~la réduite équivalente & &; lorsque A;=H. On aura ainsi une cer-

taine forme o, dont les coefficients g, 2, £, [, m, n seront de la forme

A;
a e
+b e
Introduisons de méme une quatrieme variable T dans &; et appliquons
4 §; la substitution qui transforme &; en ¢,; nous aurons une forme g;
équivalente & &; et dont les coefficients g, 2, %, , m, n seront de la
Aj S0z

forme a—*—bﬁ;;-(l&—), et les quantités a et b de cette nouvelle forme ¢,
]

seront identiques aux quantités a et b de la forme ¢;.

Si donc ¢; est réduit pour A;=H, c’est-a-dire si tous les coefficients
de ¢; sont négatifs pour A, =M, on voit que ¢; sera réduit si Uon at-
tribue & A; la valeur définie par 1’équation

Aj H

Mj{e) = WP

Enfin, au lieu de ¢; et ¢;, on peut considérer les formes ;M7 («) et
9;M? (), quisontréduites en méme temps que g; et ¢; et qui sont 'une
et 'autre équivalentes & /, et par conséquent équivalentes entre elles.

Pour simplifier, nous désignerons simplement par ¢; et ¢; les
produits ¢, M; (a) et ;M7 (e).

Cela posé, 9; est réduit non seulement pour A;= H, mais en général
pour toute valeur de A; comprise entre deux nombres A, et A, ; ¢; sera
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M («)

M7 (o) de A;, mais pour
toute valeur de A; comprise entre A, < Mile) op A, Mile),
M7 («) ' Mi («)

Supposons A,<CA,; si A; devient supérieur & A,, ¢; cesse d’étre
réduit; alors une certaine substitution donnera'une forme ¢;,, équi-
valente & ¢; et réduite lorsque A; reste compris entre A, et un autre
nombre A,. La méme substitution appliquée a ¢;donnera une formeg;,,,

donc réduit non seulement pour la valeur H

qui sera évidemment réduite lorsque A; reste compris entre A, M,E )
M (),
et A, M5 ()
Supposons M=) > 1; alors on finira par trouver un nombre % tel

M; ()
que ¢, soitidentique & ¢;; alors la substitution qui conduirait de ¢,

4 9z Sera celle qui conduit de ©; 8 0y, ¢est-a-dire celle qui conduit
de ¢; & ¢zy. On voit done qu’a partir de I les substitutions se repro-
duisent périodiquement, & mesure que A croitra jusqu’a oo .

Si, au contraire, A va ¢n diminuant, la forme ¢, est précédée d’une
forme ¢;_, quise déduira de ¢; par la méme substitution qui conduit.
de ¢; & ¢;—,, c'est-d-dire de ¢, & 94—y . Les mémes substitutions se
reproduisent done pour les formes réduites correspondant aux valeurs
de A inféricures & A,. ‘

35. Donc, sil'on forme les réduites de / pour une suite de valeurs
de A croissant d’une maniére continue, on finira par employer périodi-
quement les mémes substitutions pour déduire une réduite de la pré-
cédente.

Il sera facile de reconnaitre & quel moment finit une période de sub- -
stitutions. En effet, les premieres formes ¢; et ¢;, ¢’est-a-dire les formes
déduites de ; et §; et non multipliées par M («) et M7 («), avaient dcs
coefficients g, A, k, I, m, n de la forme a —+ bN—l%{—a—) et a—+b ‘/&( )’

les quantités a et b de I'une des formes étant identiques aux quantités a
et b de I'autre.

Mais, en prenant pour ¢; et ¢; les quantités désignées d’abord par o,
g;et multipliées ensuite par M; («) et M7 (), les coefficients sont devenus

de la forme A, —}—L?}?») el A+ B(Ani;, ol Ton a A;= aM;(«)
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A;=aM; () avec B;= OM; («) et B;= b\'l (&), c’est-a-dire que les coef-
ficients de deux formes correspondantes auront des valeurs propor-
tionnelles, et par la j’entends que, sil’on désigne les coefficients g, %, £,
[, m, n de 'une des formes par

A+ BiA, Ao+ BoA, As+B3A, Av+ BiA, Ay —+ BsA, Ay +BsA
et ceux de la forme correspondante par .

A+ B A, AL+ BLA, A, +B,A, AL+ B,A, A, +B,A, A,—+B,A,
on doit avoir

Ay | As Ay Ay Ay Ay B, B> By B, By B

BB, BB, B,

1 {

T e I s T T e TS =

N TTA, T A, TN, T AT A

Ainsi, lorsque I’on sera parvenu a deux formes pour lesquelles une
telle proportionnalité a lieu, la série des substitutions par lesquelles on
passe de la premiere forme 4 la seconde formera la période de substi-
tutions qui se reproduit indéfiniment pour donner toutes les réduites.

Remarquons enfin que, Pordre des coelficicnts d’une réduite étant
indéterming, il faudra comparer les coefficients g, 2, £, {, m, n de 'une
des réduites aux coefficients de I'autre, non pas dans I'ordre arbitraire
ol ils se présentent, mais en les rangeant, par exemple, d’apres la
grandeur croissante des multiplicateurs de A.

C’est ce que nous allons éclaircir par des exemples.

36. Soit, en premier lieu,
. X% == 2.

" Nous considérerons la forme
(2 -+ yV2 +2V4)2+ 2A(z + yaya + 222V4) (« +yayo + 20 V3),
o1 X et 2® désignent les racines cubiques 1maginaires de P'unité.
‘Silon change  en @ — ¢, y en y — ¢, 5 en 5 — £, on obtient
2(8—1) (p— 2+ VEA -1 (s -] V2 (8 =) (z—y)
eV + Vi + A=V —VE)] (2 — 1)
+ [2 -—I—»/_-!-\//; + A= o —Va4-2VE)] (y— )2
-+ [

o422+ 4+ A= 2+ 4V2—VE)] (s — 1)
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Pour faciliter le calcul, en rendant plus simple la comparaison des

. 3= 3, ,
coefficients, nous remplacerons y2 et y4 par leurs valeurs approchées,
qui sont

On obtient ainsi pour la forme précédente, que nous désignerons
par F,

2(A—1)(y—2)2+1,50(A—1)(z—2)2+1,26(A —1) (2 — y)?
+(3,85—0,85A) (x — t)2+ (4,85 — 0,08A) (yr— )2+ (6,11 +1,45A) (5 — ¢)2,

ou encore, en multipliant par 100, ce qui ne change pas les conditions
de réduction, nous aurons, pour F,,

(&4

(—200+200A) (9 — 5)2+ (—159 +159A) (53— x)2~+ (— 126 + 126 A) (2 — )
+( 385— 85A)(ax—t)2+( 485 — 8A)(y—1)2+( 6rr+145A)(z—1¢)2.

\

13

Cette forme est réduite si A reste compris entre 1 et »‘9’—8%5-; mais, si A

devient supérieur a -35,?, le coefficient de (x — ¢)* cesse de satisfaire

aux conditions de réduction.
Nous ferons alors la substitution

X=X =y —37 -+ 1,
y‘:-:.-——z—i-l,

Z2=x — 3.

Mais, auparavant, nous remarquerons que cette substitution a pour

effet d’augmenter de
385 — 85A,

qui est le coefficient de (z — 2)%, la somme des coefficients; nous
aurons donc la un élément précieux pour la vérification des calculs.
Désignant par S; la somme des coefficients de la forme de rang 7, nous
aurons, pour la forme F,,

So == 996 -+ 537 A.

37. Opérons maintenant la substitation indiquée; elle nous con-
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duira & une forme F,,

(— 385+ 85A)(y— 3)2+ (996 + 60A) (2 — z)2+ (259 + 41 A) (x — y)2
+(— 585 +285A) (% — t)2 + (226 + 94A) (y — £)2+ (870 — 93A) (58 — £ )3,

et la somme des coefficients est
S, =1381 -+ 4524,

qui est bien égale 2 S, + 385 — 85A.
La nouvelle forme F, est réduite, tant que A ne dépasse pas la valeur

870

5.—5-; mais, sil’on a

870
A ?3_7

alors le coefficient de (z — 2)* cesse de satisfaire aux conditions de
réduction.

Il n’y a pas lieu, du reste, d’examiner si la période se termine & la
forme F,, car les coefficients de F,, n’offrant pour A qu’un seul multi-
plicateur négatif, ne sauraient offrir, dans leur comparaison avecles coef-
ficients de Fy, les caracteres qu’offrent deux formes correspondantesde
deux périodes différentes.

870

38. Supposant donc que A dépasse 53 Dous ferons la substitution
r=—x-+Yy,
y=y—1t,
F=—x Yy +z— IR

qui conduit a la formeF,,

(— 870+ 93A) [y

(y —2)2+( 485 — 8A) (5 — z)2+ ( 285 +192A) (z — y)*
4+ (—611~+134A) (2 — ¢

)2+ (1096 —19A) (y — £ )2+ (1866 — 33A) (2 — )2

La seule inspection des signes dont sont affectés les coefficients de
cette forme montre qu’il est inutile de la comparer a la forme F,.
Comme vérification, nous trouvons que la somme S, des coefficients

est
8, = 2251 + 3594,
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qui est bien égale a
Si + 870 — g3A.

La forme F, cesse d’étre réduite si

3> 258,

ou, en faisant le calcul plus exactement, lorsque A dépasse la valeur
qui annule simultanément les trois coefficients de (5 — x)*, (y — )7,
(5 —1)2. ‘

39. Dans ce cas, nous ferons la substitution

=—2x -,

I

x
y=—2x-—3 -+ 21
z

—x —y— 3+ 3L,

I

qui donne la forme F;,

(— 2351+ 41A) (y — )2+ (— 2962 +52A) (8 — 2)2 - [— 1866 -+ 33 A) (2 — y)?
+( q179— 3A)(z— )2+ ( 5698 —22A)(y— )2+ o045 39A)(z— t)2.

)

La somme des coefficients est
S3==14743 + 1404;
il est facile de voir qu’elle doit étre égale a
82+ 2 (485 — 8A) - 2 (1096 — 19A) + 5 (1866 — 334},

et I'on trouve en effet que cette somme est égale a S,.

Si I’on considere la forme Fy, on voit que les coefficients présentent
les mémes combinaisons de signes que ceux de la forme Fy; nous allons
donc les comparer & ceux de F, et voir s’ils présentent la proportion-
nalité qui indique la fin d’une période.

40. Nous allons écrire les coefficients de F, sur une premiere co-
lonne et ceux de F, sur une deuxieme, en les rangeant par ordre de
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grandeur croissante pour les coefficients de A :

F,. F,.
485 — 8A, 7179 — 34,
385 — 85A, 5698 -- 224,
— 126 + 126 A, — 1866 + 337,

611 - 145A, 9045 + 394,
— 159 + 1594, — 2351 + 41 A,
— 200 -i- 2004, — 2962 + 524,

S. 4g

Les rapports des multiplicateurs de A dans les coefficients d’une

méme ligne horizontale sont

8 85 126 145 159 =200
57 et Bt I —_

22 33 39 41 B
ou, en effectuant,

2,6, 3,8, 3,8, 3,9, 3,8, 3,8.

Ces rapports sont tous sensiblement égaux h I’exception du premier;
mais, les deux termes de ce premier rapport n’ayant qu’un chiffre, ce

" . 3,
rapport est assez douteux, 4 cause des valeurs qu’on a prises pour V2 et
p

V4, lesquelles ne sont que peu approchées et peuvent donner des
erreurs dans le dernier chiffre des nombres qui forment les coefficients

de la forme ternaire.

Prenons maintenant les rapports des termes indépendants de A, en

faisant correspondre les termes d’une méme ligne horizontale.
On trouve

7179 5608 1866 . 945 2351 2962

485

AT 2

3857 1967 611 . 1bg 200
ou, en effectuant,
14, 14, 14, 14, 14, 143

ces rapports sont donc sensiblement égaux.
La période semble done bien se terminer & F,.

~J
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41. Nous allons calculer exactement cette forme pour voir si cetle
prévision se réalise.

Les substitutions successivement employées sont

I —1 —1 I —1 0 -1 0 o
o o —1 |, 0 —1 o |, —1 o —1 |
1 0 —1 e —_1 —1 —I1

o —1 (o]
— 1 (0] o1,
0 0o —I

quichangex eny etyen , etqui dans F, placera les termes dans I ordre
ou sont dans F, les termes correspondants.
Ces cing substitutions peuvent étre remplacées par la substitution

unique
I 2 2
r r 2
1 I I

Cette substitution, appliquée a la forme F,, savoir

Fo=(2+yVo+35y§)2 20 (2 -+- Ay /24 22VE) (2 +Wyy2+2zV]),

donne

Fy=[(1-+V2 4 VG) oz + (> + Va+ Vi) y -+ (2-+ 22 -+ V§)z]*
+2A[(1~i~l:\‘/;-i~).2 VZ)x—{—(z-*—l?/;-%J\ﬂ ?/Z)y—l ( -+ 97\\/ - 72?-4-)2]
s (e Yo+ 0V ) e+ (2 +02 Vo + 0 V] )y + (24 202 y24-2V]) 2],

et cette forme Fy peut évidemment s’écrire ainsi :

(v Y2+ Vi) (2 -+ y Vo + 2 VE) + 2814+ 12 + R VE) (1422 2+~ VE)
w42y V2 -+ 2123 y4) (2 422y V2 + 2z V4)

ou encore

(1+J2+ Va2 [(etria+3VE) 2 (Y2 —1)° (z+dyV2-+22z V(e yy2-+dz vE)]-
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Aipsi, on passe de F, 2 F; en multipliant F, par

(4 V3 130,
et changeant en méme temps A en

A(:/E —1)°.

Si maintenant on continue & faire croitre A, on déduira de F, de
pouvelles formes réduites qui s’obtiendront par les mémes substitutions
qui ont permis de passer de F, 4 F,, et, si A’ et A” sont les deux limites
entre lesquelles doit rester A pour qu’une des premieres formes soit ré-
duite, a cette forme correspondra, parmi les nouvelles formes, une
forme qui sera réduite lorsque A restera compris entre

v A
(V7=

fER—

!

et

—

ou, sl ’on veut, entre
A(1+4-V2 +y4)* et A1+ Y2+ y4) .

On ‘parviendra ainsi & une forme I, & laquelle se terminera la
deuxitme période, et qui se déduira de F; comme F; se déduit de F; et
ainsi de suite indéfiniment.

42. Les intervalles dans lesquels chaque forme est réduite sont indi-
qués par le Tableau suivant :

) -4
F, est réduil si 1<<AL %%—’7
385 870
. T. » "gg"<$< —é?v
. 870 1866
F. » —é?<ﬂ<‘3—37

ou, exactement,

- 64+12y2+ 94
F, est réduit si rc ALl 12 /2 9\/4’

10
g/~ 3 . 3, 3,7
¥ , 16-1«:2:/02—+—9\/Z<A<6—}—5\/2—1—4\/4,

68V bVh < (u4 Va s VR
2
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Les limites de A pour F, se déduisent des limites relatives a F, en

multipliant celles-ci par (1 + V2 + V4)".
Puis les limites pour F, se déduisent des limitesde F, en multipliant

celles-ci par la méme quantité, et ainsi de suite, de sorte que

l6+12:/;+9VZ(1 L o+ /;)3’

Fs estréduitsi (r+V2+V4)* <AL v

R (e daeigpSrnlaell o SeSVRdlE (yn gy,
Fs oo (Va4 Yg) ‘iﬂ—iﬂ <AL (1-+V2+VE)",
F, , (14 Y3 +-5)° <AL lgj‘—zw(-ﬂ/hfﬁ)“,
B (e pretgerialieoll oy o STl (L ys g

.........................................................................

Sil'on désigne par ¥_,,F_,, ... les formes réduites qui précedent
F,, et qui sont relatives & des valeurs de A inférieures & I'unité, elles se
déduisent également des formes ¥y, F,, F,, & savoir :

F_, se déduira de F, en divisant F, par (1 + y2 +V4)" et changeant

A en (—Jﬁé:;)j, ou, si I'on veut, en multipliant F, par (Y2 —1) et
changeant A en A(x + V2 + V4.

La méme opération donnera F_, au moyen de F,, F_, au moyende F,,
puis F_, au moyen de F_,, et ainsi de suite indéfiniment, et les limites
de A seront les suivantes :

6—&—5‘/—-!-4\/4 (V3 —

F_, sera réduil si 1)’ <A<,

_ r.’l" 3,7 s .
F_, f_"'_‘_l:_/_f;*'_ﬂ\./_[!(g/zﬁ,)a<A< @jﬂzjﬁﬁ (Va—1)*
3~ 37
Fo  » (<ot toVhms
F_, » w (%~1)6<A<(V;—1)3,

2
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43. On voit ainsi comment la série des formes réduites peut se pour-
suivre indéfiniment daps les deux sens.

Lorsque A croit & partir de 1, on obtient les formes réduites en ap-
pliquant périodiquement et successivement les quatre substitutions

1 —1 —1 I —1 o —I o o o —I o
(o) o —1 |, o —1I o, —1 o —1 |, —I o ol,
I o —1 1 —1 —1 — I —1 —1 (o) o —1I

ou plutdét, comme la derniére ne fait que permuter les letires x ety
dans la forme F;, nous n’avons qu’a employer les trois substitutions

Pour les valeurs de A inférieures a 1, il faut appliquer a partir de F,,
successivement et périodiquement, les substitutions inverses des précé-
dentes, en commencant par la derniere, c’est-a-dire appliquer succes-
sivement et périodiquement les substitutions suivantes :

o —I1 I 1 —1 0 o —1 1
I o , 0 —I o |, —1 o 1
—1 I 1 o —1 o —1 o

44. Jaiappliqué la méme méthode d la racine cubique du nombre 3.

Voici le calcul :
Je prends la forme

Foz(x-&—yf/g—k—z:\‘@y—|—zA(x+Xyi’/g—i—)\'-’zf/g)(x+7\2y'$/§+lzsf9),
ou, en changeantx,y, zsenx — ¢, y — 1, 53— ¢,

Fo=(— 3+ 34) (y — 2)2+ (— V9 +V9A) (s — 2)?
(—VB+BA) (m—y )+ [+ VB + Vo + (2 —V3—Vg)A] (@ — )2
+ [34+V3+o+A(—3—V3+2V9)](y—1?
+[343V3+Vg+A(—3+6y3—Vg)](s—1)



S. 54 L. CHARVE.

ou, en faisant, pour simplifier les calculs.
V3=1 2442,
\75 =: 2,080,

et multipliant par 1000, on a pour la forme F,

(—3000 +-3000A) (y — 3)? 4+ (—2080 +- 2080A) (5 — 2 )? - { — 1442 -~ 1442 A) (2 — y)2
(
A

+( 4522 --1522A) (2 — ¢)2+ [ 6522 — 282A) (y — ¢ )2+ ( 9406 +3572A) (3 —¢ )

[
.

£y . - ) T . 4529
Cette forme est réduite si A est supérieur & 1 et inférieur & -

45. Si A dépasse %, la forme cesse d’étre réduite, et, pour la ré-

duire, nous emploierons la substitution

r=x—3y—32-I,
y=—23+1I,
Z=x — 3,

qui produit la forme F,,

(— 4522 4 1522A) (y — 2)2 - (13928 --1050A) (2 — )2 ( 3080 — BoA)(x — y)?
+ (— 7522 -+ 4522A) (x — 1)2+ ( 2442+ 558A)(y — ¢ )2~ (11044 — 1804 A) (2 — ¢)

2

2

. . , . . 4529 ,
qui est réduite tant que A, restant supérieur i D22 e dépasse pas
1522
11044
1804

D’ailleurs,-il est inutile d’examiner si les coefficients de ¥, pré-
sentent, par rapport & ceux de F,, la proportionnalité qui indiquerait
la fin d’une période, car F, présente deux coefficients dont les deux
termes sont positifs, tandis que F, n’a qu’un seul coefficient dont les
deux termes sont positifs.

e , 11044 . . ya
46. Supposant alors que A dépasse gk la forme ¥, cessant d’étre
réduite, la substitution
rx=x—Y,
=—y -+,

Z=x—y—2z-+1
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donnera la forme F,,

(— 11044 1804 A) (¥ — 2)2+ ( 6522 — 282A) (5 — x)2+ ( 3522 4-2718A) (2 — y)2
= (= 7964 + 1724 A) (@ — £ )2+ (13486 —1246A) (yr — ¢ )2 - (497"’—‘-— 246A)(s—¢)?
. L . L . . 11044 ,
qui est réduite tant que A, restant supérieur i 8o D€ dépasse
g 13466
P 1246

La seule inspection des coefficients de cette forme indique que la pé-
riode n’est pas encore 4 son terme.

3486

246’ nous obtien-

47. Supposant donc que A dépasse la valeur
drons, par la substitution

x=13z—1I,
y= —x—r—y+z~t
3=—x+ 2,

la forme F,,

(— 13486 --1246A) (y — 2)* -+~ (384458 —10004) (2 — z)2+ (170008 4-1472A) ( — ¥)?
F(— 6964 + 964A) (x — )2+ ( 2442 + 558A)(yr — )2+ ( 5522+ 498A)(z —1)?

3496
et cette forme est réduite si A, restant supérieur & ~2q6° e dépasse
38k,
Pa5 7500

D’ailleurs, la composition des coefficients indique que la période
n’est pas terminée.

48. Si A dépasse — _{i_ » nous ferons la substitution

z=y—1,
y=xz—1,

Z=x— Z,
d’oli résulte la forme F,,

(—38458+1000A)(y—..f)‘-’+(/;.3980—522A)(z—— x)2-+ (55466 +472A) (z—y)*
{36026 1558 A) (x—1)2+(31494— 36A)(y—1 )2+ (24972 +246 A) (3 —1)2,
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38471 s .
qui est réduite si A, restant supemcur a 27 » reste en méme temps 1n-

42 990

feneur a
Cette forme ne termine pas encore la période.

49. A continuanth croitre, la substitution

z=y—1I,
y=x—1,
2=x—2

donne la forme Fy,

(—43580 +-5224) (y— 2)2+(68952 — 276A)(2--2)2--(99446— So0A)(z —y)2
41— 12486486 A) (z— ¢ )2+ ( 7964 - 1036 A) (y-— ¢ )2+ (5520 +-478A)(z--1)2,

42 q93 et 689‘” et a
2 27 6’

laquelle ne se termine pas la période, comme on le v01t ﬁlcllement par
la comparaison des signes des termes des cocfficients avec les signes

qui est réduite tant que A reste compris entre

des termes de F,.

- . . , . . 68052 co
50. Si A devient supéricur a g6 DOUS ferons la substitution
x =y — 1,
V=X — [,
Z ==X — 3,

qui donne la forme F,

(— 68952 -+ 296A)(y — 2)2 (74474 - 2024) (5 — 2)% + (168398 — 326A) (2 — )2
+(— 60988 -+ 1312A) (x — 1)? —¥~(J6/|66 +210A)(y — 2)2 +( 24972 + 246A)(z — t)2;

cette forme est réduite lorsque A reste compris entre 68952 o 168398,
2176 326

et la combinaison des signes des coefficients montre encore que la
période n’est pas terminée.
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51. A dépassant %'C—’g, la substitution

Or
~

xr =z — 3,
r=y-—t
z=x —1

conduit & la forme F,

2

(— 168398 + 326A)(y — 2)2+ (107410 + 986A) (z — 2)2 +( 99446 — 50A)(x
+ (— 143426 + 572A) (z -~ £)2 4 (224864 — 116A)(y — )2 + (242872 — 124A)(z

/

~7)
— 1),
L’inspection des coefficients de cette forme montre que la fin de la

période n’est pas encore atteinte. Cette forme est réduite tant que A

168398 224864

T —5— et,en calculant plus exac-

tement, on trouve que cette forme est réduite jusqu’a ce que A atteigne
la valeur qui annule simultanément les trois coefficients de (z— y)?,

(y— 2 (s — 1),

reste supérieur a sans dépasser

52. Si donc A dépasse cette valeur, nous ferons la substitution

r=x —1I,
y=x-+y-+z—3t,

Z==x + 2 — 21,

qui conduit a la forme Fy,

(— 324310 + 166A) (y — 2)2-1- (— 467736 + 240A) (3 — @)2+{— 22486f + 1164) (2 — y)?
-+ ( 1016910 — 24A)(z— )2+ 705086 — 122A)(y — ¢)2-+( 1466638-+2904)(s—1)?,

et, si 'on compare les coefficients de cette forme & ceux de F,, on voit
quen faisant abstraction de leur ordre ils présentent les mémes com-
binaisons de signes. Nous sommes donc ¢onduits & examiner s’ils pré-
sentent avec ceux de F, la proportionnalité qui indiquerait la fin d’une
période.

53. Nous placerons donc les coefficients de F, et de Fq sur deux co-
S.8
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lonnes verticales, en les rangeant d’apresla grandeur croissante des
multiplicateurs de A :

Fo. Fg.

G520 — 282, 1016910 — 24 A,
— 1442 + 14427, — 224864 + 1164,
4522 — 15224, 705086 — 1227,
-- 2080 -+ 20804, — 334310 + 166 A,
~- 3000 -+ 30004, — 467736 ++ 2404,
9406 -+ 35724, 1466638 -~ 290 A.

Les rapports des multiplicateurs de A dans F, & ceux de A dans F,

sont
282 144> 1522 2080 3000 357
2

> Rty 9 ) ?
24 116 122 166 240 200

ou bien
11, 12, 1o, 12, 19, 193

ces rapports sont donc sensiblement égaux.
De méme les rapports des termes conslants dans F, aux termes con-
stants correspondants dans Fy sont '

1016g10 224864 705086 324310 467736 1466638
6522 1445 " 4552 2080 °  3n00 906

ou hien

155, 155, 155, 155, 155, 155,

qui sont aussi sensiblement égaux. ,

Il'y a donc lieu de calculer exactement la forme Fy et de voir siles
rapports précédents présentent une égalité absolue. '
. Mais, auparavant, nous ferons dans Fy la substitution

o —1 0
| 0 o,
} 0 0 —1

qui mettra les termes de Fy dans le méme ordre que les termes corres-
pondants de F,. '
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Or, les substitutions employées pour passer de F 2 F sont en remar-

lro ol 0o —1 0
quant que la substitution ‘ 111,48 1aquelle on adjoint l—n o o,
101 0 —1
l o —1 o
peut étre remplacée par |- ~1 —1 —x !, ces substitutions, dis-je, sont
! . | 0O —I —I1
I —1 —I1 1 —1I ! 0o o 1 o I Y
o) o —1 |, 0o —I 0 !, —1 1 1, i o o |,
L 0 — I I —1 I i —I o] I I o —1
o I [¢) o I 0 ' [ I 0 —1 o —1 o
1 0 o, 1 ¢} o, 0o I o |, —1 =1 —1 |, -
1 0o —1 Lt o -1 1o o 0 —1 —I

el ces substitutions, appliquées successivement, sont équivalentes &
la substitution unique

ESaY
'3 4 6
2 3 4|

Cette substitution, appliquée a la forme
Fo= (2 +y i3+ 200) +22(a + 0y U3+ 223 V9) (2 + 12y V3 + 27 V9)s
donne la forme Fy,

[(4+3V3+2V9)z+(64+4y34-3Vg)y+(9+6V3+4V9)s)?
2 A[(f+ 30 Y3 2k Vo) +(6+ 43 + 302 Vg)y + (9 + 6 V3 + 422 Vg) 2]
s [(4+ 30203+ 200 g) @ +(6+ 42273+ 30V9)y + (9622 V3 + 42Vqg) =],

ou encore

<4+3\/3-l—2‘/r)) x+} \/5+z\/‘))' .
—|—2.§W9——2)'(x—l—]'lt/g—f-,:?\’:f/g;)(x—i—f}# :{/§+z)\:{/§)j,

¢’est-a-dire qu’on obtient Fy en multipliant ¥, par

(;f+3;\;/§-{—2é/g—)jz
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et remplacant A par o
A(Vg — 2)%.

54. A partir de Fg, les substitutions se reproduisent périodique-
ment, et toute forme Fy,.x se déduit de la forme F; en multipliant
cette forme par (4 +3V3 + 2y9)™" et changeant A en A (Yg— 2)°".

Si 'on considere au contraire les formes qui précedent F, et si on
les désigne par des indices négatifs, on voit que la formeF_g, 4 se déduit
de la forme Fy en divisant cette forme par (4 +3V3 +2v9)™" et chan-

(—,@—é—;ﬁ, ou, en d’autres termes, en multipliant F, par
(Vg — 2)*" et changeant A en A(4 + 3V3 + 2V9) ™"

On déduirait d’ailleurs les formes d’indices négatifs de la forme F,
en appliquant a F, les substitutions qui permettent de trouver les
formes d’indices positifs; maisil faudrait renverser 'ordre de ces sub-
stitutions et remplacer ces substitutions elles-mémes par les substitu-
tions inverses.

geant A en

55. Voici enfin un exemple du calecul appliqué non plus i des racines
cubiques, mais aux racines d’une équation du type

& px - q == 0.

Je prendrai I'équation
ad— ox — 5= o,

qui a servi d’exemple & Newlon et & Lagrange dans leurs recherches
sur les équations.

Cette équation a une racine réelle et deux racines imaginaires. Nous
désignerons la racine réelle par o et les racines imaginaires par 2 et .

Je donnerai seulement lIe Tableau du caleul; les explications données
sur les deux exemples précédents permettront facilement de le com-
prendre. ’

Dans le commencement du calcul, j’ai pris « avec deux décimales

seulement, ct j’al posé
. o == 2,00,

a?=4,306.
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Mais, & partir de la onzieme forme, cette apprommatlon devenant
lnsufﬁsante, on a pris quatre décimales et posé

== 2,00406,
-’=4 3873.

56. On part de la forme
Q= (x+ay+a22)2+2) (2 + By —+ p2z)(x + yy + y23),
qui i)eut s’écrire, en changeantx,y, zenx — ¢, y — ¢, 5 — ¢,

(—8—2a+5A)(yr—3z)2+[—o24 (a2— 4)A](z — x)2
4 (—atal)(z—y)2+ {1+ a+ a2+ (6 —a—a2)A] (z — )2
+[84+3a+o2+ (—9g—a+202)A](y—t)?
4 [0 4 qa-+3a2+ [7+10a —=5a2)A] (2 —1)2,
et, remplacant o par sa valeur numérique, c¢’est-a-dire faisant
« == 2,00,

a?== 4,36,

on obtient, apres avoir multiplié par roo,

(=918 -+ 500A)(y — )2+ (— 436+ 36A)(z —2)2+ [ —209+209A) (z — y)
- 745 - 45A) (@ —1)2+( 1563 ~-237A)(y—¢)*+( 3271+ 6rod)(z — 7).

Cette forme n’est réduite pour aucune valeur de A; mais, si 1'on
emploie la substitution

x=12z—1,
y=—x4+y—+z—1I,
Z=—2x -+ 3,

on obtient la forme F,,

— 1563 4237 A) (y — 2)2+- (4834 + 373A) (3 — 2)* 4 (1354 — 28A)(x — )
-4 — 1999+ 273 A) (x — 1)% +( 645+ 263A)(y — 1)+ (2308 — 2824) (2 — 1)2,

12

et cette forme est réduite si A vérifie la double inégalité

2308
282

1999
273 <A<
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. 57. Nous partirons donc de cette forme F,, qui sera la premiére de
la suite périodique de formes réduites que nous allons chercher, et qui
forment le Tableau suivant, danslequel les substitulions placées entre
deux formes sont celles par lesquelles on passe d’une forme & la sui-
vante; au-dessous de chaque forme sont les valeurs limites de A entre
lesquelles cette forme est réduite. .

Fo.
(—1563 + 2374) (y— 2)2+- (4834 + 373A) (5 — x)2+ (1354 — 28A)( )
4+ (—1999 + 273A) (2 — )24 ( 645 -+ 263A) (y— 1 )2+ (2308 —282A) (2 — ¢)?,
1099 2308
273 <A< 282’
z=x Yy,
y=—yt,

3= —y—2z-+ L

.

(—2308 -+ 282 A) (yr — 5)2 [ 945 — 454) (3

(o9 — 9A)(x —7)*
- {— 904 4 2B[A) (x — )2+ ,(,zg)ad — 19A){y -1

— t)”~l— (7142 +914) (3 —

,.\/\
-

)%

2308 745
e <« L2
s <A< 75>

x ==y — L,

V==,

Z==x— 3
I..

= g5 45A) (2 (7887 & 468) (5 — @) (1054 — 54A) (e — y)e
A4 { 2208 +26A) (. — ()2 (— 209 —|—209A) () L)+ (— 1563 +-237A) (5 — )32,

/\
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(o)
w

Fi.

(— 1054 -+ 54A)(y — z)2+ (3262 — 28A) (5 — )2+ 309 — 9A)(x — )
= [—2617 - 291 A) (& — 2)2 -+ { 845 +1565A) (y — ¢)2+ (8941 —8A)(z—1)2,

4

2

TOC

5

<_\<§2§),
9

N

xr—=x — 3,

r=r—t

z—x-— 1.

F..

(— 309+ 9A) (y— 2)2+ (—2308 - 282 A) (5 — z)2+ (— 745+ 45A) (x—y)?
4+ 8632-+ A)(m—1)2+( ViBf-146A) (y— £)2( 3551 —37A) (z—1¢)°

.3_’.0_-(«_) <( A «:jj_: 31?_7_[., ‘
9 37

=z —,
.7'2—"[}"%1,

Z=x—y— 2+ L

F;.

(23571 +374)(y — 2)2+4 (3260 — 28A)(z — x)2+ (12203 — 36A){z — y)2°
4 (—4316--82A) (& — 1)2+ (4725 -4-1094A) (3 — t )2+ { 1263 -+245A) (5 — )3,

[

3571 \ - 3262
TS

x=y-—1, "
y=xz-—1

=% — 3.
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Fo.
(— 3262 + 28A)(y — )2+ ( 4525 + 217A) (5 — &)+ ( 15465 — 64A) (x — y)2
“+ [ 1463 +137A) (@ — t)2+ (—10584 +~ B4A)(y— t)2+( —309+ 9A)(z — )2

3262 15465
28 <a< 64

x=x —3,

y=y—1=
z=ax — .
F,.

(—15465+64A)(y — 2)2+ (16928473 A) (3 — x)2+ (12203 — 364) (x —y)?
+(—15774 +734) (x — £)2+ (14411~ 10A)(y — £ )2+ (19990 + 1534) (5 -- 1)2,

15465 _ \ 12203
64 AL
xX =2 — 3,
y=ry —4t
Zo=a — L.

Fs.

[—12203 + 36A)(y—z)2-+(— 3571+ 37A) (s — x)2+ {— 3262 +- 28A) (z — y)2

\

+{ 97874+ 18gA)(x — )2+ ( 26614 —46A) (y— )2+ 20131 + 37A)(z —¢)2,

12203 2661
<A<

x=23—1,

y=—x+y+z—I



(—23362 +18A ) (y—3)2+ (— 6833 +-G65A) (3 — x)2+ (— 3262 +28A) (2 — )
11049 +161A) (2 — ¢ )2+ [ 37763 —28A)(y — )2+ ( 79097 —27A)(z —¢)

-+
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F,.

(—26614 +46A) (y —2)2+ (55745 — 9A)(z—2)+ (23352 — 18A)(x
“+(—30185+83A)(x— )2+ (14411 —10A) (y— 2 )2 4 (34401 +143A) (z — )2,

26614 23352
76 <A<—g
xr=2x —z,
y=y—1t
z=x — {.
Fio.

23352 37763
18 <A< 2871’

xr=12—1I,
y=—x+y—+:z—1I,
Z=— X -+ 2.

* F“ (4).

(—3788848 + 2254 A) (y—3)*-+(11724785 — 50034 (z—=)+ (3461553 —
-+ (—4474384 + 7530 A) (x—1)*+( 1445891 — 273A)(y—1 )2+ (4897444 +16159A) (z—¢)

37763 3788848 11724785
28 ou 2254 <AL 5003
z=y—1t,
y=z—1,
2=z — 2.

S.65

—y)2

124

[t]

bl

894)(z—y)?

(1) On a employé & partir d’ici
2 = 2,0946, «2=4,3873.

u
Ne)

2
’
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Fia.

(—11724985+5003A)(y—2)2-+( 16622229+ 11156 A) (3 — )2+ (15186338 —5092 A)
-+ {—10278894 +4730A)(z—1 )2+ 72804014 25279A)(y—1)2+4-( 7935937—27494)(z —

11724785 < A < 1935937 7q35q37

-5003 T2749
x=x—y,
y=—r+i

=X —y—3z+ L

Fis.

(—17935937 + 2749 4) (y — 2)*~-(— 3788848 4-2254A) (2 — )2+ (— 2342957+ 19814) (x—y)ﬁ'
-( n250for —2343A) (2 —1)*+( 15186338 — 2224)(y—1)2+( 24558166 +8fo7A)(z—

7935937 7280401
Tandg <A< 3 2343

-9

X=x-—~y—2z+1i,

y=—z -+,
z=x— 2.
FM.

(— 7280401-+2343A)(y—2)2+ (318085676064 A) (2 —x)2~+( 4907444— 362A)(x
+(=

7250401
2343

22436731
A< 2

r=x -y,
y=—y+
A=y —5-+ Ll

151863385092 A) (w—)24-( 3461553 — 89 A)(y—1)2+(22436739—2565A) (5—

_y)z
)2,

—y)?
1)2,
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Fis.

(—22436739+2565A)(y—2z)2-+ (15186338 — 222A)(5—=z)2+( 7250401+25274)(x —))
+(—17529295 +2203A) (2 — )2+ (25898292 —2654A) (y— ¢ )2 + (54245306 +3499A) (s — ¢

2
2
’

22436731 _ . 25898292
2865~ <~ <oesp

58. Parmi les formes qui précedent F,y, il y ena trois, & savoir F;,
F., Fy,, qui présentent dans leurs coefficients les mémes combinaisons
de signes que la forme F,; mais on voit sans calcul et & la simple in-
spection de ces formes que leurs coefficients ne sont pas proportionnels
a ceux de F,. '

Il n’en est pas de méme de la forme F,;, qui présente dans ses coef-
ficients les mémes combinaisons de signes que la forme F,.

Si I'on range en effet sur deux colonnes les coefficients de F,; et
ceux de Fy, en les disposant de maniere que les coefficients de A aillent
en décroissant, on formera le Tableau suivant :

F,. Fis.
4834 + 37347, 54245306 + 34994,
2308 — 282, 25898292 — 2654 A,
— 1999 + 2734, — 22436739 + 25654,
645 + 263 A, n250401 + 25274,
—1563 + 2374, — 175209295 + 22034,
1354 — 284, 15186338 — 2922A.

Si I’on prend les rapports des termes constants dans les coefficients
correspondants, on trouve

54245306 25898292 22436739 7250401 19529295 15186338
834 0 T 2308 7 T 1999 | 645 ' T 1563 ' 135

dont les valeurs approchées a une unité pres sont
11221, 11225, 11223, 11240, 11215, 11215,

et ces valeurs sont sensiblement égales.
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De méme, les rapports des coefficients de A sont

34()9 2654 2565 2527 2203 222
3737 2837 273 72637 2377 28’

dont les valeurs approchées & ;5 prés sont
9,3, 94, 9,3, 9,6, 9.3, 749

Ces valeurs sont sensiblement égales, 4 I’exception de la derniere, qui
provient d’un rapport dont le dénominateur est trop petit pour donner
un résultat bien exact.

[1semble donc que la période commencée par F, se termine par F,
et que F,; est le premier terme d’une nouvelle période.

Pour voir s’il en est bien ainsi, nous ferons d’abord dans F,; la sub-

stitution
x=y, y=t, z2=x, =3,

qui a pour effet de mettre les termes de F,; dans le méme ordre que les
termes correspondants de F,.
Nous remarquerons ensuite que les substitutions successives qui per-

meltent de passer de la forme @ & Ia forme F,; ainsi transformée
peuvent se ramener & la substitution unique

z=—15x+8y +173,
y=—13x+ 4y +15z,
z=— bx+2y+ 7z,

et, en se reportant a la substitution

x=2,
y=—x-t+y-+2z,
2=—x -~ 3,

par laquelle on passe de @ & Fy, on voit que les formes F, et F,; peuvent
s'écrire ainsi :
Fo=[—(a~+ o)z +ay+ (1 + o +oa?)z]2
“+2A[— (B B2 @+ By —+ (1+B -+ B2 g] [~ (y +y2) # + yy + (147 + 1)),
Fis= —(154+13a+602)2+ (5 +4a-+202)y—+ (17 + 15a~+ 7a2)z]?
4+ 2A[— (15 +13B +6P2) 2 + (5 + 4B + 2p2)y -+ (17 +150 + 7082) 2]
XKI—=(5+13y-+6y e+ (5+4y+2y2)y—+ (17 +15y+792)].
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D’ailleurs, F,; peut aussi s'écrire ainsi,

17|5:(a2+2a+2)2{[—(oc—%—o:‘l)x—i—1_7‘-1'—(l+a+a2)512
+28{a—2) [— (B+P2)z + Ly + (1 + B+ £%)z]
=7+ v+ yr+{1+y+y2)a],
c’est-a-dire que l'on passe de F, & F,; en multipliant F, par
(«* + 22 + 2)* et en changeant A en

Ala—2)3,

et, si A, et A, sont les limites de A pour lesquelles la forme F, est ré-
duite, on en conclut que F,; est réduit lorsque A reste compris entre

A B
(a—2)3 (o —2)3’
que I’on peut écrire
Aj(a®+20+12)% et As(a?+ 2a -+ 2)3%.

59. Si 'on applique ensuite & la forme F,; la série des substitutions
qui ont permis de déduire F,; de F,, on déduira une nouvelle série de
formes réduites d’indice supérieur & 15, et ces formes correspondront
a des valeurs de A que 'on déduit des valeurs de A relatives aux formes
comprises entre F, et F,;, en les multipliant par (o® + 2.0 +- 2)°.

On obtiendrait la série des formes qui précedent F, en faisant les
mémes opérations dans 'ordre inverse, ¢’est-a-dire en remplacant les
substitutions par les substitutionsinverses et commencant par appliquer
a F, la derniere des substitutions, puis la précédente, et remontant
ainsi jusqu’a la premiere; et I'on déterminerait les valeurs de A au moyen
des valeurs relatives aux formes comprises entre F, et F,; divisées par
(a® + 20 + 2)?, c’est-a-dire multipliées par (o — 2)°.

2° Equations du troisiéme degré dont les trois racines sont réelles.

60. Soient ¢, f3, 7 les trois racines supposées réelles d’une équation
du troisitme degré, dont nous supposons, pour simplifier I'exposition,
le premier coefficient égal & I'unité.
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Nous considérerons la forme
f=(2-+ay+az)+A(x+By+022)2+B(x +7yy +y23)%

ol A et B sont deux constantes arbitraires positives.
Le déterminant D de cette forme est

D=AB(B—7y)*(y — «)*(«a—B)*

ui peut s’écrire
e D = ABH?,

en posant
H2=(B —y)2(y — a)?(a—B)%

Nous nous proposons de donner 2 A et B toutes les valeurs possibles
de o & « et de chercher, pour chaque systeme de valeurs de A et B, la
réduite équivalente a f. '

Je remarquerai d’abord que le nombre de ces formes réduites équi-
valentes a f'est infini.

Supposons eneffet que, ayant remplacé dansfles variables x,y,z par
x—1t,y—1t, z—tle calcul de réduction de f pour des valeurs données
de A et B ait conduit & une forme

¢=-—g(y—apr—h{z—z)2—klz —y)*—lx — > —m(y — {)*— n(z — 1)2,

dans laquelle les coefficients g, 4, &, [, m, n sont évidemment de la

forme
A+ pA+vB.

Nous avons remarqué (n°17) que la plus petite valeur que peut
prendreune forme réduite ¢ s’obtenait par la somme de troisoude quatre
des coefficients de ¢, de sorte que cette valeur minima peut s’écrire

L.+~ MA -+ NB,

et, si ¢ reste réduit pour diverses valeurs de A etB, cette valeur minima
ne comportera que sept systemes de valeurs différents pour L, M, N.
De plus, en se reportant & 'expression de f, il est évident que les
nombres L, M, N sont toujours positifs et ne peuvent étre nuls ni
ensemble ni séparément.
Cela posé, le produit des trois plus petites valeurs de f étant inférieur
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au double du déterminant, le cube de la valeur minima sera a forzior:
inférieur au double du déterminant. On aura done

(L + MA -+ NB)3<Z ABH2,

et cette inégalité ne saurait avoir lieu ni pour de trés grandes valeurs
ni pour de tres petites valeurs de A et B.

Le nombre des formes réduites est donc infini.

Mais nous allons démontrer que les substitutions au moyen desquelles
s’obtiennent les formes réduites se reproduisent périodiquement.

61. On avu, 2 la fin du n° 17, qu’en faisant dans £ une substitution
convenable, le produit des trois coefficients de x*, y*, z* était inférieur
au double du déterminant de la forme f.

Supposons que pour des valeurs données de A el B cette substitution
soit

z=mX+nY+pl,
y=m'X-+n'Y + p'Z,
zz=m"X +n"Y + p"ZL.

Si nous posons

M (et)=m—+m'o~+ m"a2,

M@B)=m+m'B+m"32, (y)j=m-+m'y +m”y2,
N(a)=n -+ n'a + n"a?, N(B)
P

B M
B)=n~+n'B+n"B2, N(y
B)=p—+pB+pB: Pl

n -+ n'y + n’y2,

)=
P(a)=p -+ p'a-p'a® J=p =Py +pP7

la forme /'deviendra, par la substitution précédente,
F=[XM(a)+ YN (a)+ ZP ()]
+ A[XM(B)+ YN(B)+ZP(B8)]2~+ B[XM(y)+ YN(y) + ZP (7)]*.
Faisons maintenant
M= [M(a)]2+ A[M(B)]2+ B[M(y)]2

B 2
96 = [N (a)]2+ A[N (8)]2+ BN ()],
@ =[P (a)]2+ A [P (B))2+ BLP (7)]2.

On peut toujours, en permulant au besoin les lettres X, Y, Z, sup-

poser
M <% < &
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Comme le produit aiLowd reste toujours inférieur au double du déter-

minant D, on aura
MR < 2 ABH?,

et par conséquent
L < /2 ABHE,
2T <2 ABH2,
M2 P < 2 ABH2,

62. De la résultenl les propriétés suivantes.
D’abord le produit
AB[M (o) M(B) M(y]*

’
. . pe e . oL\ 3 . .
1 . =), .
qui est toujours inférieur & son maximum (= fournit la relation
suivante, :

J2

2ABI

AB[M (=) M(B)M (7)< —

c’est-2-Jire B
M) M(B) My < T\ /3
Ainsi le non'lbre entier
Q=M () M(B)M(y)

est limité, quels que soient d’ailleurs A et B.
Considérons maintenant les deux expressions

Ofa)=N{a)M(B)M(y), W(«)=P(x)M(p)M(y),
qui sont deux polynomes entiers par rapporta «, de la forme suivante :
Dla)=0¢ + ap'+ 20", V(a)={ 4+ ad'+ a2”.

Je vais démontrer que les coefficients entiers o, ¢, ¢”, ¢, ¢/, ¢” de
ces deux polynomes sont limités.
En effet, par la définition de ot, on a

[N{e)]2 < 0.
On a en outre, parla définition de on,

AIM(B)] + BIM(y)]2 <N,



REDUCTION DES FORMES QUADRATIQUES TERNAIRES POSITIVES, ETC.

et par conséquent
AB[M(B)M(y)] <4 o1,

On aura done :
ABN (a) M(B) M(y)] << $OL29E,

D’ailleurs, on a va que
ON29G < 2 ABH?,
d’olt 'on conclura
N (o) M(8) M(7) < =
V2
On aurait évidemment de méme

P(a)M(@)M(yK%-

Ainsi, quels que soient A et B, les polynomes en «
¢+ 20 + a?q”,

b+l + g

sont toujours, en valeur absolue, inférieurs & —-

Va2
63. Considérons maintenant ’expression
Q(p)=N(p) M(y)M(e].

Des relations
AN(B)< 5%,

B [M () M(7)]2 << 4 02
on conclut

AB[N(8) M(7) M (a)]2 << 4 9208,
et la limite trouvée plus haut pour o1w? 9% fournit la relation
N(B)M(7) M{x) < 72
On trouverait évidemment de méme

D (y) =N(y)M(a)M(8; < %.

1§

(€3]

.10

S.73
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Ainsi les trois polynomes @ («), ®(f3), () sont inférieurs a :/H— en

2
valeur absolue; on peut donc, en désignant par e, ¢, ¢, des quanlités

comprlses entre + — \/- et — :/—, écrire les trois relations suivantes :
2 2
o + oo +a¢’=c¢ H,
o + B¢+ (2o"=¢H,
¢+ 79’ + y?¢"=cH.
On en déduit, pour les nombres entiers ¢, ¢’, ¢”, des expressions

sous forme de fractions dont les numérateurs sont évidemment finis et
dont le dénominaleur commun est le déterminant

92

1 ol o=
v B
1y 7
qui est égal au produit des différences des racines et qui est, par consé-

quent, différent de zéro.
Les nombres ¢, ¢', ¢” sont donc limités, et il en est évidemment de

méme des nombres entiers ¢, ¢/, ¢

64. Cela posé, faisons

. F
=)
on aura
LF:[X-;—YN(“)—FZ—IH?‘—)»JJ
M () M (e)
M2(B)[ N(B) ., P pgM2(y) N, P2
) [+ Ve + 2] P Y ang i)
qu’on peut écrire ainsi :
D(a) Y ()
§— [X—I—YT~;——1—/ s ]
M (B IO M:(y) [ Oly, W)
AM,E(’))LK-; f,” 4 A~—(~)(—J + I;M((iﬁlx+y(‘)t 7 .ézY.)-] :

Si 'on donne & A et B toutes les valeurs possibles de 0 4 <o, on ne
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peut trouver qu'un nombre fini de combinaisons pour les nombres
entiers Q, 0, o, 0", ¢, ¢', ¢, de sorte que les formes & relatives a toutes
les valeurs positives de A et B ne peuvent présenter, quelles que soient
ces valeurs, qu'un nombre fini de polynomes @ et ¥, et par suite qu'un
nombre fini de combinaisons de ces polyndmes et du nombre Q.

Il existe donc certainement deux systemes de valeurs pour A et B
dans lesquels les deux valeurs de A et les deux valeurs de B ont une
différence aussi grande que 'on voudra, et tels que les formes & cor-
respondantes contiennent le méme nombre entier Q et les mémes poly-
nomes ® et ¥, mais non pas le méme polyndéme M, car on doit avoir

M3 < 2ABH?,

c’est-a-dire
[M2 (o) + A M2(8) + BM2(y)]* < 2ABH:,

et cette inégalité ne saurait avoir lieu pour deux systemes de valeurs
de A et B dans lesquels les deux valeurs de A et les deux valeurs de B
auraient une différence suffisamment grande.

Donc il y aura deux systemes de valeurs de A et B auxquels cor-
respondront deux formes F; et &; contenant le méme nombre Q et les
mémes polyndmes ® et ¥, mais contenant des polynomes M différents
et des systemes différents de valeurs de A et B; nous écrirons ces
formes ainsi, en affectant d’indices les quantités qui varient d’une
forme a 'autre :

Ei_—_[xﬂ,y_g_) ZlFS(za)»s
n PR [ S 5 n B 2T
f,:[xTY‘Déz@ L AT

Introduisons dans &; une quatrime variable T, et cherchons la
réduite equwalente 4 &; pour des valeurs données R et S de A; et B;. On
obtiendra ainsi une certaine forme ¢, dont les coefficients g, %, kyl,m,n
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sont de la forme
M“(ﬁ)+ B,qu-

M A Y B ()

Introduisons de méme une quatrieme variable T dans F;, puis fai-
sons dans F; la substitution qui a transformé &; en ¢;; on déduira ainsi
de §; une forme ¢; dont les coelficients seront de la forme

“"[’AJRPEB;+ BJII:H;E?;s

les quantités X, 2, v ayant identiquement les mémes valeurs que dans
la forme Pi-

Donc, si ¢; est réduit lorsque A; el B; sont respectivement égaux a R
et S, ¢; sera évidemment réduit lorsque A; et B; auront les valeurs dé-
finies par les équations suivantes :

MEE) o MIE) . MY (7).
M) = R W) () = SWiE ()

Mais ¢, sera réduit non seulement lorsque A; et B, seront égaux & R
et S, mais généralement lorsque A; et B, resteront compris entre cer-
taines limites qu’on peut définir par des inégalités de la forme

G(Ai, B/)>o,

ol §(A;, B,) désigne une fonction de A; et B;.

On voit immédiatement que ¢; sera de méme réduit lorsque A; et B;
seront compris entre certaines limites définies par des inégalités cor-
respondantes :

(o) g Mi(y) M} («)
o V) Wi ) >

Mais, les formes ¢; et ¢, n’étant pas équivalentes, nous les rempla-
cerons par les formes M; () 9; et M’ (e)o;, qui sont évidemment réduites
lorsque ¢; et ¢;le sont, et qui, étant 'une et ’autre équivalentes a /, sont
équivalentes entre elles. Changeant alors le sens des lettres ¢; et ¢;, je
désignerai les nouvelles formes M; («)p, et M3 («)p,; simplement par ¢,
et ;-

Cela posé, si A; et B, varient de fagon que ¢, cesse d’étre réduit, et
qu’on transforme la forme ¢; en une forme réduite équivalente ¢, ,, la
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méme substitution transformera ¢; en une forme équivalente g;.,, ré-
duite pour des valeurs de A; et B; liées aux nouvelles valeurs de A; et B,
par les conditions indiquées plus haut.

Si, continuant a faire varier A, et B;, et cherchant chaque fois la forme
réduite correspondante ainsi que la forme qu’on déduit de ¢; par la
méme substitution, si, dis-je, on amene apres 4 opérations, d'une ma-
niere continue, A; & devenir égal a A; et B; & B;, la forme ¢, sera
identique & ¢;; puis, faisant varier convenablement A; et B,, la forme
¢:on+s Sera identique & ¢;,,, et ainsi de suite. Mais en méme temps cor-
respondront & 9, el ¢; 544, Cest-d-dire 3 ¢;, 0;.,, ..., des formes g;,;,
Ojrhe1s -+, 5€ déduisant les unes des autres par les substitutions déja
employées, et qui se reproduiront & 'infini périodiquement.

Et de méme, marchant en sens inverse et revenant de ¢; & 9;, on
aurades formes ¢;_,, @;_o. .. .; C'est-d-dire @; .4y, @iis—ar - - -, auxquelles
correspondront des formes ¢;_,, 9;—5, ..., pour lesquelles on verra se
reproduire la méme période de substitution.

Mais il y a ici une différence avec le cas des équations du troisieme
degré qui n’ont qu’une racine réelle : ¢’est qu’en faisant varier A; et B;
an peut se dispenser de passer par les valeurs primitives de A; el B;.
Alors on verrait apparaitre une nouvelle période de substitutions,
comme on le montrera au n® 68.

Remarquons enfin que pour faire le calcul il est inutile de passer par
les formes intermédiaires & et qu'en réduisant indéfiniment la forme f
on est assuré de trouver deux formes réduites correspondantes o, et o;.

65. On pourra procéder plus symétriquement en remarquant qu’'une
forme ne cesse pas d’étre réduite si I'on multiplie tous ses coefficients
par un méme nombre. :

Si donc nous prenons la forme /de la maniére suivante,

Sf=Alz+ay-+a2z)2+Blz+ Py +p22)2+Clx+yy-+922),

nous pourrons, au lieu de la forme &, considérer la forme suivante,

. @ (o) Y(a) 2

+BM2(B) [X+ 2(p)y  ¥1B) Z]2+CM2(}/) [X+ 2rly XD z]'l.

=

L2 Q
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et alors, si A;, B;, C; désignent des valeurs de A, B, C pour lesquelles la
forme ¢, est réduite, les valeurs A;, B;, C; correspondant dans ¢; a A,
B,, C; seront fournies par les relations suivantes,

AiM (o) =A;M7(«), B:M;(B)=B;M3(B), C:M(y)=C;Mj(y),
ou, plus simplement, appelant A, B,, C, les quantités
AiM; (), B:M7(B), C:MZ(y)

relatives & la forme initiale, on voit qu’on passera de la forme ¢, & la
forme ¢; en changeant A,, B,, C, en

AjM3(e), B;M3(R), C;M3(7),
et que, si o, est réduit quand on fait A, B, C égaux respectivement i A,,

By, Cy, 9; sera réduit quand A, B, C sont respectivement égaux 2

Ao , By . Co .
Mj(x)” MG(B) Mj(y)

66. On peut rendre cette théorie plus claire par des considérations
géométriques.
Je prendrai d’abord 'expression f sous sa premiére forme,

f=(z+ay-+az)*- Az LBy -+ 322)2—+ Bz + yy - y22)2,

et je supposeral qu'apres avoir remplacé x, y, z par x —¢, y—¢,
z —t on cherche la réduite équivalente a2 / pour des valeurs données
de A et de B.

On aura alors une forme qu’on peut écrire

“

- gly— 22— h(z— @) — k(z —y): = l{w — )= my — £~ n(s—1}?,

dans laquelle g, &, £, /, m, » sont des fonctions linéaires de A et de B.
Si Pon regarde A et B comme des coordonnées courantes par rapport
a deux axes tracés dans un plan, les équations

g=o, h=o9, k=0, l=o0, m=o0, n=o

représenteront six droites de ce plan, et les inégalités

<o, /L':::O: /”<O! [<0: m<Co, n< o

o
o 1
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qui sont les conditions pour que la forme soit réduite, indiqueront que
le point de coordonnées (A, B) doit étre d’un certain coté par rapport
a chacune de ces droites.

Ces six droites détermineront généralement un hexagone, 4 I'intérieur
duquel devra se trouver le point (A, B).

Il pourra arriver, d’ailleurs, que cet hexagone se réduise & un poly-
gone d’un moindre nombre de cotés. Tel serait, en particulier, le cas
ou, les six droites formant deux triangles PQR, pgr (fig. 1) intérieurs

Fig. 1.

’'un 2 I'autre, le point (A, B) devrait restera I'intérieur du petit triangle;
alors il serait inutile de faire intervenir le triangle extérieur PQR.

67. Mais restons dans le cas général. Supposons donc que nous
ayons une forme §, réduite quand (A, B) reste a I'intérieur de ’hexagone

Fig. 2.
0 R

5 T

PQRSTU (fig. 2), dont les cotés PQ, QR, RS, ST, TU, UP ontrespective-
ment pour équations

g=o0, h=o, k=o, l=o0, m=o, n=o.

Supposons que le point (A, B) vienne a traverser un coté, par exemple
le coté PQ; alors le coefficient g changera de signe et la forme 7, ces-
sera d’étre réduite.
~ Sil’on cherche laforme &, qui est réduite lorsque le point (A, B) reste
tres voisin de PQ extérieurement a ’hexagone, on trouvera que cette
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forme est réduite lorsque le point (A, B) reste a I'intérieur d’un nouvel
hexagone dont PQ est I'un des cotés.

Soit PQR,S,T,U, ce nouvel hexagone.

Si le point (A, B) sortde ce nouvel hexagone en traversant par exemple
le coté S,T, (fig. 3), la forme &, cessera d’étre réduite et 'on traversera

Fig. 3.

a, Ry

une forme &, qui est réduite lorsque le point (A, B) est tres voisin de
S,T,, mais en dehors de ’hexagone PQR,S, T, U,.

Cette forme g, sera réduite & lintérieur d’un nouvel hexagone
T« S4R2Q2P2U2-

On aura ensuite un quatrieme hexagone, et ainsi de suite jusqu’a ce
qu’on arrive & une forme & que I'on déduise de &, par le simple
changement de A et B.

Alors 'hexagone relatif & la forme &; se déduira immédiatement de
hexagone relatif & la forme &, et, si I'on applique & &; périodique-
ment et successivement les substitutions qui ont conduit de &, & &;, on
obtiendra une suite d’hexagones qui se déduisent périodiquement les
uns des autres, et cette série d’hexagones s’étendra indéfiniment dans
les deux sens & partir de &,, si 'on applique aussi & &, périodiquement
et successivement les substitutions qui rameneraient de &; a g,.

68. On voit, de plus, qu’on ne formera ainsi qu’une chaine d’hexa-
gones et non pas un réseau couvrant entierement le plan. On pourra
prendre en dehors de cette chaine des points (A, B) pour lesquels
n’existe aucune forme correspondante réduite dans la série précédente.
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Si done, dans le polygone relatif a &,, nous partons d'un coté n’ap-
partenant pas i la chaine précédente, nous tracons une ligne indéfinie
qui ne rencontre pas cette chaine,et, si I'on suppose que le point AB se
meuve sur cette ligne, on obtiendra une nouvelle suite de formes ré-
duites déduites les unes des autres au moyen de substitutions qui fini-
ront par se reproduire périodiquement.

On aura donc une nouvelle chaine d’hexagones se déduisant les uns
des autres comme les précédents. ~

On voit que le calcul de réduction engendre ici une double périodi-
cité. De chaque hexagone partiront ainsi deux chaines indéfinies qui
se croisent sur cet hexagone. Cette double série de chaines couvrira
ainsi le plan d’un réseau; cependant ce réseau peut présenter des
lacunes, qu’il faudra remplir par des formes convenables. Le deuxieme
et le troisicme des exemples qui suivent feront bien comprendre cette
singularité.

Pour construire tous les polygones qui couvrent le plan et servent
de limite aux valeurs de A et de B pourlesquelles une forme est réduite,
il suffira, comme on le verra clairement par les exemples qui suivent,
d’avoir construit autour du polygone relatif & la forme initiale §, un
certain nombre de polygones formant les éléments du réseau qui couvre
le plan. Tous les autres polygones se déduiront des précédents en chan-
geant les valeurs A et B des coordonnées des sommets, soit pour une
premiere séric en

Ah2 et Bkz,

h et £ désignant les multiplicateurs de A et B, soit pour une seconde
série en
Alv et Bl

Les multiplicateurs /4 et £ sont supposés provenir de la premitre
chaine; si 2’ et & désignent ccux de la seconde chaine, le changement
général consistera & remplacer A et B par

Ah2pf'2p" et Bl k'2p'.

Les coordonnées des sommels vont ainsi en varianl en progression
géométrique; elles croissent ou décroissent, par conséquent, (res rapi-
dement.

S.rt
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Dans la pratique, la construction des polygones limitatifs devient
ainsi rapidement impossible.

69. On obtiendrait un résultat un peu meilleur en considérant des
formes avec trois arbitraires homogenes,

LAl day o2z 4+ Bl 4By 4 B2z )2 G2+ yy -+ y22 )3,

et prehant pour A, B, C les coordonnées trilateres d’un point; mais les
divers polygones limitatifs deviennent encore rapidement trop petits
ou trop grands, car les coordonnées des sommets croissent encore en
progression géométrique.

70. Oun peut cependant échapper a cette difficulté de la maniere sui-
vanle.

Soient ¢ U'indice auquel se termine la premiere période de substitu-
tions sur 'une des chaines de polygones etz 'indice auquel se termine la
premitre période de substitutions sur la deuxieme chaine de polygones.

Supposons que, lorsqu’on passe de Fy 4 F; et de ¥, & Fy, les multi-
plicateurs de A, B, G soient respectivement égaux

e, e/l’ e,

!/ !
o b 2
e, ¢, e

ot e désigne la base des logarithmes népériens ou plutdt la base d'un
“systeme de logarithmes quelconques.
Nous poserons
/

e ettt — pbu b’y Vo petkeo
A=e , B=e , C=e ,

el nous regarderonsz et v comme des coordonnées courantes.
On voit alors que multiplier A, B, C respectivement par
erll, 6{’, e¢

\

revient & changer wen u+ 1, et de méme le changement de ¢ en ¢ +1
revient & la multiplication de A, B, C respectivement par
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Si I'on considere u et ¢ comme des coordonnées courantes, aux
droites qui limitaient précédemment les valeurs de A, B, C correspon-
dront maintenant des courbes, et I’on voit que, si I’on partage le plan
des coordonnées u, ¢ en carrés dont les cotés soient égaux a 'unité, et
si Pon construit les courbes limitatives qui se trouvent & I’intérieur de
I'un de ces carrés, ces courbes dessineront i I'intérieur de ce carré une
certaine figure qui se reproduira identiquement dans tous les carrés
suivants. .

L’inconvénient de cette représentation est d’exiger la construction
de courbes assez compliquées; mais, si I’on n’emploie la construction
géomélrique que pour étudier lasuccession des formes, on pourra pro-
céder ainsi : on cherchera exactement les sommets des polygones cur-
vilignes que donne la méthode dont nous nous occupons, et il suffira de
tracer grossierement les cotés curvilignes de ces polygones; on pourra
méme remplacer ces cotés par des lignes droites.

71. Enfin, on peutse dispenser de toute construction géométrique
parle procédé suivant.

Nous appellerons formes contigués par un cété des formes dont les
polygones limitatifs ont un coté commun; des formes contigués par un
sommet seront deux formes dont les polygones limitatifs ontun sommet
commun. )

Nous représenterons une forme par un point, ¢t nous joindrons ce
point par des lignes droites aux points correspondants & des formes
contigués par un coté a la forme que représente ce point.

Les droites ainsi tracées formeront des polvgones dans le.plan od
elles seront menées; les sommets d’un méme polvgone correspondront
a des formes contigués par un sommet.

Ainsi, dans la représentationsuivante (fig. 4 ), la forme f; est contigué
par un coté aux formes f, f3, f7; comme elle n’est contigué par un coté
2 aucune autre forme, on voit que, dans la représentation géométrique,
elle seraif limitée par un triangle.

Cette forme f, est contigué par un sommet aux formes f,, 1, f;, par
un autre sommet aux formes f;, /1, /50 fo» /- €t par son troisieme sommet

aux formes /7, /s, fos [1-

Ainsi, autour d’un des sommelts sont les quatre formes £, /,, /2. /s>
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By

autour du deuxieme sommet, les six formes £, fi, /2, fs, fos /3, €l enfin
autour du troisieme sommet les cing formes f,, /1, /3, /)

On voit aussi que les formes f; et /, sont contigués par un coté, et
J/: par un sommet, cte.

72. Avant de passer aux exemples, nous remarquerons que, au licu
de considérer la forme

( oy --a2z2)24+ Ala+ By -~ B22)2+ Bx -7y -+ 7y23)2,

on peut prendre une forme

12

(@ 9le y) -y dla &)yl 670
~Alxo(B, 7, a)+y (B, v, 2) -+ 3/’37 ) ]?

B[ gy 2 B) 07,2 )+ 3 Uy % BT,

et Pon arriverait sur cette derniere forme aux mémes conclusions que
sur la premitre; le seul changement introduire consisterait a prendre
pour déterminant D de la forme considérée I'expression suivante :
9l oyl $lanBoy) 2le Byl
D=AB| g(B7a) VB 7w 7(67.2)
ol B) Vi3 yly, 2, B)

73. Vétudierai d’abord les racines de 'équation

22t —o2xr —1=0,
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qu'on déduit de I'équation

3T—1=0

en supprimant la racine = =1 et posanta = s +

By o~

Soient &, 3, y les trois racines de cette équation, lesquelles sont ap-
proximativement

x= 1,247,
5 =—0,445,
7 =—1,802,

et entre lesquelles existent les relations suivantes

a4+ B+y=—r,
Br+yz+al=—2
aBy = 1.

By=a+0B, ya=03+7y, ap=7+ 2,
atz=2 4 f, fLl=a2+4+y, P*=oa-+ o

7%. Je considere la forme
ax + By +yz)2+A(fr+yy +az)? +B(yz +ay + 0833
dans laquelle A et B sont des arbitraires.
Si je remplace , y, 5 respeclivement par x — ¢,y — ¢,z — £, celle
forme peut s’écrire ainsi :

a

— [+ B AB+y) +Blya)] (r— 32— [B+7 -+ Aly o)+ Bz + B)] (s — )
— [y +e +Ala+B)+BE+ ) ]z—p)2—[a+AB+By]lzx—1)?
—[B+Ay+Bal(y—t)2—(y+Ax-+BE)(s— ()2

Je désigne cette forme par F,.
Cette forme est réduite si les six inégalités suivantes sont vérifiées :

a—+L+AB+yY)+B(y+a)<o,
B+y +Aly +a)+Blz+p) <o,
v4+a+Aa+B)+BB+ ) <o,
a+ AR+ By <o,
B4+Ay +Ba<o,
Y+ Ao+ Bp <Jo.
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Si l'on égale & zéro les premiers membres de ces six inégalités, et si
'on regarde A et B comme des coordonnées courantes, on aura ainsi

les équations de six droites.
Ces six droites forment deux triangles dont I’un, & savoir celui formé

ar les trois dernieres, est inscrit dans 'autre, formé par les trois pre-
p

mieres.
Et I'on trouve que la forme F, (fig. 5) est réduite si le point de coor-

Fig. 5.

données (A, B) est a 'intérieur du triangle PQR formé par les trois der-
nitres droites, c¢’est-h-dire par les droites dont les équations sont

a-+Ap+By=o0 (QR),
B--Ay+Ba=0 (RP),
Y4 Aa-+Bf==0 (PQ).

Je dirai, pour simplifier le langage, que la forme F, est réduite a
I'intérieur du triangle PQR.

75. Sile point (A, B) traverse I'un des cotés de ce Lria:\ngle, la forme

cesse d’étre réduite.
Supposons qu’il traverse le coté PQ; alors le coefficient de (z —¢)?
devenant négatif, je fais la substitution

x::.-——x+y,

y=r-1t
I=— XA y—4z—1,
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quinous donne la forme F, :

(y +Aa+BB)(y—32—[a+P+y+AB-+y+a)+B(y+a+p)]z—a?
—[y+ o+ Ala+ )+ BB+ )] (& — p)2—(a+ AB+By) (x — 112
—[B+y +Aly -+ 2) = Bla+ 8]y — )2

—[B-+27y+Aly+22)+Bla+2B)](z— ¢t
Cette forme est réduite si

y-+-Az-+-BE>o0,

a4+ B4y +ApP+y-+a+Bly+a=3 Jo.
7 4o~ Ao~ B) BB+ 7)o,

-+ AL --By <o,

B4+7+Aly o)+ Bla+ 5)<o,

B4+ 2y 4+ A(y+20a)-+B(a+23) <o,

et il est facile de voir que ces inégalités sont vérifiées si le point (A, B)
reste a 'intérieur du triangle PQS, dont les trois cotés ont pour équa-
tions ‘
y+Aa+BB=0 (PQ},
7+a+Ala+B)+B(E+7)=0 (Q8)
B+ 2y-+A(y—+2a)+ Blae-+28)=0 (PS).

\

La forme F, estréduite & l'intérieur du triangle PQS.

76. Si le point (A, B) traverse la droite PS, la forme F, cesse d’étre
réduite, car le coefficient de (5 -— £)? devient négatif; nous ferons alors
la substitution

x=—2+ ),
y=y—t
z;—.—x—;—y—i—z——l,

qui fournit la forme F, :

[-+27 Ay +20) +Bla+-2))(y—2)2— [y +A(y ) +Bla+B)) 5 = )?
—[a+p+2y+AB-+7+2a)+B(y+a-+2p8)](r—y)?
(87— Ay a—B) + Bla-k B— )] (x— 1)
—[2B-+3y+A(27 +3ax)+B(2a+38)](y—1)?
—[a+28+3y-+A(B+2y+3a)+B(y+2a-+3B)](z—1)
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Cette forme est réduite si

B4+oa2y+Aly+2a)+Bla+28)>o0,
B+y+Aly+a)+Blatp)<o,

o+ B4+2y+AB+y+2x)+B(y+at+20)<o,
B+y—a+Aly+a—pB)+Bla+p—7) >0,

2B +3y+A(2y +32) +B(2a+38) <o,

a4+ 2B+ 3y+A(L-+a2y+3a)+B(y+2a-+3B) <o,

et ces six inégalités sont vérifiées, pourvu que le point (A, B) reste
a I'intérieur du triangle PST, dont les cotés sont définis par les trois
équations suivantes,

BA+2y-+Aly+ou)+4 Bla+2p)=0 (P8
B+y—a+Aly+a—pB)+Bla+L—y)=o0 (8T
2 +37 +Al2y+3a2)+Bl2a+3B)=0 (PT),

et la forme F, est réduite & 'intérieur du triangle PST.
77. Sile point (A, B) traverse la droite PT, la forme F, cessera d’étre

réduite, car le coefficient de (y — 2)* devient négatif.
Je fais la substitution

rx=—2x Y,
ye=—=x+y-+z-—I,
Z=n— 2~ 32,

qui me conduit a la forme F,,

B2y Ay 2]+ Bla-k2p)[(y —2)?
—[a+ 4R +06y4+A(B+4y+6a)-+B(y-+4a+63)](z—x)?
— a4+ G4+ 2y+AL+y-+20)+Bly+a+28)](x—yp)?
+[2f+3y4A(2y-+32)+B(aa-+-30)] (x—1)?
[(B+7)+ Ay +a) -+ Bla+B)](r—1)?
[a+3p 48y 4+~ A(p+37+0a)+B(y+3a+5p)](z—1)2,
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et cette forme est réduite si 1’on a

B-+2y+ A(y+2a)-+Bla+28)>o0,
a-+4B+6y+A(B+4y+6a)+B(y+ fa-+6B8) <o,
a+B+2y+ AL +y-+2a) +B(y+a-+28)<o,
2B+ 37+ A2y +3a) +B(2a+3B5)>o,
B+y+Aly+oa)+Bla+p)<o,

o+3B+5y +A(B+3y-+5a)+B(y+3a+58)<o.

Ces six inégalités sont vérifiées si le point (A, B) reste i I'intérieur du
triangle PTU, dont les cotés ont pour équations

28 + 3y +A(2y +3a)+ B(2a+38) =0 (PT),
P+7-+A(y+a)+Bla+p)=o0 (PU),
a+3B+5y +A(B+3y+5a)+B(y+3c+53) =0 (TU),

et la forme F; estréduite a I'intérieur du triangle PTU.

78. D’ailleurs, la forme F, se déduit de la forme ¥, en multipliant F,
(y+a)?

e

par (B—+7)* ou -f—, et changeant auparavant A et B en A

BEE:E% ,ouA@ eth 5> de sorte que U'on a

Fo=(B+7y)?(ax+By+ys)2+Aly+a)(Bx+yy+az)?
+B(ax+B)2(yx + ay-+Bz)2

A partir de la, on peut donc reproduire une suite périodique de
triangles & lintérieur desquels existe une forme correspondante
réduite, se déduisant d’une des trois formes Fy, F, ou F,.

On y arrivera en appliquant a la forme F; et aux formes suivantes,
successivement et pemodlquement les substitutions qui conduisent
deF, aF,,F,, I,. ~

Mais ces triangles ne formeraient qu'une chaine continue dans le
plan et ne couvriraient pas le plan tout entier; pour trouver le réseau

complet, je vais maintenant tourner avtour du point Q.
S.12



S.go L. CHARVE.

79. Je reprends la forme F,, savoir

—[e-+B+AB+7)+Bly+a)](y—2)2—[B+y+Aly-a)+Ba-+p]] (—a)2
—[y+a+A(a+B)+B(B+7)](z—r)—(a+AB+By)(x—1)
— (B+Ay—+Ba)(y — ¢)2— (7 -+ Aa+BB) (z — 2)2,

qui est donc réduite & l'intériear du triangle PQR.
Si le point (A, B) traverse le coté QR (fig. G), la forme cesse d’étre

Fig. 6.
P

réduite, puisque le coefficient de (x -¢)* est négatif; je fais alors la

substitution
= —y—3+1,

y=—2-+1,

Zr= X -— 3,
qui me fournit la forme F,,

(o AB + By} (= 37— [y + 2+ A (2 B) + B (B +)](s — 2):
—~[y+2a-+A{a+2B)+B(B+2y)] (x — 1?2
— (B Ay + Bz — ) [ B o+ A (B 7) + Bly + )] (r — 4

—[a+B+AB+y)+Bly+a)](z—1)°.
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Cetle forme est réduite si

a+AB+By>o,
YH+oa+Ala+B)4+B(B+7y) <o,
V+2a+A(a+28)+B(f+2y) <o,
B--Ay-=- Ba<§,
a+B+7+AB+y4+a)+Bla--5B-7y) <o,

a+B+AB+7y)+B(y-+a <o,

et ces inégalités sont vérifiées, si le point (A, B) reste a Pintérieur du
triangle QRY, dont les cotés sont
«--ABf--By=o0 (QR},
a+B-+A(p+y)+B(y+a)=o0 (RV),
v+2a+A(a+28)+B(B-+2y)=0 (QV).

Ainsi la formg F, est réduite & Uintérieur du triangle QRV.

80. Si le point (A, B) traverse la droite QV, le coefficient de (x— y)*
devient négatif; alors je fais la substitution

2 =-—x 4+ 3,
y=-—y-+1

zz==—x +
qui me fournit la forme F; :

[y + 2+ A far 2B) = B (B 27)] [y — 2"
—[2a+L+y+A(2B+y-+a)+B(2y+a+B)l(z-x
[y A(n o B)+ BB+ )] (2 — )

e — Bty A(B—y o) =By =B (- )2

—[Ba4+P42y+ABB+y-+2a)+B(3y4a-t20B)](y—1)?

- [2y+3ax-+A(2a~+38)+ B(2B+3y)](z—1)%
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Cette forme est réduite si

y-F2a—+Ale—+2B)+B(B+2y) o,
‘za—k—ﬁ—}-y—l—A(zﬁ.—k)}%—a)—{—B(zy+a—i~ﬁ)<o,
'*/—I—a—I—A(oc-%-B)—I—B(B—{--y)<o,
a—@—!~y—&—A(@f«y»z—a)+B(~/-—o¢—+—@)>o,
Sa+B+2y-+A(3B+7y-+ox)-B(3y +a+2B) o,

2y 4= 3a - A(2a-~383) + B(2f --3y) o,

el ces six inégalités sont vérifices si le point (A, B) reste a I'intérieur du
triangle QVW, dont les ¢4tés ont pour équations
yt+2a-+A( a--28)+B( B+42y)=0 (QV),
=By +A(B—7y-t )+ B(y-—;a-~|--ﬁ)::0 (VW),
2y 4+ 3o - A(20-+303) =B (24 3y} =0 (QW).

Ainsi F; est réduit a 'intéricur du triangle QVW.

81. Sile point (A, B) traverse le coté QW, le coefficient de (5 -—¢)*
devient négatif et la forme cesse d’étre réduite.
Je fais alors la substitution

==y — 2,
ye=—x -y,

Zrie— X -y — 2 -,
qui me donne la forme F,

—[2a+B+y4-A(2B+y-+a)-Blay-+a-f))(y—3z)2
A [y +oa-+A (o 2P) =B (B +2y)] (2 —x)?
—[6a-+ B+ 7+ A (6B 47 +4a) 4+ B (67 -+ a+ 48] (« — )2
~[Ba-rB4+3y -+~ A(5B -7 3a)+B(57-+a~+3B)] (z — 1)
+ [2y 4 34 A (20 +3B)+B (2L 37)] (r — £)?
—[y+a-+A(a+B)+B(B-7)](z—1)2,
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et cette forme est réduite si

2y +3a+A(20+3B)+B(2f-+3y >0,

Yo+ Ala+3)+B(B47y) <o,

20 +B+y+A(2B+y+a)+Bloy+x+ p) <o,

Y t+ox-+A(a+28)+B(B+2y >o,

a3+ 4y +A(6B+y—+4a)+B(6y+a-+4p)<o,

S5a+B+3y+A(5B-+y+3a -+B(5y+a-+38) <o,
c¢’est-a-dire si le point (A, B) reste 2 U'intérieur du triangle QVX, dont
les trois cotés ont pour équations

2y -+ 3+ A2+ 3B +B(2f +3y) =0 QW),
Yy+a+Ale-+p)+B(B+y) =0 (QX)

S50-+B+3y+AGBB+y-+3c) +B(5y +a+3B)=0 (WX,
et la forme Fy est réduite a Pintérieur du triangle QWX.

82. D’ailleurs, la forme ¥, se déduit de la forme Fy en multipliant F,

par(y —+ a)* ou /i, aprés avoir changé préalablement A et B respective-

ment en A\ZTEY o g B0 0 AL g B
(7 a)f 0 (i O P ar

A partir de 12 on peut donc reproduire une suite périodique de
triangles & V'intérieur desquels existe une forme correspondante réduite
s¢ déduisant d’une des trois formes F,, F,. F.

Ony arrivera en appliquant a F; et aux formes suivantes, successi-
vement et périodiquement, les substitutions qui font passer de F, 4 F,)
Fs, F,.

On formera ainsi une deuxieme série de triangles formant une chaine
continue dans le plan.

En combinant cette deuxieme série de substitutions avec la série que
nous avons indiquée plus haut, on couvrira, comme on va le voir, le
plan d’un réseau continu de triangles. Le systeme élémentaire de ce
réseau se composera donc des cinq triangles ¥,, F,, F,, F,, F;.

83. Sidonc on emploie les deux séries de substitutions qui viennent
d’étre obtenues, ainsi que les substitutions inverses, ¢’est-a-dire celles
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qui permettent de revenir de la forme F; & la forme F, ou de la forme
F, & la forme primitive F,, on couvrira le plan d’un réseau de triangles
que nous allons figurer; mais, pour rendre la figure plus claire, nous
adoptons d’autres notations.

84%. Qu’on figure un carrelage composé d’hexagones et que dans
chaque hexagone on inscrive un triangle : on aura ainsi & U'intérieur de
chaque hexagone quatre triangles. Une fois qu'on a déterminé un de
ces systemes de quatre triangles, tous les autres s’en déduisent ('),
comme on va le voir.

Dans la figure ci-contre, tous les triangles d’'un méme systeme élé-
mentaire sont désignés par- la méme lettre, indice seul variant.

Les triangles désignés par des lettres différentes affectées du méme
indice sont des triangles correspondants, qu’on peut déduire les uns
des autres.

Les triangles qui ontla méme letire accentuée ou non avee le méme
indice, comme ¢, et ¢, 0, et o, ... (fig. 7), sont les triangles que je
nommerai inverses U'un de lautre, ¢ est-2-dire qu’ils se déduisent du
triangle /, ou du triangle /;, de méme indice dans le systtme initial,
en renversant pour l'un les substitutions employées pour 'autre. En
d’autres termes, f, se déduirait de ¢, comme ¢, se déduit de f;; de
méme, f, se déduirait de ¢, comme ¢, se déduit de f;.

Les triangles désignés plus haut par Fo, F,, Fy, Fy, F,, Fy, Fy sont
désignés ici respectivement par fy, £i, 93, @os for Yoy $o-

Voici comment se développe ce réseau.

On a vu plus haut comment s’obtenaient g, ¢t ¢, au moyen de f,. On
vient de voir comment s’obtiendraient ¢, et ¢, et il est facile de voir
par le calcul qui est plus haut comment les formes qui portent les
lettres o et ¢ avec un indice quelconque se déduiraient des formes f
portant le méme indice.

Quant & y, et ,, ces deux formes sont inverses I’'une de Pautre, et il
suffit de montrer comment s’obtient 'une d’elles.

(1) De sorle que les cing formes élémentaires Fo, Fy, Fo, Fy, ¥y peuvent étre réduites a
quatre, et, en effet, Fs et Fy sont deux formes correspondantes qui se déduisent l'une de
Pautre comme ¥, se déduit de Fy.
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Silon applique & ¢, les substitutions qui de /; conduisent & ¢, cela
reviendra & multiplier ¢, par (y + o) ou f; par (8 + 7)*(y + «)*. On
obtiendra donc un triangle qu'on déduira de g, en passant par la forme o,
et une forme y,; on est ainsi conduit au triangle désigné par y,. Le

1
E+yily + )
c’est-d-dire par (o +- )%, et 'on voit ainsi que y, est 'analogue de ¢,
et ¢, parrapport a f,. Je n’insiste pas sur la maniere dont les formes y,,
L2 %s et les formes x|, %,. ), se déduiraient de /), f, f;; cette déduc-
tion est évidente.

triangle inverse y, se déduira de £, en multipliant £, pary

Fig. 7.

On voit bien maintenant comment on développerait le réseau indé-
finiment dans le plan.

Je dois faire remarquer que la figure précédente est tres déformée;
les hexagones qui sontd gauche devraient étre beaucoup plus petits,
ceux de droite beaucoup plus grands. Ainsi, pour ¢,, les coordonnées
des sommets se déduiraient des coordonnées relatives aux sommets
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de f, en multipliant les abscisses par ((5—3}2) = é— =20 environ et
J
les ordonnées par(5+y)“ 7= g environ, et, pour ¢, il faudrait

(o =) g
multiplier par — et =, de sorte que les coordonnées relatives & o, sont
20 9

pour les abscisses quatre cents fois plus grandes, et pour les ordon-
nées quatre-vingts fois plus grandes que celles de ¢/.
T’ai donc déformé la figure, afin de la rendre plus compréhensible.
Les quatre formes élémentaires f;, /7, /2, /3, d’ou1 toutes les autres
peuvent étre déduites, sont

B+v+A(y+a)+Bla+p))(z—=)

( fe+L+AB+y)+Bly+a)](r—2z)
—[
—[y+a+A(a+B)+B(R+7y)(z—y)?

(
—(
—

Jo= o AB + By)(z — 1)2

( P-+Ay+ Ba)(yr—1t)2

Y+ Aa -+ BB)(z — 1),

[ (7 +Aa+BB)(y—3)

s [e+P+y+AB+y+a)+B(y-+a-+ 6)](z—x)2
fi= +[—y—a+A(—a—PL)+B(—=B—y)](z—y)
. — (a4 AR+ By)(x — 1)

? B+ A(y + )+ Bla+B))(r — 0

\ ——-[f)—}-zy+A(y+2a)+B(m+9@)](z~—t)'-’,

(B -+Ay+Ba)(y—z)?
—[Ba7y+A(y+a)+Bla+p)](z—2)2
Lo -*[a-kﬁ—l P A(B A+ +o)+B(y + ot B (x—y)

—(y-+Aa+Bp)(x—1)?
—[x-+2f - A(B+27)+Bly +2a))(r —1)?
—[la-+P+AB+7)+Bly+all(z—1)%

(o = AR+ By)(y—2)? -

‘ [y + o= A+ R)+ B(B+y)](z — )2

—[y +2a+ Ala-+2B)+B(B + 27)](z —y)?
—(B+ Ay +Ba)(z—1)?

( —[la+B+y+ ARy -+a)+B(y +a--B)](y— )2
—[o-+ B4 A(f+7)+ By +4=)](z — )2,
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et les substitutions par lesquelles on déduit f/;, /3, /; de f, sont respec-
tivement

X =—x Y, x = —23 -+ I X=x—)y—2-+1,
y=y—_t, y=x—y—sz-+4 y=—3-41
F=—x+y+2z—I Z=x—3, z=x — 3.

Enfin si, au lieu de la représentation par polygones, on adopte la
représentation symbolique du n° 71, ot les formes sont représentées
par des points et sont jointes par des lignes droites aux formes conti-
gués par un cOté, on aura la figure suivante (fig. 8), qui correspond &
la figure précédente, les mémes Jettres désignant les mémes formes.

8%. Je termine les recherches relatives 4 cet exemple par I'emploi de
la méthode indiquée au n° 70.
Aulieu de considérer la forme

(x4 Py+yz)2+A(Bx+yy-+az)+B(yx+ 24 23)2,
nous prendrons, avec trois constantes A, B, C, la forme suivante :
Aaz 4By +738)2+B(Bx-+yy+az)?+Clyx -+ 2y -+ pz)2
Soient alors a, b, c trois nombres vérifiant les égalités suivantes,

. : V2 — pC
2% = e4, 16_)_:”6’ v = ¢,

S.13
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ol ¢ désigne la base des logarithmes vulgaires; on aura
a==0,191, b=— 0,703, ¢=0,511;

puis nous puserons

A= ebu+c(" B o= ecutav, C == gautby
Soient u, ct ¢, des valeurs de uw et v auxquelles correspondent des va-
leurs de A, B, C pour lesquelles la forme f, est réduite; les formes o,
@or Uos Uys Xo» )y seront respectivement réduites pour des valeurs de
A, B, C déterminées par les valeurs suivantes de wet ¢:
W= Uy-— 1, U=ZUy-t+1,

e Ug=—1, HW==U)--1, W= Uy, U == Uy,

V==, VoV, [ N I =t 21N S PR i (T I gz Yy -1,

Silon regarde w et ¢ comme des coordonnées courantes, aux triangles
rectilignes de la fig. 7 correspondront des triangles curvilignes;
mais il suftira d’obtenir les triangles correspondant aux formes /, /;,
Jes J5 pour obtenir tous les autres. Ces quatre triangles n’ont que six
sommets, qu’il suffira d’obtenir pour avoir tous les autres sommets; il
serait méme facile de voir que les deux sommets P et S suffisent pour
avoir tous les autres.
Iig. 9.

©

A% ] /// S

Voict quelles sont les coordonnées des six sommets qui corres-
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pondent aux sommets P, Q, R, S, V,Hde la fig. 7 :

P { te1=0,36, g Us=0,36=u,, R (s=--0,61=1—1,
2 v =—0,42, [ va=0,58-=0,+1, [ v3=— 0,42 =10y,
'(ur.::o,GG, Vs’ Us=— 0,3f = 1w, — 1, (g=—0,34=u—1,
( ¢v,=0,36, los—= 0,36 =0, lvg=—0,64=10v,—1.

De sorte que la figure élémentaire P, Q, R, S, V, H est la précédente
(fig. 9), et cette figure se reproduit ensuite identiquement et indéfini-
ment dans le plan, en augmentant alternativement les abscisses et les
ordonnées d’une unité.

85. L’équation
xr'—1=—o

nous fournira un deuxieme exemple.
Sil'on divise 2”— 1 par #* —1, on obtient

29— ¢ i )
——— 2 e Y - T,
x3—
et si, dans I’équation s
a2 —+4-x? 1= o0,
on pose
H
X+ — =3,
x
on obtient
33— 35-1==o0.

C’est cette deuxieme équation que nous allons étudier.
Si 'on appelle «, 2, 7 les trois racines de I’équation

28— 3x 1= 0,

les valeurs approchées de ces racines sont

a==1,33, B=0,34, 7=—1,87, "
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et I'on a entre ces racines les relations suivantes :

a—+B+y==o0,

By + ya+-af=—3,
aldy=—1,
By=—1+0, ya=—1+4y, af=—1+4 g
at== 9+ B, .{32: o4y, yi= 2+ a

Cela posé, nous étudierons la forme
(+ oy +Pz)2+ Al + By +7yz)2-+ B(x +yy + az)

Je changex en @ — ¢, vy en y—1{, sen z— ¢; j’ai ainsi une forme que je
désigne par F,, savoir

[1—aA(1=B) -+ B —y)|(y — )2 +(— B — Ay — Ba)(s — )2
(—a—AR—=By)(z—y)2[1—y--A(1—2)+ B1 —B)](x—1)*
+ o=y A+ —a)+Br-+y—pB)] (0 — )2+ 1+ A+ B](z —1)2,

et cette forme est réduite sil’on a

P — A= B) - B(1—7) >0,
—B—Ay—Bao, -
—a—AB—-By>o,
I—y+A(t—2)+B(1—5)>o,
Tkg—y+ A1+ B—2) +Bli4+y —58)>o0,
1+ A+ B>o.

Ces six inégalités sont vérifices si le point de coordonnées (A, B)
reste & I'intérieur du triangle HKL ( fg. 10), dont les cotés ont respecti-
vement pour équations

B-+Ay+Ba=o (KL),
%+AB+By=o (HK),
1+a2—7+Alt+B—2a)+Bi+y—)=0 (KL),

etla forme F, est réduite a 'intérieur du triangle HKL.
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86. Sil'on traverse LK, la forme F, cesse d’étre réduite, et, dans ce
cas, la substitution

z =y I,
y=x—1t,
=X —2

engendre la forme F,

(B+Ay+Ba)(y—zs)2+1—B+AQ1—y)+Bli—a)](s—z)?
+(y+Aa+BB)(z—y)+[1—2y+A(1—2a)+B(1—203)](x—1)?
+r+a+A(+B)+Ba+y)](pr—t)2+[i+y+AQ+a)+B+B)(z—1)2

qui est réduite si 'on a

B4+Ay+Ba>o,
I—B+A(1—y)+Bli—a)>o,
y+Aa-+Bp>o,
1—oy -+ A(t—2a)-+B(r—2f)>o0,
L+o+A(+B)+B(1-+7)>o0,

1+y+A(t+a)+B1+8)>o0,

et ces six inégalités sont vérifiées si le point (A, B) reste a 'intéricur du
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quadrilatere KLMN, dont les cotés ont respectivement pour équations

B-+Ay-+Baz==o0 (KL),

Y+ Ax-+BB=0 (KM,
1—2y+A(t—22)+B(t—28)=o0 (LN),
1~ 4-A(1+0) -+B(1-++y) =o (MN),

et la forme F, est réduite a I'intérieur du quadrilatere KLMN.

87. Cette forme cesse d’étre réduite si le point (A, B) traverse le
cOté MN; dans ce cas, la substitution

x =21,

y=—x+y-+z— z,
Zm= = 4 3
conduit & la formeF,

[t — et A (1 — B)+ B(— 1| 2J2-+ [ B+-A (a—7) = Bla—a] (s—2)2
+—=B+A(—y)+Bt—a)](z —r)2+(y+Acx-+BE)(x—1)
A [1—y+A(1—o) + B(x—B)] (yr — )2 :

+[2—2y-+a-Al2—oa-+L)+Blo—2B-+y)](z— )3

et cette forme est réduite sil'on a

—1—a+A(—1—=B)+B{—1—7) >0,
2—PB+A(2—7)+B(2—a) >0,
1 —B+A(1t--y)+=B(1 —a)>o0,
Y -+ Ao+ B(3>40,
Ly Al — ) & B1— ) >0,
2 =2y +a-+-Al2—2a+p)+B(2—2B-Fy)>o.

Ces six inégalités sont vérifices si le point (A, B) reste a I'intérienr
du triangle MNP, dont les cotés ont respectivement pour équations

14 a-+A(1+B) +B(i+y) =o (MN)
1— B+A(t—y) +B(t—a) =o (MP),

2— 27+ A(2—o2a)-+B(2a—2B)=0 (NP),

et la forme F, est réduite a Iintérieur du triangle MNP.
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88. Cette forme cesse d’étre réduite si'on traverse NP; dans ce cas,

la substitution
r=xz—y,

y=—y+1
=X —y-—2-+1

conduit & la forme F,

w
=
I
“Q
B

[—2—a+2y4+A(—2—[F+o2u)+B(—2—7-+2
+[1—2y+A(t—o2x)+B(1—28}](z— x)
L=y ra+rAle—2+8) +Bl2—B8+7)](z —y)?
F[—r+3y+A(— 1 4+3x) = B(— 1+ 33)](x — )2
+[34+a—3y4+AB3+8—3a)+B(3+y—3B)](r—()?
4[4 -+oa—y+Ald+2B—a)+B(4+2y—0)](z—1)2

et cette forme est réduite sil’on a

—2--ag+274+A(—2 =04 2a)+B(—2—y+28)>o0,
12y + A{t—2a)+B(1—28) >o,
2—y+at+Al2—a+-L)+B(2—B+7y)>o0,

— 143y 4+ A(—1-+3a)+B(—1+3B) >0,

34 oa—3y-+-A(3+B—3x)-+-B(3-+v—3B)>o,
f-+20—7y+A(4-+F2Bf—a)+B(f+27y—B) >o0.

Ces inégalités sont vérifiées si le point (A, B) reste a P'intérieur du
quadrilatere NPQR, dont les cotés ont respectivement pour équations
—o2—o+42y+A(—2—0+2a)+B(—2—y+28)=0 (NP),
1—2y+ A(rt—2a)+B(r—28)=0 (NR),
2—y+a+A(2—a+f)+B(2—B+7y)==0 (RQ),
—14+ 3y +A(—1+3a)+B(—1+38)=0 (PQ),

et la forme F, est réduite a 'intérieur du quadrilatere NPQR.
89. Cette forme cesse d’étre réduite si le point (A, B) traverse le
coté RQ; dans ce cas, la substitation

X ==X — Z,

y=y-—1

Z2 =x —
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conduit & la forme I,

[—2— a7 +A(—2—B+a)+B(—2—y+B)](y—3)?
+ [ a+2y-+A(+LB+2a)+Bi+y+20)](z —2)?
+(y+Aa-+BB)(z—yp)R+[2+a+Al2+ ) +B(2+7))(x—1¢)?

+[54+2a—4y+A(5+2B8—4fa)-=B(5+2y —4B)](y—¢)?

+[34a—3y-+A3+B—3a)+B(3--y—30)](z—1)%

qui est réduite sil'on a

—o—a4y+A(—2—0F4a)+Bl—2—y+B)>o,
1+a—+2y A1+ B ~42a)--B(r+y+28)>o,
Y-+ Ac +BB>o,
2-+a-+Al2+B)4+B(2+4+7)>o0,

5 20— 74 A5+ 2B —fa) +B(5 -2y —[f) > o,

34-a-—3y4A(3+P—32)4+B(347—38)>o0.

Ces inégalités sont vérifices si le point (A, B) reste a lintérieur
du triangle RQS, dont les cdtés ont respectivement pour équations

—2—a+y-+A(—2—B+a)+B(—2—y-+B)=0 (RQ),
1o 2y -FA(1 43 4 2x)+B(r+y 4 2B)=0 (QS),
5-o2a-~4y+A(5+28—{fa)+B(5+2y—4B)=0 (RS,

et la forme F, est réduite & 'intérieur du triangle QRS.

90. D’un autre cdté, si 'on compare la forme F, & la forme F, en
rangeant les coefficients des deux formes d’apres I'ordre de grandeur
croissante des termes indépendants de A et de B, on trouve que les
termes indépendants de A et B dans I'une des formes sont propor-
tionnels aux termes analogues de I'autre forme, de méme que les mul-
tiplicateurs de A pour I'une des formes sont proportionnels aux multi-
plicateurs de A pour I'autre, comme aussi les multiplicateurs de B.

La forme F, commence doncla seconde partie d’une série périodique
de formes dont la premitre partie se compose des formes Fy, F,, F,, Fy,
et ces quatre dernieres formes sont limitées par quatre polygones qui
sont les éléments d’une chaine indéfinie de polygones.
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Maintenant, si dans F, on intervertit les lettres et z de maniere
que les termes de F, soient dans le méme ordre que les termes corres-
pondants de F,, la forme F, deviendra

(7 +Ac+BB)(y—z2+[1+a+27+Al1+B+2a)+ Bli+y—+2p0)]{z — z)?
Hlm2—atyrAl—2—B+a)+Bl—2—y+5)](z—)
+[34+a2—3y+A(3+B—3a)+B(3+7—38)](x—1£)

+ [0 +oa—4y+AS+2B—fa) +B(5+2y —48)] (y—1)
+[o+ax+A(2+8)+ B(2-+y)] (s —¢)

Cette forme, ainsi écrite, se déduit de F, par une série de substi-
tutions qui peuvent se ramener & la substitution unique

x =y -+ 3,
y=x+y
z=x—+y—z,

et, si on applique cette substitution a la forme ¥, savoir
Fo=(z+ay+B8z)2+Alx+By+y2)2+ B2+ yy + az),
on obtient
Fi=[—yz+(t—7)y+(1—§)s]
FA[—er+-(1—a)y+(1—y)s P+ B[— B+ (1= B)y -+ (1— 2)5]2,
ou

Fi=y2 2+ a2y +2)+ a2 (2 + By +72) + BB (2 +yp + «z)?,

de sorte que F, se déduit de F, en multipliant F, par 7, apres avoir

changé préalablement A et B en A —“;; et B %{

91. Ayant obtenu une premiere chaine de polygones, je cherche les

éléments de la deuxieme chaine. ‘

Je reviens 4 la forme F,, qui est réduite dans le triangle HKL; je

traverse, comme plus haut, la ligne LK, ce qui me conduit encore a la

forme F,, qui est réduite dans le quadrilatere KLMN. Si je traverse le
S.14
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coté KM, la forme F, cessera d’étre réduite; mais, dans ce cas, la
substitution

r—=x—3,
Y=r—1
g=—x —

conduit 4 Ia forme Fy

)

(—y—Ax—BE)(y—zp2+[1—y+A(1—a)+B1—p)](z —=)
+(—a—AB —By)(z—y)2+(1+A+B)(x —1)2
+[—=B+Ai—7) +B(1—a)](y—1)
+1—B+y+A(i—y+a)+B(1—a+B)](z —1)%

Cette forme est réduite si I’on a

—y—Aa—BB>o,
i—y-+Alt—a)+B(1—f)>o,
—a— AR —By>o,
1+~A+B>o,

1— B+ AQl—9)+B(t—a)>o0,
1—G+y+AQ—y+a)+B(1—a-+p)>o0.

Ces inégalités sont vérifiées, pourvu que le point (A, B) (fig.11) reste
a I'intérieur du triangle KMT, dont les cotés ont respectivement pour

équations
y+Aa+BB=o0 (MK),

a+Ap+By=o0 (KT),
1—B-+y+A(t—y~+a)+Bi—a+p)=0 (TM),

et la forme F, est réduite a 'intérieur du triangle MKT.

92. Cette forme cesse d’étre réduite si le point (A, B) traverse le coté
KT; dans ce cas, Ia substitution
x=x — 3z,
y=y—=u

Z=23 —1
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conduit a la forme F,

(e +AB+By)(yr—sz);P+[1—a+ A1—B)+B(r—7y)](s —=)?
+(B+Ay+Ba)(z—y)l2+[1—2f+A(1—2y)+B(1—2a)](x—1)?
+[1+y7+A(14+a) +B(1+0)] (r— )2+ [1+B+A(1+7) + B(1+a)] (3 — )2,

et cette forme est réduite si

a+AB+By>o,
t—a+A{t—3)+B(i—y)>o,
B+Ay+Ba>o,
1—284+A{t—2y)+B(1—2a)>o0,
1+y+A(t+a)+B(1+)>o0,
I+P+A(t+y)+B{i+a)>o.

Ces inégalités sont vérifiées si le point (A, B) reste & I'intérieur du

Fig. 11.

quadrilatere KTUYV, dont les cotés ont respectivement pour équations

(KT),
1—2B +A(1—2y)+B(1—a2a)=0 (TU),
(+y+A(t+a)+B1+p)=0 (UV]

B+Ay+Ba=o (VK

)
)

>

et la forme F, est réduite & I'intérieur du quadrilatere KTUV.
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93. Cette forme cesse d’éfre réduite si le point (A, B) traverse le coté
UV; dans ce cas, la substitution .

ol s
) y=—=2.+y-+3z—1,
z:—x—{—z ‘
conduit & la forme F, i
r—“ﬁ+APﬂ—7+m—“wf 2J2-+{2 — -+ Ao )+ Bla —7))iz —)2

G li— g A= 8)+ Bl1— p)ile — 52+ (B+ Ay + Ba)(w — (2
+p—@+Ar—y+B( — o)y —1)?
+la—2f4+y+ A(2— y—|~a;+B(z‘—zo¢—l«{3}](;——l}ﬂ,

et cette forme est réduite si 'on a .
—1—7+A(—i—a)+B(—1—3/ >0,
2—a-FA(2=F)+B(2—7)

>0
1—a—1—A(:~{3}—+-ﬁ(1~7)>)0,

-

B+Ay-+Ba>o,
1—B+A(—y)+B(1t—a)>o0,
2—28+7+Al2—2y+a)+B(2—2a+f)>0
Ces indgalités sont vérifices sile point (A, B) reste a l'intérieur du
triangle UVX, dont les cotés ont pour équations
1—}~'/-}—A(1—l—7.)—‘.—-B(l+16):0 (0Vv),
I —a-+A(t—@)+B(r—y)=0 (V
2—aof4+y-+A(2—2y+a)+B(2—2a2+F)=0 (X

et la forme F, est réduite i I'intérieur du triangle UVX.

9%. Mais cette forme cesse d’étre réduite si 'on traverse le coté VX;
dans ce cas, la_substitution
z=x — 3z,
y=y—1

Z=x — 1
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conduit & la forme F,

—r a4 A=+ B) + B{— 14y — 22

S.109

A [1— Bt A (1= By) s Alt—y o) (2 —2) B+ Ay + B/\(r__y)z .

+ [1— 3”+A(1——3y)+B(1—3J\(1——t)
+[2+7+A(2 —}—a)—l—B(z—l—p\](y t)
+[3—2a+ A(3——zﬁ)—|—B(3—'ﬂ/ (z —t)2.

Cette forme est réduite si I'on a

=14 A(—1+B) s B(—14y) >0,
1——oc—l~(3—l—A(l-——@+/)+B(t—/+ i>o0,
5—+—Ay—i—Ba>o,
1—38+A(r—3y)+B (l——?u})o,'
2+y+Al2-+a)FBl2a+8)>0,
3—2a-+A(3—208)£B(3—ay)>o0.

-

Ces inégalités sont satisfaites si le point (A, B) reste a I’ intérieur du

triangle VXY, dont les cotés ont respectivement pour équations

i—a+AQ—=B)+B1—y)=0 (XV),
i—a+P+A(1—B+7y)+Bi—y+a)=0 (VY),
1 —3B+A(r—3y)+B(r—3aj=0 (YX),

et la forme Fy est réduite a U'intérieur du triangle VXY.

95. Si maintenant on compare la forme F, & la forme F,, en ran-
geant les cocfficients de ces deux formes d’apres Pordre de grandeur
croissante des termes indépendants de A et B, on trouve que ces termes
sont dans Fy proportionnels aux termes correspondants dans Fy; on
trouve aussi que les multiplicateurs de A et B sont dans Fy proportion-
nels aux multiplicateurs de A ct B dans F,. On en conclut done que Fyq
commence la deuxieme période d'une série périodique de formes dont
la premiére période est formée de F,, F,, F;, F;, F;, et les polygones
correspondant a ces formes sont les ¢éléments d’une chaine indéfinie de

polvgones.
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D’ailleurs, si dans Fg on remplace «, y, =, ¢ respectivement par x, ¢, *

y, 5, de maniére que les termes de F, soient dans le méme ordre que
les termes correspondants de F,, c’est-a-dire si pour Fy on écrit

[3—2a~+A(3—28)+B(3—2y)](y—23)?
+[t—3B8+A(t—3y)+ B(1—3a)](z — x)?
+[1—a+L+A1—B+y)+Bli—y+a)](x— y):
+(B+ Ay +Ba)(x— 2)?
+[—14a+A(—1+B)+B(—1+y)](y—¢)2
+[2+7+A(24+a)+ B2+ B)] (5 —1¢)3

la forme F ainsi transformée se déduit de F, par une série de substi-
tutions qui peuvent se réduire & la substitution unique

r= y—23
}’"—:——]“l- z,
Z=—x -+ 3,

de sorte que, la forme F, étant
Fo=(x+ay+Bz2+A(x~+By+yz)2+B(a+yy+az)?
la forme F, peut s’écrire

Fy=[—Ba-+ (1= o)y +(—2— )]

+A[—yx+(1—B)y+ (—2—a)z]?
+ B[~ 2z (1= 1)y +(—2— B3]’

ou
Fs =32z ~+ay+3z)2+ Ay (x+ LBy +y3)2+ Ba? (x +yy+ az)?,

¢’est-a-dire que F; s’obtient en multipliant F, par 32, apres avoir changé

A et B respectivement en A YB? et B g—

On déduirait de Fy une forme F, qui se déduirait de Fy comme T, se
déduit de F,; puis de F, se déduirait une forme F,, qu'on obtiendrait
au moyen de F, comme on obtientF; au moyen de F,, et ainsi de suite
indéfiniment.

96. On a ainsi deux séries de formes auxquelles correspondent deux
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chaines de polygones; en développant ces deux chaines, on couvrira le
plan d’un réseau, mais ce réseau aura des lacunes. En particulier, le
triangle MTU limite une forme qui ne pourrait étre déduite d’aucune
des formes déja obtenues; il en est de méme du triangle MPQ.

Mais, si 'on ajoute aux formes trouvées plus haut deux formes que
je désignerai par F, et F,, et qui correspondront respectivement aux
triangles MPQ et MTU, on pourra couvrir le plan tout entier-de poly-
gones qui tous se déduiront des neuf formesF,, F,, F,, F;, F,, F;, Fy,
Fy, F,y; la seconde des figures qui suivent le montre d’'une manieére
évidente.

Les formes F, et F,, s’obtiennent de la maniere suivante. Pour la
premiere, on traverse dans le triangle PMN le coté PM, ce qui conduit
a appliquer & la forme F, la substitution

X =x— 3,
y=yr—=u
z:x—t.,

d’ou résulte la forme F,,

[—1+P+A(—14y)+B(—1+a))(y —2)
=P+ y+Alt—y+a)+Bl1—a+p)(z—=x)?
+(y+Aa+BE)(x—y)?
4+ [1—=3y +A(1—3a)+B(1—3p)|(zx—1)?
+lda+Al+p)+Bl+y]l(y—1)
+[3—2p+A(3—27)+B(3—22)](z—1)%

qui est limitée par le triangle MPQ. '
Pour la forme F,,, on 'obtient en traversant le coté MT du triangle

KMT, ce qui conduit 2 appliquer & la forme F; la substitution

Al
r=2x— 3,
yr=ry—1t

z=x =1,
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d’ol résulte la forme ¥, :

[—1+f—v+A(—r+y—a)+B(—14+a2—p)[(y— 3]
+ =B+ A(r—y)+Bi—a)](z—a)
[a— By Ala—y+ o) +B(a— 2+ B)|(z — )
+[1—2Bf+A(t—oy) +B(t—aa)](z—1t)
2= 2Bty +A(a—aya)+Bla—aa+B)](y— )
+[2—3+A(2—7)+B(2— «)}{z— 1)

97. Les polygones d’ol tous les autres peuvent se déduire forment

donc la fig. 12.
Fig. 12.

v

Je figure ci-contre (fig.13) une partie du réseau qui couvre le plan,
mais je change les notations; les formes désignées par des lettres affec-
tées du méme indice s¢ correspondent, c’est-a-dire peuvent étre déduites
'une de 'autre par la combinaison des transformations qui de F, font
passer 2 F, ou a F,.

Les formes désignées par les mémes lettres accentuées sont inverses
I'une de l'autre, ¢’est-h-dire se déduisent des formes fondamentales en
renversant pour 'une les substitutions qui conduisent & 'autre. Enfin,
au lieu de prendre pour formes fondamentales les formes relatives & la
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figure précédente,on en prend huit nouvelles, qui sont désignées ici par
la lettre /affectée de différents indices. Les formes précédemment dé-
signées parF,, F,, F,, Fy, F,, F;, F, F,, ¥, Fy, F,, sont désignées dans

Fig. 13.

la figure ci-dessus respectivement par f, /i, ¢y $is Yoo Sis Sor Xos Yo
oo fo | |

Je dois ajouter que, comme dans le premier exemple, la figure que je
viens de tracer est tres déformée.

98. Si, au lieu de la représentation par polygones, on adopte la re-
présentation symbolique du n° 71, on aura la fig. 14.

Dans cette figure on a employé, pour désigner les formes, les mémes
lettres que dans la figure précédente,

09. Enfin voici le Tableau des neuf formes fondamentales; les sub-
8,15
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stitutions placées entre deux formessont celles qui permettent de passer

Tig. 11.

) M.
e e

d’une forme i la suivante :

Jo.
[t—a+A(—E)+=Br—y)llyr—z)2+(—p— Ay —Ba)(z—x)?

e (mam AB = By) (2 )t (1= 7 A (1= )+ B — B (2 — 1)
[t oa—y+Alt+L—a)+Blray— B)y—t)2+ (1 -+ A+B){z—1)%

e

X o — X - 2,

el

2 == — x4 L.
f

(o4 AB-By) (3 224 [1-+- B+ A (1) B -]} (3 )2
“-[1— 20+ A(1—20) +B(1—ay)](z—y)2+4- [ 1 “-a+A(1-+B) +B(1 +7) | (x—1)*
A [r—y 4 A(r—2)+-B(r— ) {y— )2+ (y+Aa~+BB) sz —1)2.
x=x —7,
y=—y-+1{,
Zomx — 5 —— 23 - L.
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fa.

(— 7= Aa—BB)(y— =)+~ B— Ay —Ba) (s — )
+—=B+A(t—y)+B(1—a)](z—y)2
+t—a+P+A(1—B+y)+Bi—y+o)](z—1t)2
+(1+=A+B)(y—t)2+[t—a+A—E)+B1—7y)](z—¢3

x=y—1,
y=x — [,

” — -

=2 — .

fs.
(B+Ay+Ba)(y—3)2+[14+7y+Al1+a)+B(1+B)] (s — 22
+[1—2f+A(1—2y)+B(1—2a)](x—y)?
1+ B+A(t+7)+Br+a)|(x —1)?

~t—a+A—B)+B—y)](r— )2+ {a+A%-+By)(z —
X ==X ),
y=-—y -+t

{(—a— AP —By) (]' — 3)2 4 (- y — Ao - B3)(z —

(x
-+ [1—ﬁ—}-y-{—A(x——y—l—a'—i—B(r——-a—-i—lJ)](.x—t)‘-’—i—(l—}—A—i—B)(y—é)‘-‘
+—B+Al1—y)+Bli—a)](z —

z=y—1I,
y=x— I

Zo=x — 2.



S. 116 L. CHARVE.

fe :
(/'I’AO’—FBHI(]'-3}2+[I+O£+A(I+@)+B(l +9)]{z —x)2
+[t—2y+ At —24)+B{r—28}] (x )2
+ [y +A(1+a)+ B+ ](xwt)-
+[1 =B +A(—y)+Br—a)](r— )2+ (B+Ay+Ba)(z — )2,

x =z — 3,

r=xy-—=ut
g=wu - [.
Joe
[—14 27 +A(— 1+ 22) 4 B{— 1+ 2]/

) 3
+[2—y-+Al2—a)+ Bl2—(3)](z— x)?
+ =7+ A1 —a)+ Bl —f)](z—y)
[—xy =t Aliba— B+ B(—x - p—7)] (e = ()2
A[2+a—y-+ A2+ —a)+Blo-+y—p)|(y—1)
[24-a—oy A2+ —2a)+-B(24+y—203)](z—1).

Enfin la substitution

X =—x -+ 3,
y=—yer i,
Z=—=—x -+,

appliquée a la forme /;, donne la forme /;,

[—r+2a-+A{—1-4203)+B(—1-+ 2y} (y-—z)?
+[2—o-+Alo— )4 B(2—7y)|(z—2)2-+ [1— -+ A(1—0F) +B{1—7)] (x — y)?
A =14 oo Ay A~ 120 4 o)+ B(—1- 0y )] (z—1)?
+[o—2a—y+A2—2f—a)+Bloa—2y—0)](y—1)*
+[2—20+pf4+A(2—2B+7)+Bla—2y+a)](z—1)2
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et la substitution
r=x—),
yE=—y -,

f=x—y—5+1I,
appliquée a la forme /;, donne la forme /,

[—1+3—y+A(—14+7—a)+B(—1t+2z—-53)] () —3)2
+1—3+All—y)+Bli—a)] (s —a)2
2= Bty H A2 — p ) Bla = o+ B (2

H+ =0l +A(t—ay)+Blr—ax)](x — )2
+2—of+y+Ala—2y4+2)+B(a—o2x+0)]()y—1)2
- ['.’A——~(5—{—:\(2———-7)—{—1}(:’.———2”(3—— TAER

100. Je donnerai un dernier exemple tivé de 'équation
23— = 0,
de laquelle on déduit Péquation

Y+ 22— fx -+ 1= o.

S.

7

Soient «, {3, y les racines de cette derniere équation, lesquelles sont

approximativement
z=0,273, B=1,377, y=— 2,650

et entre lesquelles existent les relations suivantes :

a+o+yY=—1,

By +yzrap=—14,
r‘o'* —

ay = 1,

fy=oa-+po2y=y—1, yr=0-ry+oa=a—1, al=y+at+26=0—1,

o=+ 27 + 4, =y +2a+4, YV=a+20+

101. Je considere la forme

(22 4By + 722+ AlB2 +yy +az)+Blyx + 2y +52)3

4.
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i’y remplace =, y, = par x—¢, y—1¢, 5—¢, et jobtiens ainsi la
forme suivante, que je désigne par F,:

=7 +A(1—a)+BL— By —2)*+[r— o+ Al — )+ Bli—y]](s — 2)?
+—=B+AG—y)+Bi—a)](x—y)2+{—a—AB —By)(x—1)2
(B Ay — Ba) [y — 1) +{—y — Az —BB) (s — 1]

Cette forme est réduite si A et B vérifient les inégalités suivantes :

1—y+All—a)+B(1—fB)>o,
1—a-+AQ—B)+-Br—y)>o,
1— 2+ A0 —yi+B(i--«)> o,

—a—Ap—By>o,

— Ay —Ba>o,

—y —Aa—BE>o0,

lesquelles sont vérifiées si le point (A, B) reste (fig. 15) a I'intérieur
du triangle PQR, dont les cotés ont respectivement pour équations

o - Al@ . By =0 (QB ),
(3*:,_1\7,‘;“ B =0 (RP),
'/—}—-Ad“l* B‘l@ =0 (PQ)

102. Sile point (A, B) traverse le coté PQ, la forme F, cesse d'élre
réduite, car le coefficient de (s — ¢)* devient négatif; nous emploie-
rons la substitution

XX ——y‘,

r=y =1
=X —y— 3+,

qui conduit & la forme ¥,

(7 + A +BE)(y—2)2+[1— 2y + A(1— 22+ B{1— 2)] (s —2)*
+[—a—y+A(—B—a)+B(—7—B)](z —y)
+[1 =Py A(t—y-ta)+B(t—a+B)](x—1)2
=By Ay — o) B e — )l )
+i—a—y+All—f—a)+Blr—y—B)](z—1t2,
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laquelle est réduite si A et B vérifient les inégalités suivantes :

Y+ Aa-+BpB>o,
1—2y -4+ A(t—2¢)4 Bt —28)>o,

=

—a2—7+ A(—=f—a]+B(—-y—E]>o0,
1'-13+7+A(1—y—+—:z)+B(1_0:+t3}>(,,
—B—y+A(—y—a)+B(—a—f5)>o0,

1l—a—y+Alt—3—a)+B(1t—y—f)>o.

Cessix inégalités sontvérifiées, pourvuque le point (A, B) restea l'inté-

Fig. 1d.

rieur du quadrilatere NOPQ, dont les cotés ont respectivement pour
équaltions

y+Aa+Bf=o0 (PQ)],

1—ay + Alt—2a)+B(rt—23)=0 (NO),
a-+y+A(f+a)+Bly+g)=o0 (QN),
L4+y+Aly+a)+Bla+p)=0o (PO),

et nous dirons que F, est réduit a 'intérieur du quadrilatere NOPQ.
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103. Sile point (A, B) traverse le coté ON, la forme F, cesse d’élre
réduite, et la substitution

zx=y— 1
y=x—1,
=2 — Z

conduit & la forme F,,

Fl—1—B+7+A(—1—y+a)+ B(—1— -t B)](z~1)2
+[2—PB—=y+Alz—y—a)+Bla—a— )] (yr—1)2
+[1—y4+A(t—a~+B(r—p)|(z— 1),

laquelle est réduite si A et B vérifient les inégalités suivantes,

— 142y +A(—1+2a)+B(—~14+283)>o0,
2—a—3y+A(2—03—3a2)+B{a—y—3B)>o0,
1—oa—3y+Al1—8—3a)+B(r—y—32)>o0,
—1—f4+y+A(—1—y+a)+B(—1—a-+3)>o0,
2—L—y+Ala2—y—a)+Bla—a—f)>o0,
1—y+A(l—a)+Br—f)>o0,

Ces inégalités sont vérifiées si le point (A, B) reste & Uintérieur du
-triangle MNO, dont les cOtés ont respectivement pour équations

By Ay a) - B(—i—atB)=0 (MO),
—1+4+27 +A(—t+22)+B(—14+23)=0 (NO),
1—a—37+A1—B—3a)+B(r—y—3F)=0 (MN),

etla formeF, est réduite & Uintérieur du triangle MNO.

104. Supposons maintenant que le point (A, B) traverse le ¢oté MN;
la forme F, cessera d’étre réduite. Alors la substitution

x=x— 3,
y=y —1
g=ma-—
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conduit a la forme F,,

\2

[—t1+a+37+A(—1+B+3c)+B(—1+7+3B)y—2z)
+[1—y+Alt—a)+B(1—3)](z—=x)?
+[—a—y+A(—B—a)+B(—y—B)(z—p)
+[a+2y+A(B+2a)+ B(y+28)](x—¢)2
+[4—3y +A(4 —3a)+B(4—38)](r —¢)?

/

+[3—2a0—6y+A(3—28—06a)+B(3—2y—63)](z—1¢)2,
qui est réduite si les six inégalités suivantes sont vérifiées :

—1+a+37+A(—1+B8+3a)+B(—1+7y+38)>),
1—y+Alt—a)+B(1—B)>o,
—a—y+A(—f—a)+B(—y—§)>o,
a+2y+A(B+2a)+B(y+2B8)>o0,

h—3y--A(4 —3a)+B(f—38)>o,
3—20—6y+A(3—2B8—6a)+B(3—27—63)>o0.

Il est facile de voir que ces inégalités sont vérifiées si le point (A, B)
reste & 'intérieur du quadrilatere KLMN, dont les cotés ont respecti-
vemenl pour équations

—1+a+3y+A(—1+B+3x)+B(—1+7y+33)=0 (MN),
1—y+Alt—a)+B(1—pB)=o0 (ML),
«+y+AB+a)+B(y+p)=0 (NK),

3—2a—6y+A(3—28—6a)+B(3—2y—068)=o0 (KL),

et la forme F, estréduite & I'intérieur du quadrilatere KLMN.

105. Sile point (A, B) traverse le coté KL, nous ferons la substitution

r=—y-+1
y=—z+1t,
Z=x—y— 23+
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qui conduit la forme F,

[—3+a+8y+A(—3+B+5x)+B(—3+y+58)](r—2)*
+[4—20— 97y + Al —2B—7a)+B{f —27y —7B)](z — =)
+[2—a—3) ~A(2—B—3a)+B(a—y—3B))(x—y)?
+[—=3+2a+6y+A(—3+2B+6a)+B(—3+27+63)](x—¢
+[3—a—4y+A(B—B—4a)+B(3—y—4P)(r—1)
+[7—2a—97 +A(7—28—9a)+B(7 —2y — 9B}z —£)*

Cette forme est réduite si les inégalités suivantes sont vérifiées,

—3+a+5y+A(—3+pB+ba)+B(—3+y+53)>o,
f—2a—qy+A(4—2B—70)+B(f—27y—178)>0,
2—oa—3y+A(2—p—3a)+B(2—y—3B3)>o,
—34+20+6y+A(—3+20+6ca)+B(—3+27y+63)>o0,
3—a—4y+A(3B—L—4a)+B(3—y—4f)>o,
7—20—97+A(7—2f—9a)+B(7—27y—9B) >0,
et ces inégalités sont vérifiées, si le point (A, B) reste 4 'intérieur du

triangle IKL, dont les cotés ont respectivement pour équations

—3+a+5y+A(—3+3+85a)+B(—3+y+53)=o0 (KI),
f—o2a—7y+A(f—28—72)+B(4—2y—78)=o0 (LI,
—3+20+6y+A(—3+2B+6a)+B(—3+2y+6B3)=0 (KL).

106. Si I'on traverse LI, la forme F, cesse d’étre réduite et la sub-
stitution

r=y—1I,
y=x—1,
=X — 32

conduit & la forme F,,

[— 4 +2atgy+A(—4+20-+7a)+B(—4+27+90)](r — 2)?
+[1r—fa—16y +A(11 — 4R —16a) B (11— 4y —168)] (s — z)?
4+ [6—3ax—10y +A(6—38—10a)+B(6—3y—10B)] (2 —y)?
+[—r1+a+3y+A(—1+L4+3x)+B(—1+y+ 38)] (x— ()
+i—y+ A=) +B1— )] (y—1)
+[1+a—27+ A1+ —20)+B(1+y—28)](z— 1)?
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qui est réduite si les six inégalités suivantes sont vérifiées:

—f+224 7y +A(—f+28+7a)+B(—4+27+178 >0,
1—4a—16y+ A1 — 4B —16a) +Blit—4y —16B)> o,
6 —3¢—10y+A(6—38—102)+B(6—3y—10B)>0,
—1+a+3y+A(—1+B+3a)+B(—14+y+38)>o,

I—y-+A(1—oa)+B{i—f()>o0,
Il—a—2y+A(1—B—2a)+B(1—y—28)>o.

Ces inégalités sont vérifiées si le point (A, B) reste & I'intérieur du
quadrilatere GHIK, dont les cotés ont respectivement pour équations

—b+2a+7y+Al—4+2B+7a)+B(—4+2y+78)=0 (LI),
6—30c—10y+A(6—3pf —10a]+B(6—3y—10f)=0 (GH),
(LG),

(IH},

1—y+A(l—a)+B(1—f)=0
1—a—2y+A{t—f—2a)+B1—y—28)=0

et la forme F; est réduite & I'intérieur du quadrilatere GHIK.

107. Enfin, sile point (A, B) traverse le cdté LG, la forme F; cesse
d’étre réduite, et la substitution

x=z—1,
y=—x+y-+zs—1i,
F—=—2x+ 3

conduit & la forme F, :

2

[—1+y+A(—1+a)+B(—1+F)](yr—sz)?
+[2—a—3y+A(2—p—3a)+B(2—y-—38)]{z—=)?
+[7—3ac—11y+A(7—3B—n1a)+B(7—3y—11B)](z —y)?
+[10 —fo—15y +A(10—4B —15x)+B(1o— 4y —158)](x —1)?
+[—8+20+6y+A(—3+20+06x)+B(—3+27+63]](y —1)
+ (e 42y + A(f+22) + By + 20)] (2 - 1)2.
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Cette forme est réduite si les six inégalités suivantes sont vérifiées :

—1+y+A(—1+2)+B(—1+3)>o0,
2—a2—-37y+A(2—B—3a)+B(2—y—3B3)>o,
7—3a—11y+A(7—3B8—110t)+B(7—3y—118) >0,
10 — fa—15y + A(1o — 4B —15a)+B(1to— 4y —153) > o,
—3+4+20+6y+A(—3+2B+6a)+B(—3+27y+68)>o0,
o+ 2y +A(B+2x)+B(y+28)>o0.

Il est facile de voir que ces inégalités sont vérifiées si le point (A, B)
est & Pintérieur du triangle EGL, dont les cotés ont respectivement

pour équations
—1+y7+A(—t+a)+B(—1+B)=0 (LG),

7—3a—11y+A(7—3B8—11a)+B(7—3y—n11p)=o0 (GE),
—3+20+6y+A(—3+2B8+6a)+ B(—3+2y+638)=o0 (EL),

et la forme F; est réduite & I'intérieur du triangle EGL.

108. D’ailleurs, si I’on calcule les valeurs numériques des coefficients
de la forme F;, on voit que les termes de ces coefficients sont propor-
tionnels aux termes des coefficients de la forme F,; seulement I’ordre
est différent. Mais, si dans la forme F, on remplace les lettres z, y,
3, ¢ respectivement par z, ¢, , y, cette forme F; devient '

[to—fa— 15y + A(1o — 4B —15a) + B(1o —4y —15B)] (yr — 2)2
+[2—a—3y+A(2—B—3a)+B(a—y—3B)](z—x)
+[a4+2y+A(B+20)+B(y+28)] (x—y)2
+[1—y+Alt—a)+B(1—B)](z—1)2
+[—3+2a+6y+A(—3+2B+6a)+B(—3+2y+6B)(y—1)
+[7—3c—11y+A(7—38—11a)+B(7—3y—r118)] (5 —¢)2,

et les coefficients de cette forme F, ainsi transformée donnent des
rapports égaux entre les termes constants et les multiplicateurs de A

et B.
Si 'on remarque en outre que les substitutions qui de F, conduisent
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a cette derniére forme F, peuvent se remplacer par la substitution
unique

x=x+y—3z,

y=x—223,

z=x +2y—253,
on voit que F,; peut s’écrire ainsi,

[—x'—l—(oc—l—zy)y—(3a+26+5y)z]2+A[—x+(@+2a)}‘——(35+2y+5a)z]2
+B[—2+(7+2B)y—(3y +2a-+5B)z]2,

et cetle expression peut encore s’écrire

(1—y)ax+By+7y2)*+A(1—a)2 (Bxr +yy+ 23)2-+B(1—B)2 (yx +ay+B2)2,
c’est-a-dire que la forme ¥ se déduit de ¥, en multipliant ¥, par (1—7)*,
aprés avoir remplacé A et B respectivement par

(22w n(i=2);
I—y 11—y

si 'on -opere sur la forme F; périodiquement el successivement la
série des substitutions qui ont conduit de F, a F;, on obtiendra une
- suite de formes réduites & 'intérieur de triangles ou de quadrilateres
qu’on déduirait facilement des triangles et quadrilateres déja obtenus.
On formera ainsi une chaine de triangles et de quadrilatéeres qu’on
poursuivra indéfiniment au moyen d’une suite périodique de substi-
tutions, et cette chaine s’étendra & partir de F, indéfiniment dans les
deux sens si, outre les substitutions qui conduisent de F, a F¢, on ap-
plique périodiquement la série des substitutions inverses, c’est-a-dire
la série des substitutions qui raméneraient de F; a F,.
Muais cette chaine ne couvre pas le plan.

109. Revenant alors & la forme F,, qui est réduite & I'intérieur du
triangle PQR, je traverse le coté PQ, ce qui me conduit a la forme F,,
réduite & Vintérieur du quadrilatere PQON; puis je sors de ce quadri-
latere par le coté QN, ét, la forme F, cessant alors d’étre réduite, j’ap-
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plique a cette forme la substitution

xT=—y+1,
y=xr-—3,
z=x—Y,

qui conduit & la forme F,,

(—a—AB = By)(y — 22+ [1—y+A{1— &)+ B(1 — )](z — &)
+(1+A+B)(z—y)2+[1—a—3y+A(1—B—3a)+B(1—y—30)] (x — )2
+lt—a—B+A1—B—y)+Ba—y—a)(y—1)
+la+y+A(B+a)+B(y+B)(z—1)

laquelle est réduite si les six inégalités suivantes sont vérifiées :
—~a—AB—By>o,
‘x——y+A(x—a)+B(1—@)>o,
1+A-+B>o,
1—a—3y+A(1—f—3a)+B(1—y—3B3)>o,
1—a—fB +A(1—f—y) +B(i—y—a) >o,
o+y+Af+a)+B(y+B)>o0.

Ces six inégalités sont vérifiées sile point (A, B) reste al'intérieur du
triangle NQS, dont les cotés ont pour équations
, a+AB+By=o0 (QS),
1—a—3y+A(1—B—3a)+B(1—y—3B)=o0 (SN),
a+y+A(f+a)+B(y+B)=o0 (QN),

et la forme F, est réduite & I'intérieur du triangle SQN.
Y

110. Cette forme F, cessera d’étre réduite si le point (A,B) traverse
le cOté NS; alors la substitution

r=x—y—23-+1,
y=—z-+1,

Z=x —2
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conduit  la forme F,,

—1+a+3y+A(—1+B+4+3a)+B(—1+y+38)](y—2z)2
+[t—2y+A(1—20)+B(1—2p)](z —x)?
+[2—a—3y+A(2—B—3a)+B(2—y—3B)](z—y)?
+[—14+3y+A(—1+3a)+B(—=1+3B)](x — )2
+2—a—4y+A(2—B—4a)+B(2—y—4B)](r—
+[3—a—2y+A(3—B—2a)+B(3—y—2B)](z—1)2,

et cette forme est réduite si les six inégalités suivantes sont vérifiées :
—1+a+3y+A(—1+B+3a)+B(— 1+y+3B)>o,
1—2y+A(t—2a)+B(1—28)>o0,
2—a—3y+A(a—pf—3a)+B(2—y—3B)>o,
—1+3y+A(—1+3a)+B(—14+38)>o0,
2—a—f4y+A(2—B—4a)+Bl2—y—4f)>o0,
3—a—2y+A(3—B—2a)+B(3—y—2B)>o.

Ces inégalités sont vérifiées si le point (A,B) reste & I'intérieur du

Fig. 16.

quadrilatere NSTU, dont les cotés ont respectivement pour équations

—14+a+3y+A(—1+B+3a)+B(—1+y+3B)=0 (NS),
1—2y+A(t—22)+B(1—28)=0 (NT),
—1+3y+A(—1+3a)+B(—1+3B)=0 (SU),
2—oa—4y+A(2—B—fa)+B(2—y—4f)=o0 (TU)
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La torme Fyq est done réduite a Pintérieur du quadrilatéi‘e NSTU.

111. Cette forme cesse d’étre réduite si ’on traverse le coté TU, et
alors la substitution

x=— z+1,
yr= xx—y—z-+1i,
Z=—y-+1

donne la forme F,,

[— 1+ o+ 27+ A(— 1B+ 20) + B(— 14y +28)| [y — 2)2
+[1—y+Alt—a)+B(1—3)](z —2z)?
+[4—20—9y +A(4—2B—qa)+B(d—27—7B8)](z—y)?
+[—24+a+4y+A(—2+PB+fa)+B(—2+y+4B)](x— 1)
+[5—2a—6y+A(5—28—6a)+B(5— 2y —6B)](y— 1)
+l1~a—y+A(—f—a)+B1—y—p)](z — 1)3,

qui est réduite si les six inégalités suivantes sont vérifiées :

—1+a+2y+A(—1+B+2a)+B(—1+4+7y+28)>o0,
1—y+Alt—a)+B(1—B)>o0,
f—ora—gy+A(4—2p—70)-+B(4—29—78)>0,

— 2t atby+A(—2-+B+4a)+B(—2 +74+48)>o0,
5—20—6y+A(5—28—6a)+B(5—2y—0CB)>o,

1—o—y7+Al—L—oa)+B(r—y7—B)>o.

Ces inégalités sont vérifiées si le point (A,B) reste a l'intérieur du
quadrilatere TUIV, dont les cotés ont respectivement pour équations

—t+a+o2y+A{—14+B+2a)+B(—14y+2B)=0 (TI),
f—2a— 77+ A(h—2B—9a)+B(f—27y—7B)=0 (IV),
—24a+ 4y +A(—24+ B+ 4a)+B(—2+7+4B)=0 (TU),
1—o—7+All—B—a)+B(r—y—f)=o (UV).

La forme ¥, est réduite a I'intérieur du quadrilatere TUIV.
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112. Mais cette forme F, cesse d’étre réduite si l'on traverse le coté
UV, etdans ce casla substitution

I St X -— ‘y‘,
y=—y b
= & —y—35-+1

conduit & la forme F,,,

[—t1+a+y+A—14 5+ +=B(—1+y4+3]]1)y—32
z)

=1+ 374+ A =1+ 324+ B — 1+ 35z — )2

—"[}/ -+ :\J“T-BI_J. ‘Z-

+[83—u—06y4+A(3—53—6x)-+B(3 —7—06p e —1)2

A (6= 3774 A6—=3F—92)4+B6—3y— 73]y —1*

+[o—o—ay-+Ala—5F—2a)+DB(2—y—23)]{z— )3
qui est réduite si F'on a

P

(—14+o+y4A(—1+ L +a+B(—147y-+3 >0,

/+Aa-+ B> o,

—~1+3y+A(—1-432 +B(—1+4+35;>0,

3—2—06y+AB3—3—0a)+DB(3—7y—065}>0,
— 30—y +A(6—38—qa)--B(6—3y—175)>>0,

2—o—2y-+Al2—5—2a)+Bl2—y—23)>0,

et ces inégalités sont vérifiées si le point (A, B) reste & I'inlérieur du
triangle UVW, dont les colés ontrespectivement pour équations

—tA a4y Al—1+F 42, +B—1+y+38=0 (UV),
— 13y 4+ A(— 1+ 3a) 4 B ~—1+3@):0 (WU),
3—0—06y-+A(3—0—06a)+B(3—y—6F)=0 (VW)

La forme F,, est donc réduite & Uintérieur du triangle UVW.

113. Sil'on traverse UW, la forme F,, cesse d’¢tre réduite, etdans ce
S.1n
- !
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cas la substitution
X =ux— z,
y=y—1
z=x —

amene la forme F, |,

[t—3y +-=A{1 —3z)+ B(1 —33,]{y— 22
+[2—a—3y+A(2—B-—-3a)+B(2—y—38)](z — a2
+[—2t+a+b4y+A(—2+B+fa)+B(—24+74 18] lx- ;2
+[3—o—b8y+A(3—B—52)+B(3—y—53)](x—1)
+[6—=3a—4y-+ A6 =3B —4a)+B(6—3y—4B)]y—1)
[y A= fr) + Bl 1 48] (5 — 2]

qui est réduite silon a

1—3y-+A(1=32)+B(1—3p)>o0,
2—o0—37+Al2—0-—~3a)4-Bl2a—y—35>o0,
— oo+ 4y A =24+ fa)4-B{—~2 -+ 74 4B)>0,
3—a—5y+AB—F—52)+B(3—y =58>0,

" 5—3a—fy+A(5—~3B8—{4a)+B(5—3y—45)>o0,

1t 4y A1+ fa) = B(— 1+ {F) >0,

et, pour que cesinégalités soient vérifiées, il faut que le point (A, B)
reste & l'intérieur du quadrilatere UWXY, dontles cotés ont respective-

ment pour équations
1 =374 Alr—3a)-+B{1r-—-33)—0 (UW},

o =g— 3y 4= Ao =L —3a)+ B2 —~7—-3B)=o0 (WY),
—o4a-4y-+Al—24 P+ fo)+Bl—a+y--4E)=0 (UX),
1— 4y At—4a)+Bt—4L)=0 (XY).

La forme F,, est done réduite dans le quadrilatere UWXY.

114. Enfin, si 'on traverse le coté WY, la forme F,, cesse d’étre
réduite ¢t la substitution
x =y -1,
y=x — i,

2= — 2
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conduit A la forme F,,,

[-—z+a+3~/+A(—~z+{3+31)_+B{——2+y+3;3)]@'—5}'3

—!—[l—a—l—'/—+—A(I——(34—2)+B(1—7+@)](z~—x;2
+ (7 +Aa+ BB)(z—y)2

+[3—4z— 7+A(3—4B — 2)+B(3—4y— B)](z—

+[5—20—-8y+A(5—28—-8x)+B(5—a2y—83)](y— }

[ /

+[3— 2—67+A3— L—62)4B[3— y—68)](z—1)

qui est réduite si l'on a

— 2443y +Al—2+L+3x)+B(—a+y+38)>o0,
t—2+ y+A( 1—B+ a2)+B( 1—y+ B)>o,
7+Az+Bpf >o,

3—fa— y--A(3—4f— «)+B(3—fy— B)>o,
5—020—8y+A(5—28—8a)+B(5—27y-—-8F)>o0,
3— a—6y+A(3— f—6x)+-B(3— y—63)>o,

et ces inégalités sont vérifiées si le point (A, B) reste & l'intérieur du
triangle WYA, dont les cotés véritient respectivement les trois équa-
tions

— o+ a-+3y-+A(—2+0 -+ 3x)+B(—2--7+30)=
1—a-+ y+A( 1—B-+ o)+B( 1—y+ p):o (YZ),
3—a—6y-+A( 3—8--6z2)+B( 3—y—063)

i
o
2
s

I
~
2

La forme F,, est done réduite dansle triangle WYZ.

115. D’ailleurs, si 'on compare les coefficients de la forme F,, &
ceux de la forme Fy, on voit qu’en les disposant dans un certain ordre
ils leur sont proportionnels, et, si 'on fait dansF,, une permutation des
lettres x, y, =, ¢ d’apres la substitution

r =, yommee— ), g=—1l, (=-—2,
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cette forme F,, devient

[6—20—8y +A(5—28—8x)+B(5—2y—8B)]()y—3)
(B fa—y + A3 — 48— )+ B(3 — by — B)](= —
+(y +Aa-+BB)(x— 1)
+[1—a+y+AQ —B+a)+Blr—y+p)](z—1)?

+[—2+a+3y+A(—24+B+3a2)+B(—2--y-+3B)](y—1)*

[ 2

—x—6y+A(B—PL—6a)+B(3—y—603)](z--1)3,

et les coefficients de cette forme ainsi transformée, comparés aux coef-
ficients correspondants de la forme F,, donnent des rapports égaux
entre les termes constants comme entre les multiplicateurs de A et B.

D’un autre coté, les substitutions successives qui de F, conduisent &
F,, se raménent & la substitution unique

e S 3 A "7' -+ 3 z,
y=— x— y--23z,
Zrm— x -2y -+ 42z,

de sorte que F,, peut s’écrire

[~ (20 B+ 1)@ — (2 B4~ 27)y 4 (3 4 2 B - f7) 5]
AL (2B b 7t o) — (B 7 o+ 2a)y o (3 27 + fa) 3]
A+ B[—(2y+a+PRlx-—(y+a-+2B)y+ (3y - 2a--4p)z]?

ou encore
yax By -+y3)2+ Aa?(fx -+ 7yt az)? - BE2(yx -+ ay + Bz)2,
et, par conséquent, F,, se déduit de F, en multipliant F, par 2, apris

. , . o2 2
avoir changé A ¢t B respectivement en AT" et B 6—_

Si donc on applique & F',, périodiquement el successivement les sub-
stitutions qui ont conduit de F, 4 F,,, on obtiendra une nouvelle
chaine de formes qui se déduiront des formes comprises entre ¥ etF,,.

116. I’ensemble des deux éléments de chaines obtenus ci-dessus
est représenté par la fig. 17, ol il faut remarquer que le quadrila-
tere NKIT correspond & une forme ¢ qui n’appartient 4 aucune des
deux séries de formes obtenues ci-dessus.
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Si 'on combine la série des substitutions par lesquelles on passe de
F,a F, avec la série des substitutions qui conduisent de F, 2 F,,, on

Fig. 173.

formera un réseau qui couvrira le plan; mais ce réseau aura des
lacunes, Ainsila forme ¢ ne pourrait jamais étre obtenue par les sub-

Fig. 18.

stitutions précédentes, et il serait facile de voir que d’autres formes
manqueraient encore.
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Pour avoir un réseau complet, nous tournerons autourde F,, et, sans
répéter ici la série des calculs, on verrait facilement que les formes
élémentaires d’ou toutes les autres peuvent étre déduites sont au nombre
de dix-neuf; nous donnons ci-dessus la figure élémentaire (fig. 18)
qui comprend ces dix-neuf formes. En méme temps nous changeons
la notation; la forme primitive F, sera désignée par f,.

Toute forme réduite peut se déduire d’une de ces dix-neuf formes,
soit en multipliant celle-ci par 7* ou (1 —)® apres avoir changé A et B

Fig. 19.

respectivement en A%—_ et B%«: ouen A L=2)" soit par
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une combinaison de ces deux opérations et des opérations inverses, et,
comme l'inverse de 1— 7 est«, on peut dire que toute forme peut se
déduire de T'une des dix-neuf formes fondamentales en multipliant
celle-ci par «**3*" 92, apres avoir changé A et B respectivement en

O il S
o2k Gyl © 2k Rk

sinous figurons une portion du réseau complet, nous obticndrons Ia re-
présentation précédente (fig. rg), dans laquelle les lettres affectées des
mémes indices représentent des formes correspondantes, et les formes
accentuées s’obtiennent par des substitutions inverses de celles qui
fournissent les formes non accentuées.

Cette figure, comme les précédentes, est tres déformée; cette défor-
mation a pour but d’en restreindre I'étenduc et de la rendre ainsi
plus intelligible.

117. Les dix-neufformes élémentaires d’ou toutes les autres peuvent
se déduire sont fournies par le Tableau suivant; les substitutions qui
séparent deux formes sont celles qui permettent de déduire chaque
forme de la précédente, & moins d’indications contraires.

Jo-

[1—y A1o'+ B — B} (r — 5)2-+[1—a -+ A(1— L)+ B(1 — y}]](z — 2)?
+ =L +AQ—yj+B1—2a)](z —y)*+{—a—AB —By)(z—1)

9

(=B Ay —DBa)ly — 1)+ —7—Aa—BB)(s — 1),

Z=—x 4y +3z-—1
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/i

(y+Aa+BB)(y—z2+[1—2y+A(1—2a)+B(1—28)(z —x)*
[ma—y A= =)~ By — Bl (x )"
+—B+y+A(—y+a)+B(i—a+3)](z —1)?

[ pm o Ay — )+ B2 — ) (= )2
“limamy ot A(1— B 2} Bl =y — Bl (s — 41

x=—234+1,
P — ) — 34,

Sz=x— Z.

fi2.
B47-+Aly+o)+Bla+ 3]y —22+[2—y+Al2—a) -+ B(2a—E)](z —x)*
[y Al ) Bl — B (e
+[1+B—y+Alr+y—a)+B(1+4+a—p3)] (x — )2

(=B —Ay—=Bo)(y—t24+[1—2f+ A1 —2y)+B(1—aa)](z 1)

7
Z=—"7 + ¢,
V==X —)y — 3+

Z o= — 3.

S
B+Ay+Ba)(y--22+[1—33+A01—3y--B(1—3a)](z— )2
+[24a+ A2+ 3)+Blo+y)] (2 —y)?
1t —a—2y 4+ At —=F—2a)4-B(1 —y —20)](z — ()2
A (7 +Aa+BR)(yr—t)2+{(a+ AR+ By)(z — )2,
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Jro

(—7—Ax—BB)(y — 5)2+ (14 A+ B)(z — )2
=B+ A—y)+Br—a)](z—y)
+ =3 —y+A(1—=3y —a)+B1—30—3)](z - )2
+ [Py +A(y+a)+Bla+ L)y — )2
=t —y+A—=B8—a)+Bli—y-—3)(z—12,

xr=—2—41,
y=x—y—23-+1,

Z=x — 2.

for

[—(B+y)+A(=7y—2)+B(—a—p)](y—2)
A —a+B4+A—-F+y)+Br—y+ )]z —2)2
[y Ao =B+ B)](x—y)?
A==y 4+ A~y —a)+B(1—a—0)](x —¢)2
+ (B4 Ay+Ba)(y—t)2+[1—28+A(1—oy)+Blr—2a)](z — )2,

rx=x 1,

y=r—32
3=y —1
3

(—a— AB—By)y — )2 [+ B+ A(B +7) + B(y+ 2] (2 — 2)2
L=t Al 28] + B(1—27)] (= — )"
+[)—\J“+— Al2 —7)+B(2 —a)|(x—1¢)2 ,
G+t a—L+A+L—y)+Br+y—a)](y—1)2
- [1— B Al =)+ Bli—a]) (5= 0P,

X = x—Y%,
y=—y-+1,
= X — 2.
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1.

3

B+Ay+Ba)(yp—2zP+[1—a2—B+A1—F—y)+B(1 —y—a)](z —2)

-—i—‘[l—25—y+A(x—zy~a)-I—B(xm'z:z—ﬁ) {x —y)?
+[1—3a+A(1—38) +B(r—3y)](z—1)*

4+ [1—B+A(r—y)+Bi—2a)]{y—1)2-+(2+AB+By)(z —1}?

x=y—1I,

yo=x — i, -

Jo-

[+ B+A(B+7)+B(y+a)] (r—2)*+(— B — Ay —Ba)(5 — 22

A-[o+a+Al2+3)+Bl2+y)|[(z—p)2+(1-FA+B)(z—1)2
4+ =30 —3+A(1—38—y)-+B(1—3y —a)|(y—1)*
[t A= 8) 5 Bl — )] (5 — 6,

X == xX — ‘}/"
y=-—y-1,
2= X -—Z.

(a+AB+By)(y—z)+[—a—y+Al—B—2a)+B(—y—8)](z —2)°

+[a+7+Afa+a] +B(a+B)) [z — )2
+[l+§:~7—l—A(l+ﬁ--a)+B(r-+—ﬂ/—r'3)](.z'—t)'—’
A [1—20-+A(1—2B) -+ B(r—ay)](y—1)2
+[14+y -+ A1+ a)+Br+B)](z — 1),

x=y—1,
y=x—1,

=X — 5.

2



REDUCTION DES FORMES QUADRATIQUES TERNAIRES POSITIVES, ETC. S. [3(‘)

fa.

NEE A A{ﬁ - o )TB(/+ﬁ)]\r-Z‘

L—a-+y+All—B+a)+Blt—y+3)](x—1()

+
+[2—a-+ A(z—(ﬁ)—!—-B(z——y)](x-—uy"
+[
[t 2y F Alt—20) - B — 28)](p — (- —7 ~ Ax — BE) (3~ 1)"

X —=x '_},-'
y=—y L

Z—=x — p— 5[

fi-

(7-- A+ BB)(y— 32+ (2 + AP +By) (3 — =)
H+[t—o+Al1—B)+B(t— )] (z—p)? ,
+1—20—B4+Alt—28—y)+B—2y—aj]z— ()}
4 [1—=3y 4+ A(t—3a) B —38)]{y—1)2
+[o+P+Al2+7)+Bla+a)](z—1)3

xz=y—1I,
y=a—1,

2= — 2.

fa.

(<o — AB—By)(y—2)+[1— 7 4 Al — ) = B{1 = B]](z - )2
(14 A -+ B)(x —y)2
+[1t—a—37+A(1—fB—3a)+B(t—y—38)]{z—1)?
+[2+y+Al2+a)+=Bl2a+B)](y—1)
+[a+y+AB+a)+B(y+8)l(z—1)

r=x —y —Zz+1,
:V::—‘z"" 17
2= - Z.
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fis.

[—1+oa+3y+A(—1+B+3x)+B(—1-+7+ 3B)](y—2)
+[1—2y+Alt—2a)+B(1—28)](z —x)2
+[2—a—3y+Al2—3—3a)+B(2—y—30)](x—y)?
+[—r1+3y+A(—1+32) =B(—1+3B)](x — )2
+[2—a—hy+A(2—B—fa) + Bla—y —4B)](y— 02
+[3—a—a2y+A(3— KJ——z.z)—r—B(i——/——'),.,)](z—z‘)'—’.

Dans /., la substituticn

x=— X +y +3—1,
y =3 — l,
z==y —{
conduit & la forme
' Sia-

[—1 +'2},-,_A(,_,_l 20} -+ Bl—1-+ 2“3‘)](}‘ — 3 )2
t[o— 237+ A2 — B — 3a)+- Bla—y — 36))(5 - =)
A[1—o—3y+A(1—B—3a)+B(t—y—38)](x —y)?
ooy + ME o+ 2] By 22— 1
+[3 A(3-+3)+B(3 +7)](y—2)?
+—[I——/+A(I-—-0()—!—B(l—~— B)(z— ¢)=.

Dans /5, la substitution
x=—=-— 3+
y=x —y—z -1,
= — 2
conduit & la forme

fis.

[—1 420+ A(—14+2B)+ B(—1+27)](y— 2)2
+[2—20+4+7+A(2—2f+a)+B(2—2y +0)](z —x)
+[3—20+y+A(3—o2f+a)+B(3—2y+f)](z—y)?
LBt Ay 2B) Bl + 7)) (5 1)
e lt— o Ali— B)+ B(1— )] (y — )2
(34 B+ A(3 4+ y) - B(3+a)](z— ¢,

18
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Dans f;, la substitution
x=-—3-+ )
y=x—y—5s+I
z=x—3
conduit a la forme |

fu;-

(—1+3a+pB+A(—1+33+y)+B(—1+3y+2])—3)
+l2—4a—F+A(2— 4B —y)+B(2a—4y— =]z j
+[3——21~S+A(3——2@——7)+B(3———2y——z)](x—f}‘
A —1+3a+A{—1-+38)+Bl—1-+3y)](x ()2
+[1—2a 4+ A1 —208)+B1—2y)](y—1¢)?
A4[2—3a—B8+A(2—33~y)+B(2—3y —=xi]lz— %

Dans fy, la substitution,

conduit & la forme

[—1+2B8+A(—1+42y)+ B{-—1+42x)|(y—3)?
+[1—=3p—y-+A(1—3y—2a)+B(r—3z- —ﬁ](-«x)‘-’

+[3—2f+a+AB—2y4L)+B(3—2x-+y)|{x—y)
[2f+ 7+ Aoy -+ a)+B(2a-+B)] (2 — ()

+ =5+ A=)+ B(r—2a)](y—1)?
[3+/+A(3+¢;+B 34+ Bz — )=

-~

-}=

Enfin, dans f,,, la substitution

X=X —)y — &+,
y=—2z-+1

2 =X -— 32

S. 141
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conduit i la forme
Jise
[— 14384y 4+ A= 1437 - o)+ B(— 14 32 + 8)] (p — )2
+[3—2B8—7-+A(3—2y—a|+B(3 —2a—08)](z— z)?
+[2—4B—9+Alo—4y —a)+B(2—fa— )] (z —y)
) .

+[2—38 —y+Al2—3y —a)+B(2—3a-— 3] 1)*

\

A [—1+38-4-Al—1--3y)-+B(—-14- 3z} (z—¢)?
4+ [1r=—oB -+ A1 — 2y)+Blt—2a)](z — 1)

Tel est 'ensemble des dix-neuf formes élémentaires /,. /i, ..., [i7: /15
d’olt Pon peut déduire toutes les autres formes équivalentes a la forme/,
et réduites pour des valeurs données de A et B.

Fig. 20.

118. Enfin, la représentation symbolique, ol chaque forme est
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représentée par un point et est reliée par une droite aux formes qui
lui sont. contigués par un coté, fournit la fzg. 20, qui correspond i la
figure générale du n° 116 (fig. 19), les mémes letires désignant les
mémes formes dans les deux figures.

V.

DES UNITES COMPLEXES FORMEES AVEC LES IRRATIONNELLES
DU TROISIEME DEGRE.

119. Soit une équation du troisieme degré a coefficients entiers
f'(x) =0,

et soient a, 3, 7 les trois recaines de cette équation.

Soit ¢ («) un polyndme en o a coeflicients entiers; nous dirons que
¢ (a) est une unité complexe si la norme de ¢ («) est égale a I'unité,
¢’est-a-dire si

o(2)o(B)oly)=1.

La recherche des unités complexes est liée & la réduction des formes
ternaires : ¢’est ce que nous montrerons brievement, réservant pour
un autre travail une étude plus approfondie sur ce sujet.

120. Pour le montrer sur un exemple, soit ’équation
x3 =9,
dont nous désignerons les racines par «, 3, 7, et soit, 'l est possible,

o(a)=a-+bo-+ca?

une unité complexe formée avee o.
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Le produit ¢(a) o(f) ¢ () est égal au déterminant

a 2¢ 20
b a ac¢
¢ b a
Considérons la forme
f=(@t ay 4 23] om0 (2 1 By B23) - 7+ 722)

385

qui est réduite (n° 36) si A reste compris entre 1 el =
)

b3

Multiplions cette forme par [2(«)]*; on aura une nouvelle forme /;

I*——fqo = [z(a+ ba -+ ca?)+ ylac—+ ba®+ 2¢) + 7 (ax? +9[)—+—20/)]
+ol[z(a+bB+cB)+y(al+bP2+2c)+3 (al2+ 20+ 2c ()]
> [z (a+ by +cy?)-+ylay + by?--2¢) + z(ay2+ 2b +2¢y)],

o*(a) |
216)9(7)

n peut encore écrire cette forme F de I iere suivante :
0 t rire cette forme F de la man ante

ou A,

F=lazx-+ocy+a2bz-talbx+ay-+42cz)--a(cx + by + az)]?
+ ol [ax +ocy -+ 20z -+ B(bx -t-ay +2¢2)+ 32 (cx 4+ by + az)]
X[az +2¢y+2bz+ y(bx + ay +-2¢2) 4+ y2[cz + by + az)].

Mais cette forme I se déduit de /en changeant A en A,, puis faisant la

substitution
z=ax + 2cy+ 2 bz,

y=bx + ay-+2csz,
Z o= e - ,),'V' -+ az.

Le déterminant de celtesubstitution est précisément égal d o(«) ¢(£) o(7),
qui, par hypothese, est égal & I'unité; done la forme F est équiva-
lente & /.

Les deux formes f et F sont donc deux formes équivalentes, et, la

5
55 la seconde

est réduite si Areste compris entre les mémes limites, multipliées I'une

o ¥ PP . 38
premitre étant réduite si A reste compris entre 1 et —

et autre par —;—(%(——;'()ﬁ Les deux formes /et F sont donc deux formes
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équivalentes véduites, et les coefficients de la seconde sont évidem-
ment proportionnels aux coefficients de la premiere, c¢’est-a-dire que,
sil'on considere la sériec périodique des formes réduites auxquelles nous
a conduit la réduction de /, nous voyons que f et F sont deux formes
correspondantes, ¢’est-a-dire occupant le méme rang dans la période &
laquelle elles appartiennent, et les mémes substitutions fournissent
les formes contigués a fet les formes contigués a F.

Donc toute unité complexe o(«) formée avec la racine réelle o de y 2,
permet d’obtenir une forme réduite F correspondant a £,

121. Inversement, deux formes réduites correspondantes fournissent
une unité complexe.

En ellet, soit F une forme correspondante de /; on a vu que dans
deux formes correspondantes les coefficients qui sont de la forme
a+ bA ont des valeurs proportionnelles pour @ et b, c¢est-a-dire
qu’apres un changement convenable de A la forme F peut se déduire
de /en multipliant /' par un facteur qui est d’ailleurs un carré, désigné
dans le cas général par M* («).

Ainsi, la substitution qui fait passer de /'a F revienta changer conve-
nablement A, puis & multiplier fpar le carré d’un polyndme entier en «,

A+ Ba 4+ Ca2,

et je dis que ce polyndme estune unité complexe. En effet, multiplier
par un tel polyndme revient a faire la substitution

z = Ax +2Cy + 2Bz,

y=Bx+ Ay -+ 20z

z=Cx + By-+ Asz.

Le déterminant de cette substitution est égal a 1, puisque les formes
T et fsont équivalentes; de plus, ce déterminant,

A 2C 2B
B A =20/,
C B A

est égal au produit (A~+ Ba-+Ce? ) (A-+BfB+ CB*)(A+ By+Cy*).
Donc la quantité A + Bu -+ Ca® est une unité complexe.
S.19
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122. Ainsi, toutes les unités complexes et les seules unités complexes
qui peuvent étre formées avec o sont les racines carrées des multipli-
caleurs qui donnentles formes F correspondantes 2 /. Mais on a vu que
tous ces multiplicateurs étaient des puissances d’un seul d’entre eux;
donc toutes les unités sont les puissances d’une seule d’entre elles, qui

est

3 - 1

L+ V24 VG =7

Done toutes les unités complexes de la forme
a-+byz—+cyf
sont des puissances positives ou négatives de y2 — 1 , el 'on peut écrire

(s bY3 4+ o ¥F) = (V3 — )",

olt n désigne un nombre entier positif ou négatif.

123. Ce qui vient d’étre démontré est vrai pour toute équation du
troisieme degré
‘ V(z) =2+ px*+qz+r=o0

a coefficients entiers et n’ayant qu’une racine réelle «, les deux racines
imaginaires étant désignées par 3 et 7.
Soit
o(a) =a~+ba+ ca?

une unité complexe formée avec cette racine réelle.
Pour former la norme de ¢ (o), savoir

o(e)o(B)o(y),

remarquons que cetle quantité, égalée & zéro, exprimerait que les deux
équations ¢ (x) =0 et ¢(«) = o ont une racine commune. La norme
de ¢ (a) est donc le résultant des deux équations ¢(w)=o et ¢(a)=o.
~Ce résultant peut étre formé ainsi.
Les produits x¢(x) et x*¢ (2) peuvent, en tenant compte de I’équa-
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S. Iz’;7
tion ¢ ()= o, s’écrire de la maniere suivante,

-G

(#)=a + bz + cax2,
zolx)=d + b'x + 22,
z220(x) =a"+ b"x + "=,
oua, b, c,a’ b, ¢ sont des nombres entiers, et le résultant sera
déierminant

le
a b ¢
4 bl cl
al/ bli cl/

Si ¢ (o) est une unité complexe, cc déterminant sera égal a 1

D’un autre c6té, soient (3 et  les racines imaginaires de b(xj=o0,cet
considérons la forme

S=(x+ay +a2z)2 +2A(x + Py + B232)(x + yy + y23).

Si nous multiplions cette forme par ¢*(«) et si nous posons, pour
abréger,

nous pourrons écrire
F=[z¢(a)+70 () + 2 0a(a)]?
+2Aﬂ%ﬁ)ﬂtw(ﬁ)-*-M'(ﬁ)-l—che(ﬁ)l[xc.o(*/)-l-fcpi(y)-kw 7]

ou, en posant A, :AEP—(—%%()W,
F= laz +ady +a"s +oa(ba + by -+ b"z) +a(cx + ¢y 5i]?
+2A[ax +dy +a"z+ B(bx+ Uy + b'z) -+ B* ’('x—}—cy'-i—c z)]
X [azx + dy+a“z + y(bx -+ by +b"z) + 2 (cx + 'y -+ "5)],
ce qui montre qu’on passe de /4 F en changeant'A en A,, puis faisant
la substitution
z=ax+ay+az, :
y:bx—l— b’j‘—l— b"z,

z=cx +¢'y+ <"z
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dont le déterminant est, comme on I'a vu, égal 2 I'unité si ¢(«) estune
unité complexe.
Donc les formes /et F sont équivalentes.

Supposons que fsoit réduit pour certaines valeurs de A; F sera aussi
réduit pour des valeurs de A, faciles & établir. De plus, les coefficients
de.fet F sont évidemment proportionnels, et, par conséquent, dans la
suite périodique des formes réduites, les deux formes /et F sont cor-
respondantes, c’est-a-dire occupent, chacune dans sa période, la méme
place. _

Done, au moyen d’une unité complexe, on peut déduire une forme F
correspondante de la forme /.

124. Inversement, deux formes réduites correspondantes fournissent
une unité complexe.

En effet, soit F une forme réduite correspondante de /5 on a vu
(n° 34) que 'on pouvait passer de / a F en changeant convenable-
ment A et multipliant / par un facteur carré M*(e«). Donc la substi-
tution qui permet de passer de / & F revient & la multiplication de /'
par ce facteur carré M*(«).

Soit donce

M(a)=A +4 B« - Ca2,

¢l pusons
oM(a) =A"+ Ba -+ Ca?,
a:M(a)= A"+ B"a + C"a?,

ol A, B, C, A’, B, ', A7, B”, C” sont des nombres entiers.
Le déterminant de la substitution qui fait passer de /4 F sera donc

A B C
ABC |,
A” B 7

et, les deux formes étant équivalentes, ce déterminant est égal a 15 ce
déterminant n’est d’ailleurs autre chose que la norme de M(« ). Donc
M (e) est une unité complexe.

Ainsi, les seules unités complexes el toutes les unités complexes que
’on peut former avec « sont les racines carrées des multiplicateurs qui
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fournissent les formes correspondantes a f, et, comme ces multiplica-
teurs sont tous des puissances de I'un d’entre eux, on voit que toutes
les unités complexes formées avec « sont des puissances de 'une d’entre
elles.

J'ai supposé que f élait réduit pour certaines valeurs de A; il pour-
rait arriver que fne fut réduit pour aucune valeur de A, mais on ver-
rait facilement que ce cas se ramene au précédent.

125. J'examine enfin le cas ol une équation du troisieme degré
aurait ses trois racines réelles.

Soit donc
b(z) =23+ pax*+qxr+r=o

une équation du troisieme degré a coefficients entiers dont les trois
racines «, 3, y sont toutes les trois réclles.
Soit ¢ (e) une unité complexe, et posons

o(a) =a+ bo + caz,

Q

o
o0 (a) == a"+ b"a+ ¢"a?,

(o) =a' -+ b'a-c¢'a?,

oua,b,c, a,b,c,a’, b’ ¢ sont des nombres entiers.
On a

Considérons la forme
f: (2 +ay-+a23)2 Az + By -+ B23)2 - Bz -+ yy - y23)%.
Je multiplie cette forme par ¢*(«) et je pose
fot(a) =T, agla)=0i(a), «*¢(x)=9¢2(x).
J’ai ainsi ‘
o2 («)

5)
+BEE o)+ ra )+ s r]

F=[z¢(a)+yoi(a)+2¢:(a)]>+ A [zo(B)+) 0:1(B)+29:(B)]*

-
©w
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qu’on peut encore écrire, aprés avoir posé A, =A (P:(a) et B, = B 2%,
9*(B) @*(7)
F= [az+dy+ a'z+a(bx +by+b"s)+ a?(cx—+c'y+c"z))?
+AJazx +-a'y +a'z +B(bx + by + b"z)+ B2 (cx + 'y + ¢"z)]’

D
>

+Bi[ax+ay+ad'z+y(bx+ by +b"z)+yex + ¢y + ¢"z)]2,

et cette forme pourrait se déduire de fen changeant A en A,, B en B,.
et faisant la substitution

x = ax + a'y + a"z,

y=bx +by+b"z,

z=cx +cy—+c"z,

dont le déterminant est par hypothese égal & 1.

La forme F est donc équivalente & £, et si fest réduit pour certaines
valeurs de A et B, Fsera également réduit pour certaines valeurs de A,
et B,, faciles & déduire de celles qui conviennent a /.

La forme F etlaforme fsont donc deux formes réduites équivalentes,
dont les coefficients vérifient évidemment les conditions de proportion-
nalité nécessaires pour que ces deux formes fassent partie d’une chaine
périodique de formes ol chacune occupe une place analogue.

Donc une unité complexe permet d’obtenir une forme F occupant
dans une chaine périodique de formes une place correspondante a la
place qu’occupe /.

126. Inversement, deux formes correspondantes /et F fournissent une
unité complexe. :

En effet, on a vu (n® 64) qu'une forme F correspondante d’une
forme fpouvait se déduire de f en changeant convenablement A et B
et multipliant / par un facteur carré M?*(a«), tel que

M(a)=A + Ba ~+ Ca2,
et si ’on pose
aM(a)=A"+ B'a + (a2,

?M(a) = A"+ B + ("2,

le déterminant de la substitution par laquelle on peut passer de fa F
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sera
A B C
A" B
AI/ BII CI/

Or ce déterminant est égal a 1, puisque fet F sont équivalents; done
M(e) est une unité complexe.

Il résulte de la que des formes correspondantes de f/ on peut tirer
toutes les unités complexes.

Mais on a vu, dans la représentation des formes par l'introduction
d’exponentielles (n° 70), que, connaissant toutes les formes réduites
dans un carré dont les cotés sont égaux a I'unité, on obtient des formes
réduiles correspondant 2 un point quelconque du plan, en augmentantu
et v de nombres entiers, c’est-a-dire que, si M*(a) et N*(«) sont les
multiplicateurs par lesquels on déduitde /deux formes correspondantes
de deux séries différentes, on obtiendra toutes les formes correspon-
dantes de /"en multipliant £ par M*/(«) N¥(«), ¢ el étant deux entiers
positifs ou négatifs.

Donc, toutes les unités complexes ¢ («) sont de la forme

Mi (o) N (a),

¢’est-a-dire sont les produits des puissances de deux unités complexes.
IIn’y a donc que deux unités distinctes; toutes les autres sont des
produits des puissances de ces deux unités fondamentales.
Jai supposé que f pouvait étre une forme réduite pour certaines
valeurs de A et B; ’examen du cas contraire se ramenerait facilement
au précédent, et je n’en parlerai pas.

127. Je veux seulement faire remarquer encore que, si a, 3, y sont
liés entre eux de telle fagon que les produits et les puissances de ces
quantités puissent s’exprimer par des polynomes en « & coefficients
entiers, il n’est pas nécessaire de considérer la forme /, savoir

f=x+ay+a?z)+Alr +pfy+ B2z +B(@+yy + y22);
mais on peut prendre, par exemple,
Sf=(ax+Py—+yz)+ABx+yy +az)*+B(yzx+ay+p32)3

et de cette forme on peut encore déduire des unités complexes.
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Une unité complexe pourra alors s’écrire

ac+ bp + ¢y,
et 'on devra avoir

(acc +bB+cy)(aB + by +ca)(ay +ba +cB)=1,

et il suffit de remarquer que multiplier / par (ao + b + c¢7)? revient
a faire une certaine substitution de déterminant 1.

Mais je laisse pour un autre travail de plus longs développements sur
ce sujet.

En terminant, je remercie M. Hermite des conseils qu’il m’a prodi-
gués; c’est grace & lui qu’on trouvera peut-étre quelque nouveauté dans

le présent travail. Je remercie aussi M. Darboux, qui a bien voulu m’en-
courager dans mes recherches et m’aider aussi de ses affectueux conseils.

NOTE SUR LES SUBSTITUTIONS.

On a vu, au n° 29, que les substitutions

0o o0 1 I o o
S=|1 o o et T=|1 0o —1
o 1 o o I o

sont les éléments nécessaires et suffisants de toute réduction.
Il en résulte que toute substitution

oy (2 243
U=|B:i B2 Bs
7 Y2 U3

est equivalente a une combinaison des substitutions S et T.
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En effet, soit ¢ une forme réduite; appliquonsa cette forme la substi-
tution U~', c’est-d-dire la substitution inverse de U; on obtiendra ainsi
une transformée ®. Cette forme ® peut étre réduite au moyen des
seules substitutions S et T, et lorsque la réduction sera opérée, la nou-
velle forme sera, aprés avoir au besoin permuté les variables, iden-
tique & g.

Mais, comme on peut permuter les variables en employant une com-
binaison convenable des substitutions S etT, on voit qu’on peut passer
de la forme @ & la forme ¢ en n’employant que les substitutions S et T.
D’un autre coté, on passe évidemment de ® 4 ¢ en faisant dans @ Ia
substitution U. Donc la substitution U est équivalente & une certaine
combinaison des substitutions S et T.

On peut, du reste, le démontrer directement.

Soit en effet une substitution

o 0(’ Ol” |
=8 p B,
A

olt nous supposerons, en permutant au besoin les variables,

" Za o

~

Si nous faisons suivre cette substitution de la substitution

't o o]
@=| o 1 0],
m o n o1

ces deux substitutions successives pourront étre remplacées par la sub-
stitution unique

7o

{

a+mao” o + na”
r).)__*_mﬁll @/_‘_n@//
,y+ my/l yl+ ny'l

"

30 =

L}

= ™ R

g

ou I'on peut disposer dem et de n de maniere que « + mo”, &'+ na’
soient l'un et 'autre, en valeur absolue, inférieurs ou au plus égauxa

d”

2

[¢7]

.20
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Nous opérerons ensuite sur la substitution 20 comme nous avons
opéré sur la substitution X, c’est-d-dire que nous amenerons, par une
permutation des variables, le plus petit coefficient de la premiere ligne
au dernier rang et que nous abaisserons ensuite les deux autres coeffi-
cients au-dessous de la moitié de celui-cl.

Un nombre évidemment fini de semblables opérations nous conduira
finalement & une substitution =,, qui peuts’écrire ainsi :

2 o« o
21 f— 6 ﬁ/ ﬁll
.y }/I y//

Joignant alors & la permutation des variables x et y 'emploi de la
substitution

I g o
(**)4:: m 1 o |,
(o] (6] 1

on sera conduit par un nombre fini d’opérations & une substitution
dans laquelle les deux derniers éléments de la premiere ligne seront
nuls. Soit

24 O 0
En — t/?) ‘6/ ﬁll
’ "
vr 7

cette substitution; comme le déterminant de cette substitution est égal
a l'unité, on en conclut

a=1, B'y'—yBp"'=r,
de sorte qu'on a
* 1 o o
22: 6 BI ﬁl/
v
Si 'on fait suivre cette substitution de la permutation des variables
y et z, ainsi que de la substitution
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(92 4

on sera conduit par un nqmbre fini d’opérations i la substitution

1 o o]

1

E;,:’@ 10
Ly o0

Faisant enfin suivre cette substitution des deux substitutions

[

I 0 o 1 0o o
—B 1 o et o 1 o |,
0 o0 1 | —y o 1

on arrivera & la substitution identique

I 0 o
Zi=|o0o 1 o,.
0 0 1|

Si I'on remarque maintenant que la substitution

1 0O 0
(0] I 0
m n I

résulte de la composition des deux suivantes

' I 0 O 1 0O 0

!
0O 1 O et o 1 o!,
m o I o n 1 '

on voil qu’on parvient & la substitution identique X,, lorsqu’on fait
suivre une substitution quelconque = de certaines substitutions com-
prenant seulement :

1° Les substitutions qui permutent les variables;

1 1 (o] I —1 o
2° La substitution { o 1 o | ou son inverse | o 1
0o o0 1 0 o 1 |

Or on a vu que les substitutions qui permutent les variables peuvent
toujours étre obtenues en combinant les substitutions désignées par S
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et T; il est, en outre, facile de vérifier que la substitution

I I (o]
(6] I (o]
o o I

est équivalente & la combinaison suivante des substitutions S et T':
S T8 T8 T2 8T8 T8 T8 T8 TS,

Quanta la substitution

I —1 o |
!0 I o |,
| o o 1

qui cst Uinverse de la précédente, elle s’obtient par la combinaison
S2 T3 82 T2 82 T> 8T 8 T28 T2 8 T2 8 T2 8.

Donc, en adjoignant & une substitution quelconque = une certaine

combinaison dessubstitutions S et T,.on sera conduit 2 la substitution

identique Z,.

Il en résulte que toule substitution U est équivalente & une certaine
combinaison des substitutions S et T, et cette combinaison sera celle

qu'il faut adjoindre & la substitution X, inverse de U, pour parvenir ala
substitution identique




