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SOLUTIONS ENTIERES

LEQUATION INDETERMINEE
Az +By =8,

Parn M. r’amsg B.-I. CLASEN,

PROFESSEUR A LUXEMBOURG.

Nous supposerons A, B et S positifs et entiers; toutes les équations
de ce genre se ramenent facilement & ce cas. Soit A > B, on trouve la
solution la plus simple ou I'une des deux plus simples solutions en for-
mant le tableau suivant:

b ¢ d e | ... i k 7| om n 0 yz q
A B C D | E 1 K| L |M|{N O| P | Q
o |FhlEg|Fd|FEe| .| F|—2{F+r|—p|+v |
A'|B|C|D|E|...] T |K|L|M]|o

La deuxieme ligne contient les différents diviseurs qu’on trouve en
cherchant d’apres la méthode ordinaire le plus grand commun diviseur

de A et de B,
La premiere ligne contient les quotients correspondants a ces divi-

seurs, de sorte que
A=6B+C, B=cC~+D,....

Pour former la troisieme ligne on décompose S en différentes par-
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ties, multiples chacune d’un des nombres A, B, C,..., ¢’est-a-dire qu’on
satisfera 2 I'équation suivante en attribuant des valeurs entiéres &
CRNCRL N

S=u«A+BB+yC+...+7P+%0Q.

De quelque maniére qu’on choisisse les nombres «, 8, 7...., @, pourvu
seulement que S— A — B — yC— ... — P ne soit pas négatif,
y sera entier et positif (ou zéro)si S est divisible par Q, et fraction-
naire si S n’est pas divisible par Q, parce que les nombres A, B, C;,..., P
sont tous divisibles par Q, le plus grand commun diviseur de A et B.
Pour que cette décomposition de S soit possible, il faut donc et il suffit
que S soit divisible par Q. C’est, comme on sait, la condition méme de
la possibilité de notre probleme. La justesse de notre méthode ne dé-
pend pas de la manitre dont on décompose S en multiples de A, B,....
En appliquant nos regles avec les précautions nécessaires on pourrail
méme attribuer & «, 3,... des valeurs négatives; mais pour trouver la
plus simple solution et pour la trouver par les plus simples calculs, on
décomposera S de préférence en multiples des plus grands nombres de
la deuxieme ligne, et I'on divisera par conséquent d’abord S par A, on
désignera par « la partie entiere du quotient de cette division, on en
divisera le reste par B pour trouver de la méme maniere (3 et ainsi de
suite. Généralement un certain nombre des facteurs z, 3, 7,... seront
égaux a zéro. Soit v le dernier de ceux qui ne sont pas nuls; nous pour-
rons négliger les suivants. Ces facteurs «, (3, 7,..., v formeront la troi-
sieme ligne et seront placés au-dessous des nombres A, B, C,..., N qu’ils
multiplient dans I'expression de S. Nous donnerons au derunier de ces
facteurs v le signe -, a P'avant-dernier p. le signe —, & X le signe ~+,
et ainsi de suite, en faisant alterner dans la troisieme ligne les signes
-+ et —.

Dans la quatrieme ligne le nombre qui correspond au dernier
nombre v de la troisieme ligne ainsi que les suivants sont égaux & zéro.
La loi générale par laquelle chaque nombre de cette ligne se déduira
de ceux qui le suivent et.de ceux de la troisieme ligne est donnée par

la formule
C = dD + E = 6;

si B’ ne figure pas au tableau ce nombre est censé étre nul.
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La solution cherchéessera alors

x===B + «,

yr=mA"

Les signes + ou — qu’il faut choisir pour B’ et A" sont les signes res-
pectivement contraires & ceux de 8 et « du tableau.

Démonstration.

D’apres la maniere dont notre tableau a été formé, nous avons

" M =on+o-+v=y
et
() M'N = yN;

2’ L =mM +N, LM = mMM &+ M'N,

L'=mM+4-0—p, L'M=mMM — uM,

d’ou I'on tire, en comparant avec I’équation (1),
(2) LM — L'M =pM + N (7);

3e =IL_+ M, KL’ = (LL' +~ ML/,

K=IL'+M+1} KL=ILL+ML+ 2L,
d’out 'on tire, en comparant avec I’équation (2),
— KL+ K'L=2L + pM + vN;

et en général si
(3) +=CD'=CD =6D +:¢E+... 4+ vN;

on vérifie cette loi pour les nombres qui précedent C, €/, D et D', dans

“(*) On fera bien d'observer que les signes des termes qui contiennent L', M’ sont les
signes contraires de > et p.
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les deuxieme et troisieme lignes, car .
B =c¢C +D, BC' = ¢CC’'+ C'D,
B=cC+D=xy, BC=cCCO+CD =x£yC,
d’oli I'on tire, en comparant avec I’équation (3) et en observant que les

signes supérieur et inférieur de == 7 correspondent respectivement aux
signes supérieurs et inférieurs de I'équation (3),

=B LB C=xCD'xzCD+yC=yC+ 0D +¢E+...+vN.

Cette loi étant vérifiée pour LM’ — L’M (2) doit par conséquent étre
générale et
=AB =A'B=BB+yC +...+vN,

+ AB' = A’B + xA = 8§,
A(=E B + «) = BA’ = 8.
Done x==+B"+«, y=A'est une solution de 'équation Ax+B)y=-.

Si S aété décomposé d’apres 1la méthode que nous avons expliquée,
1° les nombres A’, B’, ( seront tous positifs, et 2° la solution qu’on
trouvera sera I'une des deux solutions les plus simples.

1° Puisque ¢D + ¢E +...+ vN est lereste d’une division par C,

) - C>D +eE+ .. +wN,
et, comme C =dD + E,

dD +~E>0D+:E+ ..+ vN.
Donc

. _
d+=>09. -
-+ D >0
D n’est pas nul, sans quoi d et ¢ dont nous nous occupons ici n’existe-

raient pas. Si E estnul, c¢’est-a-dive si D est le dernier nombre de la
deuxieme ligne, alors

(5) . d > 9.
En tout cas, comme D > E, il faut que 'on ait

(6) d+1>8.
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M' =v. Ce dernier nombre de la troisieme ligne étant d’aprés nos
regles affecté du signe -+, il s’ensuit que M’ > o.

L'=mM—p,
K=mM + N,
K>pM—+vN,

d’apres I'inégalité (4); donc

mM 4+ N>uM + vN,
et puisque v = M/,
mM + N> uM + NM,

N(M —1)

m>p+ ——— ("),
mM —p  ou L’>MI———'—-)+[J.(M’—1),

M

M’ élant entier et positif, il s’ensuit que L' > o.
Je dis maintenant qu’en général si E'>> o et D' > o, on aura aussi
C'>o.

En effet
C=dD' +FE =3,

et puisque ¢ est tout au plus égal & d, et que D’ est entier et positif,
(" est tout au moins égal a E’ et par conséquent plus grand que zéro.
A’, B, ,... sont donc tous positifs parce que L” et M’ le sont.

2° Je dis que M > M’. N peut étre le dernier nombre de la deuxieme

Q
ligne. Alors Q, le plus grand commun diviseur de A etB, est ce méme
. . M
nombre N, et je dois prouver que g > M'.
Dans ce cas

et d’apres I'inégalité (5)

, M 7
n ou l\—,>z ou M.

(*) Inutile de rappeler que tous les nombres de la deuxi¢me ligne, ainsi que «, B, 7,...,
sont positifs et entiers. )
Annales scientifiques de 2’Ecole Normale supéricure. Tome IV. 45
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Si N n’est pas le plus grand commun diviseur de A et B, alors
M=nrN -+ 0,
M_ N0
UV
Q étant alors moindre que N et pouvant tout au plus étre égal a O,

‘Q{ est plus grand que n + 1 et par conséquent plus grand que v (6)
ou M’. Donce

‘v[
> M.
’ 3 Q
Jen tire
gL
L—=mM-+ N,
L_ M_N
A"y
L'e=mM + [T
Done

L o N,
6>mM —r-—Q/L.

. . - . E D .
Je dis maintenant qu’en général si 0 > ¥, 0 > D', on aura aussi
C o ., )
o~ ¢

En effet

C=dD—+E,
C D E
—:d— =
Q Q7 Q

» qui est par supposition plus grand que D’ et entier parce que Q di-
vise tous les nombres de la deuxieme licrne doit an moins étre égal a

’ C : L PN ’
D'+ 1, et g st aumoins égal 2’'d D' + —Q— + d.

¢ =dD +E =9,
d n’étant pas plus grand que & (6) et % étant plus grand que E’ par

. C
supposition, nous aurens ¢ > (',
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Nous venons de démontrer que %[ >M et % > L7, il faut donc que
}%> K’, et de 1a on tire
| A ,
g >t g>an

La valeur générale entiere de y est, comme on sait, en désignant
par Z un entier quelconque, == <A’i— %z>, le signe qui précede la pa-
renthése étant le signe contraire du « de notre tableau. Il suit de ce
que A’ << %, que la plus petite valeur entiere de y du signe contraire

au ¢ de notre tableau est o= A’.

Ezxemple. 20722 + 427y = 27 300.

Si 'on commence la décomposition de 277 300 par le nombre 427, les
calculs a faire se disposent de la maniére suivante :

|4 1!531 3'}2
2072 | fo7 | 365 | 63 | do | 14 | 7
—+o ;—63 —4—1;—0 —+o ~2|+1
Gl b2 ol oo

y=—4 z=+14

Trotsiéme ligne. — La division de 27 300 par 427 donne pour quo-
tient 63;

Le reste de cette division, 3gg, divisé par 364 donne pour quotient 1;

Le reste de cette division, 35, divisé par 14 donne pour quotient 2;

Le reste de cette division, 7, divisé par 7 donne pour quotient r.

La quatriéme ligne a été formée par les opérations suivantes :

2.0 + 0+ 1= I,
3.1 + 0— 2= 1,
.1 -+ 1- o= 2,
52 4+ 1— o=11,
T.11 4 2+ 1=14,
f.14 +11 —63 = 4.

45.
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Si I'on commence la décomposition de 277 300 par le nombre 2072,
on trouve 27 300 = 13. 2072 + 1.364 et le tableau devient

|

|
2072 I 427 | 364
l

—-+I

I

4
=—4, z=1+13=14.

Auire exemple. 45y + 652 = 3300.

l 1

65[45 20 | 5

> | 4

|
-50’—!—1 0|+1

I

9’/ 4 l; (,R , o

Si I'on avait & résoudre I'équation 45y 65!—— 3300 on la raméne-
rait i ce cas en posant x = — u; 'équation deviendrait ﬁ
45y +65u=3300, y=14, u=47, x=—47.. # ‘-g:’f
Observanion. — Pilatte avait indiqué dans les Annales de Gergonne,
1812, un algorithme pour trouver des solutions simples des équations
indéterminées du premier degré. M. Catalan I’a publié et recommandé
plusieurs fois (Géometre, 1836; Cours de Mathématiques, de Blum;
Nouyelles Annales de Mathématigues, t. 1I1). Il a quelque analogie avec
notre méthode. Celle-ci conduit cependant par des calculs beaucoup
plus simples & des solutions souvent plus simples également, et elle a
é1é trouvée par des considérations d’un ordre tres-différent.

FIN DU TOME QUATRIEME.



