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(LP.S.) IPERGRUPPI DI ORDINE 6 (*)

Piergiulio CORSINI

Summary :
All the (i.p.s.)-hypergroups of ordre 6 are determined.

Introduzione :
In un lavoro precedente [6 ] si e’ dimostrato che gli (i.p.s.)-ipergruppi (cioe’ gli
ipergruppi canonici soddisfacenti alla condizione : x + y 3 x = x + y = x) di ordine
<5 coincidono con quelli fortemente canonici (che soddisfano in piu’ alla condizione
(x+y)Nn (z+w)# @#]1= [(x+y) C (z+ w) oppure (x+ y) D(z +w)] ,mache
esistono (i.p.s.)-ipergruppi di ordine 9 e 10 non fortemente canonici. In questo lavoro si

determinano, a meno di isomorfismi, tutti gli (i.p.s.)-ipergruppi di ordine 6 (anche questi

fortemente canonici).

Nota : Con H denotero’ nel seguito un (i.p.s.)-ipergruppo di ordine 6. Numerero’ con

interi progressivi gli (i.p.s.)-ipergruppi non isomorfi.

(® Ricerca finanziata dal M.P.1.
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Poniamo H = {0,a,1,2,3,4} e sia Vj,IPs(j) = Ip(j)

1) Supponiamo ¥ j €{1,2,3,4} Ips(i) ={0,a} e joj 0.
Abbiamo 102 N {1,2} =# , e inoltre :
lo023a = 1€20a =2 AM)
lo233 = 1€2 03¢ 2 €1 0 3.
Allora(l102) 0 2 D 302,ma 10(202)=1 quindi203 =1.
D’altraparte 20(303) =2 ¢ (203)0 3D 103
percio 103 = 2.

Ancora(202)03 =3,20(203)=201, nesegue 1 02 =3.
Infinelo4 N {14} = # esiha

lo422= 10 234 A
lo423 =4 €103 A

dunque 1) non da luogo a ipergruppi.
2) Sia Ips 1) = {0,ay , Ips(j)= 0 sej>1.
Risulta 1023a A
10233 = 102=3 e 103=2
essendo {2,3}  SC(H)(**)
Allora 10 4 NH =g A
In modo analogo si verifica che anche negli altri casi :
¥te{l,234} ,tot?d0, Ips(l) = .= Ips(k) ={0,a} ,
Ips(i) = 0 per j > k, non si hanno ipergruppi.
3) Sia ancora ¥j € {1,2,34}
lo4 3 0 €203.

Ips(j) = {0,a}, ma si supponga

(*) «A» qui e nel seguito e abbreviazione di «Assurdo».

(**) SC(H) ¢ il gruppo degli scalari di H.
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Siha: 104 =203= {0,a}
Risulta 10131 =1 =104 =4=104 A
I) Supponiamo 101 = {2,34}
Abbiamo
10123 1€ 304= 4€102 = 2€404
10132 = 1€204 = 4€1 0 3=3€404
e si ha allora :
lo (304) 210124,
(lo3)o 4D40 4,nesegue 40424 dacuid=104 A.
II) Siaoralol =1{2,3}
Sihalo(lo4) =1
(1o o4 =204 U304
quindi204 =304 =1 dacui 10(204)=101={23} ,

ma (lo4)o2 =2 dunque un assurdo.

IIT) Supponiama 101 = {24}, allora 1€204N404,diqui4 €1 o3 e percio

3€4o04,nesegue:(lol)04=204VU 40433& 10 (1 04).

IV)Sia 101=4 dacui 1€404 ma 10(104) =1e

(1ol)o4 = 404 percio 404=1

Risulta 102391=>2€104 A
1o0222=1€203 A
l1o0234=2€404 A

Quindi 102 =3 dacui 1€30 3.

Alloralo (203) =1=(102)o 3=303 epercio303=1.

Inoltre 204 31=2€1o01 A
204 =224 €203 A
204 =4 =2€104 A

Percio 204 = 3. Nesegue 4 €303 A
V)Sialol=2,dacui 1€204, 4€103, 3=404
Risulta

lo(lo4)=1,(1o1)04=204,quindi 204=1.
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Poiché¢ 103 2 2 = 3€ 2 0 4, nesegue 103 = 4.
Tnolire 2 02 N {0,1,2} = f#
i) Sisupponga 2 0o 2 D 3,allora 3 03 3 2
Daltraparte 2 o (2 0 3) =2
202 03>303
percio3 0 3 =2 equindi 20 2 = 3.
Masiha 3 o 4 N {0,1,34} = ¢, nesegue 3 0 4 =2 dacui4 € 2 0 2 A

ii) Si consideri orail caso 2 o 2 =4,allora 303 =13 €1 02e2€3 o 4.
Abbiamo percid (2 0 2) 0 3 2 40 3 e da 2 0(2 o 3) =2, segue
30 4=2equindi 201 =3.

Si ottiene I'ipergruppo
0 a 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4
a 0 1 2 3
1 2 | 3 | 4 [0a )
2 4 | 0a 1
3 1
4

VI) L’ipotesi 1 o 1= 3 porta a un ipergruppo isomorfo a quello del caso V).

4) Sia 1 04 =1{0,a},203=0.

Risulta :

lo2=1=2€104 A

102=2=1€203 A

lo2=a=2 €40a=4 A

l1o02=3=2=304 =203 o04)=202=4
10202 =104={0a}

allora A
(1o02)02=302=0
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Percio 10 2 = 4
Ma 102=4=(2€404 3€l1 01
1=3 04
Inoltre: 3 04) 04 =104
30 o 4 D302
quindi 4 04 2 {2}

0a}
0

Sia 4 04 = {1,2).Allora 30 (4 04)=30{1,2}=0U3 o 1.
Nesegue 3 0 1 = a maallora 3€ a0 4 =4 A,
Sia ora 4 0 4= {2,3} Segue 4= 1 o 3 e inoltre

30(4 04)=0U3 03 percid 303 =a,dacui 3=203a2=30a, 202=a
Si ottiene I'ipergruppo

0 a 1 2 3 4
0 0 a 1 2 3 4
a 0 1 3 2 4
1 2.3 4 4 | Oa @)
2 a 0 1
3 a 1
4 2,3

L'ipotesi 4 0 4 ={1,23} implica 3 0 (4 04)={0,a}=3 01U 303 U {0}
Nesegue3 o 1= a A

Poniamo ora H = {0, ay, a9, X1, X9, X3} esia ¥ j Ips(xj) = Ip(xj)

5) Sia Ips(xl) =Ips(x2)= {0, a;}
IPS(X3) = {0, 32}
Abbiamo:al+X3=X1=’al+31 +Xg =a] + X} = x3=x7 A

a1+x3=x2=>X3= X9 A

al + X3 32 = X3 (S SC(H) A
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6) Ing(xp) = {0,8)} , Tpg(xg)= {0,a}

Ls(xg) = 0.
Siha: (ag + x7) N {aj,a9,x;} = @, e inoltre

a2+x1=x2=> ag +82+X1= X2+32=X1=X2 AA.
ag + xq =X3=> X1€SC(H) A
7) Ips(xl) = {0,a5,a9} , Ips(x2) =0 = IPS(X3)
Risulta :
X1 + X9 e {, a1, ag, X9, X3} = X1 (S SC(H) A
X1+X2 =X1=‘X2EX1-X1 A
8) Ips(xl) ={0,a; ,a9} = Ips(x2) = IPS(X3)
i)Siaxy) + x; 3 0,allora ¥i€ 12} x; + x93 g
implica xj + x] + X9 D a + x| = X ,allora
{0,a5,a9} +x9 S X3 da cui X9 = X A
Inoltre x; + X9 D X1 = X9 € Xy- X3 A
Xx] + X9 D X9 = X] € X9 - Xg A
Dunque abbiamo x| +x9 = x3 dacui x] € X3-Xg € X9 € X3 - X}
Se si suppone ora anche x9 + x9 3 0 (e quindi x3 +x3 2 0)

si ottiene I'ipergruppo

o 0 a) ag X1 X9 X3

ay ag 0 X1 X9 X3
3)
a9 1 S| X2 X3
Xl 0,&1,32 X3 X2
X9 0,a1,3a9( Xy

X3 0,3.1,32
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ii) Se i suppone invece x7 + X9 2 0, equindi xj + x9 ={0,aj,a9} , siha:

X]+X33 g = x+ x2+X33ai+x2=x2=>X3=x2 A

quindi x| +xg= X9 dacui xg3 € xg - X}

¢ anche Xy + X1 3 xg.

Se fosse xg9 * x9 O a; , seguirebbe x9 € a; - x9 = X3

Inoltre : X9 + Xg =] X] = X9 + X9 +

Xy = xzD X] + X9 =>x2-x29x1

X9 * X9

eX2+X3= X1

A

Dunque : X9 * X9 = X3, X} * X X3, X] + X3 = Xg
Si ottiene cosi 'ipergruppo :
al 32 Xl X2 X3

0 ay ag X1 X9 xg
al 82 0 Xl X2 X3
a2 a | % X9 X3
X1 Xg 0,31,32 X2
X9 X3 Xl
X3 0,31,3,2

9) Ips(xl) = {0, aj, agl, Ips(x2) = {0, al}

IPS(X3) = {0, 32 }

Risulta in questo caso : X] + %) = {0, aj, a2} ,

X9 + Xg= {O,al},x3 +x3 =1{0,291 ; ne segue

ay +a1=0=a2 + ag

ag =(aj +ay) + ag = aj + (ag + ag) = ay

e quindi

A

A

“)
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10) Ips(xl) = {0,ay,a9} = Ips(xz), IPS(X3) =10, ag}
come in 8) si perviene a un assurdo.

11) Ips(xl) =10, ay, ag} , Ips(x2) = IPS(X3) =1{0,a;}
Assurdo come in 8) e in 9).

12) Ips(xl) = {0,a5,a9} , Ips(x2) = {0, 2;}
IPS(X3) = 0.
Risulta: ag+ x9= x] = x9 = X3 A
ag + X9 €{aj,ag,x3} = x9 € SCH) A
ag + X9 = X9 = ag € x9 -x9 A

13) Ips(x1)= Ips(x2)= {0,ay,a9}, Ips(X3) =0
Siha: aj+ x3=x9 = x9 € SC(H) A
aj; + xg = x3 = x7 € SC(H)
a) + X3 = a8 = Xj +a) + X3= X} + a9 = X3 € x1- X3
Poniamo H= {0,1,2,3,4,5}
14) e sia Ips(4) = 404 ={0,1, 2,3}
Se j <5 >k si ha
jos =k=5 =jlk e A
Nesegue: ¥j < 5 jo5=5
epercid 505 =Hg
15) Se invece si suppone Ips(4) = IPS(S) =1{0,1,2,3} allora 405 = Ips(4),
e inoltre si ha :
k<4, 4€50k] = 4 =5 A,
d’altraparte 404 2 4= 4 €405 A,

dunque4 04 =5;
analogamente sivede 505 = 4.

A.
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Conformemente a quanto visto in 14) e 15) si hanno due ipergruppi per ogni caso
a seconda che Ips(4~) siaisomorfoa 24 0 a Zy x 2y

Allora gli ipergruppi che si ottengono nei casi 14) e 15) sono i seguenti :

14)
o |12 |3]|4]s
o{o0o |1 |2]3]|4]s
1 2 | 3 0| 4 5
2 o | 14| s ®)
3 2| 4 5
4 01| 5
2.3
0,1
5 °
2.3.4
0 1 2 3 4 5
0 0 2 3 4 5
1 0 3 2 4 5
2 0 1 4 5 (6)
3 0 4 5
0,1 5
4 > 3
0,1
3 234
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16) Sia IIp(x)| =3 ,x #x
z €EB = Ip(x)U{x,-x}
Allora
1)z =-2
Immediati perch¢ B = - B
2) Ip(x) C z-z
Sia a EIp(x). Esiste A€ H: a €z+A
Se AN € Ip(x), seguirebbe z € Ip(x).
Se ANEx,-x seguirebbe z €{x,-x}.
5, sitha X =12

Dunque poiché |B|

3) o x€z- 1z
o X- X =2- %
E’ chiaro che x & z + x eVaEIp(x),
x €z +a

Sia x €z - x,allora x+x Cz-X+X= 2 +Ip(x) Cz+ Ip(z) =z
dunque x + x = z.
Nesegue x + x + (x-x) = z-z dacui X-Xx +X- X =2-2 e quindi
X - X=2 - Z
17) Sia ora llp(x)|=3 X=-X

Z¢B=Ip(x) U {x}

allora z # -z

Si ha Ip(x) Cz-z

Infatti :

+2z 9x = z €x-X A
+7z Dz = x€z-z 2> x-xCz-2

+z9a€Ip(x)=>z=x, A

X+2z D -z = x € -2-2=>X-X Cz+2-127-12

1]
N
'
N

Anche in questo caso
o Xx € z-2z

o X-X =7 - Z.
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Infatti x € z-z = x € -z +{Ip(x)} U {x}u{-z}
xE-z+Ip(x)=> x =-z A

X E-z+x =z €x -Xx =12-2C X-X

x €-z-2 = -x =xXx €z +12

zZ €x-z2 = 2z +xC X+ X -2 =-12

Dunque

z+X =-z esiha z +z 3 x

D’altra parte

z + 7z D Z = 7 +2 = Z, A
z+z3a€IP(x)=z=-z A

Sia 2z + 2z D -z alora z +z -2z DO -z -z
ne segue z -z -2z dacui z+ 1z = -2 A
Quindi z + z = X percid -z -z =X e
z-z=z+z+x=x+x=Ip(x).

Nel caso 16) a seconda che si supponga 3 € 505, 0 3 04 = 5035
si ottengono rispettivamente gli ipergruppi (a) e (b)

0 1 2 | 3 4 5
0 0 1 2 | 3 4 5
1 2 0 | 3 4 5
2 1 3 4 5 a) )
3 4 |o12] s
4 3 5
5 Hy
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1 2 3 4 5
0 1 2 3 4 5
2 0 3 4 5
2 1 3 4 5
3 5 0,1,2 4
4 5 3
5 0,1,2
Nel caso 17), a seconda che si supponga 3 € 405,0405 = 303
si ottengono gli ipergruppi (c) e (d)
(c)
1 2 3 4 5
0 1 2 3 4 5
1 2 0 3 4 5
2 1 3 4 5
3 0,1,2 4 5
4 5 |0,1,23
5 4

93

b) )

(10)
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(d) ,
i
0 1 2 3 4 | 5
0 0 1 2 3 4 5
1 2 0 3 4 5
2 1 3 4 5 (4)
3 0,1,2 5 4
4 3 {0,1,2
5 3

18)

Siaperl <k <35, Ips(k) = Ip(k) = {0, 1}

Inoltre si supponga 404> 0

Siha: 1o5=k =5 = lok=k A

Percio 105 = 5 equindi {0,1} C 50 5

Inoltre 405 n {0,14} = ¢

Siaora 405 > 2,allora 5 €204 eanche 5 € (-2)04

Risulta: 2 = 20(404) = (204) 04 O 504 ,nesegue50 4 = 2 eanche
504 = -2.
Percio 2 = -2,

Sivede analogamente che 405 3 3 implica 405 =3 ;
quindi 405 # 12,3}

D’altra partesiha 304 n {0,1,3,4} = g

Supponiamo 405 = 2,allora 3043 5 = 3 €405 A.
quindi3o4 = 2 dacui 3 € 204 e percio 204 =1{3,5}.
Ne segue (204)05 = 3035 U 505

20(405)= {0,1}

Allora 305 31 dacui 5€ 1 03 =3 A,

Dunque 405 = 5, analogamentesivedeche 205= 305= 5
eallora 505 = Hg.
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a) Consideriamo il caso 2 = -2

poiché¢ 203 N {0,1,2,3,5} = # ,poniamo 203 = 4 e analogamente
204 =3, 304 = 2. Verificando I’associativita si ottiene I'ipergruppo

0 1 2 3 4 5
o | o 1 2 3 4 5
1 0 2 3 4 5
2 0,1 4 3 5
3 0,1 | 2 5
4 0,1 | 5
5 H

b) Sia ora -2 = 3.Siha 204=3 e 304= 2.

Se 202 = 3,allora (202)04= 304 =2 e 20(20 4) = 203 ={0,1}

Poniamo dunque 202 = 303 = 4.

Verificando I’associativita si ottiene percio I’ipergruppo

1)
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0 1 2 3 4 5
0 0 1 2 3 4 5
1 0 2 3 4 5
2 4 0,1 3 5
3 4 2 5
4 0,1 5
5 Hg
19) Sia lp(2) = Ips(2) = Ips(3) = Ip(3) = {0, 1}
e L@l > 2< (1,6
Si ha 203 N {2,3}1= ¢
inoltre k>3%=>lok=h=>k=h A
h €3
Si supponga inoltre 404 © 0 dacui 50520
Se 104 = 5,allora 1€ 405
404 21 = 4 =104 =35 A
= = 4
lo4 € 1oho 4 ho A

404> he {2,3}:% >
4 = 40h

404 5= 4 =405 A
dunque 404=0 A

Dunque poich¢ 10 4 N {0,1,2,3, 5} =@ siha 104 = 4 e quindi

(12)
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404 D{0,1}, analogamente si ottiene 505 D {0, 1}
Se supponiamo 404 N {2,3} = f allora 404 = {0,1,5}
nesegue 4 =405 equindi4do04={0,1,5}=40405 =505 U {5}
percio 50 5 ={0, 1} A
Siaallora 404 3 2 nesegue 4 =204
a) Supponiamo 4 04 = {0,1,2}, inquesto caso 304 N {0,1,2,34}= ¢
quindi 304 =5,dacui 4 €(-3) 05.
i)Sia 2 0 2 3 0,allora 203N {0,1,2,3,4} = § dacui 203 = 5, quindi
2 €305epercid 305 =1{24}.
Quindi 2 0 (305)= 20 {2,4F {0,1,4},(203)05 = 505,
ne segue 505 ={0,1,4}%
D’altra parte 5052 4 = 5€4 05 = 5=405,ma
304 =5=23€4 05 A
il) Siaora 203 D 0. Allorasiha :
202>34=22€304 = 3€204 A
20235 = 20032503 L 4 s 9 an05 =3
20(203) =2
ma si ha anche (203)04 = 4
20(304) =205 =3
Dunque l'ipotesi 4 04 ={0,1,2} e’ da scartare.

A

b) Sia allora 4 04 = {0,1,2,3}
Poiché manifestamente 504 N {0,1,2,3,4} = @#,siha504 = 5.
Daltraparte 203 = 5 = (203)04= 504 =5
ma 20 (304) =204 = 4.percid 203 N {2,3,5} = 4.
Inoltre 203> 4 =3 € (-2)04 =4 A
Ne segue 203 ={0,1} ,dacui 303 =2, 202 = 3.
Si ottiene cosi’ I'ipergruppo
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0 1 2 3 4 5
0 0 1 2 3 4 5
1 0 2 3 4 5

(13)

2 3 0,1 4 5
3 2 4 5
4 0,1,2,3 5
5 Hs

20) Sia ora Ips(2) = IPS(3) = IP(2) = Ip(3) = {011} e
Ip(4)= 405 |Ip(4)| > 2
Sia 405 3 2.
405D IP(2) = 20(2).
Si supponga3 04 = 5,allora 3 € 505.5¢505 > 4, segue
5 = 50504 D404 dacui 404 =5 ma3 € 505 = 4043 -3 # 5,
percid 505 =3 dacui 404 =-3.
Inoltre 405 3 3 =4 = 304,quindisi ha 405 ={0,1,2} e di conseguenza
-2 =2,-3 =3.
Maallora 203 n {0,1,2,3,4,5} =@ dunque 304= 4 da cui4o05 = {0,1,2,3}

nesegue 404 =5, 505 = 4.Inoltre poiché¢ 203n {23} =¢ ,siha
203 = 0,1} . Siottiene I'ipergruppo
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0 1 2 3 4 5
0 0 1 2 3 4 5
1 0 2 3 4 5

(14)

2 3 0,1 | 4 5
3 2 4 5
4 5 (01,23
5 4

21)
Sia ora Ips(2) ={0,1} = Ip(2), e se k >2. |Ip(k)[ > 2
a) Supponiamo 3 0 3N 404 2 0 (dacui 505 > 0).
Se404>3 e 40 4F 2,alloraotteniamo 3 o 4 =4 # 204
allora 204 N {0,1,24} = #, quindi 2 0 4 C{3,5}
20433 2€304 A
204= 5 = 5= 204 =20403= 503= 5053 3.
Inoltre 204 =5 = 205> 4 epoiche 205 N {0,1,2,35} =4,
si ha 205 = 4.
D’altrapartesiha 5 = 204 = 105 =10204 =204 =35.
4 =205 =104 = 10205 = 205 = 4
Allora 404 =20504 =505 =1{0,1,3}.
Sihaanche 4053 2 e 40 5= {0,1,34,5} = §.

2
204 05= 202 A

Dunque 405

Percid 50 5
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Si perviene evidentemente a un assurdo anche supponendo, posto

{3,4,5} = {x,y,z} , vy €Ex 0 x 32

Dunque resta da esaminare il caso 303 N 404 N 5053 2

Sefosse 1on = y, siavrebbe x = 20x =20lox=20y=y A

Percio ¥ k > 2, kok D {0,1,2}

i) Sia ora x oy 3 2z, alloraxoxo0y>D x oz Supponiamo

|y o y| = |xo x| < |zo z |

Allora x ox = {0,1,2}, in questo caso y = x o z, diqui

yox =2z € yoyoXx =zoy dacui

x€z oy

Poiche allora zoy N {z,y,0,1,2} = ff,segue zoy = x

Percio’ xo0x= X0z0y = yoy=12z0z

Dunque si ottiene ’ipergruppo

0 1 2 3 4 5
0 0 1 2 3 4 5
1 0 2 3 4 5
2 0,1 3 4 5
3 0,1,2 5 4
4 0,1,2 | 3
5 0,1,2

il) Siaoraxoy =y, allora x €yoy

Inoltre, poiche’ yoz =x = z € yox =y ,si hayoz € {yzz}

Supponiamo yoz =gz,allora y €zoz

dunque si ottiene I’ipergruppo.

e

X0zZ = X0y0Z= yOZ

z,

(15)
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0 1 2 3 4 5
0 0 1 2 3 4 5
1 0 2 3 4 5

16
2 0,1 3 4 5 (16)
3 0,1,2 4 5
A 0,1 5

2,3

5 Hg

b) Siaora 3043 0 dacui 304 = Ip(3).Segueanche5053 0.

Supponiamo 30425 e 304 #Z 2 allora 3 = 305,
4 =405 505ZF3, 34 203.
Poiche’ peripotesi |505| >2, e 505 n {345 = #
siha 505 ={0,1,2} .
Inoltre 304 N {2,34} = # ,allora 304 = {0,1,5}. Ne segue
(3o4)o> =4{0,1,5} o5 = {5012}
30405 = 304= {0,1,5}.
Dunque 304 3 2 ne segue
203 = 3, 204 =4,sefosse 103 = 4 siavrebbe
20l03 = 204 dacui 3 =204 A
i) Sesisuppone 304 O 5 segue lo3 # 5 epercio’ 304 ={0,1,2,5}
allora 5 05 ={0,1,2} e si ottiene P’ipergruppo
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0 1 2 3 4 5
0 0 1 2 3 4 5 ]
1 0 2 3 4 5
2 0,1 3 4 5
3 4 0,1,2,5 3
4 3 4
5 0,1,2
ii) Sia ora 304 P 5,allora 304 ={0,1,2 }
E’ chiaro che 505 D {0,1,2}
D’altraparte 305 N {0,1,2,3} = ¢
u) Se 305 = 5 siottiene Pipergruppo
0 1 2 3 4 5
0 0 1 2 3 4 5
1 0 2 3 4 5
2 0,1 ' 3 4 5
3 4 0,1,2 5
4 3 5
5 Hg

v) Siaora 305 =4,allora 3 = 405 e 5 € 404.
dacui 5 € 3 o 3.

a7

(18)



(LP.S.) Ipergruppi di Ordine 6(") 103

Inoltre 404 N {0,1,24} = @ esiha 404 2 3 = 50403 =304 2 503=4 A

Dunque 404 = 5 =303
Allora 40405 =505 =403 = {0,1,2}

Si ottiene percio’ I'ipergruppo

0 1 2 3 4 5
0 0 1 2 3 4 5
1 0 2 3 4 5
(19)
2 0,1 | 3 4 5
3 5 0,1,2 | 4
4 5 3
5 0,1,2
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