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COURBURE DES SURFACES. a1y

GLEOMETRIE TRANSCENDANTE.
De la courbure des surfaces courbes ;

Par M. GERGONNE.
mammn run vttty \/\1\’\:’\‘\[

LE sujet qui va présentement nous occvper comportant incom-
parablement plus de détails que n'en offre la théorie de la cour-
bure des courbes planes, dont nous nous sommes occupés au com-
mencement de ce volume , nous nous trouverons contraints de
serrer un peu, pour ne pas donner a ce mémoire une élendue
démesurée.

Si, & I'exemple d'Euler et de divers autres géomélres,, nous ne
voulions que démontrer des théorémes sur la courbure des sur-
faces courkes , nous pourrions aisément parvenir & notre but d'une
maniére plus rapide ; mais nous avons le dessein de parvenir a
des formules générales, propres a résoudre immédiatement les prin-
cipaux probl¢mes qu’on peut se proposer sur les diverses circons-
tances que présente la courbure des surfaces. Quelques-unes de
ces formules pourront paraitre compliquées ; mais , ountre qu’elles
n'en seront que d'une application plus facile , la parfaite symé-
trie qui y régne constamment , en méme temps quelle en rend
le calcul aisé & suiyre, offre une garantie précieuse de leur cxac-

titude.

I. Soit
f(x,y,)=S=0 , (1)

Y . 2 - L A M =
I'équation d’une surface quelconque , rapporice a irois axes que ,
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218 COURBURE
pour plus de simplicité, nous supposerons constamment rectan-

gulaires , et soit (z’.)”, 2’y un quelconque des points de cette sur-
face , de telle sorte qu'on ait

f(:t:",.}”, 2)=8"—0 . (2)

Pour transporter I'origine en ce point, en conservant aux axes
leur direction primitive , il fuudra faire, comme l'on sait,

r=x'4t, y=y'du, z=i+4v; 3)

t,u,v¢ étant les symboles des nouvelles coordonnées. Or, cela
revient évidemment & supposer que, dans (2) , &7/, 3/, 2 se chan-
gent respectivement en x/—+~¢, y/-u , Z/4-¢, ce qui donnera ( tom,
XX, pag. 260 ), en ayant d'ailleurs égard i cette méme équa-
tion (2),

iRy as s ENY i ENG tu u?
o= —t4— —_— — — — ..
d + da/z 1.2 +2 d"(/d)" 1.2 + d}"' 1.3 (4)
’ ’ y 26/
ﬁ o 2 dz=8 ot N a8 we
dz/ dida’ 1.2 dyldz 1.2
s EAVRE
dz/? 1.2

et telle sera conséquemment I'équation de la surface (1), rapporiée
aux nouveaux axes ; équation dans laquelle 2/, 47, z/ sont trois
constantes indéterminées , équivalentes & deux seulement , attendu
qu’elles sont liées entre elles par la relation (2). On repassera

d’ailleurs au systéme primitif au moyen des formules (3) qui don-
nent

=r—z , u=y—y’ , v=z—z . (5)

L’équation (4) peut étre regardée comme fondamentale daps tou-
tes les recherches qui vont suivre.
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II. Si 'on veut ne considérer que cc qui se passe dans une
portion de la surface (4) s'étendant trés-peu autour de la nou-
velle origine , c’est-a-dire, autour du point (27, s, z) de la sur-
face (1) ; comme , pour tous les points de cette portion, #, u, »
seront de fort petites quantités , on pourra , sans erreur sensible ,
négliger, dans l'équation (4) , tous les termes de plus d'une di-
mension par rapport a ces variables. Plus donc cette portion sera
petite et plus aussi elle tendra a avoir pour équation
s ds a8
%; d—ﬂ.u—{- iv=0; (6)
de sorte que cette équation représentera rigoureusement la portion
de surface dont il s’agit, lorsque cette portion se réduira & I'ori-
gine des ¢, v, ¢, c'est-a-dire, au point (27,3, z). On peut
donc dire que V'équation (6) est celle d'un plan qui, en ce point,
a exactement méme direction que la surface (1). Un tel plan est
dit 7angent a ceite surface , au point (2/, y/, z’) qui en dit le
point de contact avec elle.

III. Par lorigine des #, u, ¢, soit condaite arbitrairement une

droite , exprimée par la triple ¢équation

4 u 4 -
=r ; (7)

Cos.x Cos.6 ~ Cos.y

en tirant de 1i les valeurs de £, u, v, pour les subslituer dans
I'équation (4) » celle-ci deviendra

as s L 89 ) \
= Cos.a aT“—Cos. a2 Y, Cos.3Cos.y
as ) a8 iENY ”
— - 1 2 » A
o= + " Cos,ﬁ r-} 3 + & Cos. 5-}-2 i COS./COS.(Z T ‘]’. .
as’ d25 s Jo5
i . n
+4; Cos.-y} \+ " Cos.?y}-2 T - Cos.3Cos p}
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et exprimera les distances de l'origine aux différens points ou la
droite (7) perce la surface (4). Cette équation est d’abord satis-
faite en posant 7==0 , comme on pouvait bien le prévoir, puis-
que la droite (7) passe par lorigine des ¢, u, ¢, qui est un
point de ceite surface. Les autres points communs a la droite (7)
et & la surface (4) seront donnés par l'équation

) ds! \ ERY

———— Cos.Cos.y

45 ' P EXY d:8’ ]
={+ o Cos.B ;45 ¢+ I Cos.*f+4-2 T Cos.yCos.a } 1.

Y d=s/ C
+ 1o Cos- + ?&TCO V2o 'd ~ Cos.2Cos.3

Si donc on suppose les angles «, 3, 7 indéterminés, et qu'on
veuille profiter de leur indétermination pour faire en sorte qu'un
second point commun vienne se confondre avec le premier, a
Vorigine des ¢, u, ¢, c'est-a-dire, au point (z',»", z"), il fau-
dra que le second membre de cette derniére équation devienne
de nouveau divisible par r; ce qui exigera qu'on ait

dS’

s Cos. 4(-]- — Cos ﬁ-}- Cos y=0 ; 8y

alors la droite (7) sera dite tangenie i la surface (4), a Porigine
des ¢, u, v, c'est-a-dire , au point ( 2/,»/, 2 ) qui en sera
dit le point de contact avec elle ; et comme , outre I'équation (8),
les trois constanles « , 3, ¥ ne sont liées entre elles que par la
seule équation

Cos.’a+4-Cos.”34-Cos.2y=1

il s’ensuit qu'clles demeurent encore indéierminées; ce qui re-
vientd dire que, par unméme point quelconque d'une surface courbe ,
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on peut mener & cetle surface une infinité de langentes differentes.
Pour obtenir I'équation du lieu géoméirique de loutes ces fan-
gentes , il ne s'agit que d’éliminer Cos.x, Cos.3, Cos.y de 1'é-
quation (8) , au moyen de la triple équation () ; ce qui, en sup-
primant le dénominateur r, conduit de nouveau i 1'équation (6)
du plan tangent. Ainsi , les tangenies a une surface courbe , par un
quelconque de ses poinls , sont foules siluees dans le plan tangent &
celle surface en ce point ; et il est aisé de voir, qu'a l'inverse , foufe
droite menee dans le plan tangent & une surface courbe , par son
pal'nt de contact avec celte sug‘ace , est une tangenle & celte méme
surface en ce méme point. Il en résulte encore que foule section
plane faite dans une surface courbe , en un quelconque de ses points ,
@ pour tangente en ce point [interseclion du plan sécant avec son
plan tangent en ce méme point. Et , comme deux droites issues d'un
wéme point déterminent un plan, il s'ensuit que, si, par l'un quel-
conque des poinis d'une surface courbe , on conduit deux plans se-
cants & eelte surface, el en outre , par le méme point , des tangen-
les aux courbes planes que ces deux plans déterminent, le plan con-
duil par ces deux tangentes sera tangent & la surface courbe en ce
point. '

IV. Le plan tangent (6) i la surface (4) au point (x/,y/, 2’)
peut d’ailleurs couper cetie surface , suivant uue courbe plane ;
et leurs points communs seront donnés par I'ensemble des équa-
tions de ce plan et de cette surface. On pourra dailleurs, dans
la recherche de ces points commuus , substituer a I'éguation du
plan tangent ou a celle de la surface courbe, telle combinaison
on voudra faire de l'une et de l'autre, de manic¢re cependant i

n'en pas élever le degré. On pourra donc , en particulier, dans

cette recherche , rempiacer I'éjuation (4) par sa différence avec
I'équation (6), et dire, en conséquence , que les poiuls com-
muns & la surface (4) et & son plan tangent sont donnés par
la combinaison de l'équation (6) avec la suivante:
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d=st a8 tu &8
0= —— T2 T —= —
da’> 1.2 datd;? 1.2 d3’z 1.2
azsr ot a5 ue
2y b
dz/da’ 1.2 dj/da’ 1.2
PERY o3
dua‘dy’ Ta

Si I'on veut ne considérer seulement que ce qui se passe dans
le voisinage de l'origine des £, u, ¢, c'est-d-dire, dans le voi-
sinage du point (2',)’, 2’ ), on pourra faire abstraction, dans
ceite dernitre équation , des termes de plus de deux dimensions
en ¢, u,v¢; de sorte qu'il sera rigourcusement vrai de dire que
le point de contact de la surface (1) avec sen plan tangent en
(a7 ,y’,5 ) ou, ce qui revient au méme , de la surface (4),
avec son plan tangent & l'origine des ¢, u, ¢ est donné parl'en-
se:able de l'équation (6) et de l'équation

a5 das’
42 uv
das2 dy’da’

s L, &
+ o e =0 (9)

a9 a8
o gy
\ F o

or, cette dernitre équation est celle d'une surface du second or-
dre , de dimensions infiniment pelites , laquelle est coupée par
le plan (6) suivant une ligne du second ordre, qui a elle-méme
des dimensions infiniment petites; donc /e point de contact d'une
surface quelconque avec le plan tangent en un quelconque de ses points
est une ligne du second ordre de dimensions infiniment petites ; ce

qui reyient encore A dire que Ze plan secant parallele au plan tan-
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gent en un quelconque des points d'une surface guelcongue determine ,
sur ceite surface , une courbe plane qui itend de plus en plus a de-
venir une ligne du second ordre , & mesure que les deux plans sont
plus voisins T'un de I'autre. Cetle remarque est “due 3 M. Ch. Dupin.

V. Bien que le point de contact d'une surface courbe avec son
plan tangent soit une ligne du second ordre de dimensions infi-
niment pelites , il n'en est pas moins du plus grand iniérét , pour
les recherches dont nous aurons a nous occuper, de savoir la déter-
miner , pour chaque plan tangent, en particulier, d’en connai-
tre la nature, la situation sur ce plan, les directions de ses dia-
métres conjugués ou principaux , ainsi que la direction deses asymp-
totes , si clle est hyperbolique. Arrétons-nous donc , avant d'aller
plus loin , 4 toutes ces diverses déterminations.

Mais , pour élargir un pea la question , et en méme temps
pour la simplifier , en nous débarrassant momentanément des no-
tations différentielles , considérons les deux équations

At4Bu+tCo=o0 , (10)
De-Ed’+-Fo* 4 2Guo -2 Hot 42 Ktu—=L (11)

dont la premiére est celle d’'un plan, passant par l'origine des
coordonnées, tandis quela seconde est celle d'une surface du se-
cond ordre qui y a son centre; de sorte qu'elles représentent ,
par leur ensemble, une ligne du second ordre tracée sur ce plan,
et ayant son centre au méme point.

“Soient r, r’ deux demi-diamétres de la surface (11) , formant res-
pectivement, avet les axesdes 7, u, ¢, des angles et o/, 3 et
#/,v et ¥ ; leurs équations seront :

u [4 b4 1

—_—— =r 12 - = =
Cos.8 Cos.y » (12) Cos. & Cos.e’ Cos.v/

—_—

et on aura , comme l'on sait,

=r'; (13)
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Cos.*x4-Cos.’B+Cos."y=1, (14) Cos.’a’}-Cos.>3+Cos.’y¥=1. (15)

Si l'on veui, en outre , que ces deux demi-diamditres appartien-
nent & la courbe délerminee pur les deux équations, il faudra
qu'ils soient sur le plan (10), et que conséguemment leurs équa-
tions vérifient la sienne ; ce qui donnera encore

ACos.«+BCos.f4CCos.v==0 , (16) ACos.«"+BCos.B'4CCos.¥'=o0 ; (17)

et, tant que les six angles o, ,y,a, [,y ne seront liés en-
tre eux que par ces quatre relations, les deux demi-diamétres
pourront éire quelconques sur le plan de la courbe.

Cherchons prisentement quelle nouvelle condition il faudra join-
dre & celles-1a pour que ces deux demi-diamctres soient conjugués
'un & l'autre. Pour cela rappelons-nous que, dans toute ligne
du second ordre, si de I'un quelconque des points de la courbe
on méne aux deux extrémités d'un méme diaméire (juelconque
deux cordes dites supplémentaires , les diamétres respectivement pa-
ralleles a ces cordes seront conjugués l'un a l'autre; d'on il ré-
sulte qu'a Vinverse, si, menant par les extrémiltés d'un diamétre
des paralléles respeciives & deux autres diamélires , ces paralléles
se coupent sur la courbe , ces derniers seront conjugués 'un i
Vautre.

Cela posé, soit (@, b, c) I'une des extrémités de I'un quel-
conque des diamétres de la courbe donnée par les équations (10)
et (11), de telle sorte qu'on ait, a la fois,

Aa4Bb4Ce=o0 , (18)
Da’}-Eb’+Fc4-2Gbec+2Hcat-2Kab—=L ; (19)

Pautre extrémité de ce diamétre sera (—a,—b,—c); et, sil'on
mene , par le premier de ces points , une paralléle au diamétre (x 2)
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et par le second une paralliéle an diamétre (13); en désignant
par (¢, d, ¢) le point de concours de ces deux droiles , on devra

avoir

sy ut—5 =

4 w+b ol §-¢ :
_ = 2 - = 2
Cos.x Cos.8 Cos.y ’ (00) Cos.a’ Cos.p Cos 3’ ( I)

et, pour que ces deux diamdires soient conjugués l'un a l'autre,
I faudra que le point (¢, w , ¢') vérifie 'équation (11), c’est-

-dire qu'il faudra qu'on ait

-t o

19

Dir L Eu* - Fo'* g 2Gu'e' 210"V J-2KVuw/'=1L ;

équation qui, en lui retranchant 1'équation (19), peut &tre mise
sous cette {orme

D(t—a) (¢+a) - GL(w—b) (¢/4-0) - (o' —) (/- B)] ;
FE(—b) () + B[ —) (V4 @A (¢ —a) (/)] C

P =) (o) KU — ) (/- b 4 (—B) (P )]

chassant alors de cette derniére équation deux quelconques des bi-
nomes #—a , #'—>b , ¢'—c¢ , et deux quelconques des binomes '+« ,
v'+b, v'4-c, au moyen des relations (20), (21), les deux auires
binomes en disparaitront d'ecux-mémes et 'on aura pour la con-
dition A joindre aux quatre déja ¢étabiies, afin que les demni-dia-

meires (r2), (13) solent conjugués l'un a lautre

DCos.aCos.o/+G(Cos.5Cos. +Los.yCos. B
~+ECos.Cos.B/4 1 (Cos.yCos.o/+ Cos.2Cos.,") } =03 (22)

—+FCos.yCos.y' 4 K{Cos.d Cos. 5 4-Cos.5os . x7)

Tom. XXI. 3o
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On sait que, dans une hyperbole , une seule asymptote fait la
fonction de deux diamcires conjugués qui se confondent ; dou il
suit que , si I'on veut que le diamétre (12) soit une asymptote
de la courbe supposée hyperbolique, il ne s’agira que de poser
o =a, B =p, y=y; de sorte qu'on aura alors, pour déterminer
a, 3, v, outre les équations (14) et (16), ce que devient l'é-
quation (22) dauns cette hypothése, c'est-a-dire

DCos.*a+42GCos.Cos.y
+ ECos.’p42HCos.yCos.a 3 =0 . (23)

+FCos.’y+42KCos.«xCos.3

Si donc on substituait , tour & tour, dans la double équation
(12), les doubles valeurs de Cos.a, Cos.p, Cos.y données par
les équations (14), (16), (»3), on obiiendrait ainsi les équations
des deux asymplotes de la scction supposée hyperbolique. Or, cela
revient & éliminer Cos.o, Cos., Cos.y entre la double équation
(12) et les trois autres; ce qui peut se faire beaucocp plus sim-
plement en substitaant dans celles-ci les valeurs des trois cosinus
tirées de l'autre, ce qui donnera, outre I'équation (10) , l'équa-
tion

DOe~+-Ev’+ For4-2Guot-2Hot+2Ktu=o , (24)

qui, dans le cas d'une section hyperbolique, appartient ainsi au
systtme de deux plans qui coupent le plan (10) suivant les asymp-
totes de la courbe.

Si T'on veut que les deux diamétres conjugués (12) et (13)
soient rectangulaires ou principaux, il faudra aux cinq conditions
déjid obienues ajouter encore la suivante:

Cos.axCos.a/4 Cos.6Cos.B/4Cos.yCos.y’=0 ,  (23)
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qui exprime que les deux diamédires conjugués (12) et (13) sont
perpendiculaires 'un i l'autre ; et alors nos six angles se trouve-
ront complétement déterminés , puisqu’ils seront liés enire ecux
par six relations distinctes.

Mais comme ces relations demeurent invariables , lorsqu'on
y permute simulianément entre eux aet o/ , B et /, y ety il
s'ensuit que ces six angles doivent éire déterminables par trois
équalions seulement en «, 3, 7, donnant deux valeurs pour le
cosinus de chacun de ces trois angles. Deux de ces équations sont
les équ.ations (14) et (16), et la troisicme s'obtieni en éliminant
deux quelconques des quantités Cos.o’ , Cos.3’, Cos.y/ eutre les
équations (17), (22), (23); ce qui en fait aussi disparaitre la
troisitme et donne

(BCos y—CCos.3)({DCos.a+KCos.p+HCos.7)
—~+-(CCos.a—ACos.7) (ECos.p+GCos.y4 ACos.a) 3 . (26)
—+(ACos.p—BCos.x)(F'Cos.y+l{Cos.a+ GCos.f3)

Telle est donc 1'équation qu'il faudra combiner avec les équations
(14) et (16) pour obtenir les doubles valeurs de Cos.ax , Cos.3,
Cos.y qui convienuent aux deux diamétres principaux.

Si, ayant déterminé les doubles valeurs des trois cosinus, au
moyen de ces équations , on les substitue tour a tour dans la
double équation (12) , on obtiendra les équations des deux diame-
tres principaux de la courbe donnée par les deux équations (1)
et (11). Or, cela revient évidemment & éliminer Cos.a, Cos.f
Cos.y enire la double équation (12) et les équations (16) et (26),
ce quon peut faire beaucoup plus simplement en substituant dans
les deux derniéres les valeurs de deux quelconques de ces trois
cosinus, ce qui en fera aussi disparaitre le troisi¢me et donnera,
oulre. I'équation (10) , I'équation
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(Be—Cu) (Di4-Ku-110)
+(Cl—A’c’)(Eu+GV-i-KZ’) =0 ; (27)
G (Au—DBH(Fe4-Hi4Gu).

équation commune a deux plans coupant le plan (10) suivant
les diamatres principaux de la courle donuée par les équations
(to) et (11). 1 est visible d'aillcurs que ces deux plans se cou-
pent suivant une droite donnde par la deouble équation

142

4 0
T=5=7 ¢ (28)

perpendiculaire au plan (10) de la courbe ct passant par son cen-
tre ; de maniére qu'ils sont cux-mémes perpendicalaires a ce plan.

Si, dans V'équation (11), on substitue pour Z,u, ¢ leurs va-
leurs en r, données par la double équation (12), elle deviendra

g’ DCos.*a+4-26GCos.5Cos.y a
a +ECos.*B+2HCos.yCos.x ¢ =L ; (29)
\

“+FCos.”y 4 2KCos.aCos.3

de sorte que , si l'on substitue , tour a tour, dans cette derniére,
pour Cos.x, Cos.3, Cos.y, les doubles valeurs données par les
équations (14), (16), (26), on obtiendra les deux valeurs de
r* qui conviennent aux demi-diaméires principaux de la courte.
Donc aussi on obtiendra I'équation de laquelle dépendent ces deux
valeurs de r*, en éliminant ces trois cosinus entre les quatre équa-
tions (14). (16), (26) , (279).

Mais , pour faciliter I'édlimination , tichons de remplacer les équa-

tions (16) et (29) par deux autres qui soicnt linéaires par rap-
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port i ces mémes cosinus. Pour cela remarquons d'abord que 1'é-
quation (29) peut étre écrite comme il suit :

r*(DCos.a-+KCos.B4-1iCos.y)Cos . a
~4-r’(ECos.3 4 GCos.y4-KCos.a)Cos.p } =L . (30)
~+r’(FCos.y4HCos.a 4 GCos.5)Cos.y 5

Or, si présentement on élimine , tour i tour, entre les deux
€quations (26) et (30) chacun des trinomes

DCos.a+ KCos.B+ HCos.y ,
IECos.f+ GCos.y4+KCos.a 5
FCos.y-}-HCos.a4GCos.B ;

en opérant toutes les simplifications que pourront permettre les
relations (14) et (16), on trouvera

B(FCos.y--HCos.2x+GCos.B) )
r’=(BCos.y—CCos.B)L ,
—C(ECos.p+GCos.y 4 KCos.x) ;

C{DCos.a+KCos.3+ HCos.7) ;
r*=(CCos.a=—4Cos.y)L ,
—A{FCos.y+IICos.2--GCos.f3) ;

A{ECos.-+GCos.y4-KCos.a)

r*=(ACos.p—DBCos.2)L ;
—DB(8Cos.a4-KCos.5 +I{Cos.7)

équaticas lindaires dont chacune est évilemment comportée par
les deuv aa.ces, el dont deux quelconques peuvent reinpiacer les
équations (<6) et (29). Si, dans les dcux premitres, par exem-
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ple , on substituc pour Cos.y sa valeur donnée par 1'équation (16) ,
elles deviendront

{[C'K—C(A4G+BH) 4+ ABF|r— ABL}Cos.
=0, (31)
+{(B*F—3BCGA+CE)r—(B'+4-C*)L}Cos.B
{[C*K—C(AE+ BH)4-ABF|r*—ABL}Cos.}
=0 , (32
+{(C'D—2C AU+ A F)r*—(C'4 4)L}Cos.a

ce qui donnera, en transposant, multipliant membre 3 membre,
et supprimant le facteur Cos.ax, Cos.p, commun aux deux mem-
bres de I'équation résuliante '

{1C*K—=C(AG+BH)+ABF)r*—ABL Y}
—{(B*F=32BCG+C*E)r—(B+ C:)L} {(C*D= 2 CAH+ A4 E)r*—(C+- A2 L) } =0

En développant , réduisant , divisant par €, ordonnant et po-
sant , pour abréger

A*(G*—EF)+42BC(DG—HK)
+B(H'—FD)+2CA(EH—KG) =P , (33)
\ +C*(K*—DE)+2AB(FK—GH)
B'D—2BCG+CE
+CE—2CAH4+AF $=Q ,  (34)
+ £ F—2ABK+4B*D
A'4+B4C=R , (35)

cette équation deviendra
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Pri-QLr—RI' =0 , (36)

et donnera , pour ses quatre racines, ne différant deux i deux
que par le signe, les quatre demi-diamnctres principaux de la
courbe exprimée par l'ensemble des équations (10) et (t1).

Le dernier terme de I'équation (3G) étant essentiellement né-
gatif , cette équation ne pourra signifier quelque chose qu'autant
que les coefficiens P et QL ne seront pas tous deux négatifs. Si
alors P est positif , quel que soit d'ailleurs le signe de QL , I'équa-
tion aura toujours une varialion et une permanence; c’est-a-dire ,
que les deux valeurs de r* seront alors de signes contraires; de
sorte que , des quatre valeurs de r deux seront réelles et les deux
aulres imaginaires , la courbe donnée parles deux équations (10)
et (11) sera donc alors une hyperbole.

Si, dans le cas de P positif, Q se trouvait étre nul, les deux
valeurs de 7* ne différant alors l'une de l'autre que par le signe ,
I'hyperbole serait équilatére.

Lorsqu’au contraire P est négatif , I'équation (36) ne peut signi-
fier quelque chose qu'autant que QZL est posilif ; et comme alors
cette équation présente deux variations , les deux valeurs de r?
doivent étre positives, et, par suile, les valeurs de 7 sont toutes
quatre réelles ; la courbe doit donc étre une ellipse.

Si l'on avait P=o et QL positifs ; des deux valeurs de r* une
serait infinie et l'auire finie et positive; des quatre valeurs de r
deux seraient donc infinies et les deux autres finies et réelles ;
la courbe se réduirait donc ainsi 3 deux droites paralicles , d'au-
tant plus rapprochées I'une de l'autre que L serait plus petit , et
qui conséquemment se confondraient en une seule droite, si L
drait nul.

Pour que la courbe soit un cercle , c'est-i-dire, pour qu'elle
ait une infinité de sysiemes de diaméires principaux, il faut qu'en
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exprirgant que le diamétre (12) ecst un diamitre principal , Cosa,
Cos.B, Cos.y demeurent jndélerminés, ¢t que conséquemment il
en soit de méme de leurs rapports deux i deux; il faudra done
que, dans les équations (34) et (32), on ait

(BF—2BC6+CE)y=B+C)L ,  (37)
(C'D —2CAH+ AF)r*=(C+AL ,  (38)
{C'K—C(AG+BH)+ABF)r=AEL .

En prenant la somme des produils respectifs de ces trois ¢quations
ar A*, et —2 on obtient , en réduis livisant par G2,
A*, D et AB, btient , luisant et divisant par C?

(AL E—24BK4BG)yr=(A4'+4B*)L ; (39)

équalion qui peut conséquemment remplacer la derniére. Les équa-
tions (37) , (38), (39) donneront la valeur du quarré du rayoun
du cercle , sous trois formes diflérentes ; et, en égalant entre clles
les trois evpressions obtenues, on obtiendra , pour la double con-
dition exprimant que la courbe donnée par les équations (10) et
(tr) est un cercle,

D2F=2BC6G4-CE C:D=2CAII+4’F  A*E-=24ABK4B*G

B-Co - Cig A2 - Ay B* . (40)

VI. Pour appliquer présentement ces divers résultats au point
de coutact d'une surface courbe avec son plan tangent , il ne
s'agit que de faire coincider respectivement les deux équalions
(10) et (11) avee les deux équations (6) et (g), ce qui se ré-
duit simplement & poser, en supprimant les accens
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ds as
A— — y b= — , C= ._d_{ ,
dx - dy dz
d= dzs FEXY
D— FPE E= e ) F— T ! (41)
dz=S ER 2
G—= — dzs - dz=8

= H =
dydz ’ dzdw K dady

et 'on obtiendra ainsi les propositions suivantes :

1.° 1] existe, en général , sur toute surface courbe une courbe &
double courbure le long de laguelle les points de contact des plans
langens sont tous paraboliques. Celle courbe partage la surface courbe
en deux regions dans lune desquelles les points de contact des plans
tangens sont hyperboliques tandis, que , dans lautre , ils sont ellip-
tiques.

Si §=f(x,y,z)=o0 est I'équation de la surface courbe dont il
s'agit , rapportée a trois axes reclangulaires quelconques , la courbe
a double courbure, dont il vient d'étre question, sera donnée sur
cette surface , par son intersection avec une autre surface ayant

(33) pour équation

fEN ’ dzs GENY 42 s das d2S dz=s [ ECIR KXY
( < dydz dyz dz2 - dy de \ dwt dydz dedx  dady
ds \? d=s \* a=§ dS as d”S d=8 d=5 a=s ) =0 (,2)
E> [< dzdx >_— dz2 da? dz ) (]j’ dzdw dxdy dydz =0 "

SISV ES Y &S B8 45 45 oS @S &S S
<dz/ dxdy dar  dy? dx dy \ dzz dady dydz dzda:)

Un point (z,y,z) de la surface S=o appartient a la région des
points de contact hyperboliques ou a la région des points de con-
Tom, XX1. 31
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tact elliptiques , suivant que, pour ce point, le premie membre
de I'équation (42) est positif ou négatif,

° Dans la region des points de contact hyperboliques , il existe
une courbe & double courbure le long de laquelle les points de con-
tact sont tous des hyperboles équilatéres. Celtte courbe i double cour-
bure subdivise celle région en deux autres telles que , dans lune,
Tangle des asymptotes est aigu , tandis qu'il est oblus dans laulre.

Cetie nouvelle courbe 3 double courbure est donnée , sur la
surface S=o0, par son intersection avec une aulre surface ayant
pour équation (34%)

2 — —

dy ) dae dy dz dfdz

dz / dy2

< ds \: a-§ ds as as ( ds \* ass

2 S
S, 45 45 &9 ( ) & . (43)
da2 dz dx dzdx dz2
ERY dS as  axs ( as \? a8

( ) dy? dx dy dzdy dy dxz?

° Enfir dans la région des points de contact elliptiques , il se
trouve un nombre limité de ces points de contact qui sont circulai-
res. Ce sont les points de contact de cetie derniére sorte que
Monge a appelé des Ombdilic.

Les points smbilicaux de la surface S=—o0 sont ceux ou cette sur-

face est percée par la courbe a double courbure donnée (4v) par
la double équation
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dz2 dy d=z dj‘dz
d$ )2+ a5
¥y ( dz

s \2 d= as 48 aws dS \* 48
( dz /] dx? dz dx dz d?u ( dx ) dz2 ,

( as >‘ d=5 ds d4ds da=8 ( )
—_ ) — a— — —
dx dy2 T dx Ay drdy dx2

)+ )

On peut ajouter-a tout ceci que, généralement pour que deux
droites menées par un quelconque (z,»,2), des points de la sur-

( L ENY odS ds a=s <dS » 42§ \

face S=o , et formant avec les axes des coordonnées des angles
a et o, B et B/, y et v, soient des diamitres conjugués du
point de contact de cetie surface avec son plan tangent en ce

point , il faut qu'on ait (14), (15), (16) , (17), (22),
Cos.2a4Cos.284Cos.2y=1 , (45) Cos.2/ 4 Cos 2p4-Cos.2y/=1 , (46)
ds s ig_ — 4 d_S 4 d_S / i‘i oyl = /
«Ecos,a—}— -d?Cos.(3+ i Cos.y=0 , (47) i Cos.a’+ E» Cos.[f/ 4 % Cos.y'=0, (48)
‘:S Cos.xCos. cx’—+— _— (Cos f3Cos./+ Cos.yCos.03")
X2

2 EXY
-+ &8 Cos.fCos.ff'+ Ll (Cos.yCos.af +Cos.aCos.y’) P =0 . (49)
dy= dzdx .

+ — Cos +Cos.y + (Cos aCos.f’4-Cos.Cos. a’)
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En outre , pour un point déterminé quelconque (z’,»', ) de
la surface S==o0 , pour lequel on a conséquemment §’=o0, les di-
rections des diamétres principaux du point de contact sont don-
nés par les intersections du plan tangent (6) avec les deux plans
donnés (27) par l'équation unique

iRy o— dS’ / d=8/ d=$ ERY

\ 4 \ da/2 =+ dw/dy ! “t dz/dat p)
s d [ &8 a8 RERY -
—_—— =0 . 20
d./ g >\ dye vt d;/d ot dw/dy’ t) (J )

as as &= rs &S
( PIOR )( ' T S )

Eufin si ce point de contact est hyperbolique , les directions
de ses asympiotes seront déterminées par les intersections du méme

pla.n tangent (6) avec les deux plans donnés (24) par I'équation
unlquc

R az57

E;T’ 12—1—2

uy
djy’dz’

fiENY

-} I w2

428

az/daf

vl y—=—0 . (51)

dS’ d=5
“de + /d/ll

On rendra ces deux derniers résultats propres au systéme de coor-
données primitifs , en y remplacant ¢, u , ¢ par leurs valeurs
x—a', y—y’ , z—z’, données par les formules (5).

Par l'un quelconque des points d'une surface courbe, on peut
toujours concevoir, tracée surcelte surface, une courbe telle que
sa tangente, en chacun de ses points, scit dirigée suivant 'un des
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diamétres principaux du point. de contact du plan fangent en ce
point. Une telle courbe, qui est en général une courbe & dou-
ble courbure , est ce que Euler a appelé une ligne de courbure
de la surface dont il s’agit. Il est clair qu'il doit, en général,
en passer deux par chacun des points de cette surface, et qu'elles
doivent s’y couper orthogonalement, comme le font les deux dia-
meires principaux de ce point, considéré comme point de contact
du plan tangent. Toutes les lignes de courbure d'une méme sé-
rie doivent aller concourir aux différens points omtilicaux, tandis
que celles de l'autre série , 3 mesure qu'elles se rapprochent d'un
tel point, tendent de plus en plus & devenir des cercles, dent
il est le centre commun. Les lignes de courbure d'une surface
courbe , que nous verrons se représenter plus loin sous un aulre
aspect , partagent donc cetie surface en quadrilatéres curvilignes,
ayant leurs quatre angles droits , comme le fout les méridiens et
les paralléles dans D'ellipsoide de révelution.

VII. En repassant au systéme primitif, au moyen des formules
(5) , ’équation (6) du plan tangent i la surface S=o, en un
quelconque (27, y/, &) de ses poiuts, devieat

W = (o— rH— (7'—.7)—1“ a ~ (—)=0 ;  (52)

et rien, d'aprés cela, ne sera plus facile que d'obtenir I'équa-
tion du plan fangent & une surface proposée, en un point donné
sur cetie surface.

Si le point (&’ ,y’, &) n'est pas donné , celte équation (52
en y metlant pour &/, )/, z/ tous les systemes de valeurs cowmpa-
tibles avec la relation §/==0, pourra indisiiuctement esprizacr
tous les plans tangens a la surface proposée. Ou vourra donc
alors profiter de linlétermination de 2/, y/, z/ pour assujéir le
plan tangeant a deux conditions données. Comme cela ne saurait
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offrir de difficalté , d’aprés ce que nous avons déja dit ( pag. 9),
sur les tangentes aux courbes planes, nous ne nous y arréte-
rons pas.

D’aprés 'équation (32) , la normale i la surface S=o au point
(2',y", 5" ) de cette surface , c'est-a-dire , la perpendiculaire &
son plan tangent en ce point, aura pour sa double équation

dot — 4y — Tdy ¢ (53)

da’ dy’ e

r—at prm—y I

et rien, d'aprés cela, ne scra plus facile que d’obtenir les équa-
tions de la normale & une surface proposée, en un point donné
sur celte surface.

Sile point (&', y'.z") n'est pas donné, ceite équation (53),
en y mettant peur 2/, 3/, z/, tous les systémes de valeur com-
patibles avec la relation $’—=o0 , pourra indistinctement exprimer
toutes les- normales & la surface proposées. On pourra donc alors
proﬁfer de V'indétermination de 2/, y/, 2/ s pour assujétir la nor-
male & une condilion donnée. Comme cela ne saurait offrir de
difficulté, d'aprés ce que nous avons déja dit ( pag. 12) sur les
normales aux courbes planes, nous ne nous y arréierons pas.

VIII. D'aprés ce qui vient d'étre dit, si, pour abréger, om
représente par L) le second membre de l'équation (4) et par LV
ce que devient ce second membre , lorsque ¢, u#, ¢ se changent
respectivement en #, u’, ¢, 1'équation du plan tangent a la sur-
face (4) , en un quelconque (¢, u’, ¢* ) de ses points , sera

do’ , do/ , do/ _
= 1)+ o (e=u)+ 5 (b—v)=0,

ou bien encore
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do/ do/ an’ aa’ do/ e .
— U — = ——p e — 54
dv + au! + do’ i ;' 4 do W do! | ( ‘i)

sous la condition

O-Q/—‘ as t,—*- ds u’+ d:=8 12 4 dz=8 Hul ; a8 ot , (.‘ ...)
- — dz 3. ——— —— v 078
dw dy dyz 1.2 dudy 1.2 | &yt 1.2 29
" ds i 2s8 ol a5
——— 2 _— R
dz + dzdr 1.2 dyds 1.2
é:5 o2

en ne conservant , pour la facilité de l'écriture , que les accens
dez,u, ¢. Or, cela donne

dor _ as &S, &5, @S ‘,/)
d¢ — dx ( dx? dxdy + dzdx T+
dor  as a8 s, as \
—_— i —— —— U/ — t secscs "6
du/ dy + dy> + dydz s dxdy )+ ! (:) )
dor dS_l_( -8 s, s u,)+
—_—— ¢ — —
a’  de dzs dzdw dydz /
et , par suite,
do’ ao’ doy , 48, as , &S ass )
—— U A = U — — V4 —u -0
i twit TRttt o Tt
as d:=8 az8
—_— -] /¢! u'v’
e’ P2 s CET? g
L EN
—_ /3
+ dz? g

ou bien, en ayant égard 4 la relation (55),
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{5

as
dwx

ds

dy
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Y do dor =5 a8 prw S un
e — - W o —— 2 +
! dy/ da® 1.2 dady 1.2 ds? a.2

—_— —

érs dS  uf!

2
dzdz 1.2 dady 1.2

3

428

dz* 1.2

ce qui donnera,:en substituant dans 1'équation (54) du plan tan-
gent en (¢ ,u,4"),

Ce plan coupera le plan tangent & l'origine des ¢, u, ¢ suivant
une droite qui sera donnée par I'ensemble de cette dernitre équa-
tion et de l'équation

%i—t-{- éﬁ-u-{— —§v—o ; (58)

on pourra d'ailleurs, dans la recherche de ceite droite , substituer
3 I'une ou a l'autre équation toute combinaison qu'on en vou-
dra faire , de maniére 3 n'en pas élever le degré. On pourra,
par exemple , substituer & I'équation (57) sa différence avec I'é-
quation (38), ctdire, en conséquence, que l'intersection du plan

A8 i, a1 u, {
+( dar dady B ‘
as ., &S o s N, _ &8 2, &S pw @S s
dy dydz dadr )T dw? 1.2 dady 1.2 ° dy* 1.2
/ d=s a=s Y d=S . a8 o d=s v/
: 2 —_— 42—
\ d + dada dy TP e -+ dedz 1.2 + dady 1.2
d=§ o2
dz* 1.2
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tangent & l'origine des ¢, #, ¢, avec le plan tangent (¢, 4, ¢ )
est donnée par l'cqualion (58), combinée avec 1'équation

as a:s as \
( dw? £+ dxdy u/_-i— d:dx 9/+”“) t ]
-y dxs as RS d=s = a5 v a5 - .
$ -.-\ e u 1z v+ dady i/+....)u = - '-I.—2-+2 d2dy 1.2 —I—EZ- P +ien; (39)
=S a8 ds=S azs o ass ot
\ +< das v+ dzdwx I/+-al-z-ul+"" ¢ +2_¢¥d—x 12 +2 dydx 1.2
=8 o
dz? 1.2

et, quant a la droite qui joindra les deux points de contact, elle
sera donnéz par la double équation

Rt (60)

Si présentement on suppose que le point (#,u/, ¢/ ) est trés-
voisin de l'origine des ¢, u, ¢, a raison de la petitesse de ¢, u’,
¢/, on pourra , sans erreur sensible , supprimer , dans I'équation
(3g) , tous les termes de plus d'une dimension , par rapport a ces
coordonnées ; ce qui la changera en celle-ci :

a8,  as &S
— g ’)l

17 (4
da? dxdy dzdx

(S ws o es N
dy2 dydz ¢ dady -
/d23 , d=5 ) d=8 ,
u
N\ O ‘rrga )

dzdw
ou bien encore

dx? dydz

a5 az=5
= uu + i (vt/+1tt) (=03 (6r)

d
dz=S dz

S
— tu’! 7
+ 3= Gy ()

d=5 d:=8
‘ — '+ (uv' +-pu)

-+

Tom. XXI.
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et telle sera alors 1'équation qu'il faudra combiner avec 1'équa-
tion (58) pour avoir, par approximation , la droite intersection
des deux plans. Ces deux équations dooneront donc rigoureuse-
ment cette droite , lorsque le point (¢, u ,¢) sera venu se con-
fondre avec l'origine des ¢, v, ¢. On voit, en effet, que les deux
plans qui , déterminent cette droite , passant alors I'un etl'autre par
Vorigine , cetle droite y passera elie-méme ; et, comme l'un de
ces plans est le plan tangent a l'origine, cetie droite sera deve-
nue elle-méme, comme la droite (58) , une tangente a la surface
courbe en ce point.

Soient présentement « et o/, 5 et §/, y ¢t y/ les zngles que
font ces deux droites avec les irois axes, de telle sorte qu'on ait

t u 4 7 124 of

Cos.e  CosB  Cosa ' 62) ——= o= ooy ; (83)

Cos.a/
il en résuliera d’abord

Cos.?a+Cos.*B+Tos.y=1 , (64) Cos.?o-+-Crs.’ff . Cecy'=1; (55

L] -

ensuile, parce que cI3 arsiias soni dans ie plan i:r:gent (:3) , on
aura

as S 5

enfin, en éliminant de 1'équatic (5:), aw moyen des équations

(62) et (63), deux quelconques des ecordonn i

4 £
TCOTN Wes o, ¥, 0y el deux

quelconques des coordonnées ¢/, w/, ¢/, lzs leux ccordonndes res-

tantes disparaitront d'elles-mémes , ot il viendra

428 a5 \
—d—J-G— Cos.2Cos. o/ 4 iy (Cos.fCos.9/-1-Cos.vCos.fY) |
d S . ~ ; i . 68
(\,os Cos.af-1-Cos.c.Cos.y) } =0;(63)
d'S‘ N
- -"UOS.,uOS v + —_— (bcs alos.f/+Cos.LTos.e) )

or, ces cinq dermercs equaho“s cont exaciement les eémes que

les équations (43) . (46), (47) » (48, (49) ., qui exprimen Geux

a as .
o Ccs.ﬁ’—:———dz— Cos.y'=0, (87)
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tangentes en un méme point de la surface (4) sont dirigées suivant
des diamdétres conjugués de ce point, considéré comme point de
coutact du plan tangent ; on a donc ce théoréme :

Si un angle diedre mobile et variable est constamment circonscrit
& une surface courbe ; a mesure que l'angle s'oucrira , son arréte et
la droite qui joindra les points de contact de ses deuxr faces s ap-
procheront de plus en plus de la surfuce courbe , de laquelle elles
deciendront enfin deux tangenles en un méme point, lorsque I'angle
diédre sera devcenu .egal & deux angles droils ; et ces deux tangen-
les auront alors les directions de deux diameétres conjugues de leur
point de concours , consideré comimne point de contact de la surface
courbe avec son plan tangent ; de sorte que la direction de I'une de
ces langenles élant delerminées & I'avance , celle de lautre le sera aussi.

A raison de cette propriété , M. Ch. Dupin, qui en a fait le
premier la remarque , a désigné un tel systtme de tangentes sous
la dénomination de tangentes conjuguees ; d'ot I'on voit que, non
seulement , une surface courbe a, en chacun de ses points, une in-
finile de systémes de deux tangentes covjuguées, mais qu'en oulre
il n'est aucune tangenie & une surface courbe & laquelle il n'en re-
ponde une aulre comine conjugues de celle-la, On voit aussi que les
dircections de deux tangenles conjuguces reclangulaires ne sont autre
chose que cclles des deuv diamétres principaux de leur point de con-
cours , considere conane point de contact de la surface avec son plan
fangent. A raison de cette propriéié , les tangentes conjuguées de
cette dernicre sorte sont appelées des fangentes conjuguces principales.

Il est encore facile de conclure de tout cela, avec M. Ch. Du-
pin, quesi, & une surface courbe quelcongue , on circonscrit arbilrai-
remenl une surface developpable , la tangente & la ligne de contact
en lun quelconque de ses points , et la generalrice rectiligne de la
surface developpable qui répondra a ce point , seront deux tangentes
conjuguees de la surface en ce méme point.

IX. Soit conduit par l'origine des ¢, u, ¢, un plan arbitraire ,
ayant pour équalion '
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At+Bu+Co=o0 , (69)

dans laquelle il est permis de supposer, sans que le plan cesse
d’étre quelconque,

1Y
R
-

A+ B4+ C=1 . (70)
Ce plan déterminera, dans la surface (4) , une section plane. Pro-
posons-nous de déterminer le centre et le rayon de courbure de
cette section pour celui des poinis de son périmétre qui répond i
Porigine des coordonnées. D’aprés ce que nous avons déja dit
( pag. 24 ) sur les centres et rayons de courbure des courbes
planes, il faudra pour cela concevoir deux normales a la section,
la premicre par l'origine des £, u, ¢, et la seconde par un au-
tre point ( #, &/, ¢/ ) de son périmétre. Ces deux normales con-
courront en un point qui variera de position sur la premicre , &
mesure que le point ( #, w/, ¢’ ) variera lui-méme de position sur
la courbe, et qui deviendra le centre de courbure cherché , lors-
que ce point ( #, w/, »/) sera venu se confondre avec l'origine.

Les deux normales seront évidemment donuées par 1'équation
(69) combinée tour a tour avec celles de deax plans conduits par
Vorigine des ¢, u, ¢ et par le point ( #, u/, ¢/ ), perpendiculai-
rement aux tangentes ala courbe en ces deux points; et ces tan-
gentes , a leur tour, seront dounées, en combinant tour i tour
I'équation (69) avee celles des tangentes & la surface (4), en ces
deux mémes points. )

Imitons , par le calcul , cette conception géométrique. D’abord,
parce que le point ( 2/, »/, z') est sunpposé un des points da pé-
rimétre de la section; on doit avoir , a la fois,

A4~ Bu'4+-Co'=0 , (71) Q'=—o ; (55)
Q) ayant la méme signifcation que ci-dessus ( VIII ), ce qui\pcr_
mettra de mettre P'équaiion (6g) sous la forme
A=ty Blu—t") 4+ Co—2")=0 . (72)
Les plans tangens & la surface (4) ., en ces deux poinis , auront
respectivement pour égualions
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das as as -
— 4 — — p=—0 ; 58
dx + dy U+ dz F=0: ( )

Yl (t—-t)-l—- B u-—u’)+ oW (p——p’)_—_:O . (54)

En combinant la premiere avec l'équation (6g) et l2 seconde avec
P'équation (72) , on obtiendra , pour les équations des tangentes

a la section, en ces deux points,

t - u 4 ( 3)
as as — ~_as as —  ds a0 7
B _ ¢ ¢ _4 %8 € _p
dz dy dx dz A dy dx
Vil - U1t/ — o/ (74)
do’ dor T 4o/ do' — do da!
p¥ _o iyl 4l pd¥
do’ du/ dz do! du/ ar

En conséquence , les plans conduits par ces mémes points , perpen-
diculairement & ces mémes tangentes, auront respectivement pour
équations
a5, / as \ s s
B--—— — c¥ _ 48 u+|{ 4— —B — )e=o0 5
( } dz / dy dx ’ (7 )

dx
14 7 ’
(B—-— —c 5 > =)+ (c T — %)(lt—u’H(ﬁ o —B %) (v—)=0, (79)
et couperont le plan (69) suivant les normales menées i la section
par l'origine et par le point ( # , #/, ¢’ ) ; on aura donc le point
de concours de ces deux normales, en combinant entre elles les
trois équations (6g) , (75), (76). En traitant donc ces trois équa-
tions comme celles d'un méme probléeme délerminé , opérant tou-
tes les simplifications que pourra permetire la relation (70),

posant, pour abréncr,

4o’
£ — / _— B- - o
(B u) v ( C d
(Cy N 4 = (¥ 4 dS V(58
M= +(Cr—dv) — 2, (77) V= +{C o —A - s (9)
dor as s \ ao/
o A1y ) P—— Y Y
+(dw=Br) +(‘4 v
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on obt!iendra , pour les équations du point de concours des deux

norimales ‘ 2
Al as a8 das a8
= — —4 ( A — B — —_ ,
N | dx + dy +C 5 §
M\ as as as \} fon
_N)T_B(A_ B—'+C a:/,; ) \/J
MY as ds S
= —{ — —C/ A — B — +4C -d— ! .
N ) dz 1§ dw d~ dz ;

de sorte qu'en désignant par o la distance de ce point Jc con-
cours a lorigine des ¢, u, ¢, ce qui donnera

= 4u ", (30)
on aura, en faisant toujours usage de la relation (70),

<B§£ _
dS 2
”—-/-\-/'; (C ) H (83)
(AE —B——- )

‘Z‘T Iy ki
employan! donc cette relation pour éliminer ~ des formules (79) s

A(Ads c ¥ é

on trouvera

dz

;/\ng _c-—> (c—— ——A——) (A———B—)A
- g————B<A + +6 =)

i//B“i_c—' (C——;——A— (A——_.Bi"—’

‘ $as C<A 0—)2

V(B—.-c—- (c-—-a-) (4—_3—)’

A mesure que le point ( 2/, »/, z') se rapprochera de l'origine ,

=

(82)

en suivant le périméire de la section, le point (82) tendra de plus
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en plus i devenir, pour cette origine , le centre de courbure de
la courbe , et p & &tre son rayon de courbure pour le méme point.-

Si présenlement on subslitue dons M et IV (77) et (78), pour
di’ do/ dQ/

3 4 =
VR —d;;-, leurs valeurs (56) , on trouvera

A (_u,_ = ot _,«_(Bp’- CU’)( 232 . :;:y w4 s v’)+...... )
+8 (3o —t/)+(a/ Av’)( s d—ﬁs— g e 00 (83)
+C<— e — u/>+(_/flu/ dtfw '+ %u’)-{-......
(34— )( o I Qi, = é”fx Y|

N= -!—(C—._fj 22

d:=s
f e 14 cee 43
dj'dz. - dxdy >+ ’ (84)

S das d?S a8 A
L /;.._ﬂ__.B _\ P t- u’}—;—......
dy dx )\ dz? dzdw dydz  ~

valeurs qui devront éire scbstituées dans la formule (81). Mais ,
si l'on suppose que le point (#,u ,¢’) est trés-voisin de I'ori-
gine des /. u, v, on pourra, sans erreur sensible, négliger, dans
M et N, les termes de plas d'une dimension , par rapport i ces
coordonnées , ce qui donnera simplement

- (3% .-c"i kc—- __4—> (A——-———B——
" { (d is (318; > i:a v d;;. W+ ddzdbx “/> e
1S 15 a8 a8
! ( ¢ L“ —A —>/ (dﬁ Wt 7w Ty l)
(4 S, —2 ) (T et he))
mais , dans la méme hypothése, I'équation Q=0 se réduit a
ST e Sd=o, (©5)

qui , combinée avec (71), donne
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1 ul o 8 )
- - = , . ;
PE _c BT e s b
ds dy dx 3 dy dw
de sorte que, 2 étant un mu‘stiplica'eur convenable , on aura
. a8’ N P 1S/ as
=) —-CT—;), =3¢t =), o= A(:———\—— ;
. Gy dat dz’ \ dy! aaf

En substituant ces valeurs dans la formule (85),
lui-méme , et nous aurons

A disparaitra de

1S AV Y as’ . / as’ as’ N
B AV (355 035 g a8
( v ¢ O 4(1-/ H’\ Aaf B4
, (Bd_“si_c 2’.)3 desr ((, S >( /.‘}ﬁ_ [EAE AR
\ dz/ dy’ da/a dz do’ J dyfds’
( as’ as’ \z az=8 RY \ das’ =5
c= 42 o 457 — ( —c ¥ \
+\ dat dz’ dy" 2 \~ 4 4w/ dy' J ddda/
, +< 4 as as' s B a8 C \ as asr N Ay
\’ T ay da/ dz’2 - ( dz/ —¢ ua/ dz' J da'dy’
d’ott nous conclurons (81)
3
(B35 Y 035 _ 20 ( Ay AN
;\ ay’ \ (f /’ d:!/ / (88)
Y 1\ d S FRS s ds N\ a8 )
(B¢ ¢ & BN 4 & l
\ dz/ dy’ ) daa +2 do’ dz.’ ') \ d_r’ dw! / dy'da’
A AN EAY as ds’ as das/ \ ds§
c _,) s 4 (p& !
+< da/ dz! dy’2 +2 ( &y’ B dz/ )' ds/ d’ ) deda’
as ds N d=§ ds/ as’ N/ ,, a8 ds’ ERA
(4 —p < of B== —c = £ = ]
+\ d;’ B dz/ ) dz’2 + ( dz/ ¢ d’ da/ da’ da/ay’

Comme ¢, u/, ¢/ ont disparu, nous pouvons les supposer nuls ;
de sorte que cette valeur de p est rigoureusement celle du rayon
de courbure, a lorigine des coordonnées, de la section faite dans
la surface S=o0 par le plan (6g). En substituant cette valeur dans
les formules (82), nous obtiendrons rigoureusement les coordeon-
nées du centre de courbure de la section.

La formule générale (88), que nous n’avons encore rencontrée
nulle part,
quil nous reste présentement a développer.

est susceplible d'un grand nombre de conséquences



