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112 QUESTIONS

QUESTIONS RESOLUES.

Solution de deux des quatre problémes de géomelrie
proposes a la page 63 du Xl volume des Aunales ,
-et de deux autres problémes analogues ;

Par feu J. B. DUﬁRANDE.L

T s e e W P

LEMME L. 8¢ deux cercles se coupent orthogonalement , .c'est-
é-dire , de maniire que les droites menées du centre de chacun 3
ses points d'intersection “avec: I'autre soient tangentes & ce dernier ;
la polaire d'un point quelconque de la circonférence de un d'eux ,
prise par rapport é Lautre ;- passera par._ 7 extrémzté du diamé-
tre menée par ce point. .
Démonstration. Désignons par C et O tant les centres des deux
cercles que ces cercles eux-mémes , et soit I Pune de leurs inter—
sections ; de telle sorte que CI soit une tangeate au cercle O, Par
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un quelconque P des points de la circonférence de ce dernier cer—
cle, soient menéds le diamétre PK et la droite PC, coupant de
nouveau ceite circonférence en Q. Par la prepriété de la tangente
et de la sécante issues d’'un méme poiut, on aura

CPx<CQ=CI ,

de sorte que P et Q sont deux points conjugués, par rapport aun
cercle C. Or, si 'on méne QK , I'angle PQK, inscrit au demi-
cercle, sera droit ; QK est donc une perpendiculaire par Q & CP;
c’est donc la polaire du point P.

LEMME II. 8t deux sphéres se coupent orthogonalement, c’est-
a-dire , de maniére que la surface conique qui, ayant le centre
de l'une quelconque pour sommet , passera par son intersection arec
lauire , soit circonserite & cetle derniére ; le plan polaire d'un
point quelcongue de la surface de lune delles, pris par rappory
@ lautre , passera par lexirémité du diaméire mené par ce point,

Démonstration. Désignons par C et O tant les centres des deux
sphéres qne ces sphéres elles-mémes. Par un point quelcongue O
de la surface de la derniére soient menés un diamétre PK et la
droite PC , percant de nouvean cette sphére en Q. Si, par ces
deux droites on conduit un plan, ses iutersections avec les deux
sphéres seront deux cercles se coupant orthogonalement , et on prou-
vera , comme ci-dessus, que QK est la polaire de P, par rapport
aun cercle C; mais les points P et Q conjugués I'un & lautre par
rapport au cercle G, le sont aussi, par rappert & la sphére cor—
respondante ; donc le plan polaire de P, par rapportd cette sphére
est un plan conduit par Q, perpendiculairement & CP ; ce pian
contiendra donc QK perpendiculaire 4 cette droite , et conséquem-—

ment il passera par le point K.

THEOREME 1. La circonférence du cercle décrit du centre
radical de trois cercles comme centre , et avec un rayon égul @

Tom, XFT. 15
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Iz ilangente menée de ce centre a l'un deux , est & la fois le liew
glomdirigue des points du plan des trois . cercles dont les polaires
reiutives @ ces Irois cercles corcourent en un méme point , et le

Iicu 5'6’017-7(5{,*1'71;3 du point de concours des trois polaires ; et ces
deux points sont consiamment aux extrémiles dun méme diamétre
de ce cercle.

Démonsiration. Désignons par C, G/, C/ tant les centres des
trois cercles dont il s’agit que ces ceicles eux-mémes. Soient pareil-
fement désignés par O tant leur centre radical que le cercle dé-
crit de ce cenire avec un rayon ¢gal” a la tangente menée du méme
point & 'un quelconque des trois cercles. Par un quelconque P
des points de la circonférence du cercle O , soient menées le dia-
métre PK et les droites PC, PC/, PC”, coupant de nouveau la
circonférence O en Q, Q/, Q/; comme , par construction, cette
circonférence coupe les trois autres orthogonalement, il s’ensuit
( Lemme 1) que, si P'on mcne les droites QK , Q’K, Q'K ces
droites seront les polaires respectives du point P, par rapport aux
cercles C, C/, €/ ; ces polaires concourront donc, en eflet, en
un méme point K, extrémité da diamétre conduit par P.

Il est aisé de se convaincre que les points de la circonférence
O sont les seuls du plan\des trois cercles qui jouissent de la pro-
priété que Pon vient de démontrer lear appartenir. Considérons en
effet un point p , autre que ceux de cette circonférence, par lequel
soit fait passer une autre circonférence o coupant orthogonalement
les deux cercles C/ et C”; si 'on méne le diamétre pk, on dé-
montrera,, comme ci-dessus , que les polaires de p relatives & C/
et C” concourent en % ; mais si, au lien d’employer, dans cette
construction , les deux cercles C/ et G, on emploie tour-a-tour
les cercles C” ét C, C et C/, on trouvera deux autres points £/
et £ de concours de polaires , sur des circonférences ¢’ et ¢/ diffé-
rentes de ¢ ; de sorte qu’alors les trois polaires ne concourront plus
au méme point.

Lorsque les trois cercles se coupent de mani¢re & avoir une par-
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tie commune , leur centre radical, situé alors dans cette partie com-
mune, lear étant ainsi intérieur & tous trois, il n'est plus possi-
ble de leur meuner des tangentes de ce centre ; aucun cercle ne
peut donc les couper tous trois orthogonalement, et par suite
il n’est aucun point de leur plan dont les trois polaires conceu—
rent en un méme point.

Ce qui précéde résout complétement le probléme I de la page
68 du XL°® volume des Annales , et prouve en outre que le pre-
mier des quatre problémes proposés en cet endroit est impossible
ou indéterminé. On demande en effet, dans I'énoncé de ce pro-
bleme , de trouver le point du plan de gquatre cercles dont les po-
laires , relatives & ces quatre cercles , concourent en un méme
point. Or, sil existe un tel point , en le joignant au point de
concours des quatre polaires par une droite, le milien de cetie
droite devra, par ce qui précéde, étre le centre radical de' cha-
cun des quatre systémes de trois cercles que l'on peut former avec
les quatre cercles donnés. Le probléme ne sera donc possible qu’au-
tant que ces quatre cercles seront tels que , pris trois i irois comme
on le voudra, ils auront un seul et méme centre radical ; c’est a-
dire, qu’antant qu’ils pourront étre coupés orthogonalement par
un cinqui¢me cercle, dont alors tous les points résoudront le pro-
biéme.

THEOREME II. La surface de la sphire dont le centre est
le centre radical de quatre s;;/zéres données et qui a pour raycn
le tangente menée de ce pornt & l'une quelconque de ces quaire
sphéres , est & la fois le liew géométrique des points de lespace
dont les plans polaires , relatifs & ces quatre sphéres concourent
en un méme point, ct le liew géométrigue du point de concours
des quatre plans polaires ; et ces deux points sont constamment aux
extrémités dun méme diamétre de ceite sphére.

Démonstration. Désignons par C, C/, C/ , C/ tant les centres
_des quatre sphéres dont il s’agit que ces sphéres clles-mémes. Sotent
pareillement désignés par O tant leur centre radical que la sphére
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dlcrite de ce centre et d'un rayon égal & la tangente menée du
mdéme point & Uune quelconque des quatre sphéres données. Par
I'an quelconque P des puints de la surface de la sphere O, soient:
mends le diamdétre PK et les droites PC, PC/, PC”, PC/7, per-
cant de nouvean la sphire O en Q, Q/, Q/, QY ; comme, par
coustruction, cette sphére cuupe les quatre autres orthogonalement,
il s’ensuit ( Lemme II ) que, si on conduit, par les droites QK
Q'K,Q"K, Q7K, des plans respectivement perpendiculaires a3 PC
rc’, PC7, PC/, ces plans seront les plans polaires respectifs du
point P, par rapport aux sphéres G, C/, C”, C/ ; ces plans con—
courent donc, en effet, en un méme point K, extrémité du dia-
metre conduit par P. -

Ici encore on démontrera que les propriétés que nous venons
de reconnaitre appartenir aux points de la surface de la sphére
O leur appartient exclusivement. Si, en effet, un point p de Pes-
pace n'est pas sur cette surface , on pourra toujours par ce point
faire passer quatre sphéres o, o/, o/, o'/ qul coupent orthogona.
lement trois des sphéres donndes. Menant alors dans ces sphéres
les diametres pk, pk’, pk””, pk/”, on prouvera, en raisonnant
comme ci-dessus , que les quatre plans polaires de p, par rapport
4 C, C', C7”, C”, concourent trois & trois aux poimts %, %,
k7, k' et, que conséquemment ils ne coucourent pas tous quatre
en un méme point.

81 les quatre sphéres se coupent de manidre & avoir unc partie
qui leur soit commune & toutes, leur centre radical, situé alors
daos cette partie commune , leur étant ainsi intérieur & toutes qua-
tre, il ne sera plus possible de leur mener des tangentes de ce
centre ; aucune sphére ne pourra donc les conper toutes quatre
orthogonalement, et par suite, il n’y aura aucun point de les-
pace dont les guatre plans polaires concourent en un méme point,

Ce qui précide résout complitement le probléme ou lon pro-
poserait de déterminer le liew géométrique des points de lespace
dont les plans polaires , relatifs a quaire sphires données , concou~



RESOLUES. 04
yent en un méme point, et prouve en outre que le probleme ou
Yon proposerait de déterminer le point de I'espace dont les plans
polaires relatifs & cing sphéres données concourent en un méme
point , est tonjours impossible ou indéterminé. Si en effet ces cing
sphéres peuvent étre toutes coupées orthogonalement par une sixiéme
sphére, tous les points de cette derniére résoudront le prebléme,,
2t , dans le c£as contraire, ce probléme, sera impossible (*).

{" M. Durrande, déja trés-gravement malade lorsqu’il nous adressa ce
qu’on vieut de lire, nous avait annoncé la solution de deux autres pro-
blémes de Dlendroit cité. Il a terminé sans carriére sans l'avoir pu mettre

par €crit,
‘ J. D. G.



