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POLYGONES RECTILIGNES PLANS OU GAUCHES. 309

GEOMETRIE ANALITIQUE.

Recherches analitiques sur les polygones rectilignes plans
ou gauches , renfermant la solution de plusieurs

questions proposees dans le présent recueil ;

Par M, Cu. Sturm.

DANS I'essai que I'on va lire,, nous avons beaucoup moins en vue
de découvrir des propriétés nouvelles des polygones plans ou gauches,
que de montrer comment on peut, par une application convenable
de l'analise , dédunire , d’'une maniére uniforme , toutes les pro-
priétés de ces polygones d’un petit nombre d’éguations fondamen-
tales. Ces propriétés sout en trés-grand nombre sans doute, ou,
pour mieux dire , leur nombre est illimité, et c’est assez faire
comprendre que nous ne saurions nous proposer ici de les démontrer
toutes ; mais un petit nombre d’exemples bien choisis suffira pour
montrer comment on doit se conduire dans les cas trés-nombreux
que le dessein d’abréger nous aura forcé d’omettre. La résolution
générale des polygones plans, c’est-a-dire, Vart d’assigner les di-
verses parties inconnues'de ces polygones en fonction des données
nécessaires pour les déterminer devrait naturellement faire partie
de notre travail; mais M. le professeur Lhuilier préparant dans
ce moment un ouvrage ol ce sujet doit étre traité dans le plus
grand détail , nous croyons superflu de nous y arréter.

Tom. XV, n° X, 1.°F april 1825, 42
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§ L

Soit , dans 'espace,, un polygone rectiligne fermé quelconque ,
plan ou gauche, de » c6tés , dont nous nommerons les cOtés con—
sécutifs 7, , 7, , 7'y yuwen7, Concevons un systéme d’axes rectan—
gulaires auquel ce polygone soit rapporté, et soient a,, f3,, 7.
%5 Bas Va3 %ys By s Vs 5 ey By, v, les angles que forment
respectivement ces cdtés avec les axes des coordonnées. Soient enfin
(E ¥ 2)s (Fas Y29 22)s (X557 5 25) 5 emee (T3 ¥ sy Zn)s les
sommets des angles (7, ,7.) , (7:572) 5 (75 s 73) 5 weese (Tyz 5 70)s

Par les principes connus , nous aurons cette suite d’équations

x,=x,4r,Cos., , y,=y,+4r,Cos.,, z,—z,}r,Cos.y, , \
xy=x,4r,Cos.2, , y,—=y,4r,Co0s.3,, z,—z,+4r,Cos.y, ,
z,=x;+4r,Cosa; , y ,—=y,+r,Cos.B;, z,—=z,4r,Cosy, , » (1)

® o & 5 s s s 6 8 s 95 0 s @ s s s o s 8 s 23 8 s 0 e 0 0 e o s

%, =z,+4r,Cos.ay 5 y,=y,+47.Co0s.B, ; z,—=z —r,Cos.y,

e

En prenant successivement les sommes d’équations de chacune des
colonnes, on aura , sur-le-champ , par leffet des réductions, les
trois équations suivantes :

7, Cos.at, 47 ;Cosca, 47, Cos.o; 4evre}r, Coseor,—0

r,Cos.B,4r,Cos B, +r;Cos.3; 4 weitdr,Cos.B,=0 , ' (2)

r,Cos.yx—{—r:Cos.y_‘-l-r,Cos.y;-}—.'.....+r,xC05.y"_—_o 5 » >
dont chacune exprime ce théoreme connu : Dans tout polygone

rectiligne fermé , plan ou gauche , la somme des produits respectifs
des cotés par les cosinus tabulaires des angles que forment leurs
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directions avee celle d'une droite indéfinie guelcongue est égale &
zéro ; ou , en d’autres termes , Dans tout polygone rectiligne Jermé ,
plan ou gauche , la somme des projections des céiés sur une méme

droite indéfinie quelconque est égale a zéro.

§. IL

Avant d’aller plus loin, nons tirerons des ¢quations (2) quelques
~ conséquences relatives & la statique.

Et d’abord : 8/ des forces respectiverment paralléles auz céiés
d’un polygone rectiligne fermé , plan ou gauche , et proportionnelles
aux longueurs de ces colés, sont appliguées a un méme point de
lespace , elles se jferont éguilibres. En effet , si plusieurs forces
proportionnelles aux longueurs r,, 7., 7; , weu7,, et dont Ies
directions sont déterminées par les angles a, , B, , 7.5 @, ,B, 7.3
%35 By s V5 5 eeene Oy By Vu, sont appliquées & un méme point de
l'espace , les conditions connues de leur équilibre ne seront autres
que les équations (2).

Il résulte de ce théoréme que , des forces d’intensité et de di~
rections quelconques étant appliquées 4 un méme point de Uespace , .
si l'on décrit, dans lespace , un polygone ouvert dont les cotés
solent respectivement paralléles et proportionnels & ces forces, la
droite qui fermera le polygone sera paralléle et proportionnelle & leur
résultante.

Et, comme les mémes forces appliquées & un méme point ne
sauraient avoir qu’une seule et méme résultante , dans quelque
ordre d’ailleurs qu’on les combine, il faut en conclure que, si
deux polygones ouverts ont un méme nombre de cétés égaux et
paralleles chacun & chacun; dans quelque ordre d’ailleurs que se
succédent ces cotés , dans les deux polygones , les droites .qui les:
formeront seront égales et paralléles. ‘

On voit , par ce qui précede , que la plupart des théorémes
que nous démontrerons , sur les polygones rectilignes , pourront
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s’sppliquer immédiatement a la composition et & la décomposition
des forces autour d’'un méme point.

Par des points (a,, b, ,¢,),(a,, 8, 5¢,) 00 (@, 5 by, ), Pris
a volonté dans l'espace, en nombre égal a celui des sommets du
polygone , soient mendes des droites respectivement paralleles et
proportionnelles & ses cétés r, , T, e Tye Solent (a/, , &y, ),
(@25 Bys 7)) 5 e (@l B, , ¢!) les exirémités de ces droites ;
en représentant par A le rapport donné, on aura

a’\=a,+ir, Cos.a, , &, =b, +)r,Cos.B, , ¢/, =¢, 4-r, Cos.y; ,
a',=a,+ir,Cosa, , &/ =b,4r ,CosB, , ¢/,=c,+ir,Cosy, ,

o ;=a,+ir,Cosa; , &, =b;4Ir;Cosp; , ¢/;—c,+Ir,Cosy; ,

8 % e s 0 8 o s e s 085 s s s B s s o s . 0 & 5 . 0 8 o s s s 0 s s g

@', =a,4ir, Cos.a, 3 b',=b,+4r,Cos B, ; c’u=ty=Ir,Cosyn ;

d’olt, en ajoutant les équations d’une méme colonne et ayant égard
aux équations (2) ,

o/ \+a ,—}—a",+.....‘.+a’,,=-a,+a,—|—a,+ oo a,
0 SR S S S Ay R SR S SN Y N
L A o R e i T ST L7 WS

Ces équations  signifient que le centre commun de gravité des
points (2’,, b/, ,¢.) 5, (a/, s &, 5 ¢",) yeunenns (@', &5 ¢/) coincide
avec celui des points (@, , 8, ,¢,), (@, , 0, ,¢€,) 50 (@n, b, , ).
Donc, 87, par des points pris & volonié , dans lespace, on
méne des droites respectivement paralliles et proportionnelles aux
cotés d'un polygone rectiligne jfermé quelconque , plan ou gauche ;
fe cenire de gravité d'un systéme de poids égaux sera le méme ,
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soit que ces poids sc trouvent situés aux points ol ces droites se
terminent ou quon les place & leurs points de départ.

En supposant que les points de départ sont pris respectivement
sur les directions des cétés du polygone, on conclura de la que,
S7 des poids égaux , placés d'abord arbitrairement sur les direc—
zions des cotés d'un polygone rectiligne fermé quelconque , plan
ou gauche , parcourent simulianément et dans le méme sens, sur
ces directions , des longueurs respectivernent proportionnelles & celles
de ces mémes cétés ; leur centre commun de gravité demeurera
immobile (*).

Si l'on suppose , au contraire, que toutes ces droites émanent
d'un méme point quelconque de D'espace ; comme ce point sera
4 lui-méme son centre de gravité, on conclura de la méme pro-
position générale que, 87, par un point quelconque de lespace
on conduit des droites paralliles et proportionnelles aux cdiés d'un
polygone rectiiigne fermé quelcongue , plan ou gauche , cc point
sera le centre commun de gravité dun systéme de masses égales
placées aux extrémités de ces droites.

Cette derniére proposition, combinée avec la premiére du pré-
sent §., donne la suivacte : Un point autour duguel des jforces
dirigées dune maniére quelcongue dans lespace se jont équilibre
est le centre commun de gravité de masses égales placées aux ex-
Irémiiés des droites qui, partant de ce point , représentent ces forces
en intensité et en direction.

Et comme , lorsque des forces ne se font pas équilibre autour
d’un point, il suflit, pour établir I'’équilibre dans le systéme , d’y
introduire une force égale et directement opposée a leur résultante,

(*) Cest la Pun des deux théorémes de statique énoncés a la page 39t
du X1V.¢ volume des Annales, et déja démontré i la page r2g du présent

volume,
J. D, G,
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il en faut conclure que , Lorsque des jorces agissent dans des
directions quelconques sur un méme point de l'¢space , 1.° le centre
des moyennes distances des extrémités des droites qui représenteng
ces jorces en intensité et en direction est un point de la direction
de leur résultante; 2.° cette résultante est représentée en Intensité
par autant de fois la distance de ce centre au poini dapplication
des forces qu'il y a de composanies dans le systime (*).
Maintenant , par les mémes points (@, , b, ,¢,), (@, , 0, ,€,) 5.0
(@45 b,, ¢s) , menons encore des droites respectivement paralléles
aux c6tés du polygone, mais d’une méme longueur quelconque k3
en désignant leurs extrémités respectives par (a2, , b7, , &),
(@7 ,,8"25€",)y wne (@, "y, ¢”,), nous aurons

o' =a, +kCosa, , &' =b, +kCosfB, , ¢/, =c,+kCosy, »
o/, =a,+kCosa, , b/ ,=b,4+kCos.B,, c";=c,+4AkCosy, ,
et e s s s s 8 e 8 3 se s s e e s e e ee 3 & e s e e 0 sy
a''y=a,4+kCos.a,; &', =b+kCosfB, ;s ¢’,=c,+%kCosy, .

Prenant successivement la somme des produits respectifs des équa-
tions de chaque eolonne par r,, 7, ,.....7, , en ayant égard aux

équations (2) , il viendra

2>

" Cest le théoréme énoncé 4 la page 272 du présent volume. M. Gerono
remarque qu'il en résulte que , si plusieurs systémes de forces , concourant en
divers points de I’espace , sont composés de forces représentées en intensité et
en direction par les distances de ces points & un certain nombre de points
fixes , les résultantes de ces systémes se croiseront toutes au centre des
moyennes distances de ces derniers points.

Si Pon suppose ensumite que ces points de concours des composantes
sont infiniment éloignés, on retombe sur le théoréme relatif au centre
des forces paralléles , du moins pour le cas olt ees forces sont égales.

J. D. G.
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a’\rit-a’,r o sTsdetairy=a,r4a,r,4a,r;wta,r,

VIR S LR S 00 SR S N 78 TV R R S W I PE SI

~

-

LA SR P S S L e TR R A A B R et ul W

d’ott on conclut ce théoréme :- 87, par des poinis pris & volonté
dans lespace , on mine des droites dune méme longueur quel-
congue , respectivement paralléles aux cétés d'un polygone recti-
ligne fermé quelconque, plan ou gaw/ze , le centre de gravité d'un
systéme de poids respectivement paralléle aux longueurs de ces

cités sera le méme , soit que ces poids solent silués aux points .
ou ces droites se terminent , ou qu'on les place @ leurs points de
départ.

En supposant que les points de départ soient pris respectivement
sur les directions des cétés du polygone , on conclura de i que,
87 des poids respectivement proportionnels aux longueurs des cotés
d'un polygone rectiligne jfermé quelconque , plan ou gaucke , et
placés arbitrairement sur les directions de ces cdiés, y parcourent
simultanément et dans le méme sens des longueurs égales quel-
conques , leur cenire commun de gravité demeurera immobile (*).

Si 'on suppose , au contraire, que toutes ces droites émanent
d’'un méme point quelconque de l'espace, comme ce point sera a
lui-méme son centre de gravité , on conclura de la méme propo-
sition géuérale que , S7, dans une sphére , on méne des rayons
paralléles auzx cdtés d'un polygone rectiligne fermé quelcongue,plan
ou gauche , et qu'on place aux extrémités de ces rayons des poids
respectivement proportionnels aux longueurs des cités auxquels ils

(* C’est Pautre théoréme de statique de I'endroit déja cité,
J‘ DQ G.
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snt paralléles ;5 leur centre commun de gravité coincidera aevec le
centre de la sphére.

'§ TIL

Si le polygone proposé se réduit & un triangle , les équations (2)
se réduisent aux suivantes :

7,Cos.a,+7,Cos.at,-}-r Cosix ;=0 ,
r,Cos.B,4r_Cos.3,+r,Cosfiy=0 ,
r,Cos.y,~r,Cos.y,=4-r,Cos.y; =0 «

Transposant les derniers termes dans les seconds membres , prenant
ensnite la somme des quarrés des e’quations résultantes , en se
rappelant les relations connues '

Cos.’a, +Cos.3, +Cos.”y, =1 ,
Cos’a,+€Cos.”3,4+Cos.y, =1 ,

Cos.’a;4-Cos.’B;+Cos.y,;=1 ,
on obtient

r*y =r"+r’,4-2r,r,(Cos.a,Cos @,+4-Cos 3,Cos.B ,-Cos.y,Cos.y, ) -

Mais , en supposant, pour un moment, que la droite r, est paral-
lele & l'axe des «, I'angle «, sera nul, et les angles 3, et y, seront
droits , de sorte qu'on aura

Cos.a,=1, CosfB,=0, Cos.y,=o0.

Quant & langle «,, ce sera alors Vlangle (r,,r,) lui-méme; de
sorte que l'on aura
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r*s=r’ 47’ ,4-2r,r Cos.(r,, r)

comparant cette derniére avec celle de laquelle elle est dérivée, on

obtient la formule bien connue

Cos.(r, , r,).-_.-Cos.o:,Cos.ozz+Cos.ﬁ,C.os.ﬁ:-{--C'o:sxy,Cos.yt ;

de laquelle on déduit ensuite aisément
(Cos.a,Cos.,—Cos B, Cos.xr, )*

Sin(rs,7,)={ ~4(Cos.8; Cos.y,—~Cos.y,Cos.3,)* .
+(Cos.y, Cos a,—Cos.x, Cos.y, )*

L/équation }
r’y=r+4r’ d2r,r,Cos.(r, ,r,)

exprime anssi une proposition fondamentale de la trigonométrie
rectiligne ; mais nous verrons bientét qu’elle n’est qu'un cas par-
ticulier d’une proposition plus générale.

Retournons présentement aux équations (2). En prenant la somme
de leurs produits respectifs, d’abord par Cos.a, , Cos.3, , Cos.y, ,
puis par Cos.x,, Cosf,, Cosv,, et ainsi de suite, et enfin par

Cos.a, , Cos.3, , Cos.y, , observant que

Cos.’a,Cos.’B,+Cos.>y, =1 ,
Cos.’a,+Cos.’3 ,+Cos.%y, =1 ,

.'00.0..'..0...'.’

et que

Tom. XV. 43
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Cos.oe, Cos.z,+Cos.,Cos.3,~+Cos.y,Cos.y, =Cos.(r, ,7,) ,

Cos.a; Cos.a;-4-Cos 3, Cos.fp,=4-Cos.y, Cos.y; = Cosu(ry ,73) »

L e e e L I T I S T B I N e I I L I B

il viendra

ry+r,Cos.(r,, rz)+r,COé.(f, » 73 ) et Cos.(r, , 7,)=0
r,Cos.(ry ,r, )4r,+r,Cos.(r, ;75 )Aearetr Cos.(r, ,rp)=0
7.Cos.(r¢,r,)+r,Cos.(r,, 73 )Hr; vt r,Cos.(r,, ry=0 , > (3)

e % o o & 8 & 6 & & o & 6 6 & 6 & 98 6 o s 8 6 6 0 % 2 e s o ® & &

rtcos‘(rl ? 7‘,,)+7‘2COS.(7‘2 2 7‘,,)+7‘;COS‘.(7‘;>, T‘">+ . +7', =

On parviendrait également & ces équations, en supposant succes—
sivement , dans les équations (2), que chacune des droites r, ,
T4y Ty e 7, devient, 3 son tour, paralléle & l'axe des ». Elles se
traduisent dans 1'énoncé que voici: Dans tout polygone rectiligne
Jermé , plan ou gauche , chaque coté est égal & la somme des
produits de tous les autres par les cosinus des angles que jforment
leurs directions avec la sienne.

Si l'on prend la somme des quarrés des équations (2), i vient,
en faisant les réductions convenables ,

2t e s ddrdorr ,Cos. (o ) F2rir 5 Cos (ruyr 3 ) Har, 75 Cos. (7247 5) 4000 (4)

cest-a-dire , La somme des quarrés. des cétés d'un polygone rec—
tiligne quelconque , plan ou gauche , augmentée des doubles produits
de ces cOtés deux g deux , multipliés par les cosinus des angles
que jforment entre elles leurs directions , est égale & zéro.

Si l'on prend de nouvean la somme des quarrés des équations
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(2) , mais aprés avoir préalablement transporté leurs premiers termes
dans le second membre , il viendra , par leffet de semblables

réductions ,
rizradrr s i tar,r s Cos.ryyr ; YFar or 4Cosc(ryyr g Y12r s 7, Cosa (5, 4 ) for=0(s)

donc , Dans tout polygone rectiligne fermé , plan ou gauche , le
quarré de l'un quelconque des cbtés est égal a la somme des quarrés
de tous les autres augmentée de la somme des doubles produits
de ces derniers deux & devx multipliés par les cosinus des angles
gue forment entre elles leurs directions, Ce théoréme fait en méme
temps connaitre lintensité de la résultante de plusieurs forces don-
nées d’intensité et de direction autour d’un méme point de l'espace.
Si , au lien de transposer seulement les premiers termes des
équations (2), on y transpose un méme nombre quelconque de
termes correspondans, et qu’on prenne ensuite la somme des quarrés
des équations résultantes , en y faisant toujours les mémes réduc-
tions,, on obtiendra cette autre proposition : La somme des quarrés
d'un ceriain nombre de cétés d'un polygone rectiligne fermé quel—
conque , plan ou gauche , augmentée des doubles produits de ces
cotés deux & deux mullipliés par les cosinus des angles qu'ils
comprennent enire eux , est égale & la somme des quarrés des cotés
restans augmentée des produils de ces derniers deux & deux mul-
tpliés par les cosinus des angles gu’ils comprennent entre eux.
Si I'on désigne par IT le périmétre du polygone, on aura

O=r,4r,+r;+.eceeeedr,
d’ott, en’ quarrant,
=r 4,4+ i A2r r o ar, r o deor,r 4 g,

mais nous avons trouvé plus haut

o=r? 43 z'l"" 3totrrforir, Cos.(r,,r,)‘-l-zr,,r 3Cos.(r1,r 3 ) dar,r 3 Cos.(r 273 )i
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retranchant cette dernitre de la précédente , nous aurons, en nous
rappelant qu'en général 1~—~Cos.z=28in" ;7 ,

IT=4{r 7SI L (re,r ) 4rer SinL(r ) 4r, 7 Sin 5 {rr )+ 3e

Ainsi , Le guarré du demi-périmétre d'un polygone rectiligne fermé
guclconque , plan ou gauche , est égal & la somme des produils
de ses cotés deux & deux muliipliés par les guarrés des sinus des
motjiés des angles que comprennent entre elles leurs directions,

. & IV,

Posons généralement , pour abre’gér .

2™ 2™ 2™ A e G =X,
¥ Ay e Y=Y,
2z 2 e =,

Le quarré de la distance entre deux sommets quelconques est

(z—2q)+(yr—y )l +(2p—24)" 5 .
cu, en développant,
@Fpty o2 )22t typy gt 22+ (3 g Fy e+ 25

Si l'on veut avoir la somme des quarrés des distances du sommet
(%p ¥, 2p) & tous les autres, il fandra prendre la somme des
résultats qu’en obtient en mettant dans cette formule pour ¢ tous
les nombres naturels de 1 & » inclusivement. 1l ne sera pas méme
nécessaire d’en excepter le nombre p puisque la distance d’un
sommet & lui-méme est nulle. On obtiendra ainsi, pour la somme
de ces quarrés, & Il'aide des notations ci-dessus,
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@by by (ot Y b Zazg) + (Xa Y, +Z,)

Bi présentement on veut avoir la somme des quarrés de toutes les

droites , soit ctés , soit diagonales , -qui joignent les sommets deux

n—1 .
.
, 11 ne s’agira que

n
a deux, lesquelles sont au nombre de —.
I

de prendre 1a demi-somme des résultats qu’on déduit de cette der~
niére formule en y mettant successivement pour p tous les nombres
naturels de 1 4 7 inclusivement. Nous disons la demi-somme ,
parce que menant , tour & tour, des droites de chaque sommet
a tous les autres , chaque droite se trouve mende deux fois. On
aura ainsi, pour la somme des quarrés de toutes ces droites,

2(Xo+Y,+2 )—X, +Y' +7%,) .

Cherchons ensuite la somme des quarrés des longueurs des droites
qui joignent deux & deux les milieux tant des €dtés que des dia-

gonales. Nous venons déjd de remarquer que le nombre tant des

. . . B n—I .
cotés que des diagonales érait —.—— , et leurs milieux sont en
1 2

méme nrombre. §i donc on représente respectivement par X/, , Y/, ,
Z/, les sommes des premiéres puissances des coordonnées de ces
milicux paralléles A chaque axe, et par X/, , Y/_, Z/, les sommes
des quarrés de ces mémes coordonndes ; en posant ;ifl:_! =n’, on
aura , pour la somme des quarrés des droites dont il s’agit , d’aprés

la précédente formule,
(X AY AL )—(XE AV IR

Cela posé, 1.° comme la coordonnée paralléle aux z du milien
xpd-xgq
2

de la droite qui joint deux sommets quelconques est >

nOous aurons
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xu— 1+xn

1 2,4 x34x,
X_/‘=x txz + 2 3 + 3 2 +uuun+—'—a—‘- .

. 1 xz+ - Xn— +x"
:-‘-x +x3 + 2x4 +.‘““. +-—La——q

2
1 x ;42
+x -tx4 +nnunun+ : 2
+ ....':'.'.:'
x,-l-x,,

+ :

2

n peey .
Ces termes sont au nombre de — 3 et, comme il entre deux
2
e
2

de nos n sortes de lettres dans chacun , il s’ensuit qu’ils se com~
posent de n(n—1) lettres; et comme il est d’ailleurs manifeste que
chacune des 7 sortes de lettres y figure de la méme maniére, il
s'ensuit que chaque sorte de letire y figure n—1 fois ; de sorte

qu'on doit avoir
) o (n==1) (%2 , 2 s crintx,,) n—1 X

X/, = =
2 2

-
t s

et par conséquent

(n=—1)

X = ,

X2

On aura semblablement

Y/zl =y—J) .Yz‘ , Z,zI —_ (n=1)? Z? ;
4

et, par suite,
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n

XA Y i 2 ‘4”’ (XY 20

2.°"On aura, par les mémes considérations ,
) = x,+x,>2 <x2+x,)’ x;+x4)2 (x,,-x-l-x,, 2
X 2 ( 2 + 2 + 2 +¢uo+ __2—-) .

P e

(o (252

2 {2

IO'.O..O.

)

2

En faisant, pour un moment , abstraction des doubles produits qui
naitront_du développement des quarrés, nous nous trouverons dans
le méme cas que ci-dessus avec cette seule différence que les
quarrés des coordonnées x:, Z_, e 2, Se trouveront substitués
4 leurs premiéres puissances , et que le dénominateur commun
sera 4 ; de sorte qu’il y a d’abord , dans le développement de X/, ,

7 —

-1, . 2 2 . 2 b
'-1—4--— (.Z' I+Z‘ z+.27 ;+.‘......+x n) = Xz .

4
Mais il s’y trouve de plus

X1X 3 ﬁzx; €3f4 ®;p—1%n

.
2

+ + Fviint

2 2 a . a
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xzxg xz\r. XimgpXn
+ -—2— + ———2 +om’.u + 2
;‘- ki +naoo »-00+ x;x~
+u‘u.u~uun
Tx,

-+ =
c’est tout simplement la demi-somme des produits demx i deux
des coordonnées z1, z, , #; ,uune. 7, Or, on a

X, =(r b, 42yt w ) (200t 22 bk @) (e b b r x4 5

.

c’est—-a-dire ,
X=X 4222, 4z 2 4000) 5
s

d'ott
-

X=X
(@ o bz, r o0 )= _._;__’ ;

ajoutant done cette quantité & celle que nous avons déji obtenue
ci~dessus , nous aurens

n—t X2 —X,
szz 4 Xz + 4 *
on, en réduisant ,
X, n—z
X./s‘::: —Z‘-—i—- T Xg .

On aura semblableinent
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Y,’ N2 Z 2 )
Y = — —Y /= i/ /
2 4 + 4 2 ? ‘Z 2 4 + 4 2 ?
et par suite
X2,+Y31+Z3, 72 e
X Y W= Tt K.Y, 42,

Nous avons trouvé tout & I'heure pour la somme des quarrés des
droites qui joignent deux & deux les milieux tant des cotés que

des diagonales
/(X! Y 2 ) —(XP Y2

mais nous venons de trouver
X +Y A2 =L {(p—2)X Y, 2 )+ X Y+ Z7)) ,
XY L= | (rm1 ) (X Yol 27)

L

; en substituant done , nous

. n
nous avons dailleurs n/— —.
I 2

trouverons pour cette somme de quarre’s

I ne=1 n=—2 {n<xz+Y:+Zz)—<Xxx+Y2‘+Z21)} :

L e L

4 1 2

mais nous avons trouvé ci—-dessus , pour la somme des quarrés

tant des c6tés que des diagonales,
P(X Y ) (O AT 4 25)

donc , en désignant par S, cette derniére somme et par S, l'autre,

nous aurons

Tom. XV. 44
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=1 n—2
fs,=""""s, .

Or, si l'on considere que, dans le présent §., les sommets ne
se trouvent assujettis & aucun ordre de succession déterminé , on
verra que l'équation que nous venons d’obtenir revient au théoréme
suivant : Des poinis , en nombre quelcongue , étant situés d'une
manitre quelconque dans lespace, si lon joint ces pointls deux 8
deux par des droites, de toutes les manitres possibles, puis les
milieux de ces droites deux & deux par d'autres droites, de toutes
les maniéres possibles , le quadruple de la somme des quarrés de
ces derniéres droites sera égal & autant de fois la somme des
guarrés des premiéres qu'un nombre de choses inférieur d'une unité
& celui des points dont il sagit peut donner de combinaisons
deux a deux (*).

§ V.

Présentement , soit éliminé le c6té r, entre les équations (2),
prises deux a deux, il viendra

r,(Cos.8,Cos.y ,==Co08.y,C0s.8 3 )4-r ; (C0s.2,Cos.9 ; —Cos.,Co05,8  )4-...=0 ,Z
r,(Cos.z;Cos.a ,=—=Cos.2,Cos 3 , Y473 (Cos.; Cos.zz ; —Cos.2,Cos.9 ;) 4-...=0 ,} (6)

r ,(Cos.«,Cos.8,=—=Cos.8,Cos.z O (Cos.,Cos. g ;~Cos.s,Cos. « 3 )+ =0 .S

(*) C'est le théoréme de la page 272 du présent volume. M. Gerono,
en nous l'adressant, en a pris occasion de relever une méprise de Carno}
qui, dans sa Géométrie de position , page 331, a énoncé ce théoréme, sous
le ne XXXI, d’une maniére défectueuse.

J, D. G.
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Afin d'évaluer la quantité Cos.3,Cos.;,—Cos.7,Cos.B, etses ana-
logues , soient mendes, par un point quelconque de lespace , des
paralléles aux cotés r,, 7, ry yeuur, du polygone ; la premicre
fera, avec toutes les autres, des angles (r,,7,), 7,70 (71570
Soient élevées , par le méme point, aux plans de ces divers angles,
des perpendiculaires que nous désignerons respectivement par r,r_,
T\T'y 5enee 07, 5 €0 représentant les angles que forment ces perpen-

diculaires avec les axes des coordonnées par

(7',7'2,.1‘), (7‘17',9)’) H (7’,7‘2;2) )
(rirs ) 5 (s sy) 5 (Tiryy,2)
e 8 6 o a4 o s 8 & o & 8 q 0 0 e s s e 9

(riras®) » ¢Tusy) >, (Mg, 2) .

Cela posé, soient, pour un moment, @, &, ¢ les cosinus des
angles (r.r,, ), (rr,,¥), ("7, z) que fait avec les axes la per—
pendiculaire 7,7, au plan de langle (r,r,), constraite comme il
vient d’éwre dit. Comme elle est perpendiculaire , 4 la fois aux
directions des deux droites r,, 7, , on aura, par les conditions

connues de perpendicularité ,

aCos.o, +5Co0s. 4-cCos.y, =0 ,
aCos.a,~+5Cos.B,—+cCos.y,==0 ;
d’oll on tire

2 Cos.y,Cos.a ,==Cos.z;Cos.y, o= Cos.x,Cos.8 ,=Co03.5,Cos.2,
—da. 2 —~. H
Cos.8,C0s.y , —~ Co0s.9/,C0se8 , Cos.3:Cos.y ,~—=Cos.7:Cos.2,

substituant ces valeurs dans ’équation de condition

a4 t+=1,

on trouvera
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i (Cos.8,Cos. , =Cos.5,Cos.8, )2
(Cos.B,C08.y ,=~Co0s.5;Co8.8,1°==a* { = (Cos.7:Cos.e,—Cos.2,;Cos.x,)? } ;
~+(Cos.2;Cos.B ;—Cos.8,Cos.v2)*

or, le multiplicatenr de 2*, dans le second membre ( §. III) n’est
autre chose que Sin(r,, r,), d’ou il suit qu’on aura , en extrayant

la racine quarrée,
Cos.3,Cos.y ,==Cos.7,Cos.8 , = HaSin.(r, yr)=2Sin.(ri, 7, )Cos.(r1,7, 5 x)e

Les signes 4 et — dtant ici arbitraires , nous ferons choix du
signe - , et nous aurons , en formant les équations analogues,

Cos.8,Cos.y 3 —Cos,y,Cos.£ 4 ==Sin.(7; , r¢)Cos.(rir» , ) ,
C05.7:Cos @ y==Co05.2,C0s.5 , =Sin.(r; , 73)Cos.(rir, , ¥) 5 2 (7)

C05.4,C05.8 ;==Cos.8,Cos.p ==Sin.(r, , r,)Cos.(rir, , 2) «

Substituant ces valeurs et les autres que nous obtiendrions de méme
forme , par un semblable calcul , dans les équations (6), elles

deviendront

r28in.(r1 , 7 ,)Cos.(rir, y Z)dr 3 8in.(rry 73)Cos.(rir 5 , x)Fu =0 ,
r Sin(riyr2)Cos(rir, » y)4r;Sin.(riy 73 )Cos.(rirs, ¥)4n=0, j 8)

r,Sin.(rs 4 72)Cos.(rm3 y £)4r;Sin.(ry, r3)Cos.(rir; y 2)4 =20 .

Ces équations (8) étant de méme forme que les équations (2),
nous pourrons opérer sur elles de la méme maniére. Pour pouvoir
noter les résultats de ces opérations, nous représenterons simiple~
ment par (7,7, ,r,r,) l'angle que forment entre elles les perpen=
diculaires aux plans des deux angles (r,, r,), (r,,7;), et ainsi
de suite pour les autres. Ces angles sont la mesure des angles
diédres formés par les plans de ces mémes angles , et qui peuvent
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s'étendre de zéro A quatre droites; attendu qu’on doit les compter

invariablement , en partant de I'un quelconque des angles plans
dont il s'agit , et en tournant constamment dans le méme sens,

jusqua ce qu'en passant par tous les autres on y soit revenu de
nouveau. Tout cela admis, les équations (8) donneront d’abord 3)

r,Sin.(ryra)trSinu(ry,r;)Cos.(rir, rirg M7 4 Sin.(riy7 YCos)rir ,irir ) +.=o,
72 Sin.(r1,r2)Cos.(rir 2,7 3 )ty Sinu(riyr s M7 48in.(riyr ) Cos.(rir ;v ) +oe=o0,
(@,

r‘Sin.(r,,rz)Cos.(rlrz,r,r4)+r; Sin.(ri,r; )Cos.(r;r,,r;r4)+r4Sin.(r,,r4)-l-.,=o,

e 8 8 e 2 & o 8 o o+ o * s e » e s e o I e 0 e & s o

On aura, en second lieu, (4)

o==r?;Sin.2(ry,7;)4r2; Sin2(r,,r; ) fra, Sin2(rir g Y 4endr pSina (ry,ry) g
. ¢ (0}

+2r2r; Sin.(r, 1r1)Sin‘(rl ) T3 )Cos'(rlrz sy il )+uu,
On aura enfin (5)
73, Sina(ryry)=r2, Sin.z(r,r, IHr24Sin2(rr Odinndra,Siner,r,) §
: (11)

+2r;r45in.(r;,r§)Sill.(r,,r4}Cos.(rlr3 Tl 4 ) Feese

Soient désignées , pour un moment , PAr P,y s seeinn P, 5 les
perpendiculaires aux plans des angles (r,, r.), (r, , 73) see (T 3 70),
dont il a été question ci-dessus ; les deux premiéres équations (8)

pourront étre éerites ainsi
73 Sin(riyr,)Cos.(p ;)47 Sin(ri,r;)Cos.(p )+ Sin (r1,r 4 )Cos.(p 4, 2) =0
7, Sin(ri,r 3 )Cos.{p 2 4y) 473 Sin.(r1,r ;) Cos.(p 327 )74 Sin.(r,r, )Cos. (p 4,7) 4 =0

Si, du produit de la premiére par Cos.(p, , y), on retranche le
produit de la seconde par Cos.(p, , #), afin d’éliminer 7, entre

elles , on trouvera
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7, Sin. (7073 ([Cos.(p,;,x)Cos.(p 4, y)—Co05.(p,,2x)Cos.(p s, 1) ] a

7, Sin.(r5,7, ([Cos.(p4,2) Cos.(p,, y)—Cos.(p,x)Cos (p,4,y) ] ¢ =o.
Or, les formules (7) donnent
Cos.(p ;,xYC08.(p 25 7)=Cos.(p 2,%)C0s.(p 3, Y)=Sin.(p ,, p;)C0s.(P ,P ;%) »
Co5.(P 415 C05.(p ,3y)=Cos.(p 2,%)C08.(p 4,7)=S1n.(p2, p4 )COs: (P2p 4,2} »

- .
. . . » . . . L L] . . . . . . . . . . » . ° ° . ® ?

on a d’ailleurs , par la définition méme des lignes p,, Py « -2,

(ris 2)=(p 273 s =P Pa> 2) Zorsem

et, en outre,
Sin (p,,p,)=Sin(r,r, ,r,r.), Sinlp, ,p)=Sin(r,r,,7ir,) e

au moyen de quoi I'équation ci-dessus deviendra , en divisant par
Cos.(r, , 2) ,

r3Sin(ri,r;)Sin.(rir, s 73 ) Sindry, r,)Sinurr, 5 rirg) =0 . (12)

Comme cette dernicére équation , et toutes les autres qu’on en pourrait
déduire , ne renferment plus rien de relatif aux axes des eoor—
données , elles ne sauraient étre susceptibles de transformations
ultérieures, ,

§. VL

Aprés nous étre occupés d’un polygone rectiligne quelconque,
occupons-nous , en particulier , du quadrilatére gauche , dont la
théorie se lie a celle des coordonnées obliques.
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Soient, dans I'espace , trois axes obliques, donnés de position,

et un point quelconque , rapporté & ces axes , par les trois coor—
données z, y, z. Soit r la distance de ce point & l'origine , laquelle

est la diagonale d’un parallélipipéde obliquangle, ayant =z, y, =
pour les trois arétes d'un méme angle. Trois arétes consécutives de

ce parallélipipéde forment avec cette diagonale r, un quadrilatére
. g

gauche, auquel nous pouvons appliquer les formules géunérales trouvées
précédemment. Nous conviendrons seulement de changer la direction
de son cété r , c’est-d-dire que nous considérerons la diagenale
comme allant de l'origine au peint (#, ¥, 2) ; enconséquence, il faudra,
dans toutes nos formules , changer Cos.(r, z) , Cos.(7, y), Cos.(r, z)
en —Cos(r, z), —Cos.(r,y), —Cos.(r, z).

Cela posé , 7/ étant une droite de direction arbitraire , les

équations (2) donnent d’abord
rCos.(r, r'y=zCos.(x , r)4yCos.{y ,7/)42Cos.(z,7") . (13)

On tire ensuite des équations (3)

r=2Cos.(r, z)--yCos.(r , y)+42Cos.(r, 2) , ’

rCos (r , )= a-yCos.(z, y)+2Cos.(z, £) , ”
r (14

rCos.(r , y)=xCos.(x , y)+y—+2Cos.(y , z),

rCos.(r, z)=aCos.(x , z) 4+yCos.(y, 2)+z. ]

Si l'on met, dans la premiére des équations (14), les valeurs de
x, vy, z tirées des trois autres , on parviendra i l'équation de
relation connue entre les six angles que forment deux & deux dans
Vespace quatre droites 7 , , y , z de direction arbitraire. Cette

équation est
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1=Cos.2( 7 » 2)=Cos.2(z, 2)—=Cos.2(x, y)42Cos.(y, z)Cos.(z, x)Cos.(x , y)
S Cos.?(r,)Sin.(y,z)==2Cos. (r,y )Cos.(r,z)[Cos.( y,z)=Cos.(x,1) Cos.(z,x)] }
==/ 4 Cos.3(ryy) Sin.2(z,x)==2Cos.(r,z) Cos.(r,x ) [Cos.(z,£)=Cos.(y,z) Cos.(x,y)] g . (15)

I =-Cos.?(r12)Sin.*(x,y)==2Co0s.(r,x) Cos.(r,y ) [Cos. (#9)=Cos.(z,2)Cos.(72)]

_ Soient a, f, y les angles diddres adjacens 3 l'une des faces
dun tétratdre et o/, /, 7’ les angles diédres respectivement oppo~
sés. Si , d’un point pris dans lintérieur du tétraédre on abaisse
des perpendiculaires sur les directions de ses quatre faces, ces
perpendiculaires formeront deux 4 deux six angles qui auront en-
tre eux la relation ci-dessus ; mais ces angles seront les supplémens
respectifs des six angles diédres du tétratdre , d’olt il suit que ces
derniers auront entre eux la relation suivante : '

1—Cos.’oc’—Cos.’ﬁ’——Cos.’y’—-gCos.a’Cos.B’Cos.y’
Cos.‘aSin.za/+2(Cos.o:’+Cos f'Cos.y)Cos Cos.y
=\ +Cos’#8in.’p/4-2(Cos.p/'+4Cos.y’Cos.o’) Cos.y Cos.a ' K
l ~+Cos.*yS1n,*y/~-2(Cos.y'4-Cos.a’Cos /)Cos.aCos.f

et la premiére des deux questions proposées a la page 396 du
XIIL® volume des 4nnales, consisterait & déduire de cette équation
une relation entre les angles «, $, v, o, #/, ¥ eux-mémes ;
mais peut-étre parviendrait-on plus aisément au but i I'aide d’un
procédé analogue 4 ceux qui ont été mis en usage dans larticle
de la page 291 du tome IX.

Les formules (4) donnent

ra=x3--y3f-z342yzCo5.(y , 2)42zxCos.{z, x)+2xyCos.(x, y) ; 16)

€est-a-dire que : Le quarré de la diagonale dun parallélipipéde
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est égal & la somme des quarrés des irois arétes qui partent de
Tune de ses extrémités, augmentée des doubles produils de ces
arétes deux & deux , multipliés par les cosinus des angles que

comprennent leurs directions.
En vertu des équations (9), on a

rSin.(r, 2)=ySin.s(x,y) 4 225in. (2 )FazySin.(2y) Sin.(x,£)Cos.(ey,zz) 5
mais en quarrant la seconde des équations (14) on a
r*Cos.*(r,x)=2"4yCo0s.’(2,y)+2"Cos. (x,z,4-22yCos.(x,y)
+-222Co0s.(%,2)F-2yzCos.(2,y)Cos.(z,z) 3
ajoutant cette équation & la précédente, il viendra
r’= 'y’ 2’422y Cos.(#,y)+222C0s.(, 2)
-2yz{Sin.(x,y)Sin.(7,z)Cos.(zy,x2)=Cos.(x,y)Cos.(x,2) } ;

en égalant cette valeur de 7* & celle qui est donnée par la formule

{16), on aura
Sin.(7,y)Sin.(z,z) Cos.(xy,#2)=Cos.(y,2)~Cos.(2,y)Cos.(2,2) ; (17)

équation que l'on reconnaitra pour l'équation fondamentale de la
trigonométrie sphérique.
En vertu des équations (9), on a

28in.(z, x)Sin.(zx , rz)=ySin(y, z)Sin.(yz,rz) ,
ySin.(z, y)Sin(zy , r2)=28in(z , z)Sin(zy , rz) ;
z8in.(y, 2)Sin(yz,ry) =28in(z, y)Sin(zy, ry) ;

donc, en multipliant
Tomn, XV. 45
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Sin.(zx , rz)Sin.(xy, r®)Sin(yz, ry)==Sin.(yz, rz)Sin.(zx , rx)Sin.(xy, ry) ..

On peut, dans I'équation (13) faire disparaitre,, de trois manié-
res , deux des termes du second membre , en y supposant nulles
deux des quantités Cos.(z , /), Cos.(y, 1), Cos(z , r/); la droite
r/, dabord de direction indéterminée, devient alors perpendiculaire
4 l'un des plans coordonnés , ce qui donne

rCos.(r,yz)=xCos.(x,yz) , rCos.(r,zx)=yCos.(y,zx) , rCos.(rxy)=zCos.(z,xy). (18)

En substituant les valeurs de x, y, z qui en résultent dans les
équations trouvées ci-dessus , on obtiendra diverses formules indé-
pendantes des longueurs des droites r, #, y , z et relatives seu-
lement & leur direction; les principales sont

__ Cos. (r,yz) Cos. (r,zx)

Cos.(r,xy)
™ Cos (xy2) (x,52) Cos(rx It oty Cos.(y, zx)C (r, + oo

Cos.(z,27) (z,xy) COS.(r’z) ?

Cos. (ryyz)  Cos.(r zx) Cos.(r,xy)
Cos.(r,x)— = 2
( ) Cos.(x,y2)  Cos.( y,zx) (x’ )+ Cos.(z,xy)

LY

—— == Cos.(z,x)

Cos.(rzx) _ Cos. (r,xy)

Cos.(ry yz)
Cos.(y,zx) Cos.(z,xy) 0s. (}’: )+ COS.(.Z‘,y)

Cos.(r,y)—
° (r‘y ) Cos.(x,yz)

0

Cos. (r,xy) Cos.(r,yz) Cos. (r,zx)
COS. YD e 4 " . o [}
( 2 ) COS.(Z,xy) Cos. (x,yz) COS ( 7 )+ COS (yzx) COS (y z)
{ Cos.2 (r, y2) Cos.(r ,zx)Cos.(r,xy)

Cosa(x,yz) '~ Cos.(y,2a)Cos.(z,xy) Cos.( y ,z)

Cos.?(r,zx) Cos.(ryxy)Cos. (r,yz)

1= 2
< Cos.2(y,zx) +2

S. (2,7
Cos.(zyxy)Cos.(x,yz) Cos.(,7)

Cos.a(r, xy) Cos. (,y2)Cos.(r, zx)
2 Cos.(#,y)
L Cos.2(z,xy) Cos.(x,yz)Cos.(y,2x) :

Soit encore une droite 7/ , menée , dans une direction quel-
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conque , par lorigine des axes obliques , et scit (z/,¥%’> z’) son
extrémité ; I'équation (13), multiplide par r/, donnera

17/Cos.(r, r')y=r'zCos.(r/ , )+r'yCos.ir, y)4rzCos:(7/ , z) 5
mais les trois derniéres équations (14) donnent
r’Cos.(r/, x)=a'--y'Cos.(x , y)+2z/Cos.(z , ) ,
r/Cos.(r/, y)=y'+4=2'Cos.(y, z2)+a'Cos.(x, ) ,
r’Cos.(r/ , z)=2z'-x'Cos.(z , z)~+y'Cos.(y , 2) ;
mettant ces valeurs .dans I'équation précédente, elle deviendra
waf-(y 2/t zy)Cos.(y, 2)
rr'Cos(r , r)={ “yy’{z2/4-2zz’)Cos (z, .'zr)Z .
22/ (2 'y a/)Cos.(, y) §

. x y z x!
En substituant aux rapports — 5 T T =

valeurs angulaires, données par les équations (18), cette formule
donnera le cosinus de l'angle de deux droites , rapportées & des

Jfl z!
=~ , — , leurs
r r

coardonnées obliques.
§ VIL

Les formules relatives & la transformation des coordonnées se dé-
duisent de I'équation (13) de la maniére la plus simple.

Soient , en effet dans I'espace , deux systémes d’axes obliques
ayant la méme origine ; soient x, y , z et 2/, y/, z/ les coor—-
données d’'un méme point quelconque , dans les deux systémes , et
soit r la distance de ce point & l'origine. Si p désigne une autre
droite de direction arbitraire menée par cetie origine , Féquation

(13) donnera
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7Cos.(r, p)=x Cos.(x , p)-+y Cos.(y , p)4z Cos.(z , p) ,
rCos.(r , p,=a'Cos.(2/ , p)+y’ Cos.{y’ , p)+42z'Cos.(z’, p) ;
et conséquemment

xCos.(x,p)+yCos.(y,p)+= C°5~(fo’)=x" Cos.(x/,p)4y'Cos.( y',p)+2z'Cos.(2/,p). (19)
Nous ferons disparaitre deux termes de cette derniére équation ,
en posant

Cos.(y,p)=o0 , Cos.(z, p)=o0 ;

alors la droite p sera perpendiculaire au plan des yz. Désignant
alors par (z, yz), \(x/ » ¥2) , les angles que fait cette droite avec
les axes des x et des z/ , et employant des notations analogues
pour les autres angles du méme genre, I'équation (19) deviendra

xCos./x, y z)==a/Cos.(2"y z)+y/Cos.(y'sy2)42/Cos.(z/, yz) 5 (20)

et , comme on pourrait appliquer le méme raisonnement & chacun
des autres axes, on aura, pour les formules générales de la trans-
formation des coordonnées,

-~

#Cos.(x,yz) = 2/Cos.(2/,yz)-+y'Cos.(y’,y z)+4-z/Cos. (z’yz) , l
yCos.(y,z2x)=y’Cos.(y’,zx)+2'Cos.(z/,z2)+=x'Cos.(#',22) , (21)
zCos.(z,xy)=2'Cos.(z’,xy )+2'Cos.(a'zy)—4y'Cos. ( y’,xy) . )

On obtient par les mémes moyens, les formules réciproques ,

&' Cos.(2/, /2 )=xCos.(z,y’z' )4~y Cos.(y, y'z')4-zCos.(z, y'z"),
¥'Cos.(y",2/x")y=yCos.(y,x'2 }4-zC0s.(2,2/2’)4xCos.(7,2/x") , }(22)
5/Cos.(z/,2'y")=2zCos. (z,2y") 42 Cos. (x,2"y")4=yCos (y,z'y") .
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Ces équations sont celles qui résolvent le probléme général de
la transformation des coordonnées. Les neuf coefficiens qui entrent

dans leurs seconds membres sont, en vertu de l’équation (15), liés
par trois conditions , de maniére que six seulement d’entre eux sont

nécessaires et indépendans.
Lorsque les axes primitifs des #, y, z sont rectangulaires, les

équations (21) se simplifient et deviennent
2=z'Cos.(z',x)+2/Cos.(y/,x)+z'(z/,x) ,
y=y'Cos.(y"y)4-2'Cos. (z/,y) ! (x,y) ,
z2=2z/Cos. (2/,2)4z/Cos.(2/,2)+y/(y',2) 3

et les trois équations de relation dont il vient d’étre question ci-

dessus
Cos.*(2/, )+ Cos.*(#'y )4 Cos.*(2/,z)=1 ,
Cos.*(y’,y)+Cos.*(y/,2)+4Cos.*(y",x)=1 ,
Cos.*(z/,2) 4-Cos.*(z/,x) 4-Cos(z/,y) =1 .
Supposons de nouveau les deux systémes de coordonnédes obhi-
ques ; mais admettons que les axes des 2/, y’/, z/ soient respecti-
vement perpendiculaires aux plans des yz , zx , zy , alors les

axes des x, y, z-seront, a l'inverse , respectivement perpendicu—

laires aux plans des y/z/ , 2’4/, 2/y’ , en introduisant ces condi-

tions dans les équations (21) et (22), en posant, pour abréger ,

Cos.(yz)=a ,  Cos{zz,zy)=a’ , Cos.(z,yz)=A ,
Cos.(z,2)=b ,  Cos.lzy,yz)=8, Cos.(y,z2)=B ,
Cos.(z,y)=c , Cos.(yz,zz)=c' ,  Cos.(z,7y)=C .

Ces équations deviendront
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Az=z'4cly' 4Bz, Az'=z4-cy+bz ,
By=y/+a'z/+4c'z’ , ¢ (23) By'=y+taz+cz , ¢ (24)
Cz=z/+b/z'-a'y’ ; g Cz/=z+-bx—-ay . ‘

Si lon résout les équations (24) par rapport & =, y, Z, en multi-
pliant respectivement les résultats par A, B, G, et posant , pour

abréger ,
FP=1—a'—b—c'+}2abc ,

on frouvera

Az= kig A*(1—a /4 AB(ab—cly'+-CA(ca—1 )z’ ;

By= ,% ng( 1—5) y/~-BC(bc—a}z/-+- AB(ab—c) 2’ }

Ce= 7}% C*(1—c")2/ - CA(ca—b)a/+BC (boma)y’ }
comparant ces derniéres équations aux équations (23) , on aura ,

3 cause de l'identité qui doit évidemment exister entre leurs se-—

conds membres ,

A(1—a*=k", BClbc—a)=a'l* , ]
B'(1—=5)=k*, CA(ca=b)=b'k* , ; (25)
C(1—c)=k, AB(ab—c)=c'k* . §

Il est manifeste que si I'on efit opéré d’abord sur les équations
(23) pour comparer ensuite les résultats aux équations (24); em -

posant , pour abréger ,

b=yl =20’ B !

on aurait eu
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A(1=—a™)=k" , BC(¥/c/—a’)y==ak® ,
B(1—5")=k" , CA(c/a’—=b")=bk* , § (26)
C(1—ce™)==k" 3 AB(a/b/—~c)=ck* .

Equations dont le systéme équivaut évidemment & celui des premiéres.

Les axes des 2, y, z sont les arétes d'un angle tri¢dre dont
les angles plans sont (z,y), (y,z), (¢,2); et dont nous dési-
guerous les angles diédres respectivement opposés par X, Y, Z,
On peut supposer que les  perpendiculaires élevées aux faces de
cet angle triédre, sont tellement dirigées que les angles qu’elles font
avec les arétes opposées n’excédent pas l'angle droit; alors les cosi-
nus A, B, C de ces angles sont positifs , et les équations de gau-
che (25) et (26) donnent

A\/x-—-a2=l’ » A;/x-—a’i-:k’ s
B‘/;.—bz:k » By T=b=k/ ,
Cy=a=k,  Cyi=m=k;

.d’olt , par division

k Vi—a?  \J1=b2 N 1—c3
& T \i—ai  \1=EE I
Si Ion compare les produits deux & deux des trois /premiéres,
puis des trois derniéres , avec les équations de droite (25) et (26),

on aura
bo—a=y/17=0.{ 1—c2a’ , bol—a! =/ 1=\ 1—cna ,
Cd——'&:‘/ 1—02.‘/1.—“2.5, » C,d/——b,z‘/l_clz,vl_alz,ﬁ Py
a&—czv 1—-a2.‘/ 1—-172.6" ' a’&’—c/.:‘/ I_a/z.‘/x—bn,f; .

Maintenant, les angles que font entre elles les perpendiculaires
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aux plans des faces de l'angle triédre , et dont les cosinus sont
a’, b, ¢/, peuvent étre égaux aux angles diédres X, Y, Z ou bien
en étre les supplémens. La question se décide par I'examen d’un
cas particulier. Quand les angles plans zz, xy sont droits, ce qui
rend 2 et ¢ nuls, l'angle (y, z) ne differe pas de l'angle diédre
X, et 'on a ¢=Co0s.X ; mais nos formules donnent, en méme
temps —a=a’, donc a/=—Co0s.X; d’olt I'on conclut qu’en géné-
ral ¢/, &/, ¢/ sont les cosinus des supplémens des angles diédres
X, Y, Z Quant 4 A, B, C, ce sont visiblement les sinus des
angles que font les arétes avec les faces opposées, angles que,
pour abréger , nous dénoterons simplement par X/, Y/, Z/, Dé-
signant en outre , pour abréger, z, y, z, respectivement , les angles
(y,2), (2,2), (x,5); les formules ci-dessus deviendront

Sin. zSin.X’/=Sin. ySin.Y’=Sin.zSin.Z/'=% ,
Sin.XSin. X/=Sin.YSin.Y/=—=Sin.ZSin Z/=Fk’ ;
Sin.x _ Sin.y __ Sin.z k '
SinX T SinY  SinZ K’
Sin.ySin.zCos.X=Cos.x—Cos.y€Cos.z , Sin.YSin.ZCos.x=Cos.X+4Cos.YCos.Z ,
Sin.zSin.xCos.Y=Cos.y==Cos.zCos.x , Sin.ZSin.XCos.y=Cos.Y~4Co0s.ZCos.X ,.

SinxSin.y Cos.Z=Cos.z=—=Cos.xCos.y , Sin.XSin,YCos.z=Cos.Z+4Coes.XCosY .

Nous retrouvons donc ainsi Pensemble des formules de la trigo-
nométrie sphérique. , ,

Le volume P du parallélipipéde construit sur les grandeurs et di-
rections des coordonnées z , ¥, 2, est égal & l'aire de la face qui
renferme les coordonnées # et y multipliée par la perpendiculaire
abaissée sur le plan de cette face de l'extrémité de l'aréte z qui
lui est opposée. Or, l'aire de cette face est zySin.(z,y), et la
perpendiculaire a pour expression zCos.(z, zy) ou zSinZ’; dorc

P=zyzSin.(z,y)SinZ/ ;

mais nous avons trouvé
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Sin'(y ;z)SimZ/ =h= v 1—Cos.2(xzy5—Cos.=( :2)—C0s.2(z,x)42Co0s.(®y)Cos( y,2)Cos.(z,x) ;

done finalement

P=xyzv 1—Cos.>(x,y )—Co05.2( y,2)==Cos.?( z,x)42Co0s.(x, ) Cos.( y,z) Cos.(z,x) »
§ VIIL

La formule (13) va nous conduire i ’équation du plan. En dé-
signant, en effet, par p la perpendiculaire abaissée de 'origine des
coordonnées sur un plan donné de position, (z,y, 2z ) représen—
tant un point quelconque de ce plan, et r la distance du méme
point a lorigine , on aura par l'équation (13)

rCos.(rp)=xCos.(z,p)~4yCos.(y,p)+2Cos.(z.p) .
Or rCos (r, p) n'est autre chose que la perpendiculaire p ; donc

xCos.(z, p)+yCos.(y, p)+zCos.(z, p)=p . (27)

Telle est donc sous une forme trés~éimple I’équation entre les trois
coordonnées de l'un quelconque des points d’un plan donné. On
doit remarquer, au surplus, que les trois coefficiens du premier
membre sont liés entre eux par l'équation (15) qui , lorsque les
axes sont rectangulaires, se réduit i

Cos.’(x ,p)+Cos.’(y, p)+Cos’(z, p)=1 «
Dans la méme hypothése , si
Az4-By+-Cz=D

représente U'équation d’un plamn, on aura

C

A B
Cos(#p)= Jrrgga Cos(rP)= i Cos(em)= vighao
S
7= VEABHG
Tom. XV. 46
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Soit (#/,y”, z/) un point quelconque de lespace , et soit P la
perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan (27) ; si, par le
point (z/, y', z’) on concoit un plan paralléle a celui-la, son équa-
tion sera de la forme

xCos.(x, p)+yCos.( y, pi+2Co0s.(z, p)=p’ ; (28)
et conséjuemment on devra avoir
2'Cos.(z , p)+y/Cos.(y , p)+=z/Cos.(z , p,=p’ ;

or, la perpendiculaire P est visiblement égale & la différence des
perpendiculaires abaissées de lorigine sur les deux plans parallé-
les (27) et (28); donc suivant que le plan (27) sera ou ne sera
pas situd entre l'origine et le point (#/,5%,2/), on aura

+P=p/—p=2/Cos.(x,p)+y’'Cos.(y,p)+2'Cos.(z,p)—p . (29)

Daprés les formules détermindes ci-dessus, on voit que, si I'é-
quation proposée était de la forme

Az+4-By+Cz=D ,

on aurait alors

Ax/4-By'4Cz/=D
P—=" x+_'_—__y+ £ ;
—  VA-BpCe
formule connue.
Soit un second plan

Alrd By -Clz=D

I'angle des deux plans sera égal & (p, p’), p/ étant ici la perpen-
diculaire abaissée de l'origine sur le second plan ; or, ona ( § VI)
Cos.( p,p'3=Cosi(#,p)Cos.(x,p")4Cos.( 3p)Cos.( y,p")+Cos.(z,p)Cos (z,p) 3

donc
: AAN4-BB/4-CC/
N— .
Coslr» P)= JgraCy g B
formule également connue.

§ IX.

Nous terminerons par la recherche des relations entre les aires
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des faces d’un polyédre et les angles di¢dres qu’elles déterminent

par leur rencontre.
Soient #, , 7,, 7, , ewseeniuee 2, les aires de ces faces. Rapportons

le polyédre & des axes rectangulaires ayant leur origine dans son

intérieur ; et soient'p, , p, , p; » ... p, les perpendiculaires abais-
sées de cette origine sur les plans de ses faces, et allant conséquem-

ment du dedans au dehers. So‘ient encore o , By 5 Vi3 %y, By ¥, seeeens
0, Bus 7, les angles que font ces mémes perpendiculaires avec les

trois faces.

Si Pon considére un autre point (z, ¥, z ), pris dans l'inté-
rieur du polyédre , comme le sommet commun d’une suite de py-
ramides ayant ses faces pour bases, leurs hauteurs seront (29)

p=—2Cos.a,—yCos.3,—zCos.7; ,
p,—xCos.a,—yCos f,—zCos.y; ,
e e s e et e e e e ey
py—2Cos.a,—yCos.p,—~2zCo0s.7, ;

de sorte qu’en désignant par P le volume de tout le polyédre ,
égal & la somme des volumes de ces pyramides, on aura

t,(p,—aCos.a,—y Cos.,—zCos.y,)

4p ~+42,(p ,~xCos.a,—yCos. ,—zCos.y,) ]
+co.,...o‘-oo.o..-oo

~+2,(p—xCos.a, -—yCoS.ﬁ,,—zCos In)

eu bien
x(t10050“1+t,C05-¢z+ ervens tnCOS.a”) {

3P=t,p,4t2p 1 covess H-Lup = 5 4 (2:Cos.8,42, Cos.8,~ vvens 2,C05.8,) Y3

+z(E:Cosy 142, Coser s voren, t»COS.y“)’
et, comme on a aussi :

3P:tlpx+t‘ p2+ soere +iﬂpﬂ Iy
il s’ensuit quon doit avoir
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z(2,Cos.a,~2,Cos.2, 4 wvevunns #,Co05.2,)
+y(#:Cos.p, 42,C05 B, = eweurs 2,C08.3,) Y=0
~+2(2,Cos.y, 7, Cos.y, - weeres 2,C05.74)

e

et, comme z , ¥, z sont tout & fait arbitraires et indépendans,
cette équation équivaut aux trois suivantes

2,Cos.a,47,Cos.a +42,Cosx; 4 wevennae 2,C05.00=0 ,
¢,Co0s.B,42,Cos.p,+7,€058; 4 cuwrveree 2,C0s.8,=0 ,
2,Cos.y,=42,Cos y; 2, C05.7; 4 veeivears 2,C05.9, =0 ;3

équations absolument de méme forme que les équations (2), re-
latives aux polygones rectilignes fermés , plans ou gauches , de
sorte que toutes les propositions que nous en avons déduites pour
ces polygones s’appliquent sans restrictions aucunes , aux polyedres ,
pourvu que l'on substitue les aires des faces aux longueurs des
cbtés et les directions des perpendiculaires & ces faces a celles de
ces mémes cotés ; et c'est assez dire que nous ne devons pas insis-
ter davantage sur ce sujet. '

- —
- e




