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PRLOPRIETES GENERALES DES FAISCEAUX LUMINEUX. 129

OPTIQUE.

Recherche analitique des proprieles les plus genérales
des faisceaux lumineux directs, réflechis et réfracies;

Par M. GERGONNE.

MALUS , dans le XIV® cahier du Journal de I'école polytechnique ,
et postérieurement dans son Mémoire sur la double rétraction , a
remarqué le premier que , & quelgue lor mathématique que les rayons
de lumiére d'un méme jfaisceau sotent asswjellis , ces rayons se
distribuent , généralement parlant, en deux séries continues de sur-
Jaces développables , dont ils sont, & la fois, les élémens rectilignes
et les intersections , de maniére que ces rayons sont lous tangens,
soit @ deux sarfaces distinctes soit & deux nappes d'une méme sur-
Jace , liew des arétes de rebroussement des surfaces développables
des dewx séries. 11 a démontré de plus que, suivant que les sur-
Jaces développables de chaque série coupent ou non orthogonalement
les surfaces développables de lautre série, les rayons dont le fais-
ceau se compose peuvent ou non éire traversés orthogonalement par
une méme surface courbe.

Malus a reconnu en outre, -que, si des rayons incidens étaient
émanés d’'un point fixe, ou paralléles & une droite fixe, ces rayons,
aprés avoir été réfléchis ou réfractés, suivant les lois de l'optique,
a la rencontre d’une surface mathématique quelconque, pouvaient
étre traversés orthogonalement par une méme surface courbe ; mais
il ne pensait pas qu’en général il piit en étre encore de méme pour

Tom. XIV,n.° V', 1.°" novernbre 1833, 18
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ces mémes rayons , aprés avoir été réfléchis ou réfractés de nou-
veau, a la rencontre d’'une seconde surface courbe.

Dans un ouvrage recommandable d’ailleurs & beaucoup d’autres
titres (*) , M. Dupin, en traitant de la théorie des déblais et remblais,
que le principe de la moindre action rattache i celle des mouve-
mens de la lumiére , a reconnu que le principe de Malus était trop
restreint,, et que, pour que des rayons réfléchis ou réfractés pus—
sent étre traversés orthogonalement par une méme surface courbe,
il suffisait simplement que les rayons incidens offrissent la méme
possibilité; d’ott il a conclu ce beau théoréme, savoir, que des
rayons susceptibles d'étre traversés orthogonalement par une méme
surface courbe, conscrvent constamment cette propriété , aprés avoir
subi un nombre quelconque de réflexions et de réfractions, & la. ren-
contre de quelques surfaces mathématiques que ce puisse éire.

¥n cherchant & nous démontrer & nous-mémes le théoréme de
M. Dupin, nous en avons rencontré un autre, lequel consiste en ce
que, pour des rayons incidens susceptibles d'étre traversés ortho-
gonalement par une méme surjface, Ueffet de tant de riflexions et de
réfractions qu'on voudra peut toujours étre remplacé soit par une
réflexion soit par une réfraction unigue.

C’est principalement & établir cette derniére proposition et & en
développer les conséquences les plus importantes que nous destinons
ce quon va lire; mais, afin d’épargner au lecteur la peine de
chercher autre part la démonstration des principes sur lesquels nous
aurons besoin de nous appuyer, et de lui offrir un ensemble qui
se soutienne de lui-méme , nous démontrerons d’abord les théorémes
de Malus et ceux de M. Dupin. Ce soin nous parait d’autant
plus convenable que, d’une part, comme le remarque M. Dupin,
les calculs de Malus, assez compliqués d’ailleurs, doivent étre en—
tachés de quelque erreur ; que d’un autre , M. Dupin n’a- donné

(*) Applications de géométrie. ( Paris 1822.)
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de démonstration directe de son théoréme que pour le cas de la
réflexion seulement , et qu'il se trouve méme dans cette démonstra-
tion une assertion tout an moins hasardée.

Pour éviter une trop grande multiplicité d’accens, nous em-
ploirons constamment les majuscules X, ¥, Z comme symboles
des coordonnées courantes , lesquelles seront toujours rectangulaires;
les diveres surfaces (s), (5") , (5/) werer, que mous aurons a consi-
dérer auront respectivement leurs coordonnées représentées par z,
¥y, 25, 2, a, g, 2, s et les différentielles par-
tielles successives des fonctions z, z/, z//, ....; des variables in-
dépendantes z , y , 2/, ¥/, 2" , '/, suuu.a , seront représentées suivant
Vusage par p, ¢, 7y S,y snns p/s ¢/ 51!y 85 Uy 5 p” 597,
r't, s, ¢, ... Nous aurons soin d’ailleurs, & mesure que nous
avancerons , d’éclairer I'usage de mos formules générales, en les ap-
pliquant & des cas particuliers.

§ L

Maniére dexprimer des faisceaux de droites dans lespace , et
d'en étudier les propriétés.

1. Soient des droites se succédant sans interruption les unes aux
autres, suivant une loi mathématique quelconque, telle néanmoins
que, par chacun des points d’un espace donné , circonscrit ou illi-
mité , il en doive, en général, passer une et une seule; comme
il arriverait, par exemple, pour des droites émandes d'un méme
point fixe, ou paralléles & une méme droite fixe ou, plus généra-
lement encore , normales & une méme surface donnée.

Pour exprimer analitiquement de telles droites , d’une manicre
4 la fois commode et générale , qui permette d’en étudier les di-
verses propriélés , concevons qu’d travers leur systéme on fasse pas—
ser une surface arbitraire, donnée par l'équation
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z=f{x, y). (s)

Comme on pourra supposer toutes les droites du s;stéme éma-
nées de cette surface,, nous Uappellerons la ase du faisceau ; et le
point (x, y, z) ot chacune d’elles percera cette méme surface,
et duquel elle sera censée émaner , sera dit le point d'application
de cette droite; de sorte que Ia base du faisceau sera le lieu des
points d’application des droites qui le composent. Alors une quel-

conque des droites du systéme pourra étre généralement exprimée.
par deux équations de la forme

X——x-—l—P(Z-—z):o 5 Y-_)’-!—Q(Z-—z):o ; (D)

P et Q étantdes fonctions déterminées des variables indépendantes
z et y, dont la nature décidera de celle du systéme. On concoit
au surplus, que P et () pourraient bien aussi renfermer z , et méme
P> §s Ty Sy £y e mais alors ces lettres ne devraient y étre con-
sidérées que comme des symboles de fonctions de 2 et y données
par Iéquation (s), Il est méme souvent bon d’introduire de tels sym-

boles dans les {équations (D), soit pour éviter les irrationnels dans

P et Q, soit seulement pour obtenir ces coefficiens sous une forme
plus simple.

Que, par exemple, 'équation de la base du faisceau soit
rdy+z=c,
et que les équations générales des droites qui le composent soient

Xz (z—=0)F-(22—y)

(z=—c)}-(2y~—x)
e — —_— Y
morain @A=0

— s ( Y\ =
2(z—c)+(x-{—y)( =0

en mettant dans les numérateurs pour ze—c sa valeur —(z-y)’;
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donnée par Véquation de la base, et pour x4y, daus les dénomi-
nateurs , sa valeur —(< - -¢) , donnde par la méme équation, ces équa-
tions prendront cette forme plus simple, mais ¢quivalente

2

Xy D\
Z—C (Z"'—nv)e—o .

Xz 4

2: ’_j— (Z-—z)f‘:o s Y=y

2. I est clair quavee les équations géndérales des droites du fais-
cean, on pourra construire tant de ces droites qu'on voudra. En
se donnant en eflet arbitrairement les deux variables indépendan-
t s et y, I'équation de la base fera connaitre z ; on connaitra donc
air i un des points de la droite A construire; et la substitition 'des
valeurs de x , y , 2z, dans P et Q fera connaitre la direction
de cette droite.

A linvecse , dés que I'on connaitrala loi mathématique & laquelle
les droites d’'un méme faisceau seront assujetties, on pourra toajours
en couclure les équations générales de ces droites. Supposons  par
exemple, que tous les points d'un’ plart donné par équation - -

ztytz=c

pris pour base, on abaisse des perpéndiculaires sur une droite don~
née par les équations

r=y==—(z—c),

ces droites formeront un certain faisceau, et, pour.en trouver les équa-
tions générales , voici comment on opérera. Désignant par (27, y/, z/) le
pied de la perpendiculaire abaissée du point (#, ¥, z) sur-la droite
dont il s’agit, on aura d’abord

et les équations de cette perpendiculaire .seront .de la ‘fo‘rme_
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& v~/ o e y'

Xe—z= (Z—-z) , Y-—y:—.:

g——z:I z——z’ (Z*’-c)o

La condition de perpendicularité donnera ensuite

20 ! _ y—y’ —

g—z! Zw—z!

ou
z2—zl=(x=—2)4(y—7") ;

nous aurons donc, entre 2/, ¥/, z/ trois équations desquelles nouns
tirerons

(ze==c)==(2~}-y)
a/ eyt =) = e

et de 1

@=ohlar—y) (== (y—=) _ 2= e
T—zlm— 5T J"‘J"-"‘""""‘?"‘"“", Z-—z’-———s—-—- 3
d’olt

g—a! _ (z—e)H(20—y) y=y __ (e=O4@y—=)

il gyt S a(z=)p(aty). 0 . E—s T a@—o+@4n |

de sorte que les équations générales des droites du faiscean seront

‘ (z—c) F-(220==y) (z=c)+(2y—x)
Ly gaiy 2T T T i e (Z=2)=o0,

‘qi‘ait moyen de I'équation: de. la base , ‘on pourra réduire ensuite &

2y=—x 2=y

K=z 4=

I~ (Z—r)=0 , Y—y+ L (Z—2)=0;

Cest précisément-lé ‘faisceau: que-nous avions d’abord pris pour
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exemple , et dont mnous connaissons présentement le mode de
géndration,

3. A Taide des trois équations

z=f(x,y) (s)
X—a+4P(Z—z)=0 , Yey+4+Q(Z—z)=o0, (D)

il sera toujours facile d’assigner les droites du faisceau qui ont une si-
tuation déterminée par rapport & sa base, Pour en donner deux exemples
simples , supposons, en premier lieu , qu'on demande quels sont
les points de cette base d’oti les droites émanent dans des direc—
tions tangentes ; en ‘observant que la normale & la base au point
(# ,y,2) apour ses équations

X—a4p(Z—z)=o0 , Y—=y4g(Z—z)=o0 , (N)
on verra que, pour cela, il faut qu'on ait

1+}7P+7Q=0 ?

équation d'une surface qui coupera la base suivant une ligne courbe &
double courbure , pour tous les points de laquelle cette circonstance
aura lieu. D’ou T'on voit que, dans le cas particulier ou cette der-
ni¢re équation ne différerait de I'équation (s) que par un simple

hY

facteur, les droites dn faisceau seraient toutes des tangenmtes i sa

base.
Appliquons ces considérations au faisceau donné par les trois

équations

ztytz=c,
Xmr T (F—mo , Yyt T (F=i)=0

Ayant ici
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2y =2 e
P= Y , Q__zx ¥

Z=—C Z—C

s p:q:——l ’
Végnation du probléme sera

2y =2 2=y

J o — "-O’

Z—C Z=—C

c’est—a~dire ,
Z—Z—y=¢C ;

équation” d’un plan qui coupe la base suivant une droite donnée
par les equatmns

x4y=o , z=c .

Tel est donc le lieu de tous les points de la base d’oti les droites
du faisceau émanent .dans: des directions tangentes & cette base, et
se confondent consequemment avec elle , puisque celle—c1 est une
surface plane.

4. Supposons , en second lieu, que 'on demande quels sont les
points de la base d’ou les droites du faiscean émanent dans des

directions normales & cette base. Il est clair quici il faudra ‘poser
les deux équations

P=p, Q=7 »

qui, combindes. avec I'équation (s)- feront connaitre les points de
la base , en nombre limité, pour lesquels cette circonstance aura
liew. Si' cependant’, dans des cas particuliers , chacune de ces équa-
tions se trouvait comportée par les deux autres, alors il y aurait
sur la base une courbe a double courbure de chacun des points
de laquelle les droites du faisceau émaneraient dans des directions
normales & cette base. Et si ces trois équations. ne différaient les

unes des autres que-par un simple facteur , toutes les droites du
systéme seraient des normales & sa base.

Appliéuohs
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Appliquons ces considérations au faisceau de droites donnd par
les trois équations

zty+tz=c ,
2yt C N 2=y
X—zd p (Z=z)=0 , Y—y4- — (Z—2)=o0 .
Ayant ici
_ == __ gy
P= g Q“ Zmeg P=G==1,

les deux équations du probléme seront

2y—2x _ . 2x—y L
z—g 7 = 7
c’est~a~dire ,
(zemc)t(2y~=2)=0 , (z—c)(22—y)=0 ;

équations qui, conjointement avec I’équation
atytz=c¢
de la base du faisceau, sont satisfaites en posant

r=y=o0, z=c ;

mais il est aisé de voir (2) que cette solution ne saurait étre admise.
Elle se trouve introduite & raison de la forme S que preunent
alors P et Q.

5. La base d’'un faisceau de droite étant une surface tout-a-fait
arbitraire , on peut se proposer de substituer une nouvelle base A
une base donnée. Les équations générales des droites du faisceau
changent alors de forme ; et on opére ainsi une transformation assez
analogue & celle des coordonnées.”Mais voyons auparavant comment

Tomn. XIF. 19



138 PROPRIETES GENERALES

on peut transporter le point d’application ( , y , z) de l'une des
droites du faisceau de l'endroit ot cette droite perce la base en un’
autre lieu quelconque (2/, y/ > z’) sur sa direction; de telle sorte
qualors les coordonnées a2/, y/, z/ deviendront tout-a-fait indé-

pendantes les unes des autres. Supposons qu’alors les équations
de (D) soient

X—z/+P/(Z—2')=0 , Y—y/4+Q(Z—z)=0; (D)

P/ et @/ devront étre des fonctions déterminées de z/, y/, z/;et
Cest & la recherche de ces fonctions que se réduira la résoluuon
du probléme.

Or, parce que le point (z,y, z) doit étre sur la droite (D),
on devra avoir

x=—z!+P/(z—z)=0 , y——y’+Q’(z-—_—z’) =0 .

Ensuite , parce que la direction de cette droite doit toujours de-
meurer la méme, on aura aussi

P'=P , Q0'=Q .

Joignant done & ses quatre équations I’équation (s), pour en éli-
miner les trois coordonnées #, y, z, il en résultera, entre P’ et

(¢’ , deux équations desquelles on tirera les valeurs cherchdes de
ces inconnues , fonctions de z/, y/, z/,

A ce procedé il sera peut-étre quelquefois plus commode de
substituer le suivant: U'élimination de P/ et (/ entre les quatre

premiéres équations donne les deux suivantes
Zw—mz!+4 P(z—2z)=0 , y—y'+Q(z—z")==0 ;
en y joignant donc l'équation (s), on en pourra tirer les valeurs

de #, y, z en 2/, y/, 2/, lesquelles substituées dans P et Q les’
changeront en P’/ et @',



DES FAISCEAUX LUMINEUX. 139
" Quelque procédé qu'on emploie d’ailleurs, il s’offrira un moyen
fort simple de vérifier les valeurs obtenues pour P/ et @’. Ce moyen
consiste en ce qu'en établissant entre 2/, y/, z/ la méme relation
qui existait entre x, y, z, les valeurs de P’ et ( doivent évi-
demment , en vertu de cette relation , étre susceptibles de pren—
dre une forme telle qu'elles ne différent plus que par les accens
des valeurs de P et (. Cette maniére simple de vérifier les valeurs
obtenues pour P/ et @/ est d’autant plus précieuse que , le plus
souvent , on trouve pour ces fonctions plnsieurs systémes de valeurs
entre lesquelles il devient nécessaire de choisir.
Appliquons ces procédés et ces réflexions au faisceau de droites
données par les trois équations

ztytz=c,

2y e

X—otZ==(Z—0)=0 ,  Y—y+ 22 (Z—z)=o0.

Z=—C

Pour appliquer la premiére méthode , nous poserons les cinq équa-
tions

T2 -P(z—2/ ;=0 , y—y'+Q(z—z/)=0,
(z—c)Pl=2y—zx , (z=—0)Q!=20—y ,
z4ytz=c ,

tirant d’abord les valeurs de z et y des deux premidres, pour les
substituer dans les trois autres, celles-ci deviendront

2Qz=2Q/z/-P/ /- (2y’-2") , 2Plz=2 P2/~ (e/-c)+(22"~y") it
(P Q' —1)z= (Pl Q/—1) 2/ 4 (/g /2! —c)

entre lesquelles il ne sera plus question que d’éliminer z. Tirant
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donc de la derniére la valeur de cette coordonnée , pour la subs-
tituer dans les. deux autres , on aura , pour déterminer les inconnues
P/ et @/, les deux équations

PAPI-Q(z/-c)-P' (z.’—c)+(2y’—x’) 14Q/ta(z-) 432} (2y'-a)) =0,

QP Q) (a'-c)-Q (2"~ (2'~y ) } P 2(2"~0) 3y M (227~ ) =0 &

En preﬁant leur somme , réduisant et décomposant, on trouve
(P4 Q41) | (@) (e (@) }=o -

Pour savoir quel est celui de ces deux facteurs qu'on doit égaler
A zéro, supposons pour un moment qu’on ait

&'yt zte—c=0 ,
cette équation deviendra , en substituant et divisant par z/-—¢
(P4Q 1) (Pr4-Q/—1)=0 ;

mais alors P/ et @/ ne devront différer de P et Q@ que par les
accens. Or, en vertu de la relation

atytz=c .
on trouve aisément P-}Q-~1=o0; donc, en vertu de la relation

@/4y'4z' =c : on doit ausst avoir Pl4-@Q/~1==0 etnon P/'4-Q'—1=0;
c’est donc le premier facteur qu’il faut égaler & zéro; cela donne

P/;FQ/:—__I ,

valenr qui, introduite dans les deux équations en P/ et @, les
change en celles-ci
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Pr{a(e/mc) (2 =2 Q2 ) 300 f
Qe =)k (' my Y= P (5 0) b3y = ayt

dont la différence est
H(/ =)+ By =) S P4 2/ =)t (527—y )} Q4 32~y ) =00 ,

qui , combinée avec

P4 Qi1=0 ,

donne

Pl= (z/==c) (22T y") Q ) (/=) (2! =)
T a@—ot@—y) T T @@=ty

comme nous l'avions déji trouvé (2).
Si, au contraire , nous voulons faire usage de la seconde mé-
thode, nous peserons les trois équations

(e=c)(z—2)H(2y—a)(z—2) =0, (2= )(y—y)+(2ar—y)(2—2")=0,
zdy-tz=c ,

desquelles il s’agira de tirer les valeurs de =, y, z. Pour y per-
venir facilement , prenons d’abord la somme des deux premié:es.
En substituant, dans cette somme , pour z-y sa valeur —(z— ),
et divisant ensuite par z=c, il viendra

2z2e= c+ 2/ e x/_.y/ ,
dot
2a—e)= (e =)= (a'hy!) ,  2(a—z) = () — (2l +y) 5

substituant ces valeurs dans les deux premiéres équations, elles
deviendront
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a(e/mm)a—a { (&) /) y = 2 () ()
2(&— )y —2 {(&'—o)H(a'4y") =y (& —)—(Hy) } 5

d’ou 4 ,
(z/=c)—('4-y") _ o (2/—c)—(a'~}y") . ,
2(gl==c) 4 (x'y") {(z c) +J’ }’ y=-z (=) (/") {(z c)-l-x }

P T
.‘F-——-—--z-.

et de 13 .
(=c)=(x'+y")
" 2(at—e) (x4

2y"-x 1

{ @)+ (az'—y)}

(2/==c)—(x'~}5'Yy
2=+ (4

— 1,
Zx-y————? .

{E—+Cr—a)}s

donc

pr= "% (z'=c) (2! —y" 0= w—y ___ (z'—)4-(2y=x')
T oz 2(z"—c)4-(x'<4-y") ? = z—c 2(2/=—c)4-(a'+y") *

comme ci-dessus. Ainsi, les droites du faisceau pourront simplement
éure exprimées par les deux équations

(2'~=0) 4 (2a!—y")

X o)

R J f—

(Z-sy=0, Yoy~ 2 (Z-0)=0
ot les trois coordonnées z/, y/, z/ sont tout-a-fait indépendantes
les unes des autres. i

Du moment quon est ainsi. parvenu & exprimer les droites d’un
faisceau en coordonnées indébendantes les unes des autres, om
peut établir entre ces coordonnées quelle relation on voudra ; ce
qui revient évidemment & donner au faisceau une nouvelle base
tout-a-fait arbitraire. On pourra donc choisir cette base de maniére
4 rendre les fonctions P/ et @/ les plus simples possibles, et no-
tamment & en faire disparaitre les irrationnels. On pourra donc la
choisir aussi de telle sorte qu’elle ait une sitnation déterminée par
rapport aux droites dont le faisceau se compose. '
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7. Pour en donner deux exemples simples, supposons d’abord

qu'on exige que toutes les droites du faiscean -soient tangentes A la

nouvelle base ; il ne s’agira pour cela (3) que de prendre pour I'équa-~
tion de cette base l'intégrale de I'équation différentielle partielle

1~4p/Pl4-g'Q=0 .

On sent au surplus que , Ie probléme étant déterminé de sa nature,
ce ne sera ni l'intégrale générale , ni méme l'intégrale complite de
cette équation , avec ses deux constantes arbitraires, qui pourra le
résoudre. Elle devra donc admetire une solution particuliére qui
sera la base cherchée.

En appliquant ces considérations .au faisceau déa pris pour
exemple , nous aurons pour l’équation différentielle partielle de la
surface & laquelle sont tangentes toutes les droites dont ce faisceau
se compose, en supprimant les accens , pour plus de simplicité ,

{E—0)Hr—p)lptie—+Hay —a)ig=2(—)+(r+r).

L'intégrale générale de cette équation est

opy—z=F (LE z'_c) .

X z=—c

On y satisfait aussi en posant
z=Az+By+4c ;

pourva quon lie les deux constantes arbitraires 4 et B par la
relation
A4B41=0 ;

elle admet enfin la solution particuliére

$(e—c)Har—y) 3 { E—)(ay = 2) P+ {2(z—) + (ohy)=o,

laquelle revient aux deux suivantes :



344 PROPRIETES GENERALES

=y =—(z=—¢) ,

qui sont en effet (2) celles de-l'axe du cylindre auquel sont nor-
males toutes les droites du faisceau. Nous donnerons plus loin , an
surplus, un procédé direct , pour parvenir & la surface & laquelle
toutes les droites d’'un faisceau sont tangentes, a quelque base d’ail-
leurs que ce faisceau soit rapporté,

8. En second lieu; sil'on voulait que toutes les droites du fais»

ceau fussent normales 4 la nouvelle base, il faudrait quon et a
la fois

P/:P/ s ql: Q/ ;

en sorte que l'équation différentielle totale de la nouvelle base de-
vrait éure

dz/=Pdz/~-Q/dy’ ;5 -

mais on voit par 1 méme que le probléme n'est pas toujours pos—
sible; puisqu'une équation différentielle totale n’est pas toujours
intégrable. La condition d’intégrabilité est ici

apr dQ’ dQ .
;i}'; “ax =P A Q dz’ ’

et, quand un faiscecau sera de nature 3 y satisfaire , & cause de
la constante arbitraire qui entrera dans l'intégrale, une infinité de
surfaces différentes pourront couper orthogonalement les droites dont
le faiseean sera composé. Ces surfaces seront, les unes & 1’égard
des auties, ce que M. Crelle a appelé surfaces paralléles ( AN-
NAIES , fom. XII, pag. 1 et suiv.) '

Pour - le faisceau déjd pris pour exemple, on a, en supprimant
les accens,

P=
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- (ze=c)+(2x—y) - e Y f 2y—2)
p=_CTO¥Cer 5o Coodey
2=+ () =g °
d’ol
ar (z—c)}-x do =3 (z—0)ty
dy - {2 z—-c)+(x+y);2 ? de {2(z/—c)+(x+y);z >
dQ x—y dP x—y
— =--3. — =43.- H
dz {2(z—c)+ (x4 52 ? dz + {2(g—0)4(x4y) }2
et deld
dpP do _ d0 dP A x—y .
dy  dv =P Z - =5 {2(z—) (x4}

la condition d'intégrabilité se trouve donc ici satisfaite, comme on
pouvait bicn s’y attendre (2); I'équation des surfaces trajectoires
orthogonales de toutes les droites du faisceau est donc I'micgrale
de I'équation différentielle

{ (z—0)+(2a=—p) } dx-{(z=—c)F(2y—2)  dy+ | 2(z=—c)4-(x+y) Jdz=0 .
On peut la metire sous cette forme
(32— Y (drAds) (420 [y -+dz) - (r—p) e —dy) =o
ou, en multipliaﬁt par 2,
d.(vtz—c)4d( ytz—c) 4 d.(r—y) =0 ;
ce qui donne, en intégrant,
(b2 (yhame) A (my) =1

r étant la constante arbitraire. Les droites du faisceau sont donc
normales & une série de cylindres concentrigques, dont 'axe commun
est donné par la double équation

Tom., X1V 20



146 PROPRIETES GENERALES
r=y=—(2-—¢),

ce qui est conforme (2) an mode de génération du faiscean.

9. Un faisceau de droites étant rappctté & une base déterminée
guelconque , on peut désirer de reconnaitre immédiatement il
existe on non des surfaces trajectoires orthogonales des droites dont
ce faisceau sc- compose ; et c’est par la recherche de la condition
de laguelle dépend cette circonstance que nous terminerons ce
paragraphe. Nous venons déja de voir qu'on devait avoir pour cela.

dpr dQ/ Py d¢/ dpr

e ——— —0 .
dy’ dx/ P daz/ Q dz'

mais nous pouvons écrire simplement

ar - aQ

dy! T’

pourvu qu'il demeure entendu que dans P/ et ¢/ on fera varigr z/

comme fonction de 2/ et y’/. Avec ceite attention , ccite derniére
équation revient en eflet &

vy A d de
dy 1 ode AT der T o U7

qui, en remettant pour p/ et ¢/ leurs valeurs P/ et @/, rentre
exactement dans la premicre.
Mais , comme nous avons (5)

P/=P 9 Q’:Q N

nous pourrons remplacer cette équation de condition par la suivante

P dQ
T w (=)
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de sorte que toute la question se réduira A traduire cette dernicre
en données primitives du probléme , cest-d-dire, 4 en dliminer
a’, y', z/ au moyen des relations qui les lient 3 #, ¥,z

Pour cela , nous remarquerons d’abord que P et @ n’étant fonc-
tions de x/ et y/ que par l'intermédiaire de & et y , on doit avoir

dP_dP dx , AP dy dP AP dx | AP dy

e —— — —

“ax! dx da’ dy daf ’ dy’ :i-.;— (]}7 -;]}— dy’

dQ _dQ dr A0 dy dQ _ 40 de , 40 dy @)

TS Ty & ot T ay

au moyen de ‘quoi la condition («) se transforme en

dP dxr AP dy _ dQ dr , dQ dy
FEN maRral il v M PRl @)

D’un autre c6té, nous avons (5) les deux équations
x—z/'+P(z—z/)=o0 , y—y'+Q(z—z)=0
que nous pouvons différentier , I'une et l'autre, successivement par

rapport & 2/ et par rapport & 5/, En ayant égard aux relations (8) ,
observant d'ailleurs que

dz dx dy dz de dy
T w L TG

qu’en ouire

dz’ dzf
—p/ = — =
w ==, ==

et posant enfin , pour abréger,
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. dP .
thpPHe—) T =M, gPt(—z) oo =M

' d
'1+qQ+(,z-'-z’\~g§— =N, pQ+(z—2) 1—?—- =N,

on en lirera ainsi

dx dy .
Mg AW T =P, MM =P,
N—d—‘;"l'l" T/'—'—1+Q > +N/ PQ’

équations qui donnent

dr _ (14-P?)N—PQM dy _ (14-Q’)M—PQN/

Ao MN—M'N _ °  dy  MN—MN
dy' _ PQM—(4-P)N! de _ PQON—(4Q)M'
dz’ — MN—MN &G T T MN=MN

substituant toutes, ces valeurs dans l'équation de condition ON
elle deviendra

d dr
(4P (N O A A (R )(M —n E;)
d0
o= V o o /—* — T H
PQ(]\ N3 M +M = ) ‘

mettant enfin dans cette derniére , pour M, N, M, N’ les fonc-

tions dont ces lettres sont les symboles , on trouvera , toutes ré-
ductions faites ,

P(Q—1) T ~UP—7) 3 H1+ QPG (P Q o0 )
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sur quoi il faudra se rappeler de faire Vaner z dans P et @,
comme fonctions de z et y.

Si présentement nous remarquons que

14+ Q4pP=1+P+Q —P(P—p) 4

14-P4-gQ=14P'+Q = Q- 9) »
qu’en outre
dg  dp

Ex—::——— =s,

&

et que, par suite,

dQ 4P _ d(Q—p  d(P—p)

— ——— — 3

dx dy dx dy

Péquation (3) pourra étre écrite ainsi

@-9(rE+eg)-e-n(r g +eg)

d(p— -
P § 2 -0 o,
mais on a
ap -1 da+P4Q%) 1 da4-P4-02)
P F =5 TR, prbey =10

donc notre é(iuation revient encore 2

a A(+P+Q)
Pk g) KDy AP0

d(P— d+4-P24 Q>
= 2(14+P Q< ?”_(p_p)»_i:t_td;

dy
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.. . 3
en divisant alors ses deux membres. par (14P*~4-Q*)7, elle pren-
dra finalement cette forme trés-simple

i .—._Q:L_ — »-d-.-- ...P_—.‘_p..._.._. . (E)
dr V/ 14PF Q> dy v 14P4Q

Il faudra donc que cette équation soit immédiatement identique ,
ou du moins qu’elle devienne , aprés en avoir chassé z et ses coeffi-
ciens différentiels, au moyen de I'équation (s) , pour que les droites
(D) dont le faisceau se compose puissen't étre traversées orthogona—
lement par une méme surface. L’équation de condition (¢) peut
étre regardée comme fondamentale , dans les recherches qui vont
présentement nous occuper.

Faisons-en l'application au faiscean de droites données par les
trois équations

$+Jf+z=€ >
X—a 22 (Zmz)=0 , Yyt =2 (Z—z)=0.
Zm—¢ z=—=c
Ayant ici o
_ 2=y —_ 2x—-y' ——
P—_ z—c °’ Q= zm—c P=G==15

1l viendra

2
Ze=C T~

Py CTVH =) Q__q=.(z—0)+(2x—y? ,

vy core S A o S R O e D = ol

F S 2

et par suite
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P—p - (z—0)4-(ay—2x)
Vi4P4Q  V Qa—pi4Gr—arg(z—cr

0= =)+ (2v—p) _
VItPt@ V=) er—a =)’

cela donne

9_. P—p __2(z=0)*={(2y-2)g+(5y-4x) '(z-0) 4 (6x2-8xy-5y2)g } B (2e-y)}
PR ————— 3
& VPt {(2x—y)2 4 (2y =) 4-(2=c) >

_(1._ Q—q __2(z-e)*-{ex-y o4 (Sx-by)Y( z-c)4 (6y?-8xy-5x)p3y(2y-x)}
dz /14 P:4-Q5 { (ax—y) 24 (2y—x) (2 =—0)? |

résultats qui, en y mettant pour p et ¢ leurs valeurs —1 et pour
z—c sa valeur —(x+-y), se réduisent dégalement a

L. A
{6(x2mxyfy2);v ?

ce qui nous apprendrait , si nous ne le savions déja, que les
droites dont ce faisceau se compose peuvent étre traversées ortho-
gonalement par une méme surface.

§ 1L

Démonsiration des théorémes de MALUS.
0. Reprenons le faisceau de droites donné par les trois équations
z=f(z,y) » ()
X—~x+4P(Z—z)=o0 , Y—y+Q(Z—z)=o0 , (D)

et concevons que les variables indépendantes x et y regoivent res-
pectivement les accroissemens simultanés a7 et 7 , dans lesquels o
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et f3 sont des nombres abstraits , arbitraires et indépendans , et 7
une longueur indéterminée (*). En posant , pour abrégér )

y=pa b gt (ro st 1B — o

ap  dp

6= & a+—d76+< da +qudr dy’ 4 )
d0Q dQ &R

‘H""'dx 5"‘( dm @'l'da@)u'*'""f

on verra, en vertu du théoréme de Taylor, qu’alors , tandis que
z et y deviennent respectivement z+4-af et y-+f3, z, P et  se
changent respectivement en z--y7, P4+Gi , Q-4-H:; de sorte que
les équations de la droite émanée du point (w4, y-4-fi, z-+77)
de la base du faisceau seront

X 2—ait (P+Gi)(Z—zmyi) =0 ,

Y—y-—Bi—*—(Q—{-Hz')(Z——z——yz’)E:o . ®
Chercher le point d'intersection des deuax droites (D) et (D) serait
vouloir résoudre un probléme plus que déterminé ; puisqu’on aurait
quatre équations pour déterminer trois inconnues X, ¥, Z seule-
ment. Le point (z,y, z) étant donc pris arbitrairement sur la base
(s) du faisceau , lorsquon se sera donné la longueur arbitraire 7,
un sccond point (2o, y4f7 , z+ /) de cette base ne pourra étre
tel que la droite (D/) qui en émanera rencontre la droite (D),
J

(* Dans la vue d'abréger, mnous avions d'abord voulu nous appuyer, ici
sur la comsidération des infiniment petits ; mais nous n’avons guére tardé
de reconnaitre qu’en procédant ainsi, en méme temps que nous abrégions
fort peu , mous devenions beaucoup moins clairs.

-

émande’
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émande du premicr , et soit conséquemment dans le méme plan
avec elle, qu’autant qu’il existera une certaine relation entre les
deux nombres a et . Cherchons donc cette relation , et voyons,
lorsqu’elle a lieu , quels sont alors le plan des deux droites et
leur point de concours.

11. 11 est clair que , pour obtenirla relation cherchée , il ne s'agit
que d’éliminer les srois inconnues X, ¥, Z entre les guatre équa-
tions (D) et (/) des deux droites. Mais il reviendra au méme , et
il sera plus commode d’éliminer entre elles les trois binomes X—z,
Y —y,Z =z : on obtiendra ainsi, pour 'équation de relation cherchée,

G4 Qy)=H(a+Py) : ®

Cette condition étant supposée remplie, et les deux droites (D) et (D)
se trouvant ain.i dans un méme plan, il suffira , pour obtenir I'équa-
tion de ce plan , de l'assujettir simplement & passer par la droite
(D) et par le point (z~+or , y+4f¢, z-77) de la droite (/). On
trouvera ainsi, trées-facilement , pour Péquation de ce plan , et sous

la coundition (%),

(Q2=PB)(Z—2)= P+Q)(X—2)—(a+Py)(Z—z) . (1)

Quant au point d’intersection des deux droites, présentement qu’en
vertu de la condition (§) les quatre équations (D) et (/) ont lieu
a2 la fois , il nous sera facile de Iobtenir. Mais, pour conserver
quelque symétrie dans les résultats , nous éliminerons Z—z d’abord
entre les premiéres équations (D) et (D) , puis entre les dernicres,
ce qui nous conduira aux valeurs de X—2 et ¥'—y qui , substitudes
ensuite dans les unes ou dans lesautres, douncront celle de Z—z,
sous deux formes diflérentes, On trouvera ainsi, toujours sous la
condition (),

Tom. XIV. 21
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11

(a4-Poy)-Gyi (8 +Hyi
X—z=—P. L, Y—y=—Q. _‘_F_Q_’/I;____V' ,

0)
(a4-Py 2 Gyl —- (a4-0Qn-+-Hyi

Z—z=+ 7 i ;

sur quoi on peut remarquer que l'équivalence des deux valeurs de
Z—z revient précisement a la condition (7).

12. Aprés avoir ainsi déterminé , pour une valeur quelconque
de la longueur arbitraire 7, une seconde droite (ID/) qui rencontre
la premiére , on peut, par un semblable procédé , soit pour la
méme valenr de 7, soit pour toute autre , dfterminer une troi-
sitme droite (D) qui rencontre la secounde, puis une quatritme
(D) qui rencontre la troisi¢me, et ainsi ndéfiuiment. Ces droites
seront les arétes consécutives d’une certaine surface polyédre ; et leurs
poiuts  d'intersection seront les sommets consécutifs d'un polygone
ouvert , gauche et rectiligne , dont les c6tés se prolongeront suivant
les arétes de la surface polyédre , laquelle coupera la base (s) du
faisccau suivant un auire polygone gauche ouvert , mais curviligne.

A mesure que l'on prendra la longueur 7 plus petite et qu’en
méme temps on multipliera davantage le nombre des droites (D),
@My, (DY, ..., les arétes de la surface polyédre, et par suite les
sommets des deux polygones gauches, tant rectiligne que carviligne,
se rapprocheront de plus en plus , jusqu’a ce qu’en{in cette longueur
étant devenue tout-2-fait nulle et le nombre des droites infini, ces
arétes deviendront les élémens rectilignes d’une surface développable
dont nos deux polygones ouverts deviendront , le premier laréte
de rebroussement et Vautre Uintersection avec la base (s) du faisceau,
Cette interscction indiguera donc le chemin qu’on doit tenir sur la
surface (s), pour ne rencontrer que des droites du systéme qui se
coupent conséeativement on , en d’autres termies, qui soient toutes
tangentes & une méme courbe a double courbure,

$1, sur la base (5) du faisccau, on prend un nounveau point de
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départ, hors de la direction de cette premictre courbe , mais d’ailleurs
si rapproché d’clle qu’on le voudra ; il passera par ce second point
une nouvelle courbe , intersection de cette base avec une seconde
surface développable , dont les élémens rectilignes seront encore
des droites du faisccau , toutes conséquemment tangentes & une
seconde courbe & double courbure. Il en sera évidemment de méme
pour un troisitme point de (s), pris hors de la direction des deux
premiéres courbes , pour un quatricme , pris hors de la direction
des trois premicres , et ainsi indéfiniment ; quelque rapprochés d’ail-
leurs les uns des autres que ces points soient supposés.

Il n’en faut pas davantage pour conclure qu’d quelque loi mathé-
matique que puissent étre assujetties des droites se succédant sans
interruption les unes aux autres dans I'espace, ces droites se distri-
buent constamment en une série continue de surfaces développables
dont elles sont les élémens rectilignes. Les arétes de rebroussement
de ces surfaces développables sont, & leur tour, les élémens cur—
vilignes d’une certaine surface , & laquelle toutes les droites du
faisceau doivent étre tangentes.

13. Cherchons le plan tangent suivant (D) & la surface dévelop-
pable qui passe par cette droite. Ce plan est différent du plan "),
qni passe par les deux droites (D) et (D/): mais, & mesure que la
longueur arbitraire 7 décroitra , et qu’ainsi (/) marchera vers (D),
tonjours sous la condition (§), ce plan () tournera sur (D) , comme
sur un axe , de maniére A faire un angle de plus en plus petit
avec le plan tangent cherché, Il se confondra donc enfin avec ce
dernier, lorsque la longneur 7 scra devenue tout-i-fait nulle.

Remarquons aussi que (I’) marchant vers (I3), sous la condition
(), leur point (0 d’intersection marchera le long de (D), en s’ap-
prochant sans cesse du point de contact de cette dreite avec laréte
de rebroussement de la surface ddveloppable dont elle fait partie;
de sorte que le point (8) deviendra ce point de contact lui-méme,
lorsque la longucur 7 sera tout-i-fait nulle,

Mais , lorsque /=o0, on a simplement (10)
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- __dP dp _dQ _dg .
7—P°‘+9?’: G"‘E“"’Tgﬁ’ H—'a‘;“"' dx@:

I'équation de condition (§) devient donc alors

( %;lj‘ at %} ﬁ) {pQat(1+7Q)B) =( %yg B+ -3% a){qpﬁ+(x+pp)a§. 0

Les mémes valeurs de y, G, H, substituées dans les équations (v)
~ et (0), en faisant en outre dans les derniéres 7/=o , donnent , pour

I'équation du plan tangent suivant (D) & la surface développable qui
passe par cetie droite

(QumPB)(Z=z)== [ pQut (149 Q)¢ {(X=x)={ ¢ Pa+ (14pP)= } (X=y), ()

et ensuite pour les équations du point de contact de (D) avec
Varéte de rebroussement de cette surface , et par suite avec la surface
4 laquelle toutes les droites du faisceau sont tangentes ,

— 9PR4-(14pPla | _ pQa+t (149018 )
X—r=—P. 5 4P 5 > Y—J’——Q'—dQ—m‘_

- ‘ @
- gPB4-(14pP)e  pQed-(149Q) 8
L—Z=4"3p dpﬁ—‘*' 10 a0 -
@ Ty &t g P

4

Il ne s’agira donc plus, pour obtenir ces résultats en simples fonc-
tionsde z,y,z, p, 9, P, Q, que de substituer dans les for-
mules (x) et (X), la valeur de l'un quelconque des deux nombres
o et B, tirée de Véquation () , ce qui en fera aussi disparaitre
Tautre,

14. Mais , parce que I'équation (z) est du second degré en a et 3,
elle donnera, généralement parlant, pour I'un de ces deux nombres,
en fouction de l'autre , deux valeurs distinctes , lesquelles , substituées
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dans V'équation (x) , donneront naissance 4 deux plans tangens se
coupant suivant la droite (D). Il y aura donc aussi deux surfaces
développables se coupant suivant cette droite ; et , comme on pourrait
en dire autant de toute autre droite du faisceau , il faut en conclure
quen général , @ gquelque loi mathématique que soient assujetties
des droites qui se succident sans interruption dans [lespace , ces
droites se disiribuent toujours en deux séries continues de surfaces
développables , dont elles sont & la fois les élémens rectilignes et
les intersections ; de maniére & étre toutes langentes & la fois,
soit & deux surfuces courbes, soit & deux nappes d’une méme sur-
Jace courbe, licux des arétes de rebroussement des surfaces déve-
loppables des deux séries. Nous disons en général, parce que ceci
suppose que l'équation () a deux racines effectives , réelles et iné-
gales. I1 serait plus long que difficile de discuter les divers cas
particuliers qui peuvent faire exception , et a cause de cela nous
nous en dispenserons.

Si T'on suppose que les droites dont il s’agit sont les rayons de
Jumiére d’un méme faisceau , les surfaces, courbes lieux des arétes
de rebroussement des surfaces développables des deux séries seront
les surfaces caustiques auxquelles le faisccau donnera naissance.

15. En développant et ordonnant I'équation de condition (1),
par rapport & « et 3, elle devient

7P 290 - (o
— {705 1P T +(+9Q) T —G+pP) £}t

dP d
02 ) mo

de sorte qu’en posant
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P dQ

?

Q — -( +rP) - dQ
‘/P‘;fy——-("{*?@'gy‘

P! =2 e

2

on en tirera

p=sa , =yl ;

valeurs qui, substituées tour & tour dans 1'équation (x) donneront,
pour les équations des plans tangens, suivant (D), aux deux sur-
faces développables qui passent par cette droite

(Q—r P) Z 1) =} pQt+ (1+g QR X—2) —{(1+pP) Ho 9P Y—7) ,

(Q=wPYZ—2) = pQ++/ (19 QU X—) —{(1 +pP) 4/ PY ¥ =)

16. 11 nous serait facile, d’aprés cela, d’assigner I'angle sous le-
quel se coupent les deux snrfaces développables qui passcnt par
Tune quelconque des droites du faisceau : bornons—nous & chercher
comment ce faisceau doit étre conditionné pour que les surfaces
développables des deux séries se coupent partout-orthogonalement.
Il faudra évidemment pour cela que, quelles que soient les deux
variables indépendantes # et y , nos deux plans tangens soient per—

pendiculaires 'un a lautre, ce qu’ou exprimera , comme l'on sait,
en écrivant

(Q—+P) Q—¢'P)
F3pQ+o(1+7 O {p QAo 1 + Q) 1+ 14pP) beg P (140 P) 4o/ P} = 0;
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ou en développant ¢t en rassemblant les termes aflectds de ppf

A
$ )P (19Q) b
+ {pQ(+9Q)+gP(14pP)—PQ} (v~++')
+5(1+p) @+ (+pP) =0

ou cnfin , en remettant pour ¢¢/ et ¢-¢/ leurs valeurs et chassant
les dénominateurs ,

(g P 0 TP
—{rQ+7Q +9P(1+pP)—PQ} X

(P04 P32+ (1490 - —GrP) o |

RONTRNIY gy [ ary_
— LGP+ P} P S = (@) 1 | =o.

Telle est donc I'équation qui doit étre identique , quels que soient
x et y, pour que les surfaces développables des deux siries se
coupent partout orthogonalement. En la développant , ordonnant par
rapport aux coefliciens difiérentiels de P et () et décomposant,
elle devient

(1pP+9Q) | P(@—1) = QP—p) T

(@A) T —(+P Q) T2 | =o.

Or, le premier facteur ne saurait éwe nul de lui-méme (3) qu'au-
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tant qu’on admettrait que toutes les droites du faisceau sont tangentes
4 sa base (s) , ce que nous n’avons pas supposé ; c’est donc autre
qui devra étre nul de lui-méme pour que la condition dont il
s’agit se trouve satisfaite ; mais ce facteur égalé & zéro n’est autre
chose que I’équation (3) du précédent paragraphe , qui exprime,
comme nous l'avons vu, que les droites dont le faisceau se com-
pose peuvent éire traversées orthogonalement par une méme surface,
et que mous avons mise ensuite sous la forme plus simple

—

d. Q—q d. P—p . o)
dy Vi PigQ

VARG

il y a donc une parfaite identité entre les deux conditions ;
ainsi , dire que les deux séries de surfaces développables dans
lesquelles se distribuent des droites qui se succédent sans inter—
ruption dans lespace , suivant une loi mathématique quelconque se
coupent partout orthogonalement , ou dire que ces droites peuvent
étre traversées orthogonalement par une méme surface , ¢'est dire
une seule et méme chose en des termes différens (*).

17. Si Von introduit tour-d-tour les deux valeurs de B en
trouvées ci-dessus (15) dans les formules (1) , on aura pour les
équations des points de contact de (D) avec les deux surfaces aux-
quelles toutes les droites du faisceau sont tangentes ,

(*) I1 weus eut sans doute été facile de déduire I'identité entre ces deux
conditions de la belle théorie d'Euler sur la courbure des surfaces; et dés-
lors il nous eut suffi d’assigner l'une d'emtre elles pour pouvoir ensuite
en conclure lautre, Si donc nous en avons usé autrement, c’est, d'une
part, afin de ne rien emprunter ailleurs, et d'une autre , dans la vue
de soumettre notre équation (s) & une vérification d’autant plus convenable

que , comme nous en avons déja prévenu , cette équation est fondamentale
dans la théorie qui nous occupe.

Xo—z
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vqP+ (14pP) - pO+e(14¢0) 1
X—z=—P. dp dP 2 'Y—‘y“‘—'Q d() Z{Q) s
&= Ty & TNET
—_ qu+<r+pP) pQ+e 14¢0Q) - o
L—z=+gp = gp =+t a9 —ap
= Yy & T .
v’qP+(!+pP) pO4-o'(4¢Q) )
X—z=—P. i Y—y=—0. TO'_—HQ ’
el =Ty
O]
P —+qu+(l+pP) +p0+V’(l+9'O)
dx +V dy' + vy P

Si, entre I'équation (s) et 'un ou lautre des systémes d’équa-
tions (8) et (9), on élimine les trois coordonndes = , y, z ; I'équation
résultante en X, ¥, Z sera celle de 'une ou de l'autre des deux
surfaces auxquelles toutes les droites du faisceau sont tangentes. Or ,
comme ¢ et ¢/ sont les denx racines d'une méme équation du second
degré, excepté le seul cas ol I'équation (:) sera décomposable en
deux facteurs rationnels du premier degré, les deux surfaces dont
il s’agit ne seront proprement que deux nappes d’une méme surface.

18. Mais, dans la recherche de I'égunation commune & ces deux
nappes , on peut procéder plus rapidement en opérant comme il suit :
la double valeur de Z—=z, dans les formules (%) , laquelle renferme
implicitement 'équation de condition , donne , en chassant les
dénominateurs et ordonnant par repport a « et f3,

(o @=o—tpP)}a= o L - n)s,

z—j—f (Z"z)—(""?'Q);ﬁ: {pP-—- %—3 (Z--z) ; o
Tom. XIV, as
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d’oft, en multipliant membre & membre , réduisant et ordonnant par
rapport 4 4—z,

dP aQ 4P dQ§ e
e R R HCE

-—-}(1+ﬂ1’) %yg +(1+9Q) -ad—f -7Pr§§ —r %f g(z—‘-z) ©
+(1+pPtgQ)=o0 .

Dans cette équation , la coordonnée Z appartient tonjours au
point de contact qui d’ailleurs , se trouvant sur (D), doit satis-
faire & ses équations. La recherche de l'équation du lieu des points -
de contact, c'est-d-dire , de l'équation de la surface & laquelle cha-
cune des droites du faisceau se trouve deux fois tangente , se réduira
donc simplement & éliminer x, ¥, z entre I'équation (s) ,les deux
équations (D) et l'équation (§). Cest le procédé que nous avons
promis (7).

Appliquons ce procédé au faisceau donné par les trois équations

x+y+z==6 ’
X 2.:’:: (Z—z)=o0 , Y-—y+?—-_~_¥ (Z~=2) .

Ayant ici

2y=—% 20—y

P_ g~ ? Q— Ze—g ’. P"'qwﬁ'l [
on trouvera successivement
(3 -C)"' ('3.7""37) ﬁy—x
P = P
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(ZeC)m=—(2200=y) —
14+Qg= — pQ:....%L::_' ,
(z=c)==(x+y)
t +P P.{..qQ 22—,

;‘—cd

db ___G—odtpey—m)  (z=0)—(y—=2)

dx (z==c)? - (z=c)? >

dQ . (z=a)tg(2x=y) (zm=c)==(22~—¥)
T T o T T
y (Z—C)z (z-—c)!

AP a(z—c)mq(ay=s) _ alz—c)4-(2y—2)
dy - (z=c)? - (z=—c)?

b

40 _ e=o)—plax—y) __ 2(z—c) - (ax=—y)

— T )

dx (g==c)3 - (z~—c)2

et de i
dp dQ dP dQ __ 3 (z—c)+(x+y)

e o e s
Au moyen de ces valeurs, I'équation (§) devient
3{(z=c) H x4y (2 =2)rm2(g=0){(2=C) =2 (2 dy) (D —2) (2 =) {(2c)=(x}y )} =0}

et il ne s'agit plus que d’éliminer x, y, z ou, ce qui revient au
méme , x, ¥, z==¢ entre elle et les trois équations du faisceaun.
Mais on peut remarquer auparavant que cette équation se décompose
comme il suit:

13(Z -2tz =) [(z= ) Ha b)) (Z=5) (=) [(z—e)(arty)Ti=o
En égalant d’abord le premier facteur & zéro, il viendra

3(Z -c)=2(z—c)=0,



164 PROPRIETES GENERALES
équation au moyen de laquelle on pourra éliminer z—c¢ des trois
équations du faisceau, qui deviendront ainsi

3(Z—c)F2(x+y)=o0 ,
2(x+4y)=3X, 2(x4y)=3Y;

on n’aura donc plus que la seule inconnue z-+y & éliminer entre
elles , ce qui conduira & deux résultats distincts; d’olt on peut
conclure que, dans le cas particulier qui nous occupe, les droites
dont le faisceau se compose sont toutes tangentes , non & une méme

surface mais & une ligne. L’élimination de x~-y effectuée , on obtient,
pour la double équation de cette ligne ,

X=Y=—(Z—c¢).

C’est précisément (8) la double équation de I'axe du cylindre au-

quel toutes les droites du faisceau sont normales , comme on pouvait
bien s’y attendre. '

En {galant , au contraire , le second facteur 4 zéro , en vertu
de I'équation z~-y-+z=c, on obtient simplement

Z—C=0 ,
équation au moyen de laquelle celles du faisceau se réduisent &
x+y=o s |, 2y—x=0, 2—y=0 ;
équations auxquelles on ne peut satisfaire qu’en posant
z=o , y=o, d'olt z=c.
Ce sont les équations du point que nous avons déja rencontré (4)

et qui ne saurait étre admis comme solution du probléme , puisque
X, Y, Z ont disparu.
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§. IIL

Diémonstration des théorémes de M. DuPIN,

19. A quelque loi mathématique que soient assujettis les rayons
de lumiére qui composent un méme faisceau, et & quelque base
qu’ils soient rapportés; s'il se trouve sur leur route une surface a
la rencontre de laquelle ils doivent se réfléchir ou se réfracter,
on pourra toujours ( §. L) substituer cette surface, comme nouvelle
base, & leur base primitive ; et dés-lors la dirvection du rayon incident
émanée de chacun de ses points, ne dépendra plus uniquement que des
coordonnées de ce point.

Soit donc (#, ¥, z ) un point d'incidence, située sur une sur—
face soit réfléchissante soit séparatrice de deux milieux , donuée
par I'équation

z=f(z, y); O

A quelque faisceau qu’appartienne d’ailleurs le rayon incident, ses
équations pourront toujours étre amenées & la forme

X—a4-P(Z—z)=0 , Ye—y+Q/(Z—z)=0 ; (R

P/, (/ étant des fonctions déterminées des variables indépendantes
x et y, dont la forme dépendra, & la fois, de la loi mathéma-
tique & laquelle les- rayons du faisceau seront assujeitis et de la
nature de la surface (s).

20. Soient prises pour les équations du rayon réfléchi ou réfracté

X—a4-P(Z=z)==0 , Y=—y4+Q"(Z—z)=0 ; (R)
si, comme nous le supposons, la surface réfléchissante ou séparatrice
est donnée, et que de plus, dans le cas.de la réfraction, la na-

Tom. XIV,n.° VI, 1.5* décembre 1823.. 23
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ture des milieux séparés par cette surface soit connue , P/ et Q' seront
des fonctions déterminées , bien qu'encore inconnues, de P/ et ¢/,
et par suite de # et y. Cherchons, d’aprés les lois de l'optique,
les valeurs de ces deux fonctions.

Les équations de la normale au point d’incidence sont
X—a--p(Z —2z)=0 , Y—y+q¢(Z—z)=o0 , m

et 'on sait que d’abord elle doit se trouver dans un méme plan
avec le rayon incident et le rayon réfléchi ou réfracté; ce qui
donne , pour premiére équation du problé¢me ,

P/-.p - P//_p
Q—g — Q—g @

En second licu, il s’agit de réflexion, on devra avoir
Sin.(R! , N)=—Sin.(R/, N) ou Sin> R, N)=S8in>(R",N);
taudis que , sl s’agit de réfraction, on aura

Sin.(B/ ,N) Sin.(R”, Ny
I - AN

Sin2(R!, N) Sin.2(R7, N)
A2 = Al

.
s

X et X étant deux nombres constants, dépendant de la nature
des milieux séparés par la surface (s). On voit par 1a que le cas
de la réflexion rentre , comme cas particulier, dans celui de la
réfraction , et quil se déduit de ce dernier en posant M/=—X;
de sorte qu'il nous suffira de nous occuper de ce dernier.

Or, on a, par les formules connues

+pP4qQ 14-pP4q Q"
Cos.(R!, N)=——— , Cos.(B/, N)=
R mrswry ey v M G Ve werey 2o

d’ol1
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(+p*+9) (P4 Q) —(14p Prp g Q)2
(4P g (P Q)

’

Sin(R!, N)=

(14-p24-42) (14 P24 Q1) =(1-4-p PV 4q Q)2
G4p493)( P24 Q1)

’

Sin(R/,N)=

on aura donc, en substituant et supprimant le facteur commun
aux dénominateurs des deux membres de I’équation résultante,

(g AP Q) (1 ipP Q) gy )ud Pt Q- P QD gy
- N3 (1Pl () - N1a(1f-PHag QI12) ‘

21. Telles sont donc les deux équations qui devront donner
P/’ et Q/ en P’ et (; elles donneront, a la vérité, deux systémes
de valeurs pour ces deux inconnus, tandis que la nature de la
question n'en comporte qu'un seul, attendu qu’d un méme rayon
incident il ne saurait jamais répondre qu’un seul rayon réfiéchi
ou réfracté; mais en reconnaitra toujours facilement quel est celui
de ces deux systémes qui doit répondre & chaque cas, en obser—
vant que , pour le cas de la réflesion, ou il faut faire A/=—2’
on doit rejeter le systtme P/=P/, (/=(), puisqu’en général le
rayon réfléchi ne doit pas se confondre avec le rayon incident.
On reconnaitra , au contraire, le systtme de valeurs qui convient
a la réfraction en ce qu’en y faisant /=YX , il doit donner P/=PF/,
Q/=( ; puisque, lorsque les deux milieux séparés par la surface
(s) sont de méme nature , le rayon incident, aprés avoir rencontré
cette surface , doit poursuivre sa route sans changer de direction.

22, La recherche de P/ et (”/ en P/ et (¥, au moyen des
équations (I) et (IF) , étant assez laborieuse , essayons de les com-
biner entre elles de maniére a en déduire deux autres qui se
montrent plus traitables , ou que méme nous puissions nous dis-
penser de résoudre pour parvenir au but que nous avons princi-
palement en vue. En vertu de I'équation (I), on a
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(I+7”(Q’-—q) P?(Q, )+(r+p )={rtg? )(Q,—’N M%Ef}(lw’)

""q
ou bien
(49) () =29 () ++).
(1+47) (2— q) —apg g—q) +(+p?)
d’ou

o=y 1+ (G2 (G )04 _ oy L 2y
T G — ety T

ou , en exécutant la multiplicz}tion dans le premier membre,

(1492 (B'=p)*—2pg (P'—p3(Q' =)+ (1 4p QP —9)* _ Q’-'q _rP-ry
(g ) (Br=p) =3pq (P1—p)(Q'— )+ (1tp)(Q'—* Q”—q/ ~\pri—p/?

ou encore

(g (P4 Q )= (pP g Q) _ (@ =g\ (P/~p

(potg?) (14 P12 Q/2)—(14-p Pl Q)2 - Q”—-z/ P”—q

mais I'équation (II) peut étre écrite ainsi :

OAp g )P o4 Q@ ) =0pP Q) WP QY
(l+pz+q z)(I+P/l?+Q/Iz) — (l+pP”+l]Q”)’ }\"2(1+P”’+Q”’) ?

donc

Ql — P'-—p n— ;\lz(,+P/z+ QI 2) .
( )//._.g> P”"'P) - A2(14 P2 QU2) ’

c’est-a-dire-,
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Plrem P _—+ P’—p
Yy e Y e
o o (my)
q —_t q

)\//‘/ 14Dl Qr2 —_— )\/‘/ m "": .

équations qui pourront remplacer (I) et (IT), dans la recherche de
Prret @/ en P/ et (. Dans le cas de la réflexion, on prendra
les signes inférieurs , en posant }/=4", tandis qu’au contraire , dans
le cas de la réfraction , ce sera les signes supérieurs qu’il faudra
prendre (21). (

23. On tire des équations (IIT), par différentiation ,

1 d. Plle=p 1 d. Pr—p

— | TA——er—— —

prme————— =t ———— ——————
M dy VidPr4Qn T N dy Vit PrQn

T d. Q/"—q + r d. Q=g

o ¢ s S et &

W dx VB Qn  — W&o IR EeAQs

d’olt en retranchant ,

1yd  Pr—p i Q—p }

)\”33; \/1+P"”+Q”= - dx ‘/WW&
4 P=p 4 Q
___-;‘—I{ @ \/1+R/2+le - dx ‘/I+P”+Q’3 ; H

donc , suivant qu'on aura ou qu'on n'aura pas

d. FPlm=p _ d. Ql—q
& VikPFQr e ViIfPerQs

en aura ou on n’aura pas

d. Pll—p d. Qr—g

— S—— et e, prt— e et
—_—

dy V 14-PrgQrz dz \/14-Dg @’
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et réciproquement ; or, la premiére de ces équations exprime (9)
et (16), que les rayons incidens peuvent étre traversés orthogona-
lement par une méme surface ; et la seconde exprime la méme
chose & I'égard des rayons réfléchis ou réfractés ; donc , suivent
que des rayons incidens sont ou ne sont pas de nature .@ pouroir
étre traversés orthogonalement par une méme surface, les rayons
réfléchis ou réfractés sont aussi ou ne sont pas de nature & pouyoir
éire traversés orthogonalement par une méme surface.

24. Soient présentement un nombre quelconque de surfaces réflé-
chissantes et séparatrices de divers milieux , se succédant comme on
voudra dans l’espace. Suivant que les rayons incidens qui temberont
sur la premiére de ces surfaces pourront ou ne pourront pas étre
traversés orthogonalement par une méme surface, les rayons réfléchis
ou réfractés par celle-ci, et se dirigeant versla seconde , pourront
eux—-mémes ou ne pourront pas étre traversés orthogonalement par
une méme surface ; mais ces derniers peuvent, & leur tour , étre
considérés comme incidens par rapport a cette seconde surface ;
d’ott il suit que les rayons réfléchis ou réfractés par celle- ci, et
se dirigeant comme incidens vers la troisiéme , se trouveront encore
dans les mémes circonstances , et ainsi de suite , jusqu’a la derniére
surface ; d’'out Von voit que, pour les rayons de lumiére qui com—
posent un méme faisceau , la faculté de pouvorr étre traversés ortho-
gonalement par une méme surface ne saurait étre perdue ni ac-
quise par leffet d'une suite de réflexions et de réfractions , en
nombre quelconque , opérées a la rencontre de surfaces mathéma—
tiques quelconques , séparant des milicux homogénes de quelque
nature qu'ils puissent étre. 4

25. Et, comme la vérité de cette proposition , dans le cas ol
il n’y a que des réfractions , est indépendante tant du nombre et
de la proximité des surfaces séparatrices des divers milieux que
de la variation de nature plus ou moins rapide des milieux que
ces surfaces séparent, il. doit encore en étre de méme pour des

rayons de lumiére qui traversent un milien dont la densité. ou la.



DES FAISCEAUX LUMINEUX 171
nature chimérique varie par degrés insensibles , suivant une loi
mathématique quelconque ; cest-d~dire , qu'aprés étre sortis d’un
tel milieu, ces rayons seront ou ne seront pas normaux 4 une méme sur-
face suivant qu’avant d’y pénétrer ils étaient déjd ou n’étaient pas
normaux & une méme surface,

26. Soient des rayons de lumidre ddcrivant des lignes courbes
dans un milien variant continuellement de densité ou de nature
chimique , suivant une loi mathématique quelconque ; concevons
4 travers le milieu deux surfaces courbes passant par des points
jouissant d’un méme pouvoir réfringent ; par les points ot les rayons
curvilignes percent ces deux surfaces , menons-leur des tangentes ; ces
tangentes formeront deux faisceaux de droites ; or, il est aisé de
conclure de ce qui précéde que, suivant que les droites de I'un
des fiisceaux pourront ou ne pourrout pas étre traversées ortho-
gonalement par une méme surface courbe, les droites de lautre
faiscean pourront aussi ou ne pourront pas étre traversées ortho-
gonalement par une méme surface courbe.

27. En particulier , des rayons émanés d'un méme point fixe ou
paralldles & nne méme droite fixe , ce qui revient a étre émanés
d’un point infimment éloigné, sont normanx i une méme surface
sphérique , laquelle se réduit & un plan, dans le second cas; donc,
des rayons émanés d’'un méme point fixe ou paralléles & une méme
droite fixe » ce qui est le cas le plus ordinaire, aprés avoir subi un
nonibre quelconque de réflexions et de réfractions a la rencontre
de surfaces mathématiques quelcongues , séparant des milieux homo-
génes de quelle nature on voudra , ou encore aprés avoir traversé
un milieu variant continuellement de densité on de nature chimique
suivant une loi mathématique quelconque ) peuvent toujours étre
traversés orthogonalement par une méme surface. Ainsi , par exemple,
les rayons de lumitre qui partent de I'un des points d’un corps
céleste , aprés avoir traversé latmosphére , parvienment & notre
ccil dans des directions normales & une méme surface.

28. On voit aussi par la que la recherche de la surface caustique
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4 laquelle donnent naissance des rayons qui, émanés du point fixe,
ont subi des réflexions et des réfractions en nombre quelconque,
et que conséquemment I'étude de toutes les circonstances de la
vision , dans les cas méme les plus compliqaés , se réduit finalement
a la recherche de la surface, lieu des centres de courbure d’une
certaine surface déterminée. C’est la recherche de cette derniére
surface qui doit donc présentement nous occuper.

29. Mais, pour parvenir au but , il nous faut d’abord résoudre,
Y

par rapport & P/ et Q//, les équations (I; et (II) ou, ce qui re-’
vient au méme, les équations (III) , par lesquelles nous les avons
remplacées (22). Pour y parvenir simplement, posons

an p/__p A Ql._q
—_—— =g, e A ————— 2 I}
—w» Vi P4 -— V 14-PgQs

ces. équations deviendront ainsi
Pll—p=ay/ 1P Qe ,
Ql/b7=5V1+P""hQ"’ ,

qui , successivement divisées et multipliées membre i membre,,
donnent

YP/—p)=a(Q/—q). ,
(Pr—p)(Qmmg)=ab(-+-Pi- Q)" 5

posant: alors.
Pri—p=4, Q'—g=B, ptg=k, (o)
et remarquant que
1Pl QY ’='-(P"-—p):=+(Q"qq5?+zpcpl'~p)+zq Q"=+ Cdp2+42)- 5.

on. pourra leur donner cette autre forme-
) ’ b4



(5]
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bA=aB ,

AB=al( A+ B*-2p A2 B+T) 5

en en tirera alors , par élimination ,

-— (pa-l—qb) + \/ (pa-qb) z—k(az-i-b?—x)

- G3~fh2m—1

ﬂlk

B
b

~

¢est-a-dire ,

A=g . =(patgh) TV oty —Fati=
a-bi—1

"B=b. —(pa+75)+‘/(Pa+qb)’—k(az+[)2_l)
a2+b=-..1

En remettant pour 4, B, a , b leurs valeurs et posant, pour
abréger,

1+Pr4Qr=g ,  14pPlgQ=h, (=)

il viendra

) MI(k—F) =/ Wrhf (P =gk
P//__p -—}L//(P/—'p> 7\//2(}{"-2h)_(}\,2_}‘”2)g

M7, k——ﬁ)’l"'v’;\//zh + (VA gk
— == N / e
Q=g =X(QF'—yg). W ()= O =Yg

o
|

Il est visible (21) que, pour le cas de la réfraction , ot lors-
qu'on fait /=X, on doit avoir P/=P" et ()/=(’, ce sera les
signes inférieurs qu’il faudra prendre ; d’ot il suit que , pour le
cas de la réflexion , il faudra prendre les signes supérieurs , en
posant A/=). Alors les formules se simplifieront d’une manicre

notable , et 'on aura

Tom., XIV. 24
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__ K(P'=p) k(Q'—9)
Plep=5> O—1=7=

2

d’otr

kPr—aph _ (ip4g) Pr—2p(14+p P44 Q)

k—zh (Fprgr—a(+pP+9Q) @
<

Qir= kQ=2gh _ (14p*4g)Q=2g(14p P49 Q)
h—=zh (P —20+pP+9Q)

Pr=

2

Pour appliquer ces derniéres formules & un exemple , supposons

que la surface donnée par I'équation

atytz=c ,

soit une surface réfléchissante ; que, cette surface étant prise pour

base , les équations des rayons incidens soient

2.’”'—‘7 - .
Lt (Z—-Z)—O 9

X—zt 2= (Z—2)=0 , Y—y+

Zo—C

et cherchons les équations des rayons réfléchis. Ayant ici

2y=——x Q/_‘zx—y pmg=—i
- =Y —=——1>

2
F A ?

Pl =

¢

nous trouverons

; (z=c)4p(2y=x)Fqg(2x=y)  (z-¢)-(2y-x)(ax~y) (z-c)~(xty)
/, / — —
14pP +?Q - z—c T Z—c = z=c

c'est-a-dire ,

2(z==c) ,

14pPld-g(= e

et, comme d’ailleurs
]
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1+p*4g'=3 ,
il viendra, en substituant dans les formules (3),

flzme)-3(2y—=) __ h(ady)=3(ay—a) _ gxeesy

Zo—C Z~—C Ze==C

Pl = e

[
Il

b

Q= 4(z==c)4-3(22—y) 4xt)=3(2x—y) _ 7y—27

Zo—C z=C Zr—c ?

de maniére que les équations du rayon réfléchi seront

— 200

X—at T (Z—25)=0, Yy+Z

p (Z~z)=o0 .

Puisque, dans cet exemple , les rayons incidens sont tous (8)
normaux & une méme surface , il doit en étre de méme (23) des
rayons réfléchis ; et c’est ce qu'on peut vérifier immédiatement,
En posant ici

7x=—2y 0=1"2 -

P: 9 p

]
— p— q ?

nous aurons
_ (z—)+(7x—2y) (7x—2p)—(x+y) _ 3(2x=—y)

Z——C . Zz=c z—c

P—p

?

_ =y —2x) _ (y—22)=(x+y) _ 3(2y—a)

Q_.q - z—C a4 Z=—C

V oyt a2yt (=22 — V G a2y ) (y=24)*

‘/I+P“+Qz= g p—
¢’est-a-dire ,
———— ) B7 a2 g done 2 3
VIFPFg= SV B(xr—ay+r2)

L —C
donc
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P—p - 20—y Q—q _ 2y - o
VidPte - Vie—war)® Vikbr® Vet
et de la ’

d. P—p _ 4 Q=g __ ____ 9%y ;
& VIHE+Q T ds VitPtQ {Bw—mydy)}+ ’

qui est en effet (g) et (16) le caractére auquel on reconnait que
les droites d’un faisceau sont normales 4 une méme surface.

Si Pon veut présentement connaitre & quelles surfaces les rayons
réfléchis , donnés par les trois équations

atyte=c

P2 (Z—)=0, Y—y+Z="(Z—5)=0

F=—C Ze—C

X—a~4

sont normaux, il faudra opérer comme nous I'avons enseigné (8),
“et pour cela il faudra d’abord rendre les équations de ces rayons

indépendantes de la base , ce qu'on fera (5) en posant d’abord
les trois équations

(e o=y H(ga—2p)(e=)=0 , (=) y =y P (ry—22)(e—2) =0,
aty+z=c ,

desquelles on tirera

1 5z —o)— (' hy)
B se—e iy, (U y )Y

X T2 emmn

1 52/ =) (afy!)
. = %" 2(2’—£)+5(x'+yl)g(z/_c)+(4y/+x/); s

Selmc)—(aibyl) :
) 2(2=c) =4 5(x'4y") l"(z/“"'c)‘l's(x/—l—y/)} 3

z—c=

ol w

de 1a
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5(glmmc) = (2'-y")
2(2/==c)=4=5 (x'}y")

{5(2/=c)4-(26 al—y)}

- 4
7-’7-‘2}’—-" ‘é‘ .

5(zlmmc)== ('4y")
2(z'—c)5(x/4y")

{5(2 amc)H(26y/mmal)} 4

7y-2x=- —; .

done )
prep=T""Y _ __ =)+ (6a—yT)
T T e—e T a@—otsey)

7y -2 52! ==c)4-(26y/==x)
¢=Q= = 5

= a(e—o)+5@+y)

de sorte que les équations du faisceau réfléchi, rendues indépen-
dantes de sa base réfléchissante , sont

E(tmamc) - (261 ey _
X RS (2—)=0

B(zl=mr) - (26y /=max’ — -
Yy = ot ¢ A=0

En conséquence , 'équation différentielle des surfaces auxquelles
tous ces rayons sont normaux sera (8), en supprimant les accents
désormais superflus et chassant les- dénominateurs ,

§ 5(z=0)4-(265—y) { dar4-{ 5(e—0) (265 =) ) dy+{ 2(e=0)+-5(x49)] dz=o.
En Décrivant ainsi
{ (z=0)4-52 } (dz4-5dw) 4 { (z==0) 45y } (dz4-5dy) + (x=y)(dx=dy)=0 ,
elle devient ,en multipliant par 2,
d.{(z =o)+-5z}4d.{ (z—c) 45y P+ d(x—y) =0 ;

d’olt, en intégrant
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(Sz-tz—c)+ (Sydzmc)+(z—y) =r" ;

r/ éiant la constante arbitraire. Cette équation est évidemment
celle d’'une suite de cylindres droits concentriques, dont l'axe com-
mun est donné par la double équation

5.{v=’5y=-—(z-o‘) . ™

(* 1l demeure bien établi, par ce qui précéde, que si des rayons in-
cidens, normaux & une cylindrique de révolution dont l’axe est donné par
la double équation ’

ET=y T Zemr) o
se réfléchissent & la rencontre d’un miroir plan, dont I'équation soit

xtyts=c ,

ces rayons, ainsi réfléchis, seront normaux & une autre surface cylindrique
de révolution , dont Paxe sera donné par la double équation

Sa==by=m=(z==c) ;

et rien n'indique , dans notre analise , qu'il doive jamais en étre autre-
ment , en général , et que les trajectoires orthogonales des rayons incidens
et réfléchis ne doivent é&tre que deux mnappes différentes d'une méme
surface courbe; puisque les formules (s) sont rationnelles et du premier
degré seulement. .

On a donc lieu d’étre surpris que M. Dupin ait cru voir ( pag. 236 )
qu’en général , un faisceau de rayons , normaux & une premiére sur-
face quelconque , se réfléchit 4 la rencontre d’wun miroir de forme
pareillement quelconque , de maniére a former un nouveau faiscean.
dont les rayons sont normsux & la méme surface, et ait regardé comme
de pures exceptions les cas ou la trajectoire orthogonale des rayons
incidens et celle des rayons réfléchis sont deux surfaces distinctes, indé-
pendantes Fune de lautre,~Cette proposition peut d’autant moins étre
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30. En général , des rayons lumineux incidens , normaux, 3
une surface donnée (s’), se réfléchissant ou se réfractant & la ren-
contre d’'une seconde surface donnée (s); si 'on veut savoir &
quelle surface inconnue (s/) les rayons réfléchis ou réfractés seront
normaux , il faudra d’abord (5) amener le faisceau incident & avoir
pour base la surface réfléchissante ou séparatrice ; conclure ensuite
les valeurs de P“ et @ dans les équations du faisceau réfléchi
ou réfracté de celles de P/ et @/ dans les équations du faisceau
incident ,a l'aide des formules (0), (&), (p); rendre enfin ces
valeurs de P# et @/ (5) indépendantes de toute base ; et alors
I'équation différentielle de la surface cherchée (s/) sera

dz// =Pz -Qrdy”

Si les rayons réfléchis ou réfractés, devenus ainsi normaux &
cette derni¢re surface, devaient subir une seconde réflexion ou
une seconde réfraction; par Iapplication du méme procédé on
déterminerait la surface a laquelle ils devraient devenir normaux
aprés lavoir subi ; on pourrait en faire de méme & I'égard d’une
troisiéme réflexion on réfractiog , d’'une quatriéme , et ainsi indéfi-
niment; de sorte qu'au moyen de ce qui précéde nous sommes
en état de résoudre ce probléme général: étant données une suite
de surfaces réfléchissantes et séparatrices de divers milieur ,

admise que, d’aprés le beau théoréme découvert par M. Dupin lui-méme, )
il Yensuivrait que des rayons de lumiére a qui Il'on fait successivement
subir un nombre quelconque de réflexions , 4 la rencontre de surfaces quel-
conques , demeureraient constamment normaux 4 la méme surface , et con-
serveraient conséquemment , dans tout leur ceurs , la méme surface caus-
tique., Au surplus, ce qu'il nous reste 4 dire sur ce sujet montrera mieux
encore combien il s'en faut qu'on puisse admettre cette assertion de M.
Dupin qui heureusement u’a aucune influence sur le reste de son beau
travail,
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ainsi que la naturc des milieux séparés par ces surfaces, et con—
naissant la surface & laquelle sont normaux , avant d'avoir atteint
la premiére, les rayons d'un jfaisceau qui doit les rencenmirer
toutes , déterminer la surface @ laquelle seront normaux les rayons
‘du méme [faisceau , aprés avoir quitté la derniére ?

§ 1IV.
Démonstration de quelques THEOREMES NOUVEAUX.

81. Nouns venons de voir comment , étant données une premiére
surface 4 laquelle des rayons incidens sont normaux, et une seconde
surface , & la rencontre de laquelle ces rayons doivent se réfléchir
ou se réfracter , on peut assigner une troisitme surface 3 laquelle,
apreés la réflexion ou la réfraction , ces rayons devront étge normaux.,

Renversons présentement le probleme , et demandons-nous a /a
rencontre de quelle surface des rayons de lumiére , normaux d&
une surface donnée , dotvent—ils se réfléchir ou se réfracier , pour
g’ aprés la réflexion ou la réfraction ils se trouvent normaux &
une autre surface donnée ?

En admettant que le probléme soit généralement possﬂ)le, la

solution s’en offrira, pour ainsi dire d’elle-méme, d’aprés les ré-
- sultats déji obtenus. Soient, en effet, deux surfaces données

= (a ,y), (¢) dou dz/=p/'da/F¢’dy’ , (ds)
A=l Y., () ot dz/= Pzl A-gidyt ,  (ds”)

et supposons que, les rayons incidens devant étre normaux a la
premiére et les rayons réfléchis ou réfractés normaux a la seconde,
il faille trouver la surface réfléchissante ou séparatrice , dont nous
supposerons 1’équation

Z.":f
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z;:.f(x, y) ) (S) d’olt dchdx-—{-—qdy 5 (ds)

la question se trouvera réduite & trouver p, ¢ en fonction de z,
¥ > z que nous supposerons les coordonnées dn point d’incidence.

En prenant la surface (s/) pour base du faisceau incident, les
équations de ce faisceau seront

X—a/4p(Z—z")=0 , Y—y/t-g(Z—z")=0 ;

b

b

si U'on veut ensuite & cette base substituer la surface inconnue (s),
il faudra (5) chercher les valeurs de P/, (, en fonction de x,
¥ > Z, aumoyen de I'éliminaton de 2/, y/, 2/ entre les cinq équations

a4 Pla—i) =0, gy Q(i=s)=0 ,
Pr=pl =g, (')
=f(x!,y) .

Pareillement , en prenant la surface (s”/) pour base du faisceau
réfléchi ou réfracté, les équations de ce faisceau seront

X— x//_.l._ P’/( 7 z”): o, Y—y”-—_}- 9//< 7 z”): 03

et, pour les ramener 4 la base inconnue (s), il faudra (5) déter-
miner P/, @, en fonction de x, y, z, au moyen de D’élimi-
nation de z//, y”, z// entre les cinq équations

x—x//_l_P//(z—z//):O s y_y//_}_ Q//(z_z/)=o R
Pri=pt , Q= g” , (="
=1l ; ¥y . '

Cela posé , les équati‘ons ) du §. H donnent
Tom, XIV. 25
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NP TR PR QRN PN/ T P )
1 T PG AP g

5 ()
A/Q”\/ 14-P/* 4 Qn:{:)\//Q/‘/ 14 P24 Qm

Vo o s Y eer

en se rappelant toujours que , pourle cas de la réfractior, il faut
prendre les signes supérieurs, tandls que, pour celui de la réflexion ,
ce sont au contraire les signes inférieurs quil faut prendre , en
posant A=)/, Substituant donc , dans ces deux formules , les valeurs

de P/, ¢/, P/, Q” en z, y, z, obtenues par le procédé qui
vient d’étre indiqué plus haut, si alors I'équation

=pdr-t-q¢dy (ds)

est intégrable, son intégrale -

z=f(z,y) , ©)

sera ’équation de la surface réfléchissante ou séparatrice cherchée.
Si Ton introduit dans 'équation (ds) les valeurs de p et ¢,

données par les formules () , et qu’aprés avoir chassé les déno-

minateurs on rasscmble les termes affectés des mémes radicaux, on

pourra donner & l’équation résultante la forme suivante , beancoup
plus commode pour les applications ,

de=Pldz—Qdy  dz==Pldr—Q"dy
SN PR T M 1FPnggn (¢)

¢
1l faudra, pour la’ réfraction, prendre le signe supérieur du second

membre , tandis que , pour la réflexion , on prendra son signe
inférieur, en posant A= 4,
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Pour appliquer ces généralités & un exemple , proposons-nous
‘de rechercher quelle devrait étre une surface réfléchissante pour
que les rayons incidens et les rayons réfléchis fussent respectivement
normaux & deux surfaces cylindriques , dounées par les équations

(@' =) (g2l = ) =y ) =T
(Bl zt— /7y -5y 4= 2/ ) (@l my ) =
Nous savons déja, (5) et (29), qu'on aura ici

pr=. ETHC2=y) Q= (z"'c)+(2j—x)
2(z—c)+(a+y) Y N

5(z=c)4(26x47y) . Q/ /__'5(z—c)+(26y+x) .
- a(ze=c)t-5@4y) T a(z=c) 4 S@4y)

Pl =

et par suite

—_ b{cz—c)2+<x+y)(z—c)+(x —ay )}
Vit 2=+ )

—_—— 3‘/6 z-—c)z—[-:)(x-}-y)(z-—c)-l-(15x9—xy+1a_y2)
‘/ 1420 Qra = : 2(z—-c)+5(x+y)

Ces valeurs étant substitudes dans l'équation (¢) , on obtiendra ,
pour T'équation différentielle de la surface cherchée,

{ (z—c)4-(2x=y) da- { (z=0)F-(2y—2) } Ayt {2 (z—0)F-(x47) 1 dz
B V 6,G—crt@rE—a)+@—ay+y3 }

_{5(=0 4 (br—p} Aot {5 —0) + Ghy—r } bl (e—d e Ve
3y 6] (z==c)* 434y ) (2= )+ (13x2—xy+413y3) }

—

L]

En multipliant ses deux membres par /&, cette équation revient a
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4V =y FetnG—atE—ar+7)

=t A/ Gy S e Ba sy 1379 5

d'olt en intégrant

C43 ‘/ (z-¢) *—F(x-}—f) (z;c)-l-(x’-:ry%yﬂ)"“/ (2-€)2+5(x +y ) (z-¢) + (13x2-y £13y2)=0.

Le probléme ; & raison de la constante €, a donc une infinité de

solutions. En posant cette constante nulle , et chassant les radicaux,
il vient, en réduisant, ‘

a(zmc) @by (e} =(ay")=0 »

.ou bién
(zdy+z—0c) E 2(z=c)—(zty)} =0 ;

équation commune de deux plans ‘dont les équations individuelles
sont

ztytz=c,  aty=2(2=0) ;

ce sont les équations des denx plans perpendiculaires I'un & l'autre
" qui divisent en deux parties égales les quatre angles formés par

les axes des deux cylindres et sont perpendiculaires au plan de
ces axes. On reconnait le premier pour le plan réfléchissant des
exemples précédens. '

32. Dans lexemple que nous avons choisi, nous étions bien
sirs de rencontrer une équation différentielle intégrable, puisque le
probléme que nous nous étions proposé n’était que le renversement
d’'un  probléme antérieurement résolu ; mais il est wes-aisé de
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prouver que généralelment non seulement 1’équation ,.((P) sera tou-
jours intégrable; mais que méme ses deux membres le seront sépa-
rément et immédiatement , sans lintervention d’aucun facteur. Si
en effet on y met pour dz sa valeur pda-g¢dy , elle devient,
en changeant les signes ,

(Pr=p)do+(Q—g)dy _  (Pr=—p)dxe('—q)dy
e N TV A

bl
et alors les conditions d’intégrabilité de ses deux membres sont
respectivement

d. P—p  d Q'—yq d. Pl—p 4. Q'—yq
dy V 1FFo4 Qe dx V14PagQr’ dy V 14PHQR  de v kPR Qs

or, nous avons vu (g) et (16) que ces conditions sont toujours
satisfaites , lorsque les rayons (R/) et (BR#) sont normaux a une
surface courbe ; ce qui est précisément le cas oli nous nous trou-
vons icl.

Ainsi , deux surfaces courbes étant données et quelconques , on
peut towjours , et méme d'une infinité de maniéres différentes , trouver
une surface réfléchissante ou séporatrice de deux milicux donnés ,
telle gue des rayons incidens , normaux & lune des deux surfaces
données , aprés avoir été réfléchis ou réfractés , & la rencontre
d’une telle surface, deviennent normaux a l'autre surface donnée (*).

33. Soient maintenant des rayons incidens normaux i une méme
surface courbe, assujettis & un nombre quelconque de réflexions
et de réfractions, a la rencontre d’une suite de surfaces quelconques,

séparant des milieux également quelconques ; ces rayons en s'échap-

, ( Ceci prouve de nouveau que la surface trajectoire orthogonale des
rayons réfléchis ne saurait généralement étre la méme que la surface
trajectoire orthogonale des rayons incidens.
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pant de la derniére surface, seront encore (24) normaux a une
méme suriace courbe, entitrement détermiuée; et il résulte de ce
qui précéde qu’on pourrait également faire devenir les rayons inci~
dens normaux & cette méme surface soit par une réfléxion soit par
une réfraction unique; donc, pour des rayons de lumiére normauzx
& une méme surface, leffet de tant de réflexions et de réfractions
gu'on voudra , & la rencontre de surfaces quelcongues , .slf‘parant des
milieux homogénes également quelconques , peut toujours étre rem-
placé, et méme d'une infinité de maniéres différentes , soit par une
réflexion , soit par une réfraction unique. \

34. Donc aussi (25) pour des rayons de lumiére normauzx’ &
une méme surface courbe, leffet d'un trajet &. travers un milieu
variant insensiblement de densité ou de nature chimique peut tou-
jours éire remplacé , et méme d'une infinité de maniéres différentes ,
soit par une réflexion unique & la rencontre dun miroir dune
Jorme et dune situation déterminées , soit par une réfraction unigque
& la rencontre d'une surface également déterminée , séparant deuz
milieux homogénes d’'une nature donnée. Ainsi , par exemple, Ueflet
de la réfraction atmosphérique sur les rayons de lumiére émanés
d’'une méme étoile fixe peut étre remplacé par laction sur ces
mémes rayons d’un miroir de forme invariable mais mobile , qui
sera évidemment une surface de révolution autour de la droite qui
joindra l’étoile au centre de la terre, et dont I'axe fera une révo-
lIution en 4vingt—quatre heures autour de I'axe du monde,

35. On peut donc ramener toutes les recherches relatives aux
circonstances de la vision , par lintermédiaire de tant de miroirs
et de milieux qu’on voudra, a celle des circonstances de la vision
a I'aide d’un simple miroir d’'une forme et d’une situation déterminée.
A la vérité, dans tout ceci nous avons fait abstraction de la dif-
férente réfrangibilité des rayons de la lumiére ; mais, si I'on veut
y avoir égard, il arrivera seulement que le rapport de X a )/ aura
plusieurs valeurs , et qu’on aura en conséquence autant de miroirs
que de rayons différens, Les surfaces et les milieux dont on aura
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employé l'intermédiaire pour aider a la vision corrigeront donc
d’autant micux l'aberration de réfrangibilité que la série de miroirs
dont il vient d’¢tre question occupera un moindre espace et cette
aberration deviendra tout-a-fait nulle , si les miroirs extrémes de
cette série coincident exactement.

-




