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DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS. a8

ANALISE TRANSCENDANTE.

Essai sur le développement des fonclions en series ;

Par M. Frepgric Sarrus , docteur &s sciences , professeur
de mathématiques au collége de Pezenas..

[a Tl Wia Vo Vi S0 T Vo Y V3

L’ESSAI que Ton va lire a pour but Ia recherche d'un procidé
simple , direct, uniforme et a I'abri de toute objection , pour parvenir
aux diverses formules de développement que 'on a obtenues jusqu’ici,
soit par la méthode de la séparation des échelles , soit par la théorie
des fonctiens génératrices, ainsi qu’d une infinité d’autres formules.
auxquelles D’application de l'un ou de l'autre procédé ne saurait
conduire. Pour attcindre ce but, je partirai des principes développés
dans un mémoire sur le méme sujet présentd, il y a quelques.
années , par M. Servois , & la classe des sciences physiques et
mathématiques de I’institut, dont il obtint 'approbation, et qui
a paru postérieurement dans le V. volume du présent recueil. Je-
rappellerai d’abord briévement ceux des principes consignés dans
ce mémoire qui’ peuvent &tre nécessaires pour l'intelligence de mes
recherches, en emprintant, le plus. souvent , les expressions méme:
de Pauteur. D’autres fois, an contraire , je me permettrai de signaler,
sans détour ,. les distractions , en petit nombre d’ailleurs , qui me
paraitront avoir échappé 4 cet estimable géométre. Je proccderai
ensuite 3 la recherche de ma formule fondamentale, dont je ferai,
deux applications seulement, enme bornant, pour abréger, i cn
indiquer plusieurs autres. | A
Tom. XII, n.° X, 1.* april 1822. 40



290 DEVELOPPEMENT

En désignant par # une fonction déterminde quelconqie d’une
ou de plusieurs variables indépendantes , convenons d’exprimer une.
dérivée déterminée de cette fonction, en écrivant , avant la lettre
qui la représente, une caractéristique destinée & rappeler la liaison
qui existe entre cette dérivée et la fonction primitive u. Ainsi, 7
étant une pareille caracléristique , yyz représentera une dérivée de
w qui sera entiérement connue, lorsqu’on aura déterminé quelle
est la liaison que la caractéristique 'y indique devoir exister entre
la dérivée u et sa. primitive .

Nous dirons alors que u est le sujer de ce mode de dérivation 3
et que u en est le résuliaz.

. 1—zx? .
Que , par exemple , on ait ¥= 1+x2; 2 étant une variable
indépendante ; et que le mode de dérivation désigné par xy-consiste

a3
Jo— e

a3 Xiwmgd

ar ~ xifar”

14 P

Lorsque le sujet sera une fonction déterminée ou indéterminde
de plusieurs autres fonctions , nous renfermerons ce sujet entre deux
parentheses , afin d’avertir que la caractéristique Y7 porte sur sa
totalité. Ainsi, y(¢4x) exprimera la dérivée 7 de la somme des
deux fonctions 7, u; de méme Y7{pg) exprimera la dérivée vy du
produit des deux fonctions p , ¢ ; en général [¥(r, s)] ex-
primera la dérivée y7 de la fonction ¥ des fonctions r , s,

Qu'on ait , par exemple, y=Log.(1—2*), z=Cos.(142?) , et
que le mode de dérivation désigné par Y7 consiste & changer 2 en

a
a changer z en — jonaura alors ya=

Log.(22==x?2)
Cos.(2=2x4-x2) °

v#, quoique résultat d’une dérivation, peut, 2 son tour , devenir
le sujet d’une dérivation nouvelle. Soit I'" la caracténsﬂque de cette
seconde dérivation , nous représenterons son résultat par T'gu. Cette
derniére dérivée peut pareillement devenir le sujet d’une troisicme
dérivation ; et si A en est la caractéristique , le symbole de son

y
1—z ; on aura dans ce cas V("")::
z
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résultat sera AI'y#; et ainsi de suite , quel que soit le nombre
des dérivations successives , semblables ou dissemblables , que Fon
se propose d'effectuer sur la fonction .

" Que, par exemple, pour nous borner au cas le plus simple,

. a—x . e , . .
on ait z= ey que le-mode de dérivation désigné par ¢ consiste
a~x .

4 changer # en z-+a, et que le mode de dérivation ﬂésigné par
2

. x
[ consiste & changer # en — ;nousaurons d'abord yu=w

204z’
. Danslaméme hypothese, on trouverait

et. ensuite U= e
t \lt rv 233.‘.3:

20x-}-22
gn voit, d’aprés cela, qu'on peut souvent &tre conduit i des
»ex;l';i'essions de la forme

vliu=—

Vvu’ VVV") Vvvvu g0 ecs 0,

et alors. nous convenons, pour abréger, de considérer comme leur
étant équivalentes. les expressions

Ve, Qu, U, 0i0n..
De méme, si nous rencontrons des expressions de cette forme
I'yl'vz , PyPylye, F'yI'gFAl'yz ,.....
nous lés remplacerons par
To)e, OvVfe, TPz ;000000-
-nous remplacerions de méme les expressions

AgAl'yz , A'vAl'yATl'As ,
par
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A'yru, (ADg)s ,....000.0

et ainsi de suite, quel que ptit étre d'ailleurs le nombre des carac-
1eristiques périodiquement entremélées.
Nous admettrons encore des symboles de dérivées de la forme

Ve, Vw, ik, Yu,.....

dont la d¢éfinition générale est donnée par I'équation

vy u=u .

Ce sont des dérivées inverses ou d’ordre négatif.

Si, par exemple, le mode de dérivation désigné par la carac-
4éristique 7 consiste & changer # en Log.z, le mode de dérivation
désigné par la caractéristique "' devra consister & changer # en

X

e*; car on 2 Log.e*=x. Pareillement , si le mode de dérivation
“désigné” par 1a caractéristique Yy consiste 3 changer z en Tangx,
le mode de dérivation désigné par la caractéristique sy~ devra
consister & changer # en Ar¢(Tang.=x) , puisque Tang.Arc(Tang =z )=x;
et ainst de suite.

Si le mode de ddérivation , désigné par la caractéristique v , est
tel qu'un méme résultat 7"z ne puisse étre dérivé que d’'une seule
fonction primitive .z, on devra alors avoir évidemment

v—-nv”u: u

mais il n’en serait plos de méme si plusieurs sujets différens pou-
vaient conduire & un seul et méme résultat. Dans ce cas, u serait
bien une valeur particuli¢re de la fonction yy="y"z ; mais clle n’en
serait qu’une valeur particuliére.

Que , par exemple, le mode de dérivation, désigné par la
caraciéristique §7 , consiste a changer d’abord # en 2", et 2
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diviser -ensuite le résu]tat par la fonction primitive , sil'ona u=ax ,
ax™ 1 " y

on aura yu= ——=a" Or, comme, par l'effet de ce mode de

dérivation , le coefficient ¢ disparait, il s'ensuit que \y# demeurerait
tonjours le méme quand bien méme z deviendrait bz, cz, dr, ..,
tors donc qu'on demandera yy~'vyz, on pourra dire indifféremment
que clest au, bu, cu, e () «

De méme encore, si le mode de dérivation désigné par la ca=-
ractéiistique Y7 , consiste a prendre le cosinus de la fonction z
et qu'on ait u=13¢%w+2, on aura wu=~Cos.x , résultat dans lequel
la constante @ ne parait plus ; de sorte que Ty"'yz peut étre
indistinctement égal A 20w, 2bs-+42 , 2042 ;...... pourva
toutefois que @, 4, ¢, ... soient des nombres entiers.

Lersque deux caractéristiques de dérivation vy , I' seront telles
que l’on aura identiquement

vlu=Iye ,

quelle que soit d’ailleurs la fonction u ; nous dirons que ces carac—
téristiques sont commutatives entre elles. Cest, par exemple, ce
qui arriverait, si le mode de dérivation désigné par ¥y consistait
2 changer # en a™, et que le mode de dérivation désigné par
I consistit a changer x en 2", puisque (27)"=(a""=az™.

Mais il n’en serait plus de méme si, par exemple, le premier
mode de dérivation , consistant toujours a changer x en 2™, le
second consistait 3 changer z en z-4-a ;puisque (#+a)™ et a"+a
sont deux quantités généralement inégales.

(*) Cest cette considération qui nous a délerminés & me point admettre ,

comme l'a fait M. Servois , dans le mémoire cité, pour la définition des de-
vivées d’'ordre négatif, la double équation

VARG AUE A el
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De méme si, a étant un facteur constant , on avait

vau=au ,

nous dirions que la caractéristique Y7 est commutative avec ce fac-
tear. C'est, par exemple, ce qui arrivera , si le mode de dérivation
désigné par ¥y consiste i substituer pour # dans w une fonction
quelconque de z. o

Mais si , au contraire , le mode de dérivation consistait , par
exemple , & prendre le logarithme , le facteur et la earactéristique
cesseraient deés-lors d’étre commutatifs entre eux , puisque gLog.u.
et Log.az ne sont point la méme chose. ‘

Si trois caractéristiques A, I', y sont commutatives deux 3
deux , c'est-A-dire, si I'on a

Ale=I'Au, Agu=yAu, Iys=ylu ;
ces trois caractéristiques seront aussi commutatives entre elles ;
¢est-a-dire qu'on aura

Al'yu=AyTue=TAgyu=TgAu=ylAs=yAls .

Cela se prouve en changeant z en <ty , dans la premiére des trois
équations de départ, en I'z dans la seconde, en Ax dans la troi-
siéme ; puis en prenant les dérivées A, I', A, respectivement ,
des deux membres des trois mémes équations , et comparant ensuite
les résultats. On a, pour la premiére transformation,

A've=TAyguz , AylesyAls , I'yAu=ylAu

ge

et par la seconde

vATu=yIl'Az , TAgu=I'yAz , Al'gu=AyA«

e

ce qui établit complétement la proposition annoncée.
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Si T'on avait un plus grand nombre de caractéristiques qui fussent
pareillement commutatives deux i deux, on arriverdit a leur égard ,

par des moyens analogues, & une conclusion semblable. Il en serait.’
encore de méme pour ces caracléristiques combinées avec un ou
plusieurs facteurs constans, si ces caractéristiques étaient commu-

tatives deux 4 deux , non seulement entre elles, mais encore avec
chacun des facteurs constans.

Quelles que soient les caractéristiques I', 7, I'on a identiquement
Cu=Tygy~'u;
si done ces caractéristiques sont commutatives entre elles, on aura

Pu=gly-'s ,

d’otr I'on conclura

A Tu=yp-'yTy 'z |

d'olt on voit, en se rappelant ce qui a été observé ci-dessus, que
ce n’est quavec des restrictions qu’on peut admettre I'équation

V-)r’u=r'v-i” . (x-)

Les mémes considérations conduisent aussi 3 n'admettre qu’avee
des restrictions I'équation

v-trnlu.___.rnlv'lu :

torsque les caractéristiques 7, I' sont commutatives entre elles.

(*) Voyez, sur ce sujet, la précédente note ; nous n’ajoutons pas d’exemple,

parce que nous rencomtrerons plus loin un cas ot cette équation ne saurait
étre admise.
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Lorsque la caractérisiique de derivation Y7 sera de telle nature
qu'on aura identiquement

vty =yitvyu,

nous dirons que cette caractéristique est de nature dz"strz’&ulz'p"e._’
Cest , par exemple , ce qui arrivera si le mcde de dérivation
désigné par v consistait 3 multiplier la fonction par un multipli-
catcur constant, puisquon a a(t-+u)=at--ou. Mais il o’en serait
plus de méme si ce mode de dérivation cousistait a élever la fonc-
tion 4 une puissance , puisque (/)™ n’est pas la méme chose
que #?-um Nous ne considérerons désermais que des fenctions de
nature distributive.
Draprés_cette définition , on aura

vt =vlp+p+yr=yvptvstor

et, en général,

V(ptgtrtst .o )= Ut vsHUr TS

quels que soient le nombre et les signes des fonctions p, ¢, 7, 5, ..

Nous disons, quels que soient les signes de ces fonctions ; car,,
seit 7(p—q), en posant p—g=t¢; d'oi y(p—g)=<y¢, nous au-
rons p=g-+t; don yYp=vy(g+)=vg+v? ; ce qui donne
V/=Yp—Vg, et par conséquent y(p—g)=vp—vyg.

Si, dans cette équation, on suppose p=0, il viendra y(—¢)=—vy7;
d’od 'on voit que le coefficient —1 est commutatif avec touts
caractéristique de nature distributive.

Dans la méme hypothése , on ‘aura,

v (+u)=v(y i4v v)=vitviz ,

Vitu)=y (vi+vu=vitvyiu,.

3.0 s s 00 8 008 5 ¥ PO o s o ey

dour
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d’ol on conclura que la caractéristique 7 étant de nature distri-
bative , la caractéristique 7" , ou l'on suppose » un nombre entier
positif , jouit de la méme propriéié ; mais en serait-il de méme de
la caractéristique y7=" ? et , dans le cas ol ce ne pourrait étre

qu'avec des restrictions , en quoi ces restrictions pourraient-elles
consister ?

.

Avant de répondre i cette question, nous devons dabord résoudre
celle-ci : quelles sont les diverses valeurs de la dérivée d’ordre ne-
gatif y=ip?

Soit # une valeur particuli¢re de cette dérivée et soit w—t-# une

autre valeur quelconque de la méme dérivée , on aura, d’apres
Pénoncé du probléme ,

vEt)=vu=p ;

mais, envertu de la nature distributive de la caractéristique 7, on a

vt =gutt

d'ol Pon voit quil faut, de toute nécessité, que l'on ait
vi=o j

de sorte que tout se réduit a trouver les diverses valeurs de # qui
satisfont a cette condition; aprés quoi on aura

v ip=utz .

Nous appellerons fonctions complémentaires celles qui, comme

devront étre ajoutées a une valeur particulitre d’une dérivée

d’ordre négatif, pour en déduire les autres valeurs de la méme dérivée..
Soit maintenant

vtV 5

prenant la dérivée vy des deux membres, on aura
Tom. XII. 4r
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pry=vu,

d’ot I'on tirera
v (ptg)=uti=g ptvTietE

¢ étant une fonction complémentaire qu'il faudra déterminer de
manitre que cette équation ait licu, Au reste, quelque dérivée par-
ticulicre que l'on veuille choisic pour w='(p+g), et pour l'une
des dérivées w™'p, v~'g , il sera toujours possible de prendre
celle de lautre, de telle sorte qu’il faille poser =0, et que par
conséquent on ait

v (ptg)=vip+ATg

de sorte qu’au moyen de cette restriction on pourra regarder les
caractéristiques 9 ™', "%, ... comme étant de nature distributive ;
du moins si , comme nous le supposons ici , la caractéristique
y lest elle méme ; ce qui résout la question que nous nous é€tions
proposée.

Dans tout ce qui va suivre , nous supposerons constamment que
les fonctions complémentaires sont prises de maniére que les carac-
téristiques de dérivation inverse soient distributives.

Nous remarquerons enfin sur ce sujet que si 7, I', A, e
sont des caraciéristiques de nature distributive , on aura

v(ttu)=At4u ,
I'y(tte) =T (yt-t+vyu)=Tyi+I'yz ,
AT (4w =AT g4 Tyu)=Algi+Alyu ,

et ainsi de suite, quels que soient d’ailleurs la nature des fonctions
2, u, ctle nombre des caraciéristiques 7, I', A,
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Ces notions préliminaires ainsi posées, soient ¥, W,, 7, ».ne

r,,, I',,.. des caractéristiques quelconques de nature distri-

butive, et #, #,, ¥, yeuu Py Pis P2 seee. des fonciions d'une ou

de plusieurs variables indépendantes , lides entre elles par les
équations ’

vie=p—+Iu,

Vl”x=pz+rx”2 y

V2l =P2+qu3 ’
et, en général,

Vit =pit Ui, ;
en en conclura

u =V"‘ P +V~l r uy L
”s_=Vx"'Px+Vx"T.U’ »
yz=Vz-l/’z+V2”r‘zu; ’ ; (I}

et, en général,

4, =" pi+v" v .

.

.

-pourvu que l'on prenne d’une maniére convenable les dérivdes
négatives de leurs seconds membres.

Si 'on substitue dans la premiére de ces équations pour », sa
valeur donnée par la seconde , on aura

2=y p+v Iy p'+v Ty, T,

Mettant de méme dans celle-ci pour #, sa valeur donnée par la
troisitme , il viendra

u=v~ xp+v~ l"["vl -ﬂpx_’_vu lI‘Vx—lva: ”_szz

Fv 'y, "Iy, T,u, .
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En poursuivant de la méme maniére, on arrivera finalement a
I'équation
v=y~ip
+v Iy 2.
+v Iy Thv. "7,
+v Ty, " T.wWw."'T.v; 7, (=)
v B vl B v L) oS WY vy 2

VAl A vl B v Sl WU PRI v Al B /73PN

laquelle aura lieu quel que soit le nombre entier i. Telle est notre
formule fondamentale qui , comme on le voit, est de la plus
grande généralité. '

Si on la suppose prolongée a Tinfni, elle donnera # par une
séric qui ne dépendra plus que des fonctions p, p, , 2, ; e Il
est de plus évident qu’en choisissant ces fonctions, ainsi que les
caractéristiques 7, X7y, Uz pouers I 5 I's, 'y 5 wwee d’une maniére
cenvenable , cette série pourra toujours étre rendue aussi convergente
qu’on voudra. On voit enfin que cette série peut &tre arrétée a volonté ;
ce qui serait d’'un avantage inappréciable si, dans tous les cas, il
était possible d’assigner des limites aussi rapprochdes qu'on le
désirerait, entre lesquelles tombit la valeur de

V“"FV,"’F‘ -.--.-..V,‘"F‘-ﬂi.,_; .

Malheureusement la détermination de ces limites paratt offrir
d'assez grandes difficultés, et ne se montre d’un abord facile que
dans un nombre de cas trés-limités , parmi lesquels on doit com-
preadre celui de la série de Taylor. Mais comme la solution du
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probléme relative 3 cette série est déji connue, nous ne nous y
arréterons pas. Nous donnerons seulement une expression assez
simple de cette fonction pour la formule ordinaire d’interpolation ,
par les différences finies; €’est tout ce qu’il nous est possible de
faire pour le présent.

Si , dans la formale (2), on suppose que les caractéristiques
N> Vis Vasee sont identiquement les mémes , que l'on [fasse
la méme supposition pour les caractéristiques I", ', Ty s
et qu’on suppose en outre que les fonctions uw, #,, %, , .. sont

¢gales , et qu’il en est de méme des fonctions p, pi, Pay s, il
viendra , suivant les notations que nous avons adoptées,

2=y pH(v DV pHe TPV pHv T)Vv o

6
o RN A VA WU VAN & S Vel W N
fermule qui, bien que moins générale que la précédente , I'est pour~
tant encore beaucoup , puisque la forme de la fonction p et la
nature des caractéristiques 37 ,I" demeurent tout-3-fait indéterminées.

Pour indiquer une application trés-intéressante de la théorie
précédente , soit

Y@)=p,

une équation du premier degré aux différences ou aux différen-
tielles totales ou particlles , ou méme aux différenees mélées , de
laquelle il soit question de tirer la valeur de z ; en supposant
d’ailleurs que ¥ soit une caractéristique de fonction de nature dis-

tributive. Soit ¥y une autre caractéristique de méme genre , on
aura lidentité ‘

ve=p+gu—yu ;

donc, en posant
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vu—Yu=Tu ,
on aura
vu=p+Tu ,

ot I' sera aussi une caractéristique de fonction distribufive. On
pourra donc obtenir z par la formule (3).

Comme la caractéristique Y7 est enti¢crement arbitraire , il faudra
la choisir de telle sorte que non seulement en sache trouver la
dérivée inverse \7™'p, quelle que soit la composition de p en va-
riables indépendantes , mais en outre de maniére que la série (3)
soit convergente,

Dans tout ce qui précéde, nous avons tacitement supposé que,
dans’ les fonctions affectées des diverses caractéristiques , toutes les
variables étaient considérées comme telles ; mais on eongoit que I'on
peut fort bien ne faire porter la dérivation que sur une ou plusieurs
d’entre elles, en considérant les autres comme constantes. Pour
indiquer cette circonstance , nous écrirons, 4 I’exemple de M. Servois,
la variable que nous considérons seule ecomme telle au-dessous de
la caractéristique de dérivation ; de sorte que, par exemple, si u
est fonction des variables indépendantes z# , y , nous indique-
rons ses dérivées. particlles relatives & # et y par les symboles
v \4

— U, = U
x Y

Cela posé, proposons-nous de déterminer la nature des caractéristiques,

E E A a ... . .
~ , —, — , — définies par les équations suivantes
* J

,{ X
E !
;—_u:%x—{—r YY)
E
"5,' u=Vzx , y+1) ,

dans lesquelles nous supposons u=+v¥(x, ¥).
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1l est d’abord aisé de voir qu’elles sont toutes commutatives , tant
entre elles qu'avec le facteur constant; et il n’est pas plus difficile

. E A .
d’apercevoir que Pl sont commutatives avec toute fonction de

. . E A .
« sans y , tandis que - le sont avec toute fonction de g

sans z ; enfin , il n'est pas moins dévident qu'elles sont toutes
distributives.

En représentant donc par p une fonction quelconque de y et
de constantes, nous aurons

E E A A
—@p)=p ~u, — (up)=p— u,
E . A

= P=P s ;‘P——-O .

Si, au contraire, p était supposé fonetion de # et de comstantes,
nous aurions

E(ll Eu A<) A
—— T ) — — Y :___,u
P P ll)y ’ ¥ P Py ’
E ' A

yr=r 77 :

On voit, d'aprés cela, qu'il est toujours possible de prendre les

. A — A o . s ., . .

dérnvées( - u, ;— z de maniére qu'elles s'évanouissent,
x

la premidre en méme temps que  , et laseconde en méme temps
que y; et c'est ce que nous supposerons désormais,

A \=—1 . E A A \==I
Dans ce cas, -) est commutative avec — , — ,|{ =
x y 'r '\»

et avec toute fonction qui ne renferme pas x ; de méme
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-— A -
(%) ¥ est commutative‘avec % , 2 ’ (-_;) ‘> et avee

toute fonction qui ne renferme pas y; mais on ne saurait avoir,
en général,

BV (2Y N, Z(E) = (2) S0
Yy \7Y Ny

A =1
ear, supposons z:=x , NoOus aurons ( y ) 1=y, et par conséquent
— . E ’
= ( — ) Ix.,—.-y-l-x ; tandis que I'on.a ; 1=1, et conséquemment
E —1
( ) gl 1=y. Il enserait de méme pour — ( )

_I ~
Enfin, nous trouverons que ( ) ( ) sont de nature dis-

teibutive , tout aussi bien que — , — , _,, =
x x y y

Supposant maintenant que z est une fonction -y , on aura

8>

A
—_—U= 1/
‘4

d’olt on conclura, en représentant par z, ce que devient z lors<
qu'on y fait y=o ,

A \mmy A
u:u,:-l—(y— —-u,

x

et par suite, en observaut la méme marche qui nous a conduit
a I'équation (3),

v=u,
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v (2 2wt (2722 Yaot (2 2 Yk
(T Yo (2T Y

ou encore, en effectuant les opérations qui ne sont qu'indiquées;

z‘—”o+ —

b (e (.

. A \==p n .
dont le dernier terme (—) (— ) u pourrait se mettre sous

une- forme plus traitable au moyen de I'intégration par parties ; mais
voici , pour le méme objet, une méthode moins laborieuse.
Soit -

-——z+az ( )u, )

et soit 7z, ce qui devient z lorsquon y fait y=o; on aura, par
les méthodes connues,

A \—
2= z,(1—aY H(—ap (2 ) '(x—a\-y( )u,
ou encore 4 ’
y A \=—1 —_— A \n
=z (i—aPH( )= 2 Vs @
pourvu qu'aprés l'intégration on fasse k=y—1.

D'un avtre c6té, notre formule (3) , appliquée a Uintdgration de

: I'équation (g), donne, en posant pz= -f- z,Tz=—az,
:I.Om‘ XII. 42
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d’olt, en comparant avec le déveloPPement de I'équation (/:), or-
donné suivart les puissances de @, on conclura

o (£ Ve e 2

d’ott , enfin,

y A y y=~1/ A \? —1 yem2/ A3 i
=yt L =y L 2 ,,o..;_..’i.l._. 22202 Y u e
I X X x

LI AT (S b M A

1 2 n=—I \x n-1 \w

ce qui achéve de compléter I'analogie qu’on avait déja remarquée
entre la formule ordinaire d'interpolation et le théoréme de Taylor,
Reprenons I’équation

A \\==1 A
u=u°+( - ) - u
y x
lT'on en déduira

»E r~E —r—m(E)’ —r -7 A(
(DG =GIE =5 ) (5) ) s
ou encor¢ , en observant que , dans le cas actuel , on a

E \r/iE \—r EN/ E \=r F Newwr
———><-—-) II"—?-u el (-—) '—') I/oa(—-) "o;'
¥ X : Yy X x
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I CI(CORETE I
On trouverait absolument de la méme manitre
o= (2Dt (Y ()2 (E) ™,
o= ()t (Y () 2B,

. . L} ° . . . . 3 - . . - . . .

=
=

En suivant donc la marche qui, des équations (1), nous a déji
conduit A la formule (2), nous déduirons de celles-ci

E ENr, A =1 & , EN=—=(r4r)
u= (1_)—».-”._'_(;_) (;—- - (T) "y

BV (EY (A (AYEY .,

en ayant du moins égard aux propriétés commentatives des carac-
Aéri tiques qu'elles renferment.

En donnant & r, r/, r”,... des valeurs particuliéres, on par-
viendrait & une infinité de formules différentes qui , combinées entre
eiles, conduiraient 3 une infinité d’autres, dont quelques-unes se
trouvent déjd dans les divers traitds de calcul aux différences finies.

En général, u étant toujours une fonction de z+y, si I'on fait

vi=au+ta, ;E u-{-a:(;—)‘u-i- ceveeta, (—;—)mu )
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Tu=Zauta, f— vta; (—f )‘u-il- P ;_.’-l-dmé —? )ﬁﬁ H

on aura
vu=Tlu ;

“et, comnde les caractdristiqhes 7 , -I" sorit alors de hature distri-
butive, I'on en. déduirait un développement de z.
L’on aurait encere

gu=lu

et l'on arriverait 3 un autre développement de la méme fonctiony
en posant )

d"s

Vu-au-i-d, . +d +.‘....+Jm o

2 d_’)”
’ . . &y ad"’ 7
I‘u:&u-l—iz, +az SR AP Hp i - =S

dx= dam

)L!6n parviendrait encore i uh nowveau dévéloppernerit, en posaht’

va;éait+d, yE zz—l-:d,(—;)’u-l-. ceie. +am(—§—)m&

E du ‘ E \m du
qﬁﬁ + 1 ( ) +t se @ n+bﬂf 7 -g;
+ a' L] ) . ] . '0 - . - [ e . . . . . ": . v- .
d"u d"'u a d"u A ‘ E ym d"u
+ﬂ d}f +p1 7 d_y" +P cre e +Pm( }"‘ 'é;;' 2

Tz
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Tu=auta,~— u—l—a ( ) /e SRR +am(—§- )mu

E d x d ) m du
b — +b— “ 5( ) ”+......+&,,,x =

+ « e . . . P . . . a « . . . . . -

d'u 2 dy B m gn

+pdx" +P;x dx"+pz x}?a;‘—l-ﬂ”: °°+l’m( J dui

11 est d’ailleurs évident que , dans ces diverses formules , il sera

permis de prendre pour 2, @, , @y ,ees by by, b,y unne PPy,
P2 s des fonctions quel. onques de z , y.

On sent que nous n'en finirions jamais , .si nous voulions indiquer

toutes les aj.plications que l'on peut faire de la théorie que nous

avons exposée dans le présent mémoire ; et c’est ce qui nous détermine

3 terminar ici.
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