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ANNALES
'DE MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

GEOMETRIE TRANSCENDANTE.

Meémoire sur le parallelisme des lignes et surfaces
courbes ;

Par M. CreELLE , docteur en philosophie , membre du
conseil supérieur des batimens de la Prusse.

[o Za Vi Vig Vi Vo Vo V0 V1,

I.

SI, par tous les points d’une ligne droite ou d’un plan, et d'un
méme c6té, on lui éléve des perpendiculaires de méme longueur,
le lieu des extrémités supéricures de ces perpendiculaires sera,
comme l'on. sait, une autre ligne droite ou un autre plan, paral-
lele a la droite ou au plan donné.

Si pareillement, par tous les points d’une courbe plane ou d’une.
surface courbe , on lui éléve , d'un méme coté, des normales de

Tom. XII , n.°1, 1.°° juille: 1821. 1



P " PARALLELISME DES LIGNES

méme longueur , le lieu géométrique des extrémités supérieures
de ces normales sera une autre courbe plane ou une autre surface
courbe que, par analogie , on sera conduit a considérer comme
paralléle a la courbe ou & la surface donnée ; et lanalogic con-
duira également 3 considérer la relation de parallélisme comme une
des plus simples qui puisse exister entre deux courbes et deux
sarfaces courbes , puisque cette méme relation est la plus simple
que l'on puisse concevoir entre deux lignes droites ou deux plans.

Cependant la théoric du parallélisme des lignes et surfaces courbes
a été jusqu’ici peu approfondie. On cornait les équations différen-
tielles qui expriment le rapport mutuel des coordonnées d'une ligne
courbe , parallcle  une autre courbe proposée; et 'on peut trouver ,
a laide de ces équations , équation de la paralléle méme, dans
tous les cas. On a fait aussi des applications de ces équations gé-
nérales & plusieurs courbes ; mais la théorie générale des courbes
paralléles dans un plan et celle des surfaces paralléles, soit entre
elles , soit & des lignes & double courbure, théorie qui doit em-
brasser le contact , 'osculation , la rectification , le calcul des aires,
etc., reste encore 4 compléter.

Je viens de trouver quelques théorémes relatifs 4 cette théorie,
et qui m’ont paru rewarquables par leur élégance et leur généralité
absolue. Je me propose de les présenter brievement ici, en aban-
donnant au lecteur le soin des développemens ultérieurs.

2.

Mais, avant d’entrer en matiére , qu’il me soit permis de placer
ici une observation. ”

On n’ignore pas que c’est le calcul différentiel ordinaire, le
calcul aux différences partielles , leur systtme de signe et Vart
de les appliquer & la géométrie , qui servent de base aux recherches
de la nature ‘de celles que jai en vue. Cependant, jai la ferme
persuasion que l'application de ce calcul 4 la géomeétrie , d'aprés
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la considération de linfini, est mal fondée, et que les signes adoptés
pour ce méme calcul ne sont pas bien choisis. Non seulement je
partage ces opinions avec les illustres géométres qui les ont dé-
veloppées d’une maniére si lumineuse, mais )’al prouvé en outre ,
dans mon Essai sur le calcul des quantités variables ( Vandenhoek
et Ruprecht ; Gottingue, 1813, tom. I ), qu'on n’a pas le droit
de choisir arbitrairement les signes ultérieurs, dés qu'une fois les
signes primordiaux ont été établis ; et, dans un autre petit Traité
sur lapplication du calcul des variables & la géoméirie et o la
mécanique , {ai montré que toutes les applications du calcul se
font, sans le moindre secours de I'idée des quantités infinies , avec
la méme rigueur que les anciens exigeaient dans la géométrie,
et que Lagrange a mise dans sa théorie des contacts. Je suis encore
revenu sur cette maliére dans le premier volume de mon Recucil
de traités sur divers sujels mathématiques qui va paraitre. Si donc,
malgré tout cela, je me sers ici des signes vulgaires et des quan-
tités infinitésimales, ce n’est de ma part ni contradiction ni désaveu
tacite de mes principes ; mais, ne pouvant présumer que les divers
traitds que je viens de citer, tous publiés en allemand, soient fort
connus en France, en adoptant ici les doctrines qui y sont ex-
posées , je maurais pu étre compris de la plupart des lecteurs, &
moins de faire précéder le présent mémoire d’'une introduction qui
lui aurait fait excéder de beaucoup les bornes dans lesquelles je
dois m’efforcer de le renfermer. .

Aprés cette courte explication, j’entre en matiére.

Du parallélisme des courbes dans un plan.
3.

La premiére recherche qui doit nous occuper ici est celle d’une
courbe paralléle 4 une courbe donnée qui en soit distante d’une
quantité donnée.
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Soient # , ¥ les coordonnées de la courbe donnée , #, u celle
de la courbe cherchée, et %4 la longueur commune des normales
a la premiére terminées a la seconde. Soit {2/, /) un point de la
premicre courbe; et soit (2, u’/) le point correspondant de la se-
conde ; I'équation de la normale a la premiére courbe, au point
particulier que l'on considére sera, comme lon sait,

dy’
(#—a/ 4 (y—y",—= =0

/ dat ?

puis donc que le point (#/, w/) est sur cette normale, et & une

distance % de son point de départ, on doit avoir , 4 la fois,
t— g (! N [P C R Ly
(Wt wmg) L mo | (sl my =l

ou, en supprimant les accens, désormais inutiles,

(t—a)Ha—y) L =o, ()
(=) +(u—y) =k* (2)

€quations qui résolvent le probleme.

Si, en effet, on veut mecner a une courbe, donnée par une
équation en x et ¥, une courbe parallcle qui en soit distante de
la quantité % ; de la difiérentielle de l'équation donnée, on tirera la

dy . o .
valeur de —g)- pour la substituer dans I'équation (1), ce qui donnera
x

une premiére équation finie entre #, ¥, ¢, u; I'équation (2) en
sera une seconde , et la proposée sera la troisitme. Eliminant done
x, y entre ces trois d¢quations, l’équation résultante en 7 et u sera
celle de la courbe cherchée.

Pour premier exemple , supposons que la ligne donnée , 3
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laquelle on veut mener une paralléle a la distance 4 soit une droite

déterminée par I'équation

Y
+-b-=l;

Ry

on en tirera, par différentiation,

!

dy "%
dz ~ a !

substituant cette valeur dans I'équation (1), elle deviendra
a{t—z)—b(u—y)=o ;

d’un autre co6té, l'équation de la droite donnée peut étre écrite
ainsi :

b(t—z)t-a(u—y)=bt4cu—ab :

De ces deux derniéres équations, on tire

_ b(bt-f-aue=nb) a(bt-f-au=—=ab)
t—x= az+bn ’ ll--y-—- az+bz ;

valeurs qui, substituées dans I'équation (2), donnent, aprds I'ex-
traction de la racine quarrée, pour l'équation de la parallele

cherchée 3 la droite donnée ,

bttau=ab+ky/ aigi .

Cette équation est double, parce qu’en effet & une droite donnée
dans un plan, on peut mener deux paralléles qui en soient dis-
tantes d’une quantité donnée.

Doanons encore un exemple, et soit, la ligne donnée, un cercle
rapporté a des coordonnées que , pour plus de simplicité , nous
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supposerons rec.ang ilaires et ayant son centre a lorigine ; soit
Péquation de ce cercle

13+y3=r3 s
on en tirera , par difl(rentiation

dy
dx y

au moyen de quoi I'équation (1) deviendra
x
t—zx= 5 (u—y)

qui , combinée avec I'équation (2), donnera

kx ky
{ g == —— Uyt —m——
— ‘,/x:+yz ? y=21 ‘/xz,i_rz 4
c’est-a-dire ,
2 k
f—g="1 — | p—z=-1 —:-;- .
d’od
rt rt

en substituant donc ces valeurs dans I'équation du cercle donné,
on obtient pour celle de la courbe cherchée

4=tk ,

équation d’un autre cercle , concentrique au premier , et ayanmt

un rayon égal au sien , augmenté ou diminué de la longueur
donnée 4.
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On voit donc que le parallélisme des droites et celui des cercles
sont réciprogues ; c’est-i-dire que , si I'une de ces deux lignes est
parallele & une autre ligne de méme dénomination , celle-ci sera, a
Iinverse, paralléle a la premiére ; mais rien ne prouve , 4 priori,
qu’il en doive étre de méme pour toutes les courbes, du moins
en général ; c'est-d-dire que nous ne savons pas encore si, en
élevant des mormales égales d'un méme c6té par tous les points
d’'une courbe donnée queiconques, ces normales le seront aussi &
la courbe qui joindra leurs extrémités , ou , ce qui revient au
méme, si les tangentes aux points correspondans des deux courbes
seront paralléles. -

Tout se réduit évidlemment 3 comparer I'un & l'autre les deux
coelliciens differentiels

dy du
= a

qui déterminent Dinclinaison de ces tangentes sur l'axe des z; et
ce serait une chose trés-facile , si I'on avait les équations des deux
courbes ; mais on ne peat les avoir que pour des cas particuliers ;
et, en se tenant dans les géndralités, on n’a, entre les points
correspondans des deux courbes, que les seules relations (r, 2).
Voici comment on peut facilement p arvenir 4 éluder cette difficulté.

@uelle que soit la courbe donnée , par le seul fait de l'existence
de cette courbe , y se trouve étre une fonction de x; mais, par
la relation constante entre les points correspondans des deux eourbes ,
7 et u sont, l'un et l'autre, fonctions de x et y; donc y, 2, »
peuvent étre considérés tous trois comme des fonctions de a.

En différentiant sous ce point de vue Déquation (2) , op
trouve
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(t—=) ("" —1>+(""7’) ( —— \—o,

P . I . . A
en éliminant z—z entre celle-ci et 'équation (1) #—y disparaitra
de lui-méme et il viendra, en réduisant

du . dy d¢
dx dx dx ’
dou
du dy (
&t~ ax :

donc e parallélisme est généralement réciproque pour toutes les
courbes.

Au moyen de I'dquation (3), les équations (1,2) peuvent étre
mises sous cette forme

. d
(@—+(y—u 5 =o,

(=t (y—u)y= ;

et elles ne différent alors de celles-la qu'en ce que 7 et z &y
trouvent respectivement changés en & et y , et réciproquement;
on déterminera donc la premiére courbe au moyen de la seconde

par un calcul tout pareil & celui qui sert & déterminer la seconde
a laide de la premiére.

5.

Occupons-nous présentement de la relation entre les rayons de
courbure des points correspondans des deux courbes. Mais cherchons
d’abord la relation entre les coefliciens différentiels du second
ordre.

Dans
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Dans I'bypothdse actuelle, on a, en vertu de Péquation (3),

a0 _4(8)_ =

dx

mais , en différentiant I'équation (1), il vient

dt du d
—— —T1 2

3= i dx +( 4= ) =05

aous avons dailleurs trouvé tout i I'heure

ce qui donnera en substituant

(o (2 o o
d’ot

de (u—_y) dx’

= ‘+(E)

. dz .
substitvant cette valeur dans celle de E;— , elle deviendra

dzy

deu - dmz
drz "
=) 33 er *

e ( )

et telle est la relation cherchée.

dom. XII, o
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Cela posé, en éliminant #—z entre les équations (1,2), on

k
u_y=—-—+- 4 d)f \2 ;
1)

2,

en conséquerce de quoi la valeur de oy devient

10

day
doa T
der k dy i

1= T
-+ dj’ \ 3 %.
b ()

donc , en vertu de l'équation (3);

e V+( } §

14
SCEVE LT

dx3

ou encore
du \Sz:_ ¢/ dy L
§*+(:;)< §r+(~:)< _
doy dry ~+5
as dxs

mais, en représentant par r le rayon de courbure de la courbe
dont les coordonnées sont # , y, et par pcelui de la courbe dont

les coordonndes scnt 7 et u, on a
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L R DI C P

dz)’
dm’ dg.

done finalement

=y -k 5 (4)

¢est-2-dire , que Ja différence des rayons de courbure des points
correspondans de deux courbes paralléles est constante et égale
a la longueur du segment de la normale commune interceptée entre
les deux courbes ; d'od il est facile de conclure que les points
correspondans de deux courbes paralléles ont le méme centre de
courbure.

6.

Les propositions établies dans les deux articles précédens auraient
pu, au surplus, étre [acilemient déduites de la théorie connue des
développées. Lorsqu’en effet une courbe est donnée, sa développée
Vest aussi; et, en supposant un Al qui la développe , Fun des -
points de ce fil décrira la courbe proposée, et la direction de ce
méme fil sera normale i eette courbe dans tout le mouvement. Que ,
si I'on considére sur ce fil un second point éloigné du premier
de la quantité k , il est clair, suivant les définitions que nous avons
adoptées, que ce point décrira une courbe paralléle 2 la premiére.

Or, on voit, 1.° que les normales seront communes aux deux
courbes ; 2.° qu’elles auront en leurs points correspondans le méme
centre de courbure; 3.° que par censéquent leurs rayons de cour~
bure en ces mémes points différeront constamment de la quantité
% ; mais il pouvait n'étre pas sans intérét de montrer comment
Fanalise conduit 4 tous ces résultats , sans rien emprunter de la
théorie des développées.. '
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”

i*

Passons 4 1a considération des longueurs d-s arcs correspondans
des deux courbes. Soient s un arc quelconque de la premiére,
et ¢ 'arc correspondant de la seconde ; nous aurons

d.f d 2 ’
pe—— ___)'
dx (&)

¢t nous aurions pareillement

dr_ du
a _V1+(Tﬂ-) ’

#i nous considérions # comme fonction de z , variable indépen-
dante ; mais, en considérant ¢/ et #z comme fonctions de z , et
pous rappelant en outre de la relation (3), il faudra écrire

& — 5= de d
iz = dx ""(Ji‘;)"‘i; i ¢

or , nous venons de trouver tout-i-1 heure

| day.
i at @=9 35

IZ J e m————n

d._x dy l;
H )

donc, en substituant,

ds diy
& _a NG T
& - ds dy \»
‘+(dx
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s —
=) = =("—-y)]/x+ (2% )
Y SPPA t—x\2__ .._;.__2.__“‘:—;__ .
=(u r]/x+(u__y) =V ey =k s

donc finalement

Ay
de ds ____ dx’

—

dx =+ +L i )

En intégrant cette équation , il viendra
=sT#Are ((Tang.= - c
e=s5L ( ang.= — )—I— .

d
dans cette intégrale , —51— est I'angle que fait la tangente & la

courbe avec Taxe des «; de sorte qu'en désigpant par ¢ l'arc qui
le mesure, et dont le rayon est égal a I'unité, on aura

e=sTh4C .

Si donc on désigne par « et g les valeurs de ¢ qui répondent -
aux deux extrémités de ‘Yarc queé l'on considére en particulier ,
on aura pour l'intégrale, prise entre ces limites,

=sTha—b) ; C®

C’est 'expression de I'arc d’une paralltle 3 une courbe dommée
si la longueur de larc, correspondant de cette derniére , est s,
et si %4 est la distance entre I'une et lautre.

Dans cette formule, «—g, qui est la différence des angles que
forment avec l'axe des 2z les tangentes aux deux extrémités de
Parc, est en méme temps la différence des angles que forment les
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normales 4 ces mémes extrémités avec la méme droite ; c’est done
Pangle que forment entre elles ces deux normales; d’ot il suit que
k(«—p) est la longuenr de l'arc de cercle qui , ayant £ pour rayon,
mesurerait 'angle de ces normales ; on a done cet élégant théoréme::

La différence des longueurs de deux arcs de courbes paralléles,
compris entre les deux mémes normales est égale & la longmeur
d'un arc de cercle compris entre ces mémes normales , décrit de
leur point de concours comme centre avéc un rayon égal é la
distance constante entre les deux courbes.

Si I'une des courbes était fermée , 3 la maniére des ellipses ,
Vautre le serait également; et, si 'on voulait les considérer dans
toute leur étendue, I'angle des normales extrémes serait alors égal
a quatre angles droits ; donc la différence des longueurs de diux
courbes paralléles fermées est égale & la circonfirence d'un cercle
qui aurail pour rayon la distance constante entre les deux courbes.

Donc, en particulier, la différence des circonférences de deux
cercles concentriques est une autre circonférence qui aurait pour
rayon la différence des leurs. Cest, en effet’, ce qui se vérifie
facilement , puisqu’en désignant par 7 et r/ les rayons des deux
cercles, on a 2ar—2w=r/=2x(r—r’). 1l est, au surplus, facile de
voir qu'il en serait de méme pour des arcs des deux cercles com~
pris entre les mémes rayons; c’est-a-dire , que leur différence serait
Parc du troisiétme cercle compris entre ces rayons.

En considérant donc les deux courbes comme engendrées par
leur développée commune, ceci pourra servir a démontrer , sans
calcul , le théoréme ci-dessus. On voit, en eflet , que les deux’
ponts déerivans du fil développant tracent, & chaque instant, de
petits arcs de cercles semblables et concentriques , dont la différence
est un troisidme arc semblable et ccncentrique, ayant pour rayon
Ia différence des leurs; d’ou il suit que la diflerence entre la
somme des uns et celle des autres; c’est-a-dire , la différence entre
les arcs correspondans des deux courbes , doit étre telle que l'an-

nonce le théoréme,
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On peut encore ohserver, daprés ce qui précéde, que si, entre
nos deux courbes paralléles, on en décrit une troisieme qui passe
par les milieux des portions de normales interceptées entre clles ,
cette courbe que, pour cela , nous nommerons la courbe auvz
centres , sera nécessairement parallele & 'une et 3 T'avtre; en outre,
sa longueur sera moyenne arithmétique entre les leurs, puisque les
différences de cette longueur, avec celles des deux autres courbss,
seront deux arcs de cercles égaux. Ainsi, la longueur de la courbe
auz centres, entreles normales qui terminent deux arcs de courbes
paralléles , est égale @ la demi-somme de ces arcs.

8.

Occupons-nous présentement de la mesure de la surface com-
prise entre les arcs correspondans de deux courbes paralltles et les
normales & leurs extrémités, surface que nous désignerons par S.

Considérons I'élément de cette surface compris entre deux nor-
males infiniment voisines; cet dlément est la différence entre deux
secteurs circulaires concentriques ayant ds et ds pour bases et dont
les rayons respectifs sont 7 et 53 d’otr il suit qu’on doit ayoir

dS:r:- rds—- fdo‘= i—(f’ds-—-pdv) 5

»

ou pluu‘)t

ds . ds de
g =~y

x dx E; i

mais, en supposant p<7, nOUS avons trouvé

Lk
p de ds I[:j:;
P:r""f 9 — I e e 2;
x dx x+(-—dj—)
dx

suhstitvant done et réduisant, on aura
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. , Ly Ly
ds dwr . . dx“

() G

L4
mais

§‘+( Xt (@Y

r= dzy H
d‘xz dx>
en substituant donc , nous aurons
dy
.d_S.. =L _: the, da
dx dx
i+ ( dxj)

ce qui donne, en intégrant,

S=ks—k*Arc (Tang:: % )+C’ .

. . dy o s
en faisant, comme ci-dessus, Arc (Tang.: -d—}.; ):o, il viendra
S=ks—:kv4-C .

Si, de plus, on désigne par « et ¢ les valeurs de ¢ aux extrémités
de l'arc 5, on aura, entre ces limites,

S=ks— ; k*(x—8) . (6)

or, il est aisé de voir que FA*(u==p) exprime laire du secteur
eirculaire qui, ayant son centre au point de concours des normales
extréme , et étant compris entre ces normales , aurait pour rayon
la distance constante entre les deux courbes, tandis que ks ex-

prime
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prime 'aire d’un rectangle qui, ayant pour base la courbe extérieure ,
aurait pour hautcur cette méme distance constante ; on a donc ce
théoréme : C

L'aire du trapéze mixtiligne compris enire les arcs correspon-
dans de deux courbes paralléles et les normales a leurs extrémités
est égale ¢ laire d'un reclangje qui , ayant pour base larc ex-
térieur , gurait pour hauteur la distance constante entre les deux
courbes , moins laire d'un secteur circulaire qui , ayant son centre
au point de concours des normales extrémes , et élant compris
entre ces normales, aurait son rayon égal & cette méme distance
constanlte.

Ayant trouvé ci-dessus

s=oet-k(a—p) ,
il en résulte

l:3=k¢+lt’(¢—ﬁ> H
ce qui donne, en substituant et réduisant,
S= kot 11 (amt) , (7

c'est-3-dire ,

Laire du trapéze mixtiligne compris entre les arcs corres-
pondans de deux courbes paralléles et les normales & leurs ex-
1rémités est égale a laire d'un rectangle qui , ayant pour base
larc intéricur , aurait pour hauteur la distance consiante entre
les denx courbes , plus l'aire d'un secteur circulaire qui, ayant
son centre au point de concours des normales exirémes , el étant
compris entre ces normales , aurait son rayon égal & cetle méme
distance constante.

En prenant la demi-somme de ces deux expressions de §,
il vient

=1h(s+2) ;

(V)

Tom. XI1.
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mais :(s+) est la longueur de la courbe aux centres; dome
_aussi

N

Laire du trapize mixiiligne compris entre les arcs correspons-
-dans de deux courbes paralléles et les normales & leurs extré-
.mités , est égale & laire du rectangle qui , ayant pour base la
longurur de larc de la courbe aux centres compris entre les mémes
normales , aurait pour hauteur la distance consiante entre les deux
courbes exirémes.

Tous ces résultats peuvent , au surplus , étre obtenus sans le
moindre calcul. En considérant le trapeéze élémentaire compris entre
deux norwales infiniment voisines, on voit que son aire est la
paralltle a ses deux bases également distante de 'une et de Pautre,
¢’est-a-dire l'arc -de la courbe aux centres intercepté , multiplié
par sa hauteur, c'est-a-dire, par la distance constante entre les
deux courbes extrémes; prenant donc la somme de tous les pro-
duits de cette sorte, a.cause du second facteur qui est counstant,
on tombera sur notre dernier théoréme , d’ou il sera facile ensuite
de déduire les deux qui le précédent.

Dans e cas de deux courbes paralltles entiérement fermdes,
comme seraient deux ellipses , Pangle des normales extrémes étant
égal & deux angles droits, on voit que P'espace compris entre elles
a pour mesure le rectangle qui, ayant pour base la courbe en-
veloppante , aurait pour hauteur la distance entre les deux courbes,
moins le cercle qui aurait cette méme distance pour rayon ; ou
bien le rectangle qui, ayant pour base la courbe enveloppée et
méme hauteur que le premier, augmenté de ce méme cercle.

Du parallélisme des surfaces courbes.
9.

Pour suivre la méme marche que nous avons observée dans la
théorie des couibes planes paralléles, voyons, en premier lieu,
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comment nous. déterminerons une surface paralléle a une surface
donnée qui en soit distante d’une quantité donnée. Soient x,¥, z
les coordonnées de la surface donnée, ¢, u, ¢ celles de la surface
cherchée , et £ la longueur commune des normales a la premidre
terminées A ‘la seconde. Soit (z/, ¥/, z/) un point de Ja premiére
courbe ; et soit (¢, u/, ¢/) le point correspondant de la seconde;
les. équations de la normale & la premiére courbe , au point pac-
ticulier que l'on corsidére seront, comme l'on sait,

, , dz/ _
(z—2")(z—2) 15 =o,

(y=y")+{(z—2) fiz_/ =o0:
y=xy)T\ dy’ ’

puis donc que le point (#/, u/, ¢/) doit étre sur cette normale, ek
a une. distance /% de son, point de départ, on. doit avoir ,. 4 la fois ,,

(—a )+ (v/—2") gt =0,
’ / da! ?

dz’
—

dy’

G N

@~y —2)

==0,,

ou, en: supprimant les. accens , désormais. inutiles,

(t—2)4(v—2) gg =0, ()
’ dz-
(u—y)4-(v—2) 5— =0, (2) \
(t— 2y d{u—y) (o) =k 5 (3)

¢quations qui. résolvent. le' probléme..
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Si, en effet, une surface est donnée, par une équation en x,
y > z; en différentiant successivement cette équation, par rapport

aux deux variables indépendantes z et y , on en tirera les valeurs de
dz dz' -, ., , .

é—;:et -E-jlgqux ,ppugront étre substitudes dans les équations (1, 2);,
joiguant les équations résultantes & I'équation (3) et & I’éguation
de la surface proposée, on aura en tout quaire é(iuations, entre
lesquelles éliminant x, y, z, I’équation résultante, en ¢, #, v,
sera celle de la surface demandée.

. Pour premier exemple, supposons que la surface 4 laquelle on
veut mener une surface parallcle 3 la distance 4 soit un plan
donné par P'équation

x z
._+_-7_.,+_=,’
a b ¢

on en tirera, par différentiation,

z ¢ dz £
o DT s - ’ e o - —— ,
x a dy b

au moyen de quoi les équations (1, 2) deviendront
€ c
e 200 wmp=fe—d s

mais 'équation du plan donné peat étre mise sous cette forme
be{t—x)t-calu—y)+ably—z)=bett-caut-abo—abe ;

de celle-ci et des deux qui la précéde, on tire

= be(bet4-caud-abom—abc)

= brederartarpr

ca(bett-can-fabo—abc)
bzc::{.};z'ai'.*_azba s

u—y =
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ob(bet-f-caut-abo==abc) .
Pz = i

b:cz.‘:ciaz.i_azbz

TR o it = P . . ! - : fo .
substituant donc, dans équation (3), on obtiendra , pour Téquas’
tion de la surface paralléle cherchée

bet-fcautobyv=2abetky/ botcartads ;

équationi commune” & deux plans, ' comme’ oﬁ“pomﬂnt bien' &'y
attendre. . W J

Soit encore la surface donnée une sphére , rapportée i des

coordonnées rectangulaires , et ayant son centre 4 lorigine ; son
équation sera

i :r’+y’+z’=r’ R
dou
de x e ¥
de =z’ &y~ =
au moyen de quoi les équations| {1, 2) deviennent
i

t o

t—x.—:-..-‘-:i (v-—iﬁ) R { (v—=z},

1

ct donnent, en les combinant avec l’équation 3),

i 3

© ke » “ ky ke’
= —— e ez —em
e A A N = A
c'est-a-dire ,
kx ky k=
I == r ? Y= r ? p—2="T r ’

donr
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rt ru 144
X = — (- R — 22— T e
rek YT r

en substituant donc ces valeurs dans Déquation de la sphére
donnée , on obtient, pour celle de la surface cherchée

e =l s

équation. d’une- autre sphére ,, concentrique A la premiére , et ayant,
un rayon égal au sien, augmenté ou diminué de la. longueur 4.

s LQa

Le parallélisme est donc réciproque , pour les plans et les sphéres,
et nous sommes naturelletnent conduits ¥ chercher s'il en est de
méme pour toutes les surfaces. Observons auparavant qu’en vertw®
des équations (1, 2, 3) et de l’equation de la surface donnée,
quatre queleconques des six viriables, £, u, ¢,z , y, z peuvent
étre considérées, comme fonctions des deux autres. Dans tout ce
qui va suivre , .nous considéterons #, #, ¢,z comme fonctions de
% et y qui seront ainsi les deux variables indépendantes.

Cela. posé , en différentiant. ,sucgessivement. I'équation (3) par
rapport 3 z et y, on trouve

= —x)<t-—x>+—- <u—y>+{——--— )gv—z>-o ,

<z—x>+(~—— —1)u— y>+( i Je=a=0,

en: mettant,, 'dans ces équations , pour z—z , z—y les valeurs don~
nées pac les équations (1, 2) et reduisant, il viendra
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de dt dz du dz de - dt dz du dz
i::- dz dx dx dy L4 dy - dy dw dy d—y
En posant )
dz _ dz - de — de —_
&P G =0 FEr. =
ecs équations deviennent d’abord
de dt du de d¢é du

‘g;'—"ﬁ-&-;-l-?a ’ ‘;,;'-":P'd—;"l'"]g;a

on a d'un autre cOté

dy p’dt-i—y’du—p’ (-—-— do+ S dy) g (-——-da:-l- — dy)

c’est a-dire,

dv-—(p o 7 —)dx+(p --+9’ dy 5
d’od
dr dv dr du
, — —r— —
=7 dx +7 i dy =7’ dy +7/ dy ’
valeurs qui, comparées h celles ci-dessus, s’accordent a donner
p=p, g9=q9',
c’est-a~dire,

dz dv dz dv
EET e @

dx de ! dy‘_du’

or , ces coefficiens fixent la direction des plans tangens aux points
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correspondans des deux surfaces ; ces plans sont donc paralléles;
la normale & I'un d’eux est donc aussi normale a l'autre ; on a
donc ce théaréme général : ¢ ,

Si les normales & une surface courbe, terminées & une autre
surface courbe , sont de méme longueur , elles seront également
normales & celle-ci ; de sorie que les normales a cette dermiére
terminédes & la premiére , seront aussi de méme longueur, et que

les deuz surfaces seront exactement et réciproquement paraliéles,

11,

L’aire d’une surface courbe étant, pour cette surface, ce qu'est
pour une ligne courbe, la longueur de cette ligne; et le volume
compris entre deux surfaces courbes paralléles et la surface formée
par ,une suite‘de,normale; communes a, 'une et & l'autre étant,
dans l'espace, ce qu'est, sur un plan, la surface comprise entre
deux courbes paralléles et deux quelconques de leurs normales,
on devrait s'attendre & rencontrer ici des théorémes analogues a
€eux que nous-avons trouvés Ppar rapport aux coutbes planes pa~
ralleles ; ¢’est-d-dire qu’on serait fondé a soupgonner que la diffé-
rence des aires des portions correspondantes de deux pareilles sur-~
faces ne dépend uniquement que de leur distance constante et de
la nature de la surface formée par les normales communes & leurs
contours ; et-que l'espace compris entre elles et cette méme sur-—
face me dépend également que de l'intervalle qui les sépare et de
Paire de la portion correspondante de la surface des centres; mais
il est facile de s’assurer que cette analogie n’existe pas. Si , en
effet , elle existait , elle devrait encore avoir lieu pour des cas
particuliers, et conséquemment pour deux sphéres concentriques.

Or, soient 7, r+%k les rayans de ces dcux sphéres; leurs sur-
faces seront 4=r® et /=(r-}-k)* dontla difference 4=zk(2r-+4k)* n’cst
peint independante du rayon 7. Leurs volumes sont § #7° et 3= (r4-4 )3
donitda diffexence est ; =4(3r2°~43kr-+4%). Or , en designant par s la

suiface
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surface des centres dont le rayon est r4 I 2, on aura s= f=(r-+- 2 %)
En chassant r de l'expression ci-dessus, au moyen de celte équa-
tion, elle devient, toutes réductions faites,

]£.9+2.;- T (—:—)5

ce qui montre que l'espace compris entre deux spheéres concehtriques
n'est pas senlement égal au produit de la surface des centres par
la distance entre les deux sphéres , mais a2 ce produit augmenté
du double du volume d'une'sphére qui aurait cette distance pour
diamétre,

12.
Si l'on désigne par S l'aire d'une portion quelconque de la sur-
face dont les coordonnées sont &, y , z, et par = l'aire de la portion

correspondante de celle dont les coordonnées sont 7, z, v , on
aura, comme lon sait,

,dxdy V"'( )"'( z’dtdu—Vx-i-( )‘*‘(dp)

donc, en vertu des relations (4),

dz _ 4§
ddu  dxdy '

mais , en considérant £, ¥, ¢ , z comme fonctions de x , ¥, on auvra

d= d= d=
&3 _d("dr) LT tae | YT

dtdu  ds dx . du o "’

or, dans la méme hypothése,
Tom. XII. 4
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dz _ dz d= ds dy
dt ~ Ax dw | dy du ?

d’ou
d ds
& &z de | dez dy
de ~ dx* du dxdy du
a d=
"de &z dx | &= dy

P e Tt

dy  dwdy du ¥ dyr A

ce qui donnera, en substituant,

&z 4§ dzz< d2z y>=+ d:z  dr dy
ddu  dwdy ) dy= W) Pl W W

Cette équation différentielle contient implicitement I'expression cher~

chée de

0

en §, #, y¥. On pourra la résoudre dans des cas
dxdy ’ ?
particuliers,

13.
Ayant trouvé les expressions des élémens

&S sz
dzdy ’ didu ?

en x, y , on aura aussi celle de T'élément du volume compris entre
les deux surfaces paralleles; car cet €lément peut étre considéré
comme une pyramide tronquée , dont nos deux surfaces élémen-
taires sont les deux bases paralleles et dont la hauteur est £. Il
serait intéressant d’appliquer ces formules aux surfaces développables.
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Du parallélisme des courbes & double courbure.,
14.

Si lon applique aux courbes & double courbure la définition
que nous avons donnée tant des lignes paralléles, dans un plan,
que des surfaces paralleles , dans P'espace , on verra aisément quiil
n’y a pas seulement ici une ou deux lignes paralléles- et égale-
ment distantes d’une ligne donnée ; mais que ces parall¢les sont en
nombre infini et forment, par leur ensemble, une sorte de tuyau
ou de cylindre courbe, dont la ligne & double courbure donnée
peut étre considérée comme l'axe.

On peut remarquer, en effet, que, par le point de contact de
chaque tangente & une courbe a double courbure , on peut lui
mener une infinité de perpendiculaires , toutes comprises dans le
plan normal & ce point , et qu'en prenant toutes ces perpendicu-
laires d’une méme longueur %, leurs extrémités appartiendront &
. -une circonférence ayant le point de contact pour centre et cette
longueur % pour rayon ; et il répondra un pareil cercle & chacun
des points de la courbe donnée. Puis donc que la parallele a cette
courbe n’est assujettie qu'd passer par les extrémités d'une suite
de normales d’une longueur constante k& ; 1l est visible quici le-
nombre des paralltles sera infini, et quelles seront toutes tracées
sur le tuyau ou sur la surface annulaire dont il vient d’étre ques-
tion, et dont toutes les sections. normales & son: axe sont des cercles:
égaux , mais non paralléles..

15.
8i, par la tangente en 'un' des points d’une' courbe & double

courbure,, on conduit un' plan arbitraire, et par le point de contact
une normale perpendiculaire a ce plan:, prolongée jusqu’a. la rencontre
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de la surface parallele ; le plan langent 2 cette surface, par I'ex-
trémité de la normale sera paralléle au plan arbitraire.

Imaginons , en eflfct, une seconde surface parallele & la méme
courbe , ct par conséquent concentrique 3 la premicre ; il est clair
que ces deux surfaces seront 'paralléles , que les points ou elles
seront percées par la normale dont il sagit cn seront des points
correspondans, et qu’ainsi leurs plans tangens en ces points seront
paralléles.

Supposons que, la scconde surface étant intérieure ala premiére,
son rayon diminue sans cesse; les deux plans tangens ne cesseront
point d’étre paralléles ; or, il est clair que, lorsque ce rayon sera
devenu nul, la seconde surface se trouvant réduite a la courbe
donnée, son plan tangent se confondra avec notre plan arbitraire,
auquel conséquemment lautre doit étre parallele.

16.

Voyons présentement de” quelle maniére , une' courbe i double
courbure étant donnée , on pourra trouver une surface qui, lui
étant parallele , en soit distante d’une quantité donnée.

Soient #, ¥ , z les coordonnées de la courbe a double cour-
bure, que nous supposons donnée par deux équations entre ces
trois variables. Soient #, z , ¢ les coordonnédes de la surface cher—

chée , et soit enfin % la distance constante i laquelfe cette surface
doit se trouver de la courbe proposée.

Considérons , en particulier , un point (2/, ¥/, z/) de notre
courbe , et soit (¢/, #/, ¢) le point correspondant de la surface
cherchée. Le plan normal au point (a/, y/, £/) aura, comme l'on
sait, pour équation

da/ dy’ .
(o) S y—y) T Hemt)=o0 5
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il faudra donc exprimer a la fois que le point (#/, u/, ¢/) estsur
ce plan , et qu’il est & une distance % du premier ; ce qui donnera
les deux équations

da! dy’
(t/—=a’) — - (u/—y’ — +{/'—z)=o,

(=) P2l =

ou, en supprimant les accens désormais inutiles ,
dx dy
(—2) 7+ (@=y) 4= +(—2)=o0 , (1)

(tm ) {u—y ) o —ey = 5 )

équations qui résolvent le probléme.

La courbe donnée étant, en effet, exprimée par deux dquations
en &, y, z, on tirera de ces deux équations, par la différentia-
dx dy

. P d - .
tion, les valeurs de o ° 3, pour les mettre dans 1'équation (1);

en joignant l'équation résultante i I’équation (2) et aux deux équa-
tions de la courbe proposée , on se trouvera avoir en tout quatre
équations entre lesquelles éliminant z, y, z , I'équation résultante
en £, u , ¢ sera celle de la surface cherchée.

Pour premier exemple de Papplication de cette méihode, sup-

posons que la ligne donnée soit une droite exprimée par la double
équation

9'8

=2 =
=T =

(\‘N

nous aurons, par différentiation ,
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b
T

5

dx a
— TN e > .
dz = ¢ 7 ’

au moyen de quoi I'équation (1) deviendra
A t=2)-b(U=y)+-c(v—2) =0 ;
de celle-ci et de la double équation de notre drpite on tirera

_ o(atdbudery b(at4-but-co) z__c(at-l—bu-l—cv)
= o ” YT Taxeqe T T aqbige

et, par suite ,

- (a24-ba-c2)t—a (at4-bu-d-co)

P
x arefbrce ’

(a>+-b24-c?Yu—b(at+t-bud-coy

u—x = : az_i‘_bz_i_clx '

_ (a24-b2-c2)p=c(at-but-co) .
p—z= a2-f-brefca- r

substituant donc ces valeurs dans I'équation (2) ,, nous aurons, pour
Iéquation. de la courbe cherchée,

(at+-butcv) =(a* 40 ~+-c* ) v —F*) .

~Soit eneore , pour exemple , le cercle donné par le systéme des
deux. équations. ’
az+-by-+tez=o .
2y 4t=rt s

OR aura icl
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dx bz—cy dy _ cx—az

’

dz ~ ey—bx ’ dz ~ ay=—bx
valeurs qui , substitudes dans équation (1), la changeront en celle-cj »
(bz—cy)(t=2)t(ca—az)(u—y ,+(ay - bx)y—z)=0 ;
laquelle se réduit a
(cu=bp)z4-(av—ct)y+ (bt~av)z=0 ;
En la combinant avec les deux équations du cercle donné , et posant
a*-b =1 ,
ce qui est permis, on en tirera

a(atYbutco)—t *
(CFurvr)—(attbutce)> ’

a=r.
Vv

b(at-dbud-co)=—y
V @urv?)—(atfbuter)r *

y=r.

clatd-bud-co)=—p R
‘/ (B Furv?y—(attbuter)? ’

Z=T.

substituant ces valeurs dans I’équation (2) on trouvera , pour I’équa<
tion de la courbe cherchée,

4’2{ B 4ur 4o )—(at+-but-cv)? } = .{r2+(t’+u’+a"“—ﬁ’) i, .
17.

L’aire et le volume de la surface parallle & une courbe double
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courbure donnée , I'une et lautre étant prises entre deux plans
normanx , peuvent facilement se déterminer sans calcul,

Si, en effet, onimagine deux plans normaux infiniment voisins ,
ils couperont la surface suivant denx cercles dégaux ayant leurs
centres sur la courbe a laquelle cette surface est paralléle : ces plans
comprendront donc entre cux un cylindre élémentaire, dont, & la
véritd , les deux bases pourront fort bicn n’étre point paralliles;
mais on démontre aisément que, quant a sa surface el quant’a son
volume , un tel cylindre est équivalent au cylindre &4 bases paral-
1¢les dont la hauteur serait dgale a la droite qui joint les centres
des deux bases du premier; or , de la résultent évidemment les
deux propositions suivantes , pacfaitement analogues a celles que nous
avons établies sur les courbes planes paralleles :

Laire de la portion d'une surface paralldle & une courbe &
double courbure comprise entre deux plans normauz & cette courbe,
est égale & la circonférence de l'une des sections normales mul-
tipliée par la longueur de la portion de la courbe comprise entre
les deux mémes plans.

Le golume du corps terminé par une surface paralléle é une
courbe & double courbure et par deux plans normaux & celte
courbe , est égal a la surface de l'une des sections normales mul-

tiplide par la longueur de la portion de la courbe comprise entre
les deux mémes plans.

18.

D’aprés ce que nous avons dit ci-dessus , . toute courbe tracée sur la
surface paralléele & une courbe 4 double courbure peut étre con-
sidérée comme paralléle a cette courbe, en ce sens que tous ses
points en sont également distans. Mais, enire toutes les courbes
qui peuvent étre tracées de cette maniére , il en est une classe
.qui méritent plus particuliérement cette déncmination , et qui sont,
sur la surface dont il s’agit, ce que sont sur le cylindre ordinaire

les
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les paralléles a son axe; ce sont les courbes qui ont leurs tangentes
en chaque point paralleles aux tangentes aux points carrespon-

"dans de la courbe i double courbure ¥ laquelle la surface dont
il s'agit est parallele. Comme ces courbes sont déja assujetties a étre
sur une surface qui est censée connue , il ne s'agit plus , pour
déterminer I'une d'elles, que d’assigner une autre courbe sur laquelle
elle se trouve également.

Soit (#/, y*, 2’) un point de la courbe & double courbure donnée ;
et soit (¥, u’,¢’) le point correspondant de la parallele cherchée ;
les tangentes en ces deux points auront pour équations

dax’ dy

:t-x’.—: ’d-;,’— (z—z’) N X — i’: 37 (z—V’) ?
dy’ - du/

J’—Y’= ‘.i_z_' (y _..y/) K y_.u/___ a;[—. (z—p’) ;

donc, pour gue les courbes soient paralléles, ou devra avoir, em
supprimant les accens,

dx_dt dy de
dz  dy ’ dz  dv °

en différentiant donc JTes deux équations de Ia courbe 3 double
eourbure donnée, et en changeant, dans leurs différentielles res—
pectivement dz , dy, dz en dz, dz , dv , on se trouvera avoir
quatre €quations, entre lesquelles élimimant #, ¥, z , on obtiendra
pour résultat P’équation différentielle totale d’une surface qui cou-
pera la surface paralléle suivant la courbe cherchée. Ayant intégeé
cette équation , on déterminera la constante intreduite par Fimté-
gration en assujettissant la courbe & passer par un pomt déterminé
de la surface paralléle.

Tom. XIl. 5
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Ig.

Entre toutes les courbes paralléles et également distantes d'une
courbe & double courbure donnée, prises dans le sens que nous
venons de dire, il en est deux qui sont particuliérement remar-
quables ; ce sont celles qui , dans les points qui correspondent &
ceux de la courbe 2 double courbure donnée, ont avec elle le
méme plan osculateur, et se trouvent conséquemment situées avee
cette courbe sur nne méme surface développable enveloppe de
tous ses plans osculateurs. '

La courbe 3 double courbure étant donnée , rien n’est plus facile
que d’obtenir ces deux paralleles. Soit (27, ¥/, 2’) un point de
la courbe & double courbure donnée, et soit (#, &/, ¢/) le point
correspondant de la paralléle cherchée ; les équations du plan
normal et du plan osculateur seront

da! dy’ .
(#—a') — +(r—y) 7 He—2,=0,

d

244/ d
(#—2)) 22 —(y—y")

25/
o =)

— | PO Yo -

dz/  dz/a dz’ dzm §’

g dx/  dzyr dy’  daaxt

il “faudra donc exprimer que le point (¢, u’/, ¢/) est a la fois sur
ces deux plans et & une distance % du point (2, ¥/, 2’) ce qui
donnera , en supprimant ensuite les accens

(=) o w—y) L po—2)=0 , (1)

dzy dex dx dy dy dx) ,
(=) S —=) 2 == ot an | @

(=) (u—y ) (o) =" ' (3)
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Lors donc que la courbe & double courbure sera donnée, par deux
équationsen z, ¥y, 2z 3 l'aide de deux différentiations consécu—

. . dx dy dzx dzy
tives , on en tirera le.f» valeurs de T i om0 da

mettra dans les équations (1, 2); il en résultera deux nouvelles

que l'on

I

équations qui, jointes aux deux proposées et a Iéquation (3}, en
feront cing en tout; éliminant, &, ¥, z entre clles, on obtiendra
deux équations en # , », ¢ qui scront celles de la paralléle
demandée.

Si Pon développe sur un plan la surface enveloppe des plans
normaux , notre courbe & double courbure et ses deux paralléles
deviendront évidemment une courbe plane et ses deux paralléles
a la distance £ ;
courbes planes a donc lien ici, pourvu qu’on entende par l'angle

tout ce que nous avons dit des paralléles aux

des normales extrémes l'angle que feraient ces normales si la sur—
face enveloppe des plans normaux était étendue sur un plan.

20.

Nous terminerons en remarquant qu’on peut donner une extension
beaucoup plus grande a ces sortes de recherches, en considérant ,
non pas des lignes et surfaces paralléles, mais des lignes et sur=
faces également inclinées les unes aux autres dans leurs points
correspondans. Ainsi , & ne parler que des courbes planes, on
pourrait demander quelle est la courbe qui coupe toutes les nor-
males 2 une méme courbe donnée sous un méme angle donné;
et , de méme que la considération des lignes et surfaces paralléles
nous a conduit & considérer des paraliélogrammes plans et gauches
et des parallélipipédes 3 bases courbes , ces nouvelles questions
donneraient naissance & des triangles et a des polygones plans et
gauches & c61és courbes et & des pyramides et polyédres i faces
courbes ; et parmi ces nouvelles figures. quelques-unes pourraient
jouir de diverses propriétés trés-dignesde remarque.

Berlin, féyrier 1821.



