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RESOLUES. 171

Autres démonstrations des mémes théorémes et de
théorémes plus generaux ;

Par M. Pacasi Micuern , ingénieur italien , résidant
a Geneve.

b e M S Ml Vo o Vo Y )

L’APPLTCATION du calcul différenticl 3 la démonstratien des théordmes
proposés , au moyen de lexpression des diametres conjugués en
fonction des axes et des angles que ces diamétres font avec eux,
ne pouvant offrir d’autre difficulté que la longueur des calculs,
nous nous sommes cru fondés i penser qu’en demandant la dé-
monstration de ces théorémes, ce n’était pas tant une démonstration
quelconque qu'on désirait qu'une démonstration simple et élémentaire,
a la poriée des jeunes-gens qui étudient lapplication de Panalise
algébrique a la géoméirie des lignes et surfaces du second ordre.
C'est d’aprés cette considération que nous nous sommes proposés
de démontrer les théorémes dont 1l s'agit , sans rien emprunter du
calcul infinitésimal , et en nous appuyant uniquement sur ces
principes connus , savoir que, dans Pellipse et Pellipsoide, la somme
des quarrés des diamétres conjugués est une quantité constante ,




172 QUESTIONS
et que le plus grand et le plus petit des diamétres principaux sont
aussi le plus grand et le plus petit de tous les diamétres.

Ayant ensuite apergu quc ces théorémes n’dtaient que des cas
particuliers d’autres théorémes plus généraux et non muoins faciles

2 démontrer ; nous avons pensé devoir nous attacher de préférence

3 la démonstration de ces derniers.

THEOREME 1. 8¢ deux variables x , Y » constamment positives
Pune et lautre , sont lides entre elles par 'équation x™+y " ==a™-4-b™,
ou a el b sont aussi des quantités positives , que lon suppose
indgales , et dans laguelle m est un nombre positif quelcongue plus
grand que lunité; et si x et y, ne pouvant varier qu'entre les
limites a et b, peucent d'ailleurs recevoir , enire ces limites | toutes
les valeurs compatibles avec Péquation qui les lic; x-+y et xy
seront maximums , Jorsqu'vn aeura x=Y , e minimums, lorsqu’on
aura x=a, y=b.

Démonstration. Soit posé

ce qui est permis, et soient fait ensuite
am=Mt yr=cm—t ,

z étant une nouvelle variable, il viendra
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s I me=y 2 I eI omemei  3me—y {4
x = w2l — ——— — N . —e . .
+y lm am om m  z2m 3m fin gim 0T AT

on aura ensuite
‘ N —
amy™ = oAy dou ay=y om—g:=c> - (LY
Yy = » Y=Y et =E cim *

Cela pasé , on voit que 7 sera d’aatant plus petit ou d’autant plus grand
que z—y sera lui-méme plus petit ou plus grand, ¢’est-a-dire, quez et
¥y approcheront plus ou moins de l’égalité , mais, par les expres-
sions de 2~y et de xy , on voit que ces deux fenctions serunt
d’autant plus grandes que ¢ sera plus petit, et d'autant moindres
que ¢ sera plas grand ; donec -y’ et zy serent mazimums lors-
qu'on aura =¥, et minimums, lorsqi’on aura g=a, y=4.

Si I'on suppose que @, b sont les deux demi-diamétres principaux
d’une ellipse ; et qu'on fasse m=2 , x et y seront deux demi-dia-
métres conjugués quelconques: ce théoréme deviendra donc le premier
des deux thdorémes proposés , et il sera démontré en outre que
Iangle des diamétres conjugués , dont le sinus est en général

ab . . . N -
— , devient le plus petit possible , lorsque ces diamétres sont

xy
égaux.

THEOREME 1. Si trois variables x » Y 5 Z ; consiama
ment positives , sont lides entre elles par Péquation x"4y™
~-zm=am4-b"tc™, o a, b, ¢ sont dgalement des quantités
positives , telles gion @ a>b, b>c, et dans laquelle m est un
nombre positif quelconque plus grand que lunité; et si x ,y, 7z,
ne pouvant varier qu'snire les lLmites a , ¢ , peuvent d'ailleurs
recevoir , enlre ces limites , toutes les valeurs compatibles avec
Déguation gui les lie ; x4y-z et xyz seront maximuwms , Jorsqu’on
aura Xx=y=z, et minimums, lorsquon aura x=a, y=b, z=c.

Démonsiration, 1.° Si I'on niait que le maximum , tant de 2-+y+2
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que de zvz ; dat répondre au cas on z=y=z, il faudrait qu’on
montrit des maximums de ces deux fonctions dans lesquels deux
au moins des trois variables z, ¥, z fussent inégales. Supposons
que ce soient #, y; en mettant I’équation de condition sous la
forme

a:’"+y”’=am+5m+0m-—-zm’ ,

et considérant z comme une constante , en voit quaux valeurs
indgales de x, ¥, on pourrait ( Théor. 1) substituer des valeurs
égales qui rendraient 2y et zy, et conséquemment z-+y—z et
xyz , plus grand qu'auparavani ; leurs valeurs primitives ne seraient
donc point maximums , ainsi quon l'avait supposé.

2.° Si Von niait que le minimum , tant de z+y-+z que de
xyz, dit répondre an cas ol deux des trois variables #, y, z
ont atteint les limites de gramdeur et de petitesse entre lesquelles
elles se trouvent renfermées , et ol conséguemment la troisitme a la
valeur moyenne entre ces limites , i} faudrait quon montrit des
minimums de ces fonetions dans lesquelles deux au moins des treis.
variables auraient des valeurs différentes de 2, &, ¢; supposons
que ce soient 2, y ; en mettant l'éyuation de condition sous la
forme

2Tyt =am b —2"

el supposant z constant, on voit qu'il y aurait moyen de rendre
2z et y plus inégaux encore, sans que cette équation cessit d’avoir
liew; mais alors ¢ Fhéor.I) x4y et xy , et par conséquent x4y+z
et zyz deviendraient plus petits qu’ils ne 'etaient d’abord, et con-
séquemment leurs valeurs primitives ne seraient point des minimums ,
ainsi qu'on [’avait d’'abord supposé.

En supposant que a, &, ¢ sont les trois demi-diamdtres prin-
cipaux. d’une ellipsoide , et faisant m==2, on pourra considerer =,
¥y, z comme trois demi-diameétres conju :ués quelconques, et notre
théoréme deviendra:le dernier des deux théorémes proposés.
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On veit de plus qu’en poursuivant de la méme maniére on

dtendrait sans peime la proposition & un nombre quelconque de
variables.

En recourant au calcul différentiel , on peut méme s’élever i

un théoréme incomparablement plus général et démontrer que si

des variables #, ¥, 2z, ..., en nombre quelconque sont lides entre
elles par la condition

(&) £(y)Ff(z)+....... . =Const.

leur somme z--y-z-4-....... et leur produit zyz.:i....... seront
mazximums , si les deux premitres dérivées f/(2) et f/(x) sont de
mémes signes; et qu'au contraire s-y~z<-....... sera minimum ,
si ces deux mémes dérivées sont de signes contraires, et qu’il

en sera de méme de Zy¥z,......, si dans ce cas on a-en outre
fl/(x)

1-+x iT(_:X;S O.
En effet, ne supposons, pour fixer les idées, que quatre variables

%,y z, ¢t seulement , nous aurons d’abord, par I'équation de
condition ,

P(z)dz4-/( y)dy+f’(z)dz+f’ (Hdi=o0 ; ()

posant ensuite

s=z-ydz4t ,

p=xyzt ;
nous aurons »
ds=dz-t-dy-4-dz-dz ; (2)
dp=yztdw--ztzdy-ttxydztxyzdt ; 3)

en mettant dans les -équations (2 , 3) la valeur de d# donnée par
I'équation (1), elles deviendront
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ftx 7 - (. I

b)) v ()
dp=yz § temp LE21 g e T g o TN
lp=yz 2t z R dztzix |2 ) 1/(t)sdyﬂl— 1~z = ) § dz ;

on voit d’abord que, si T'on a a=y=z=¢, il en résulte ds=o ;
dp=o0, conditions communes au maximum et au minimum.

Pacr une nouvelle différentiation, on a, en considérant x, ¥,
£, comme fonctions de 7, et mettant toujours pour dZ sa valeur

donnée par I'équation (1)

£ A0 2) 400 Py )Y 0(7)
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337
ol EAE0 |, 2l
2}" g s PO 70 —t} 1zde
7€+ Y ) [ " x 704}
-—2z‘xyf( ™ gl H—yf())__ )d;dy .

¢ ¥y {0 )

Si nous faisons # =y=z=1, ces valeurs devienneat

. ey, 2 .
dis=—2 1—/(—5 dz*4-dy*+d.? f-dydz+dzde-f-dady)
. £(r)
dp=aep [l+ T | e dyhdeh dydatdadatdady) s
gu bien encore
0

de=— 2 {(da*+dyde) (et ey ],

o
dp=—2 [x-}—‘ r"(%) {der-dy*+dz2)+(dot-dy4-d:-)Y

@0l 'on voit que s et p seront maesimums ouw minimums , suivant que

(1) U] . . ;e
f-'(t‘)' et l__,l_lf/_@. serout posiiives ou negatives.

Gentve, le 26 aolt 1821.

Tom. XII. 24



