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‘GEOMETRIE ANALITIQUE.

Deémonstration analitique des théorémes qui servent de

fondement & la doctrine des Centres des moyennes
distances ;

Par M. Rocmar , professeur de navigation a St-Brieux.
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SO!ENT des points , en nombre quelconque, situés d’une maniére
quelconque dans lespace , et dont les masses soient respectivement
m/, m" , ', .....; supposons-les invariablement lids entre eux ;
rapportons - les a trois plans coordonnés ; ct soient alors leurs
coordonnées respectives &/, y/, z/; x/, y/, 25 &, gl 2.

Soit prise une nouvelle origine dont les coordonnées soient 2, y, z :
en conservant d’ailleurs la direction des ptans coordonnés primitifs.
Les nouvelles coordonnées des points du systéme seront respective-
ment &'—z , yl—y , z2/—z ; all—x , y'—y , 2/—z; 2/—2,
yl—y, 2=z ...

Supp;)sons que les coordonnées z, y, z, de la nouvelle origine
soient indéterminées , et cherchons i les déterminer de maniére que
les sommes des produits respectifs des masses du systéme par leurs
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distances & chacun des nouveaux plans coordonnés solent séparément

nulles ; ces conditions fournirent les trois équations

/(&= A-m @ —2)Fm/!/ (@ —x) 4. .. .. =0 ,
m! (y/—y)~m/! (/' —=y)Fm! ey )= =0,

m/(&! =z )~-m!(2/! —z)m!r (2Me=z)f=iv.o =0 ;

en transposant et faisant, en général, pour abréger, A/—-h/-k'7
“+.....==(k), ces équations deviendront :

Emle)=aBi(m) , Emly)=ySm) , Zmd)=3m) ; ()

équations qui déterminent 2z, ¥, z.

Ainsi , la nouvelle nouvelle origine, qui se trouve absolument
déterminée par ces conditions, jouit de cette proptiété que la somme
des produits respectifs des masses du systeme par leurs distances
a chacun des plans coordonnés primitifs, est égale au produit de
la somme de ces masses par la distance de cette nouvelle origine
au méme plan. '

Et, comme les plans coordonnés primitifs sont quelconques, par
rapport au systtme, on peut établir la proposition suivante:

Dans tout systéme de points matériels , il y a toujours un point,
différent , en général , des points du systéme , dont la prepriété carac—~
téristique consiste en ce que le produit de la somme des masses da
systtme par la distance de ce point & un plan quelconque , est
égal & la somme des produits de ces masses par leurs distances
respectives & ce méme plan. Et, si un point jouit de cette propriété,
par rapport & trois plans déterminés, non paralleles , il en jouira
par rapport a tout autre plan quelconque , et sera conséquemment
le point dont il sagit ici.

Ce point est ce qu'on appelle, en mécanique , le Centre d'inertie
du systeme.

Si l'on suppose présentement que les masses m’, m” , m"/ ...
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sont toutes égales entre elles, et que leur nombre est » ; les équa-~
tions (1) prendront la forme

Bah=nw , E(yN=ny, Eh=nz; o ()

et la nouvelle origine deviendra ce qu'on appelle, en géométrie, le
Centre des moyennes distances. De la, en raisonnant comme ci=
dessus , on conclura le théoréme suivant:

THEOREME 1. Dans tout systéme de points mathématiques ,
il'y a towjours un centre des moyennes distances dont la propriété
caractéristique consiste en ce que sa distance & un plan quelconque
est égale & la somme des distances des points du sysiéme au méme
plan , divisée par le nombre de ces points. £t si un point jouit
de ceite propriété relativement & trois plans déterminés  non paral-
leles | 1l en jouira.lgalement par rapport & tout quire plan quel-
conque , et sera conséquemment le centre des moyennes distances
du systéme, (*)

Nous ne nous arréterons pas & faire remarquer les modifications
dont ces propositions sont susceptibles , lorsque tous les points matériels
ou mathématiques du systéme sont sompris dans un méme plan, ou
situds sur une méme droite;; parce que cela ne présente aucune difficulté.

Tout ce qui précéde ne supposant nullement que.le systtme
primitif soit rectangulaire ; il en résulte qu’aux distances perpendi-
culaires on peut substituer des distances mesurées parallelement
3 une droite quelconque , donnée de direction.

Il est entendu que, dans teut ceci, les distances mesurdes de

différens cotés d’un méme plan ou d’une méme droite doivent étre
prises avec des signes contraires,

§. 1L

Retournons & notre systtme de points matériels m/, m/” , m//,..0.;

E

) .Voyez la Géométrie de position , page 315,
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supposons que les plans coordonnés primitifs soient rectangulaires,
et que le centre d’inertie soit pris pour origine. Les équations (1)
deviendront alors

ZE(m'z)y=o0 , Emy)=o , Zlim’'z/)=o. 3

Soit un point quelconque m, ayant pour ses coordonnées £, ¥, £3
solent 7, 7/, v/, r//,.... les distances respectives des points m,
m’, m”, m'" ,.... a lorigine; soient, en outre, a’,a” , a’’,....
les distances respectives du point m aux points m/, m/” ,m’y. .03
mous aurons d’abord

x z+y 2__l__z 2oy 2 ,
x/ 2..l_)/‘/ 2+z/ 3'—_—"/ 2 )
x// 3+y// 3+z// 2-:7-// 2 ) (4)

B s St L

& @0 ¢ § 0 0 0 6 ¢ 6 5 0 09 8 8 0 s o
et ensuite

(z—a’ YAH-(y—y’ y4(z—2 y=a'*,
(s P (y—y” Y (e—z =, N
(2= ") (y—y ! ) A (2 =21y = @',

S 8 8 0 9 % 8 8 s 06 3 @ S e e s S8 e s

Fn prenant la somme des produits respectifs des développemens de
ces derniéres équations par m’, m/, m//,...., et ayant égard aux
équations (3) et (4), on obtiendra

r*2(m/)-2(m!r’*y="2(m’a’*. (6)

Ainsi une sphére ayant pour centre le centre d’inertie d’un systime
de points matériels, la somme des produits des masses de ce systéme
par les quarrés de leurs distances respectives 2 un point quelconque,
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de la surface de la sphere est égale a la somme des produits res=
pectifs des mémes masses par les quarrés de leurs distances au centre
de cette sphére, augmentée du produit de la somme des masses du
systtme par le quarré du rayon de la sphere.

Si Yon suppost encore ici que les masses m/ , m” , m"” ,.....
dgviennent égales ; auquel cas le centre de la sphére deviendra le
centre des moyennes distances du systéme ; ct qu’on représente toujours
par 2 le nombre des points de ce systtme ; I'équation (6) prendra
la forme que voici: N

nr—-2(r*)==%(a?) ;
¢e qui donne lien au théoréme suivant :

THEOREME 1I. Une sphére ayant pour centre le centre des
moyennes distances &un systéme de points mathémaltiques; la somme
des quarrés des distances des points du systéme & un point quel-
conque de la surface de la sphéve ,.est égale. @ la.somme des quarrés
des distances des mémes points @ son centre, augmentée dautant
de fois le quarré du rayon de la sphére qu'il y a de puints dans
le systéme. (*)

Lorsque les points matériels ou mathématiques du systéme sont
tous compris dans un méme plan, ou situés sur une méme ligne
droite ; ces propositions sont sasceptibles de modifications faciles & .

découvrir , et sur lesquelles conséquemment nous croyons superflu
d’insister.

-

Nous renvoyons, pour les nombreuses conséquences qui peuvent
dtre déduites des deux théorémes que nous veaons de démontrer , 2
la Géoméitrie dé position de M. Carnct.

(") Voyez la Géoméirie de position , page 317,



