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MAXIMA ET MINIMA. 197

ANALISE TRANSCENDANTE.

Mémoire sur les maxima et minima des fonctions &
un nombre quelconque de variables ;

Présenté a la 1.7 classe de l'institut, le 15 avril 18171 ;

Par M. J. F. Frangats , professeur a I'école impériale
de Tartillerie et du génie,

o B Vi W W Voo Vo Vo Ula ¥

M. Lagrange a fait voir que les conditions assignées par Euler,
pour Yexistence des maxima et minima des fonctions & deux variables,
étaient insuflisantes, et y a ajouté une nouvelle condition; de plus,
il a étendu cette théorie aux fonctions d’un nombre quelconque de
variables. Je me propose de faire voir, dans ce mémoire, 1.° que
la nouvelle condition introduite par M. Lagrange exige trop; 2.°
qu'outre les maxima et minima déterminés qu’on a considérés jus—
qu’a présent, il peut exister une infinité de maxima et minima, liés
entre eux par une ou plusieurs relations entre les variables de la
fonction proposée , et que ce cas a précisément lieu , lorsque les
nouvelles conditions assignées par M. Lagrange sont en défaut.

1. Si o(x,,2,,%,; ,....2,) devient un maeximum ou un mini-
mum ; pour les valeurs z,=a,, #,=a, , #;,=a; ,+...%,=a,; 0D
pourra représenter un état voisin de cette fonction par

Tom. 111, 28
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Pour que le maeximum ou minimum ait lieu , il faut que le
second terme du seccond membre de cette équation soit nul, indé-
* pendamment des valeurs des accroissemens £, , %, , £; 5..e0 %, , qUi
n'y entrent qud la premiére puissance. De plus, il faut, pour le
minimum , que le troisitme terme, qui contient les combinaisons
deux i deux de ces accroissemens , soit toujours posizif; il doit
toujours étre négatif pour le mawximum.

2. En représentant ce troisitme terme par 17 on peut mettre
¥ sous la forme

V= Cr,18:4Cy,28,3Cy 35,4 AC L)y
Ci,x ’

__[(CI,lCl,i_Cx:;)21"*“(0!1!Cz,;"‘cz,zcl,g)fg-{—o. ..+(C,,;Cz,n—C,,,C,,,,)5"]2-{_172]
V‘-— z . 2
C:,xcz,z_“c 152

V,:({[(C‘,,C,,,—C,;)(Cx,,63,;-——0,‘”)——(0‘,1Cz,se-—C,,zCl’s)zk;_{-....
+[<01’1C,_,z——c,L)(Cl’IC;,,,—-—CU;C,’")—(C‘,l027;-—-6‘,16"/,3)(0,,xCz,u—-cl’lch,x)]iu}“
+V3):[(Cnlcz,z""c:,z)(cx,xC;,g_c-t;)""(cx,;Cz,;_cx,zcx,;)z] ] (*>

™ Pour la facilité typographique , on emploie ici le signe (:) pour l'équivalant
de dipisé par , comme dans les rapporls géométriques ou par quotiens,
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V3 =[<'D£4+' . ')2+V4] :§[<Cx,xcz,z""'c :,x)(cl,lc3,3_c Z:E)_-
(€1,:€2,5—C;,2C ., P1[(C1,,C ,—C : )(Cy 1 €y, ,—C . )—(C1,Co,s—C 1,2 C1,0 )]
"’[Chlczﬂ—c:ﬂ)(cl:l03,4—01;301,4)—(01,161,3"“cx,zcx,;)(cl,x61,4""‘01,101,4>]2§ ? (*)

) N

LR R A A A B

Les coefficiens des accroissemens £; , £, 54005, dans V3, F, y oo 0y
finissent par devenir trés-compliqués ; mais , comme ils sont tous
trés-syméiriques , il est aisé d’en assigner la loi, et de les repré-
senter par des symboles indiquant leur génération et pouvant servir
3 calculer leurs valeurs. En représentant le coefficient de z, , dans
V,, par «, , ,ceuxde £; , £, ,.... £ deviennent @y 30 %z g enetay
et se déduisent d’'une maniére trés-simple de u,,lzc,ﬂc,,,_(:;; 5
il suffit , pour cela, de changer le 2, aprés la virgule, en 3, 4,...7,
et de ne faire ce changement dans le second terme €. que pour

3 ’ v —
un de ses facteurs; de sorte qu'on aura «, ,=C.,C, ;—C, ,C,

?

23 2
wy,s=0C,,C, —C1,C; e, ;=C1 1€, —C1, € On obtient ainsi

. ¥ , )
V,= - [(””’%‘+””’€3+“’a4%4+"“T"‘"‘z,n%,,) +7.].

Au moyen de cette notation, 77, devient

rr — [(“z,z“zn_“ :;3)%3+(“=;=“3,4—“193“”4)%4-{-’"'+(wzslu;,n_ux,;az,n)gn]z-!_rf;
2 —

a >
”&33“3,3—“ 243

c’est-d-dire , de la méme forme que 7, exprimé en C. On pourra
donc représenter les coefficiens de cette formule par 8, ,, 8, ,,
Bs,55-+-Bsn, et ces quantités se déduiront de g,,, , comme «, ; ,

Gy,45 ®a,55+0.-%;, s¢ déduisent de «,,, de sorte qu'on aura

(® La lettre D est employée ici, par abréviation, pour représenter le dénomina-
teur de la valeur de 77; 3 ¢’est-a~dire , la quantilé qui suit le signe () dans celle valeur,
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—— —— ) o —l [ [ .
By,a="%,%3,4 %2,5%,4 5 Py, s =%,0% 5,5 %,3% g sere By

=, o, et 2
2,2 30 2,3 2z,n*

En continuant ce raisonnement de la méme maniére , on démon=

trera aisément que les termes 77, 7, V5 Fyeeee Visss Paers
peuvent étre mis sous la forme suivante

V= El—l {< CI,I%X+CI’I£I+01)353 + cee ‘+CI,HE")2+V1} b

4
Vx= :" g(“z,ziz+uz,;§;+a;,424+../,».+az)"%" )=+Vz} R
Vz: —ﬁz-{(5;,3és+.‘3;,434+ﬁ;,;£,+... .+§3’n%n>z+V' } S

V;’:- ‘y_:: {(74,424"“’74,525“"74,6.56‘*‘-'-°+‘Y4,n£,;>’+V4§ [

T4 8 6 00 06088 40 s 88 aB s e B L0000 80 20 s g

X

V,,_z= Vrrnms { (‘l’n-x,n—zgn—-x"i“;’u-—x ,nin)z'}'Vu-x} ’

I
’7"-1 = - (wn,uén)z=ﬁn,n§; H

@nyn

ot chaque espéce de symbole dérive de la précédente , comme les £
dérivent des « , et ceux-ci des C.

En faisant les substitutions successives de ces quantités dans #,
on obtient

P

t
- a‘" (C:,x‘f!+cr,zgx+cr, 3 §s+' o +Cx,n§n)=

ISt ¥ 11

X
- C o O RN WU O S &
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1 .
-—_—-/3—,-:('63:353—’—53;454_}—33,3254—"' ,+,$3m§n>2

Cl,x“un

L A T T T T T

-+
-+

+z Fumtinmtbnmr Y mr )
-+

) 4

n,:“x;:ﬁn;“ "‘ll/n—-l,"—x
¥n,n .
£ . 2
Cl,x“nxfeg,;""'4/"—1,"-—1 “ ( )
3. En faisant, pour abréger
U=B,5,+B.5,+ B¢, +....+By, ,
les conditions , pour le minimum ,se réduisent i

U=0» V>0,

et celles , pour le maximum ,a

. U=o, V<o s
le tout indépendamment des valeurs particuliéres que peuvent recevoir
les accroissemens £, , %, , £; 5..+4 %, On conclut de la les deux séries

de. conditions suivantes :
B,=o0 , B,=o0, B;,=0,...B=o0, 4)

Cxl,zo » aaz,,_>0 » [3;,3>O ,-oc-ﬂln,">0; (5)

le signe supéricur de C,,; ayant lieu pour le minimum , et le signe
inférieur pour le maximum.
4. Les conditions (4) sont toujours nécessaires , pour lexistence

du mazimum ou minimum , et ne peuvent étre remplacées par

une autre séric de conditions ; mais il n’en est pas de méme des

conditions (5), qui dépendent entiérement de la maniére d’ordonner
les accroissecmens &, , £, , £345.0..%, €ntre eux. C,,, peut étre rem-
placepar €, ,, €, €, us-... et recevoir autant de valeurs différentes
quil y a de vatiables ; », , peut recevoir autant de valeurs diffé-
rentes qu'on peut faire de combinaisons deux 4 deux entre les
variables ; le ncmbre des valeurs differentes de 8,,, est égal & celui
de leurs combinaisons trois & trois; ct ainsi de suite.

Tom. 11, 29
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Fxaminons, d’aprés cela, les différentes circonstances qui peuvent
avoir lien , dans ces deux séries de conditions.

5. Jusqu'a présent, on n’avait considéré les équations (4) que comme
ayant lieu indépendamment les uncs des autres , de maniére que
les valeurs des variables correspondant au meximum ou minimum
étaient entierement détermindes ; mais il s’en faut de beaucoup que

cet état déterminé des wvariables soit nécessaire pour Vexistence du

maximum ou minimum ; nous allons veir , au contraire , qu’il peut

avoir lieu , avec la plus grande indétermination possible entre les
variables ; et nous examinerons comment le plus ou le moins d’indé-

termination entre elles influe sur les conditions (5).
6. Les équations (4) sont évidemment satisfaites par chacun des
systémes suivans

=o0; By=l»n, By=l,n, By=In,......B, =l ; 6)
r=o0,pu=0; By =lirtm e, By=lr4m,py i By=l24-mp; (7)
A=0, =0, =03 Bx:lz7"+m=t“+l71w H Bzzlzh+mu“+pzﬁ"

cerens. By=lptmpt-p, 3 3)

© ® 5 6 0 8 8 ¢ 2 5 8 8 8 8 0 8 4 8 0 s s e s e 8 s 8 8 s o5 60 e s s s s 8.8 v o

OUN, pog@ suvey Ly sy, Pyyeeily sy Payoaey. . peuvent étre des
fonctions quelconques des variables qui entrent dansla fonction proposée.

Si 'on différentie les équations (6) , pour en tirer les valeurs de
Cl;l ’ Cl:l ? Cl,} 9 s Cnn 2 C‘Jl ? Cl,) 2 6'1’4 3"“'02.:1 ?
C,,; 5ee0..C,,,0n trouve, entre ces quantités , les relations «, ,==0 ,
#3,,=0 , #; ;TO,.00.a,,=0 , et par conséquent tous les 8,
¥ yeee.. ¥, @, s'évanouissent aussi. L’équation (2) se réduit donc &

son premier terme, et les conditions (5)a C.,,zo. Les conditions

du minimum ou mazimum seront donc , dans ce cas,
— > \
A=o0 , C,,,<o 5 (9)

et toutes les valeurs des variables satisfaisant & 1'équation a=o,

donnent un maximum ou un minimum , selon que C, , est ndgatif
ou positif. -
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Cependant , dans ce cas, la valeur de 77 peut devenir nulle, cn
supposant entre les accroissemens %, , £, , &y ,---+%: la relation

Copir+C, 5, +C, 5,4 +C, p=0. (10)

Oun pourrait donc croire que la condition du maximum ou mini-
mum west pas satisfaite généralement. Mais il est ais¢ de voir que
I'dquation (10) n’est autre choce que Véquation differentielle /,da=o,
dans laquelle on a substitué pour do; , dx, , da,... ..y les ceeriis-
SEMens fy , £, 5 £;,...4%,; elle est donc une suite nécessaive d- la
supposition que nous avens faite, et fait voir que, pour teute aulre
relation entre les accroissemens %, £,, %,,.....%,, la quantité F/
devient positive pour le minimum et négative pour le maximum. Le
maximum ou minimum a donc réellement lieu pour toutes les
valeurs des variables satisfaisant a la relation a=o.

En différentiant de méme les équations (77) , pour en tirer les
valeurs de Cr,l ? Cx,z )"'cz,n’ cz,z’ C;,; 1000 cz,n’ C;,; 2% "Cll_,;: ?
on trouvera , entre ces quantités, les relations By,3==0, By ,=O,
B;,;=0,4...8,,=0, et tous les #, 95000V, @ , S‘évanouiront en
méme temps. L’équation (2) se réduira 4 ses deux premiers termes,
et les conditions du minimum ou maximum deviendront

A=0 , p=o0, U,,,zo s #g,3 > 0. (11)

Toutes les valeurs des variables , satisfaisant aux relations a=o,
#=0, donneront donc un minimum ou maximum , si les deux der-
niéres conditions (11) sont satisfaites.

La valeur de 7~ peut devenir nulle, dans ce cas , et faire pré-
sumer que le minimum ou mazimum n’a pas lieu généralement,
en supposant entre les accroissemens £, , £,, £;,....%s les relations
simultanées

Cotr+C, 18, +C, 1. .. C g =0, )
N 12
u,z%z-i-u,,,g, +x,’4£4 ~+.eee +az’,,§n::o ; s
mais il n’est pas difficile de se convaincre que le systétme de ces deux
équations équivaut & celui des deux équations différentielles dr=o0,
du=o0, dans lesquclles on aurait substitué les accroissemens ¢, , £, ,
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£y ,ce.-: 2 la place de do, , d#,, do, ,....dx, ; il est donc encore
une suite nécessaire - de notre supposition , et fait voir que le
minimum ou maximum a lieu pour toutes les valeurs des variables
satisfaisant aux relations (11).

On trouverait , de la méme maniére , que les conditions du
minimum ou maximum , pour le systtme (8) deviennent

,,,zo y #2270 5 By,3>0. (13)

Il n’est pas difficile maintenant d’étendre ces conclusions a un

A=0 , #=0 , w=0 3 C

nombre quelconque de facteurs qui affecteraient les valeurs de B, ,
B,, B,,...DB,. .

7. Dans ce qui précéde , nous avons supposé que les facteurs
Ny thy @ yuans affectaient tous les termes de Uj; ce qui a fait dis—
paraitre plusieurs quarrés en entier , dans la valeur de F. Mais, si
Von suppose que ces facteurs n’affectent que quelques termes de U,
il ne disparaitra piué de quarrés entiers dans la valeur de 77, mais
seulement quelques-uns de leurs termes. Ainsi, si Von a

r=o , g=o0 ; B,=lir, B,=l,n, By=m,nx , B,=m; e,

Bi=m,u, B¢=o , B,=o0,....B,=0 ; (14)
on trouvera «; ,==0 , &, , =0 , &, (=0 , B, ==0.

1l se présente ici une difficulté trés-sérieuse , qu’il est nécessaire
de lever pour assurer notre théorie. En substituant les valeurs pré-

cédentes dans celles de 77, tous les termes aprés le premier deviennent

. . l .
infinis par le facteur commun —— ; on ne peut donc plus rien
%z'z

couclure de celte valeur, pour Vexistence du maaimum ou mini-
mum. Dans ce cas , il faut avoir recours & l'observation que nous
avons faite an n.° 4, et ordonner les accroissemens &y , £;,,%; 5.0 vofn
entre eux , de manicre que les premiers termes des quarrés qui com-
poseront le nouveau développement de F  ne sévanouissent pas ;
( ce que l'on démontre aisément &tre toujours possible ); alors il
n’y a plus, dans les quarrés successifs qui forment le développement
de ¥, que quelques termes qui s’évanouissent. Les conditions (5)
que Don tire de ce nouveau développement de F subsisteront done
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en entier ; la seule différence qu'il y aura , dans ce cas , consiste
en ce que «;3, By 35 ¥4, 45--0-. NE peuvent p!us recevoir autant
de valeurs différentes que nous leur en avons assigndes au n.° 4.
La réduction du nombre de ces valeurs dépend de celni des fac-
teurs , et de celui des coefliciens de # affectés par chacun d'enx.

Le méme raisonnement et des conclusions analogues sont appli-
cables au cas suivant et & tous les autres semblables.
a=o0,p=0, v=0; B, =lrxtm, u, B,=la4m,p, B,=l r4mpu,
B,=l+p,s, By=mp+p;=, By=o,B,=o0,.... B,=o0. (15)

© + 8 ® 5 6 5 v 8 4 s s & 8 S 0 s s @ & B 6 6 6 s e 0 & 2% Gt P e Vs e s s

8. Il résulte de cette théorie, 1.° qu’outre les mawxima et les minima
déterminds des fonctions & plusieurs variables , qu'on a considérés
jusqu’d présent, il peut exister une infinitd de maxima et minima
indéterminéds , liés entre eux par une ou plusieurs relations entre les
variables de la fonction proposée ; 2.° que, pour l'existence de ccs
maxima ou minima indéterminés, il faut que les coelliciens de la
valeur de U s’évanouissent, soit par un ou plusieurs facteurs communs
a tous, soit par un ou plusieurs facteurs affectant seulement quel-
ques-uns d’entre eux , tandis que les coefficiens restans peuverf
s’évanouir d’eux-mémes ; 3.° que , pour le premier des deux cas-
précédens , les conditions (5) se réduisent a la -premieére , quand
tous les cocfliciens de la valeur de U s'évanouissent , par un séul
ficteur commun ; et quelles se réduisent aux deux premiéres, aux -
trois premictres , etc., quand tous les coefliciens s'évancuissent par
deux facteurs, trois facteurs, etc., communs a tous ; 4.° que, dans
le second cas, toutes les conditions (5) ont lieu, mais qu’elles ne
peuvent plus alors étre  remplacées- par le nombre de conditions
équivalentes que mnous avons indiquées au n.* 4; 5.° enfin; que
cette thdorie est nécessaire pour compléter celle des maxima et minima
des fonctions de plusicurs variables.

9. J’ai donné , dans une note précédente , un essai ‘de cette théorie ;
appliquée aux surfaces courbes (*), et j’y ai fait voir qu’il peut y

(*) Voyez la page 132 de ce volume.
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avoir sur les surfaces une iafinité de maxima et minime indéter—
minds , lids entre cux par une courbe continur £a l'applignant a
la mdécanique , on peut trouver des fonctions du temps qui deviennent
des maxima ou minima, peur tous les points d’une surface courbe
ou d'une courbe & double ccurbure, s:lon que tons les coefliciens
de U s'evanouiront, par un ou par deux facteurs communs,
Metz , le 2 mal 1810,




