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158 CONTACT

CORRESPONDANCE.

Lettre de M. J. F. Fraxcais, professeur & I'école impériale
de Tartillerie du génie ,
Au Rédacteur des Annales;

Présentant la solution analitique compléte du probléme
ou il Sugit de déterminer une sphére qui touche quatre
sphéres données.

: [ % WL, U, VI, Vo Vo W Uie V3
MONSIEUR ,

M. Poisson vient de publier, dans le Bulleiin des sciences de la
société philomatique (*) , une solution analitique du probleme de la
spheére qui toache quatre sphéres donnédes. J’en ai publié une aussi,
il y a prés de trois ans, dans la Correspondance sur lécole poly-
theenique (**). A la vérité cette solution , telle qu’elle est, ne suffit
pas pour déterminer enalitiquement les coordonnées du centre et le
rayon de la sphere cherchée, que jenseigne 4 déterminer géomésri-
guement dans mon mémoire ; mais il faut trés-peu ajouter 4 ma
solution , pour achever de la rendre compléte, sous le point de vue
analitique , comme on en pourra juger par ce qui Suit.

Sotent 7,7/, 1/, r// ,les rayons des quatre sphéres données , et 22,
2b , 2¢ les distances respectives du centre de la premiére aux centres des
trois autres ; soient de plus R le rayon de la sphére cherchée ,etp, o/, 57,

¢ Tome III , ne° 6o, septembre 1812, page 14I.

(**) Tome 1I, no 2, janvier 1810, page 63.
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#7’ les distances de son centre & ccux des quatre sphéres données. Cela
pos¢, on aura ,

RIr=p, RBRIr'=y, BI"”:P” , BIr’/’::/”. (1)
Ces quatre équations, avec leurs doubles signes, fournissent seize
combinaisons differentes , qui correspondent 4 autant de solutions da
probléme. Nous nous bornerons an cas des signes supérieurs , attendu
que les autres peuvent se traiter de la méme maniére.

En retranchant la premiére de ces équations de chacune des trois

autres , et posant, pour abréger,

r—r'=z2d , r—ri/=2d’ , r—r/=a2d”,
1l vient y=p+}2d , p//=pt2d’ , p’/’=p+2d//. (2)
Mais on a d’un autre co6té

¢ 2=p4a2—4asCos.(p, 0)
¢ 2=p4-46*—4biCos.(p, &) , 3)
¢/ = 4c*—4epCos.(p, €) «

Egalant ces valeurs aux quarrés des équations (2), on trouve

ptaCosp,a)+d } =a>—d * ,
p§&Cos.(p ,'5)+¢z’/§ =b—d'* , (4)
p{cCosip, O)d/'} =c*—d'"* .

Si, entre ces trois équations , on élimine p, on obtient les trois équa-
tions suivantes , dont une quelconque est une suite des deux autres.

pI— /5 (2 eem (] d ,b2—dl2
(b dr ) Cos.(p, a)— 5)-— — )—— - > )
LY/ d” . B2l c __[Z/h
(= )cos.(p, 2)— < ) Cos.(r» €)== ) 4 (  (5)
(1 2 ] 2 212 cz.___d’/z d"” Q2=——gl?
( . )Cos.(p, c)—( - )Cos.(p, @)= -; - - < - ) .

Tout ceci suffit, pour la construction géométrique du probléme, comme
je l'ai fait voir en l'endroit cité de la Correspondance. En y ajoutant
la relation qui existe entre les angles que la droite p fait avec les
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droites @ , b , ¢ ; relation que j’ai aussi donnée dans la méme Corres-
pondance (*) , on a tout ce qu’il faut pour déterminer analitiquement

les coordonnées du centre de la sphere cherchée , ainsi que son rayon,
Cette relation est

Cos.2(p , a) Cos.(2, b)Cos.(p, ¢)
e T —2
Sin.2(a , be) Sin.(d, ac)Sin.(c, ab)

Cos.(ad , ac) ]

Cos.2(p , 8) Cos.(p y @)Cos.(p, ©)
——D
Sinab, ac)  ~ Sinu(a,bc)Sin(c, ab)

Cos.(ab, bc) § =1. (6)

Cos.2(e, ) Cos.(0, &)Cos.(p , &)
+ < —2
Sin2(¢ , ab) Sin.(a , be)Sin.(& 4, ac)

Cos.(ac, be)

En élyninant de cette équation , au moyén des équations du pre-
mier degré (5) , deux des trois quantitds Cos.(z, @), Cos.(p,5),
Cos.{p, ¢), la troisitme sera donnée par une équation du second degré;
et les deux autres seront données ensuite par les mémes équations (5).
Il ne restera donc plus & déterminer que la valeur de 5 , qui sera
fournie par une quelconque des équations (4), du premier degré.

La solution dua probléme est donc compléte , et (et je crois ) la
plus simple possible.

N. B. On trouve deux solutions, pour la position de 4, parce
que les équations (2) sont les mémes, aux signes prés , soit qu’on
prenne tous les signes supérieurs dans les équatiens (1), soit qu’on
y prenne tous les signes inférieurs. Mais, comme nous n’avons em-
ployé que les quarrés des équations (2) qui comprennent 'un et Pautre
signes , il s’ensuit que nous avons du obtenir la solution des deux cas.

Agréez , etc.
Metz, le 2 octobre 1812.
Remarque du Rédacteur.

On sait que le traité de Vidte sur le Contact des cercles contient
diz problémes, et que celui de Fermat sur le Contact des sphéres
en renferme guinze. On sait, de plus que le dernier des problemes
de Vitte est ceiui ou il s'agit de décrire un cercle gui touche trois

" Voyez tome I, u. g, janvier 1808, page 343, équation (24).
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cercles donnés ; et que le dernier de ceux de Fermat est celui ol
il sagit de décrire une sphére qui touche quatre sphéres données.
On sait enfin que Viete et Fermat résolvent leur dernier probléme
en le ramenant 4 ’un des précédens, lequel ne peut lui-méme étre résolu
qu'a laide de I'un de ceux qui le précedent, et ainsi de suite ; ce
qui, pour le dire en passant , rend la solution effective du dernier pro-
biéme beaucoup plus compliquée qu’elle ne le parait au premier abord.
On peut, en employant lanalisc , suivre une marche tout & fait
inverse , et tirer au contraire de la solution du dernier probleme,
soit de Viéte soit de Fermat, la solution de tous ceux qui le précident.
Il est aisé de voir, en effet, que, dans tous ces problémes, la
question peut se réduire & trouver le rayon soit du cercle soit de
la sphére cherchée. Concevens donc que l'on ait obtenu lexpression
analitique du rayon de ce cercle ou de cette sphére , et que I'on
ait pris pour données les rayons des cercles ou des spheres données,
et les plus courtes distances de leurs circonférences ou surfaces , con-
sidérées deux & deux. Si, dans celte expression, on suppose un ou
plusienrs rayons nuls ou infinis, les cercles ou sphéres auxquels ils
appartiendront , deviendront aussitét des points dans le premier cas,
et des droites ou des plans dans le second. En faisant donc toutes les
combinaisons possibles de ces deux sortes de suppositions , on parvien-
draa déduire d'une formule unique, celles qui conviennent  tous les cas,




