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RESOLUES. 149

Théorémes sur les triangles , relatifs & la page 64
de ces Annales ;

Par M. Laviuier, professeur de mathématiques & Tacadémie

impériale de Gentve.
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THEOREME. Dans tout triangle , le quarré de la distance des
centres des cercles qui lui sont inscrits et circonscrits ,. est égal au
rectangle du rayon du cercle circonscrit , par Uexcés du 'méme rayon
sur le doublé de celui du cercle inscrit (*).

(*) Ce théoréme a aussi été adressé, mais sans démonstration , aux Rédacteurs des
Annales ,par M Kramp, professeur doyen de la faculté des sciences & Strasbourg.

Le méme théoréme est connu des Rédacteurs depuis 1807 , il leur fut communiqué,
- cette époque , par few My Mahieu, profe?séur de mathématiques «u collége d’Alais 5
qui le tenait de M. Maisonneuve, ingénieur des mines. Voici de quelle maniére M,
Miisonneuve y était parvenu. ‘

En ddsignant par c, ¢/, ¢/, les trois cdtés du triangle , et par D la distance
entre les centres des cercles inscrit et'girconserit, on trouve, sans beaucoup de
peine ,

D V /22 ccle!
(c+c’+c” ) (c+c’ —c/") (c’+c”——-c) (c/c—c/ ) c+c’+l(:” ;

mais on sait quwen désignant par R le rayon du cercle circonserit, par r celui’
de Finscrit, et par T Paire du triangle, on a ces trois expressions :
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§ L~

LEMME. Péans tout triangle , la base est 3 lox hauteur, comme

le produit du sinus de P'angle au sommet par le sinus total est au
produit des sinus des angles a-la base.

16T = (e (cfcfc) (/& mme) (/' e—C)
T =r(cf-c'4c) &
4RT = c¢/c’

des deux dernidres équations on tire d’abord ; -
, e ’

cclell
— == orR.;
S et -
comparant ensuite le quarré de la troisitme X la premitre, on surm
' c2clrell2
s —=R" ; N
/. /7 /, 14 /, - 11 J—LY),
i e (o ) () (S re—e
¢t parlant ¢ -
- . D:\Zﬁ&.——q;ﬂi_,
ou :

. D= R—-2r) 5

équation qui nest que la traduction analitique du théoréme de M. Lhuilier ,Leﬁ-quia
est. aussi celle de M, Kramp. ,

Ces sortes de rencontres , qui n’dtent rien aw surplus au ' mérite personnel de
chaque inventeur, ne sauraient étre fort rares dams les sciences exactes, ot on
marche eonstamment dans la veie de la vérité; €'est ansi que M. Mahieu, vers
Fépoque déja indiquée , trouva le thwremue suivant , auquel M, Lhuilier est@ussz
parvenu de son cdté , { voyez ses Elémens danalise géométrique et d'analise ol-
gébrigue ; Genéve ‘1809 , pag. 224) = -

« Si Pon désigne par r, v/, v, ¢, les rayons des quatre eercles qui peuvent
» toucher Ala fdis les trois cotds d’un mémse triangle , considéréds cemme des droites
» indébnies , et par T Laire de ce triangle , on aura T==\/ir/v/r/. » ,

( Note des éditeurs. )
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Soit ABC -un triangle dont. 'AB est la base, ét dont CQ est la
hauteur (fig. 12). Jaffirme que AB : CQ=1X}8in,C: Sin.A,Sin,B,

‘Démonstraiion.

AB : AG=S8in.C : Sin.B,
AC: CQ=1 . SinAj
done | AB : CQ=5in.C: Sin.A.Sin.B.

COROLLAIRE. Dans tout triangle, un des cotés est au rayon
Au cercle inscrit, comme le produit ‘du sinus total par le cosinus
~de la moitié de l'angle opposé & ce coté est au produit des sinus
«des demi-angles qui lui sont adjacens. '

En effet, le triangle qui, ayant son sommet au centre du cercle
inscrit, a pour base le eoté dont il sagit, a sa hauteur égale au
rz;yon de ce cercle; de plas, ses angles, 4 la base, sont moitié des
angles correspondans du premier triangle ; enlin , son angle , au som-
met , est le supplément du complément de la moitié de langle au
sommet du méme triangle,

§. 1L

LEMME CONNU. Dans tout triangle, le rayon du cercle cir-
conscrit est & lun des cotés, comme le sinus total est au doublp
du sinus de I'gngle opposé a ce cité.

§. IIL

LEMME. Dans tout iridngle, le fayon du cercle circonscrit est
au rayon du cercle inscrit, comme le cubé du sinus total est @
quatre fois le produit continuel des sinus des demi-angles du triangle.

Soit ABC un triangle; que les rayons des cercles, dont P'un lui
est circonserit et dont lautre lui est inscrit, ‘soient désignés par R
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et 7 respectivement;; j'affirme que £ : r=1°: 4Sin.; A.Sin.1B.Sin.:C.

- Démonstration. - -
AB:r =1 XCos.2C: Sin.iA.Sin.:B., (§.L Coroll )
R :AB= . 28inG 5 (§.1L)
dne, R :7 %iz%cos.;c: 2S8in.2A.Sin.2B.Sin. G,
T =0 4SinlA.Sin!B.SniC.
SCfIOLIE. Q.uatré fois le produit continuel (iu sinus des demi-
angles d’un triangle, est égal au produit du quarré du sinus total par

Pexces de la somme des cosinas des angles de ce triangle sur ce sinus
total.

- En. eﬂ‘et, Cos A+Cos B+Cos C-—I ::Cos A~Cos.B—2Sin.2£C
= ._Cos.; (A4-B)Cos.: (A-——B) —28in.2:C

=28in.2C { Cos.: (A—B) —8Sin.2C}

=28in.2C { Cos.: (A—B) —Cos.: (A+B)}

= 4Sin.: A.Sin.2B.Sin.LC,.

_ On peut aussi exprimer ce produit continuel dans les cotés du
_triangle.

En effet ,

Sin. : A:V%(AB—AC-}-BC) ~L(—ABACTBC)
' ' BAXAC

Sin. - B_V FAD—BCAC X —ATFHCHAC) )
ABXBC

Sm C= V (AC—BC—{-AB)X-(—AC-}-BC-;—AB;
’ ACXCB
donc,
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donc ,
Sin.A.Sin. B.Sin.: C:{(AB+BC~CA)>(§(AE-—BC+CA)X;(-—AB-I—BC—{-CA)

ABXBCXCA

__ Y(AB4-BC4-CAYXL(AB+BC—CA)YX2(AB—BC4-CA)X 2 (=—=AB4-BCH-CA)
ABXBCxCAX:(AB4BC—H-CA)

2

ABC
" ABXBCXCAXZ(AB4-BC+4-CA)

§' IV.

THEOREME. Le quarré de la distance des centres de deux cercles
dont lun est circonscrit ¢ un triangle , et dont l'autre lui est ins-
crit, est égal au rectangle du rayon du cercle circonscrit par Iewcis
de ce rayon sur le double de celui du cercle inscrit.

Scit ABC un triangle ; soient Z et z les centres de deux cercles,
dont P'un est circonscrit au triangle, et dont l'autre lui est inscrit;

——

que les rayons de ces cercles soient R et r; jaffirme que Zz =
R(R—2r).
Démonstration. Soient ZP et zp , perpendiculaires & 'un des cétés,

tels que AB. ‘
Z2 =(ZP—zp)~ (Ap—AP)?
=KZZ——22P Xzp—2Ap X AP-{-—z—p2 +:A:;
= RR—2RrCos.C—Ap><ABAp -rr (*)
—=RR—>Br~+4RrSin::C—Ap<Bp—+rr (**)

) A cause de 2AP=AB et de ZP—=AZ Cos. AZP=H Cos.C.
") A cause de Coss C=1—2 Sin.21C.
’ ( Notes des éditeurs. )

Tom 1. 21,
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= R(B—2r)+48rSin* ;C—rr(Cot.2 A.Cot.:B—1) (*)

. Cos. £ (A4-B)
= —or BrSm2iC—rrx —2 " 177
R(R )4 : x Sin.2ASin.1B

. Sin. £ C
=R(R—2r)44BrSin2 iC—rr> ———7—~ -
( )+ ' Sin. £ A Sin.tB

=R(R—2r)4rSin.tC in.2 G _,_J__*)
(fi—ar)4rSin; <4RS"] PO} TR E
rSin.1 C . Y )
=RRA—-2r)+4 S TASSIE (4225in.;A.Sin. 2 B.Sin.2C—r)
=A(R—-2r) | (§ 1L)
§l V.

—_—2
Corollaire. L’équation Zz =R(R—>2r) détermine la relation qui
régne entre les distances des centres et les rayons de deux cercles,
dont l'un est circonscrit & un triangle, et dont Pautre lui est inscrit;

de manitre que deux de ces quantités étant données , la troisitme est
déterminde.

Ainsi, (R—r =7z z—{--rr

et 2r= o ou R:R4Zz=R—7z: or

Savoir: le quarrd de la différence des rayons des deux cercles est

égal 4 la somme des quarrés de la distance des centres et du rayon
du cercle inserit.

Le rayon du cercle circonscrit est & la somme de ce rayon et de

£ A cause de Ap==zp, Cot. zAp==r, Col. } A, et de Bp==zp. Cot.zBp==r. Cot.; B,
( Note des éditeurs. )

Y
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Ja distance des centres, comme la différence de ce rayon et de ceite

distance est au double du rayon du cercle inscrit.

§. VL

T.a relation entre la distance des centres de deux cercles et les
rayons 2 ét r de ces cercles, étant telle qu'il vient d’étre dit; si om
circonscrit au cercle dont le rayon est 7 un triangle dont un des cétés
soit une corde de l'autre cercle, ce triangle sera inscrit & ce dernier
cercle ; et reciproquement, si on inscrit au cercle dont le rayon est
B un triangle dont un des c6tds soit tangent 4 laatre cercle, ce
triangle sera circonscrit 4 ce dernier cercle.

Il y a donc un nombre illimité de triangles qui peuvent étre 3 la
fois inscrits & un cercle et circonscrits & un autre cercle, lorsque les
rayons de ces cercles et la distance de leurs centres sont liés par 1'é-
quation Zz z_—.PL(PL—--:zr).

Pour que cette inscription et cette circonscription simultanées soient
possibles , on doit avoir R;;zr. Lorsque R=2r, alors Zz=o03; les
deux cercles sont concentriques ; les triangles sont équilatéraux, et ils
différent entre eux seulement par la position de leurs cotés.

Lorsque l'inscription et la circonseription simultanées sont possibles ,
pour que le probléme soit déterminé, on doit ajouter, sur le triangle
a construire , quelque autre econdition indépendante de I'équation
Z; =R(R—=2r). . '

Exemple. Que Pon donne un angle du triangle cherché, tel que
Pangle C. Le cercle dont le rayon est R fait connaitre le cété AB,
opposé a cet angle, par l'équation AB=2/R8in.C. Dans le¢ triangle
ABC, dont on connait I'angle C, on connait aussi la scmme des

angles A et B; de plus, dans la proportion AB: 7=Cos.>C : Sin.ZA,

Sin.:B, on connait le quatritme terme , savoir, le produit des sinus
des demi-angles dont la somme est donnée; mais , 2Sin.ZA.Sin.2B=
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Cos.: (A—B)—Cos.2(A—+B) ; donc, on connait le cosinus de la demi~
différence des angles A et B; et partant on connait aussi la demi-

différence de ces angles, ct on les connait I'un et Lautre.
On a,

Cos.;(A—B)= Cos.—(A+B)+——- Cos.zC

=8in.2 C—I— PYTISINER G

Comme la plus grande xaleur de Cos.:(A—DB) est T'unité, on doit
avoir :

13 T Sin.2 C+..B Smic
d’odt
r? 2ASIn.:C (1 —Sin.2C) ,

ou encore

7 < 4B Sin.:C.8in.? (45°—3C).
dans le cas de la limite, le triangle est isoctle.

§. VIL

Ce qui vient d’¢tre développé, sur le cercle circonscrit et sur le cercle
inscrit a un triangle, peut étre appliqué, avec de légers changemens,
au cercle circonscrit et & 'un des trois cercles exinscrits & ce méme
triangle , savoir : & un cercle qui touche un des c6tés du triangle ex-
térieurement , et les prolongemens des deux autres cotés ( Voyez mes
Elémens d’analyse, etc, § 131.).

Comme le rayon du cercle exinscrit & un triangle, dans l'un de
ses angles, a, relativement au coté qu’il touche extérieurement , une

by

direction opposée & celle du rayon du cercle insciit; dans la formule

Zz =R(R—-2r), on doit changer le signe de r, ce qui donne ['é~



RESOLUES, 157

quation '-Z;.s:R(R—I—zr) , savoir : le quarré de la distance des centres
de deux cercles dont 'un est circonscrit 3 un triangle, et dont l'autre
lui est exinscrit, est égal au rectangle du rayon du cercle circonscrit
par la somme de ce rayon, et du double du rayon du cercle exinscrit.

On peut parvenir 4 cettc équation immédiatement, sans partir de
la doctrine des quantités négatives , et de la correspondance-qui a lien
entre les changemens de direction et le changement des signes, en
procédant comme il suit:
_ 1.° Dans tout triangle, la base est au rayon dua cercle exinscrit,
relatif & cette base, comme le produit du sinus total par-le eosinus
du demi-angle opposé & la base, est au produit du cosinugs des demi~
angles 4 la base,

2.° Dans tout triangle, le rayon du cercle cireonscrit est au rayon
de Pun des cercles exinscrits, comme le cube du sinus total est &
quatre fois le produit continuel des cosinus des demi-angles & la base,
et du sinus du demi-angle qui lui est opposé.

Scholie. 4Cos.zA.Cos.:B.Sin.:C=Cos.A-}-Cos.B—~Cos.C+1.

ABC
ABXBCXCAX : (—AB--BC+4-CA)

=4 X

- THEOREME. Ie quarré de la distance des centres de deuz cercles

dont l'un est circonscrit @ ce iriangle, et dont I'autre lui est ex~
inscrit , est égal au rectangle du rayon du cercle circonscrit par la
somme de ce rayon e! du double de celui du cercle exinscrit.

Soit ABC un triangle ; soit Z le centre du cercle circonscrit, et /2
son rayon ; soit z/ le centre d’un cercle exinscrit 4 ce triangle, dang
Pangle C; et soit 7/ son rayon: jaffirme que 7z =R(R~-2r’)

Démonstraiion, Soit 2/p’ perpendiculaire 3 AB,

———

Lz =(ZP4-2/p/ )+ (AP—Ap/)
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= RR-}-27Px<2/p/— :zAP><Ap/~}—A—P;z..l_;/;Qz

— RR~+2Rr/Cos.C— Ap/ < P/Bei-r/y/

= R(A+2r/)—2B8r/(1—Cos.C)~—r/r/Tang.: A. Tan g.:B4-r/r’
=R(R~42r")— 4Br/Sin.*; C~4-r/r/(1 —Tang.; A. Tang.:B)

o Cos.2 (A4-B)
= B(R-4-2r/)—4 Rr/Sin 1Cp/r/——
( + r) 4 Rr/Sin, : +rrCos.%A.Cos.fB

Sin. £ C
Cos.2A.Cos. 2B

=R(R+-2r/ P iC { RCos.tA.Cos.:B.Sin.2C—r’
=0( J)—-Cos.fA.Cos.fB* 0s.> A.Cos.>B.Sin.: -—-r}
=R(AR~4-2r). (*) (§. VI, 2.2)

= R(R2r)— 4Rr/Sin* - Coery/

(® De toute cette analise dérive naturellement la démonstration des deux Porismes
énoncés A la page 64 de ce volume,

En reprenant, en effet, les symboles employés dans la premiére note, de I'é-
quation :

- D2=P12—-2.Rf Iy

4

on tirera successivement :

R:—D"

1.9 r= ’ - 2.2 B=r==y/r2-D2,
2R

:
Or, la valeur unique de r, donnée par la premitre formule, éiant toujours
possible, tant que R n’est pas nul, et étant de plus positive , lorsquon a R > D,
on en peut conclure, 1.° gv'un point étant donné arbitrairement, dans Dintérieur
dun cercle dont le rayon est R, et & une distance D de son cenire; il y ¢
toujours une longueur, et une seule longueur v, laquelle étant prise pour rayon
d’un nouveau cercle, ayant son centre au point donné;.il errivera gu'un méme
triangle pourra étre & la fois inscrit au premier des deux cercles et circonscrit
au second.
_ Quant 2 la seconde formule , bien qu'tlle donne pour R deux valeurs essentiel-
lement réelles, I'une positive et lautre négative , et cela indépendamment du rap-
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port de grandeur entre r et D; comme néanmoins le changement du signe de
r ne fait simplement que changer les signes de ces valeurs, sans en changer la
grandeur absolue, on en doit conclure que 'vne delles , savoir, r—y/r2o4-D2=, est
rvelaiive au cercle qﬁe M. Lhuilier appelle exinscrit, et que par conséquent la valeur
de B, relative au cercle fnscrit, est unigue, comme celle de 7 dans la premiéra
formule, Ainsi, 2.° un point étant donné arbitrairement, sur le plan d'un cercle dont
le rayon est r, et & une distance gqueiconque D de son centre, il y a toujours
une longueur , et une scule longueur R, laguelle étant prise pour rayon d'uyn
aouveau cercle , ayant son centre au point donné , il arrivera gu'un méme iriangla
pourra éire y & la fois, circonserit au premier des deux cercles et inscrit ou second.

( Note des éditeurs.)



