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des produits de matrices aléatoires indépendantes
et applications
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Emile LE PAGE
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Campus de Beaulieu, 35042 Rennes Cedex

REsuME. — On établit des propriétés de régularit¢ (Holder, C*) du
plus grand exposant caractéristique d’un produit de matrices aléatoires
indépendantes. On en déduit des propriétés analogues pour la répartition
d’état dans le modéle d’Anderson de dimension 1.

Mots clés : Matrices aléatoires, exposants caractéristiques, densité d’état.

ABSTRACT. — We prove regularity properties (Holder, C*®) for the first
characteristic exponent of a product of independant random matrices. We
deduce the same properties for the integrated density in the one dimensio-
nal Anderson model.

Key words : Random matrices, characteristic exponents, density of states.

On considére un espace produit Q=X muni d’une probabilité produit
P et (A, ®) = g* (w) une fonction de R xQ dans le groupe GL(d, R) des
matrices d xd inversibles (resp. dans SL(d, R) sous-groupe de GL(d, R)
des matrices de déterminant 1) dépendant uniquement de la premiére
coordonnée de o.

Classification A.M.S. : 60 B 99, 60 F 99, 60 J 15, 60 K 99.
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110 E. LE PAGE

Notons de plus p, la loi de la variable aléatoire g* et supposons que les
probabilités p, admettent des moments exponentiels. Soit (g;(.)), » ; une
suite de matrices aléatoires indépendantes et de méme loi p, et y(A) le
plus grand exposant caractéristique associé a la suite précédente, c’est-a-
dire : [5]

.1
y(k)=11m;l—Log||gﬁg*"_1...g’}”, Pp.s.

On s’intéresse ici aux propriétés de régularité de la fonction A — y(A).

On envisage tout d’abord I’étude des propriétés de Holder de y(A) sans
hypothése de densité pour la loi p,: si I est un intervalle fermé tel que
pour A, pel, on a

Pp.s, |[g'(@—g" @] =C(o) |A-p[®
et

Jca ® () dP (®) < + 00 pour un ¢g(I) >0,

alors y( ) est holdérienne sur L

Ce résultat ne peut étre amélioré comme le montre ’exemple suivant,
di a Halperin, et qui apparait dans le contexte des opérateurs de Schrédin-
ger a potentiel aléatoire [17]. On prend

ge ( q,—A 1 )
1 0
ou {g,n = 0} est une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme
loi prenant les valeurs a ou b avec probabilite 1/2. Alors pour tout
€ > 0 il existe a, b tels que y(A) n’est pas holdérienne d’exposant ¢ sur
I={a, b} +[—2, 2). En particulier y(}) n’est pas C*.

On envisage ensuite les propriétés de dérivabilité de v (1) : en supposant
que les lois p, ont des densités et que I'application A — g* est analytique
de R dans tous les espaces L?(Q, #,;(R)) p = 1 ou #,;(R) est ’ensemble
des matrices réelles d xd, on prouve que y(A) est C®. L’exemple de
Halperin montre également que y(A) n’est pas analytique sur R.

Les résultats précédents sont a comparer a ceux de Ruelle [16] qui
obtient des propriétés d’analyticité dans le cadre de produits de matrices
positives stationnaires.

Pour d’autres résultats concernant les exposants caractéristiques, on
peut également consulter [6] et [9].

Les théorémes précédents trouvent leur application dans I’étude de la
régularité de la répartition d’état d’un opérateur de Schrodinger aléatoire
unidimensionnel : probléme posé ici par Wegner [18], F. Wegner, « Bounds
on the density of States in Disorded Systems » 2, Phys B44,9 (1581) et
qui est ici traité dans le théoréme 3.
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EXPOSANT CARACTERISTIQUE 111

Plus précisément soit (g, (®)),.z une suite de variables aléatoires indé-
pendantes et de méme loi . On considére I'opérateur aux différences
aléatoires sur 1?(Z) analogue discret de Schrédinger défini par

(H(®) w),= —thy 1y —thy— 1 + 4, (@) u,, (1)
Notons pour tout L >0 I'opérateur “H(w) défini sur [?>(Z) par la

restriction de la matrice de H(w) a [—L, L], c’est-a-dire par la matrice de
Jacobi (2L+1)x(2L+1)

(*H(0); ;=! q,(@) si i=j=n @)
0 sinon.

Soit Ny (@, A) la fonction de répartition de la distribution empirique des

valeurs propres (A (®))_y < ; < . de la matrice “H (w).

L
1
N (@, A)= ——— 5L @ < a1 3
L( ) 2L+1 ,-:z_:L A (@) S A) ( )
Pp.s. en o la suite N (o, A) converge pour tout AeR vers la répartition
d’état N (1) de H [14].

La formule de Thouless [4] établit une relation entre le plus grand
exposant caractéristique ¥ (A) de la suite de matrices aléatoires indépendan-

tes
N g,—Ar —1
= nz0 4

£ ( 1 0 ) - @)

et la probabilite dN (1) :
y(k):fLogIl—ﬂdN(t). &)

Cette relation permet a partir des propriétés de régularité de la fonction
A—y(A) d’en déduire pour la fonction A — N(A) au moyen de la trans-
formation de Hilbert.

On montre que si n a un moment d’ordre o > 0

f!ql“dn(q)<+oo

la répartition d’état N (A) est localement holdérienne sur R. Une preuve
de ce résultat avait été donnée par I'auteur dans un article antérieur [11]
consacré a l'étude de ces opérateurs aux différences en supposant m
a support compact et Iargument avait été repris par Carmona-Klein-
Martinelli [3] pour traiter le cas présent. Si n admet une densité dans
L'(R) et si de plus  a des moments de tous ordres on établit que N (A)
est C® sur R. Ce résultat étend celui de Simon et Taylor [16] obtenu sous
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112 E. LE PAGE

I’hypothése ou m est & support compact et a une densité dans un espace
de Sobolev, L!(R)={feL'(R); il existe geL'(R) tel que
g(®)=(1+1>)*2f(¢)} avec a > 0}. Un résultat du méme type a été obtenu
par Campanino et Klein [2] en supposant que 1 a des moments de tous
ordres et que sa transformée de Fourier m (t) est telle que (1+t2)*n(t)
est bornée pour un o > 0. March et Sznitman obtiennent un résultat
identique [12]. Les résultats présentés ici montrent (a linverse des
articles [16], [2], [12]) que les régularités de y(A) et N(A) découlent plutdt
de l'aléatoire que la régularité initiale de la loi n et plus généralement des
lois p,. La régularit¢ holdérienne de N(A) est utilisée par Carmona-
Klein-Martinelli [3] pour la preuve de la localisation de I'opérateur aux
différences (1) sur 1% (Z).

Notons également le fait que Craig et Simon [4] ont montré que N est
localement Log-héldérienne dans le cas plus général ou la suite {g, neZ}
est supposé ergodique stationnaire.

Les résultats de régularité de ’exposant caractéristique sont obtenus par
I’étude des opérateurs

P f(i)=Jf (8- X) m.(dg)

ou f e C(P(R?) espace des fonctions continues sur espace projectif P (R?).

La preuve du théoréme 1 est basée sur le fait que ces opérateurs sont
quasi-compacts sur des espaces de fonctions holdériennes convenables, et
que l’application A — P(A) est localement hoéldérienne en considérant P(})
comme un opérateur linéaire entre deux tels espaces.

La preuve du théoréme 2 est de méme basée sur le fait que ces opérateurs
sont compacts sur les espaces C* (P (R?) k = 0 des fonctions k fois contini-
ment différentiables sur P (R?) et que I’application A — P(}) est différentia-
ble si on considére P(A) comme un opérateur de C¥*2(P(R?) dans
CH (P (RY).

Le présent article est organisé comme suit :

— au paragraphe I on énonce les résultats;

— le paragraphe II est consacré a la preuve du théoréme 1;

— au paragraphe III on étudie la classe d’opérateurs suivants :

P(f) (f)=ff(g~i)du(g)

ou p est une probabilité sur GL(d, R) (resp. SL(d, R)) ayant des moments
exponentiels et admettant une densité. On prouve que P est un opérateur
compact sur C*(IP(R%) k = 0. 1l en résulte en particulier que I'unique
probabilité v p-invariante portée par P(R?) admet une densité C* par
rapport a la probabilité invariante par rotation portée par P(R?). L’étude
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EXPOSANT CARACTERISTIQUE 113

précédente trouve son application dans la preuve du théoréme 2 donnée
au paragraphe IV.

Enfin la preuve du théoréme 3 est donnée au paragraphe V, ainsi que
la justification des remarques concernant les propriétés du plus grand
exposant caractéristique de la suite

A 4n A 1
— n=>1.

I. NOTATIONS ET ENONCE DES RESULTATS

L1. Avant I’énoncé des résultats commengons par préciser quelques
définitions :
Posons pour ge GL (d, R)
1g)=sup(||g], [[g7*[D
ou ||g|| désigne la norme de la matrice g agissant sur I'espace euclidien
d

B

DeriNiTioN 1. — Une probabilité p sur GL(d, R) admet des moments
exponentiels si pour tout T > 0

Jl‘(g) dp(g) < +oo.

Pour toute probabilite p sur GL(d, R) on désigne par T, le semi-groupe
fermé engendré par le support de p.

DerFiNiTION 2. — T, est fortement irréductible s’il w’existe pas de famille
finie de sous-espaces vectoriels de R?, invariante par chaque élément de T,,.

Deux vecteurs non nuls de R? sont dits équivalents s’ils sont proportion-
nels. L’espace des classes d’équivalence est I’espace projectif P (R?), qui
est une variété compacte connexe de dimension d— 1.

Pour xe R*—{0}, x désigne sa direction, et pour M e GL(d, R) on pose
M.x=Mx.

Considérons maintenant une suite (M,),»,;€GL(d, R) et soient
a;(M,) =2a,(M,)... = a,(M,) les racines carrées des valeurs propres de
la matrice Mi M,,.

DEFINITION 3. — La suite (M,), » | a une action contractante sur P (R?)
si
. a,;, (M
lim sup —1(——") = + 0.
n a (Mn)

Vol. 25, n® 2-1989.
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Remarquons que si la suite {M,,n = 1} satisfait a la propriété précédente,
et si m est une probabilité sur P(R? qui n’est pas portée par une sous-
variété projective de P (R?) il existe une sous-suite de la suite {M,.m n > 1}
qui converge vaguement vers une mesure de Dirac.

DEFINITION 4. — T, a une action contractante sur P(R% si T, contient
une suite ayant une action contractante sur P (R%).
Exemple. — Cette propriété est satisfaite si p admet une densité [8].

Dans la suite nous envisageons la situation suivante :
N

soit (Q=X", A=® B, P=p®") un espace probabilis¢ produit, U un
ouvert de R et (A, ®) — g(A, ®) une application mesurable de U xQ dans
GL (d, R) ne dépendant que la premiére coordonnée de w=(®,); » o C'est-
a-dire que

gk, 0)=g (X, o).

Désignons par p, la loi de la variable aléatoire ® — g(A, ®) a valeurs
dans GL(d, R). La suite de variables aléatoires {g} (®)=g (A, @) k = 1}
est alors une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi p,.

Supposons que f logl(g)dp, (g) < + oo, alors d’apres Furstenberg [5], la

suite de variables aléatoires

1
{;logllg.,(h 0)g,—1 (A 0)...g, % 0)|n l}

converge presque sirement vers une constante y(A) qui est le premier
exposant caractéristique de la suite (g, (A, @) k = 1).

Donnons encore une définition avant d’énoncer les deux théorémes
suivants que nous nous proposons d’établir dans cet article.

DEFINITION 5. — Une fonction f définie dans un ouvert U de R est
localement holdérienne si pour tout compact T < U il existe un nombre
a=ao(T) strictement positif et une constante c(T) tels que :

| fO—f©|Se(D|t—s

, t,seT.

THEOREME 1. — Si

1) Pour tout AeU T, est fortement irreductible et a une action contrac-
tante sur P (RY).

2) Si de plus pour tout intervalle compact T < U les propriétés suivantes
sont satisfaites :

2.1) Il existe un réel (T) > O tel que :

sup Jl‘ ® (g* (@) dP (@) < + 0.

AeT
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EXPOSANT CARACTERISTIQUE 115

2.2) 1l existe un réel €,(T) > O et une variable aléatoire C(w) a valeurs
dans [1+ oo telles que :

pour A, peT

|&g"@—g" @] = C@ |r—p[*P,  Pp.s
et

JC‘ M (@) dP (0) < + oo.

Alors Papplication A — vy (L) est localement holdérienne dans U.

THEOREME 2. — On suppose que :

1) Pour tout Ae U W, a des moments exponentiels.

2) Pour tout AeU p, posséde une densité f, par rapport & la mesure de
Haar dg sur GL(d, R) et que pour tout p =0 Papplication A — f, de U
dans L' (GL(d, R), I (2) dg) est continue.

3) Pour tout p =1 lapplication A —g" est analytique de U dans
L7 (Q, A ,(R)).

Alors P'application A — v (L) est C* sur U.

Remarques. — 1) Les énoncés précédents restent vrais lorsque I'on
remplace le groupe GL(d, R) par le groupe SL (d, R).

2) Dans I’énoncé du théoréme 2 il est suffisant qu’une puissance de
convolution pjo de p, satisfasse a ’hypothése 2.

LI.2. Propriétés de régularité de la répartition d’état dans le modéle
d&’Anderson de dimension 1

On considére ’opérateur aux différences aléatoires sur I (Z) définit par :
(H(®) u),= —thy 1 —thy 1 +4, (@) u, (1)

ou (g,), ez st une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme
loi m.

Soit N(A) la répartition d’état de H (voir I'introduction pour sa défini-
tion). Gréce a la formule de Thouless (5) et a Paide des théorémes 1 et 2
précédents on peut obtenir le

THEOREME 3. — 1) On suppose que la probabilité n charge au moins
2 points et admet un moment dordre B, >0, Cest-d-dire que

J |q|"° Nn(dq) < + oo alors la répartition d’état N () est localement holdé-

rienne.

2) Si m admet des moments de tous ordres et si de plus la probabilité M
admet une densité f dans L' (R) la répartition d’état est C* sur R.

Vol. 25, n° 2-1989.



116 E. LE PAGE

II. DEMONSTRATION DU THEOREME 1

Commengons par préciser quelques notations.
On munit tout d’abord P (R?) de la distance & définie par :
8(X 7)=[1—Cx, )" =|xAy|| % jeP(R) (6)
ou x et y sont des vecteurs unitaires de R? de direction % et 7.

Introduisons de plus un espace de fonction hdldérienne qui nous sera
utile par la suite.

DEFINITION 6. — Etant donné o > 0 on pose pour toute fonction f continue
sur P (R?)

| f]= sup |f(®]
x e P (RY
et
_ |f(>?)—f(f)|]
m“(f)_;*f-‘iﬁ(m[ &

&, est Pensemble des fonctions continues sur P (R?) telles que

1S =1 f [ 4ma(f) < +o0.

#, est une algébre de Banach, muni de la norme || f'||,.

Dans la suite T sera un intervalle compact fixé de U; de plus pj est la
n-iéme puissance de convolution de la probabilité y, dans GL (d, R).

On a la proposition :

ProposiTioN 1. — Sous les hypothéses du théoréme 1, il existe un
oo =0, (T) tel que pour tout a€l0, o] on ait :

JS“(g-f, g-5)
8% (x, »)
Preuve de la proposition 1. — Soit M={(X, ); X, ye P(R?% x # 7}. Nous

compactifions M en lui adjoignant I’espace M, , des drapeaux de dimen-

sion 2 de R? cest-a-dire I'espace des couples (V,; V,) de sous-espaces
vectoriels de R? tel que V, = V, avec dimV;=ii=1, 2, et en munissant

M=M UM, , de la topologie suivante: M est un ouvert de M et une

suite (X,, y,)n =1 de M converge vers (V,, V,) si lim, 8(x,, ,)=0 et si

lim, (V{, V@) =(V,, V,) ou V¥ est le sous espace de R de dimension 1

défini par x, et V§ le sous-espace de R de dimension 2 défini par %,

et y,.

L’application définie par

lim sup [ sup

n AeT | x#yeP(RY

1/n
M (dg)] =p(T, x) < L.

3(g-X, 2.7)

S5 (g’ (33, J_)))= 6(3? y_)

(7

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



EXPOSANT CARACTERISTIQUE 117

de GL(d, R) x M dans R, est un cocycle multiplicatif, c’est-a-dire que
831 (gh, (25 .)7)=61 (g’ h(i, }7))0'1 (h’ (f, .)7)) (8)
1l se prolonge par continuité en un cocycle multiplicatif de GL(d, R) x M
dans R, : pour geGL(d, R) (V,, V,)eM; ,ona:
v
0\ lg, (op, v = 12221, ©)
llgv. |
ou v; est un vecteur quelconque de norme 1, définissant V, et v, est un
bivecteur quelconque de norme 1, définissant V.
De pluson a :
ri(g)= sup o, g (X )] < *(g). (10)

(x, y)eM
Considérons la suite

u, ()= sup IU"E (& (%, ¥) 13 (dg). (11)
(x, y)eM
reT
Cette suite est sous multiplicative et la suite (u, ()" n = 1 converge donc
vers sa borne inférieure. De I'inégalité
x2
€x§1+x+?e"" (12)

on déduit que pour tout entiern =1l eta>0ona:

2
R o
U, (@) £ 1+o sup fLOgGl(g, X, M) (dg)+ — %
(x, y)eM 2
AeT

sup jLog2 (* @) I** (@) m (dg). (13)
AeT

Or il existe un entier n, tel que

_sup jLOg o1 (g (%, M) me(dg) <0. (14)
(x, y)eM
rAeT

Remarquons en effet que la suite

1 v by n
— sup J Logo, (g, (X, ¥) 13 (dg) (15)
N (x, yyeM

reT

a une limite supérieure de la forme

ILOg 1 (8 &) Ha, (dg) 1y, (dE) (16)

Vol. 25, n° 2-1989.



118 E. LE PAGE

ou A,eT et v, est une probabilité p, -invariante sur M. Il résulte de [8]
que (16) est strictement négative. La proposition 1 se déduit alors immédia-
tement de I'inégalité (13).

Il nous reste a justifier la remarque précédente: pour tout n =1 la

fonction (&, A) — JLog o, [g, &] 1} (dg) est continue sur le compact M x T,

il existe donc un élément (§,, A,) e M x T tel que

% sup f Logo, (g, (% 7)) i (dg)= % f Logo(z, £ (dg). (17)
(x, y) e
AeT

De plus
% JLOg c1(8 &) M, (dg)=jL0g 01(8 &) Wy, (dg)v,(dE)  (18)

ou v, est la probabilité sur M définie par

n—1

Vn(f):% Y | f(g-8) s, (de). (19)
k=0

La suite de probabilités p, ® v, n = 1 sur GL(d, R) x M est équitendue.
Toute valeur d’adhérence de cette suite pour la topologie étroite est de la
forme p, ® v,. teT ou v, est une probabilité sur M invariante par p,. En
particulier on a :

, 1
lim sup _[ Log o, (g.&,) W, (dg)

= f Log o, (2.8 ks, (dg) 14, (dB).  (20)
GxM

Reprenant les notations de la proposition 1, nous pouvons maintenant
énoncer la

PROPOSITION 2. — Sous les hypothéses du théoréme 1 :

1) Pour tout MeT il existe une unique probabilité v, w,-invariante sur
P (R9).

2) Pour tout 0 < o < 0y (T) les opérateurs définis sur &, par

(M) f(x)= j S X) v, (dx)
P) f(f)=ff (8- X) uy (dg)

sont bornés sur £, et Pon a pour tout n = 1

P =n(M)+Q" M)

Annales de 'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



EXPOSANT CARACTERISTIQUE 119

ou Q(N) est un opérateur borné sur £, pour lequel il existe une constante
C(T, o) telle que pour tout n = 1

sup [| Q") < C(T, o) p7(T; ).

Preuve de la proposition 2. — Le fait que P(\) est un opérateur borné
sur &, résulte des inégalités :
PO f]=]/] (21)
PN f (x)—P(A y &* \
|P( )f(,)- °( ) O] “(f)f (i %89 4g)
8*(x, ¥) 3% (%, 7)

=m,(f) f 2 (2) m(dg). (22
Par ailleurs ona Vm, n > 1, fe %,, puisque 6 < 1

P7m0) £ P ) £ ) |sm () swp | TEZED ) 23)
(x, y) eM 8“( X, )

1l en résulte que pour toute fonction f € %, la suite P"(A) fn = 1 converge
uniformément vers une limite v, (f). En raison de la densité de Z, dans
espace de Banach C(P(R?) des fonctions continues sur P (RY) muni de
la topologie de la convergence uniforme on en déduit qu’il en est de méme
pour la suite P*(A) fn =1 fe C(P(R%). On en déduit immédiatement le
1) de la proposition 2 et également que pour fe £, n=1, AeT

[P0) =) (] S ma() sup —;g(x;g)y) Wdg). (24
x, y)eM ,

De plus on a

sup [(P"(M)—n V) f R —P" W) —()\) f ()]
(x, )eM Su(xa }_’)

(g.X, 8.7
<m.(f) swp |ZE2ED g (25)
@ eM 8 (%, 7)
rAeT
Notant que P"(A) —n(A) =(P(A) —n(A))" puisque
P(A)r(A)=n(M)P(M)=n()) et que nZ(A)=n())
le 2) de la proposition 2 résulte alors de la proposition 1 et des inégalités
précédentes.
De la proposition 2 on déduit le corollaire.

CoROLLAIRE 1. — Sous les hypothéses du théoréme 1, soit a.€]0, oy (T)]
et py [T, a]=1/2{1+sup {p(T, o), p(T, &/2)} < .

Vol. 25, n® 2-1989.
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1) Le spectre de Popérateur P(A) LeT opérant sur &L,(resp. L) est
contenu dans le compact

(T, 0)}.

Ea,T=
2) Pour tout compact K de C—E, ; ona
sup ||I-=P(A) ||, <+
reT

zeK
et
sup || zI=P(X) ! |2 < + 0.
AeT
zeK
Preuve du corollaire 1. — Le 1) est immédiat.
D’autre part on a pour zeC—E, 1
(zI—P(X))_1=w+ (26)
—1 n=20 2
et
"(T,
sup||(zI P(W) |, < sup +c(T, o) Z P J(rl %) <+ (27)
zeK [Z— | " (K)
ze K
ou
p(K)=sup — ! < ! (28)
zeK |Zl P1(T> Cx) P(T, cx')
De méme on a 'inégalité
sup ||[zI~P(7»)]‘1 ”u/z < + 0. (29)
reT
zeK
LemMmE 1. — Sous les hypothéses du théoréme 1, pour a€l0, ay(T)] il

existe des constantes ¢, (T, o) et €5(T) > 0 telles que pour A, peT fe &,
on ait

[P f=PW) f |2 S 1 (o D[ £ la |e—=2]"2 .
Preuve du lemme 1. — Pour fe £, A\, pneT on a
[PA)S=PW S =Sl _sup j 8 (8" (®). %, £*(0). D) dP (). (30)
xe P (RY
De plus pour g, he GL(d, R), xeP (R? I'inégalité suivante est vérifiée
4.5 0.9 < |lg—hl ot (el [n e | A1 6D
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Il en résulte que
|P(A)f—P(w) f|
< flla f” g (@) —g" (@) [|*I*** (g" (@) P ** (g* (0)) dP ()

<[ Sl |p=npe® JC“(CO) P22 (" (@) P2 (g* (@) dP (w).  (32)

D’ou I'on déduit par I'inégalité de Holder que
[P f—PW) f| S| f]la|n=2[2 P xc, (33)
ou
1/3 2/3
;= ( jc3 *(w) d[F"(m)) [sup Jlg 2 (g* (w)) dP(co)] . (34
AeT
Par ailleurs de 'inégalité
8(g.x, 8.7
M < (),
3(x, 7)
il résulte que pour AeT on a

[P fE)—PR) f )| Em, (/)X F)ec,
ou (36)

CFJV‘“(gl (0)) dP ().

geGL(d, R), % jeP(RY (35)

On obtient a I'aide de (33) et de (36) que

|(P(AW)—PW) f D) —PA—PW f®| =] 1]l
xmax (c;, ¢;) x Inf {|p—2[*2®, 8 (%, )} (37)
d’ou
My2 [(P(M) —=P(W) f1=Z || flemax(cy, ¢;) | p—n[=2 D2, (38)

On peut supposer le choix de a,(T) suffisamment petit pour assurer que
les constantes ¢, et ¢, sont finies.

LEMME 2. — Pour a.€]0, a,(T)] il existe une constante c,(a, T) telle que
pour fe L, A, neT on ait

Vi Lf1-v, [f1] £ calon THA—p 3 @2 ]| £,

Preuve du lemme 2. — Pour ze C—E, ; soit

R, (2)=@EI-P(H)* (39)
la résolvante de P()A). On a la relation
R, (2)—R,(@)=R,[P(M) —P(W] R, (2). (40)
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D’autre part il existe un cercle, I' de centre 1, contenu dans C—E, 1 et
I'on a

()= L j R, (2) dz. (41)
2im Jr

On en déduit donc d’aprés le lemme 1 et le corollaire 1 que

Vi (N=Vvu(N[=p(M) i (0, T)
XSUP [ Ry @) ley oz | A —p[> @2 sup [| R @) [l ]| £l (42)
peT eT
zel zell

ou p(I) désigne le rayon du cercle I" ce qui établit le lemme 2.
Soit & le cocycle multiplicatif sur GL(d, R) x P (R?) défini par

o (g, %)=|gx|, geGL(d, R), xeP(R? (43)
ol x est un vecteur de norme 1, d’image X dans P (RY. Posons

D, (JE)=JL0g0' [g* (®), x] dP (o). (44)
D’apres la formule de Fiirstenberg on sait que :
Yy = D, (X) vy, (d%) = v, (D). (45)
P ®Y)

Grace a cette formule, au lemme 2 et au lemme 3 qui suit nous pourrons
achever la démonstration du théoréme 1.

LEMME 3.
1) sup || @, ||, <+
reT

2) Il existe des constantes c5(T) et €,(T) > O telles que pour A, peT on
ait

sup | @, (R) @, (D) £ ¢5(T) [A—pl4®
xeP(Rﬁ

Preuve du lemme 3.
1° On a tout d’abord

sup | @, | < sup JLogl(gl(m)) dP (®) < + co. (46)

reT rLeT

D’autre part en raison de I’inégalité

Logf‘ < (@) Inf[u(x, y), 4™ (x, )]

y

ou (47)
x|

x, y >0, u(x, y)=
y (x, ) Tnf (e, y)
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ona
|, (0~ @, () |

= C(a)flnf {P @& @) [|x=y][, > & @) || x—y|[* dP (w). (48)
ol x, y sont deux vecteurs de norme 1, d’image %, y dans P(R?) et tels

que I'angle de x et y soit inférieur a w/2.
En raison des inégalités

2
59 2L x| (@)
et
Inf (u, v) S u*ol™° (50)

il vient alors

sup m, (®,) < ¢ (@) (/2" ¢~ sup jl"‘ @2 (g (@) dP (0).  (51)
AeT AeT
Un choix de o,(T) suffisamment petit Cc'est-a-dire tel que
(0/2)(3a+1) < &,(T) assure que le second membre de (51) est fini et la
démonstration du 1) du lemme 3 est ainsi obtenue a I’aide de (46) et de
(51).
2) En utilisant & nouveau I'inégalité (47) il vient, pour A, peT xeP(R%

| @, () — @, (%)| <c( J‘Inf(AL o (@), AYS () dP (0) (52)

ou

A;, 4 (0) =] g" (@) —g* () || Inf [ (* (@), I (g* ())]- (53)
D’aprés (50) on a donc
| @, ()=, (X)| < c (@) [A—p[** =D x ¢y (T) (54)
ou

¢3(T)= sup JC“"‘“‘“’((D) {Inf (1(g"* (@), 1" (@)}"* 7 dP(w). (55)

hpeT

La constante c;(T) est finie pour un choix suffisamment petit de o, (T)
en raison des hypothéses du théoréme 1.

La démonstration du lemme 3 est ainsi achevée.

La preuve du théoréme se termine maintenant facilement en décompo-
sant v(A) —y(p) sous la forme

Y —y(W= f[d)x () =@, (X)] v, (dx) + f @, (X) [vy (dX)— v, (dX)] (56)
et en utilisant les résultats des lemmes 2 et 3.
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III. ETUDE D’UNE CLASSE D’OPERATEURS

Désignons par :

K =0 (d) le groupe orthogonal de R%

A =le sous-groupe de GL(d, R) des matrices diagonales a coefficients
positifs;

N=le sous-groupe de GL(d, R) des matrices triangulaires supérieures
ayant des coefficients diagonaux égaux a 1.

Rappelons que I'on a la décomposition d’Iwasawa : I'application qui au
triplet (k, a, n)e K x A x N associe le produit kan est un isomorphisme de
variétés analytiques de K x A x N sur GL (d, R).

Pour ge GL(d, R) nous écrivons g=k(g)a(g)n(g), k(g)ekK, a(g)eA,
n(g)eN.

La décomposition précédente induit une action du groupe GL (d, R) sur
K en posant :

g.k,=klgk,], geGL(d, R), k,eK. (57)
On a d’autre part le

LeMME 4. — Tout cocycle multiplicatif p continu de G x K dans C—{0}
K-invariant a gauche [i.e. tel que Vk, k’eK, geGL(d, R) on ait
p(k’g, k)=p (g, k)] sécrit

plg, kl=xla(gk)] (58)
ou y, est un caractére continu de A dans C—{0}.
Preuve du lemme 4. — En raison de la relation
a(gg’'k)=a(gg . k)a(g k), 2, 8eGLd, R), keK (59)
il est clair que (58) définit un cocycle multiplicatif de G x K dans C—{0},
K-invariant a gauche.

Réciproquement si p est un cocycle multiplicatif sur G xK et K-inva-
riant & gauche on a

p(g k)=p(gk, I) (60)
et donc ce cocycle est défini par la fonction p(s, I), se S=AN qui est un
caractére du groupe S car pour tout seS on a s.I=1. Un tel caractére

envoie N sur 1 et donc est défini par un caractére de A, ce qui justifie la
relation (58).

Remarque. — 1l résulte du lemme qui précéde que tout cocycle multipli-
catif de G xK dans C—{0} continu K-invariant 4 gauche est analytique
sur G x K, car tout caractére continu de A dans C—{0} est analytique
sur A.

Dans la suite p désignera une probabilité sur GL(d, R) ayant des
moments exponentiels, et p un cocycle continu multiplicatif de G x K dans
C—{0}, K-invariant a gauche.
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CP(K) est I'espace de Banach des fonctions p fois continliment dérivables
de K dans C.

Nous nous proposons d’étudier I'opérateur P, défini sur CP(K)p =0
par

P,,f(k)=jp(g_‘, k) f(g~*.k)p(dg), feCP(K) (61)
onale

THEOREME 4. — Soit p une probabilité sur GL (d, R), ayant des moments
exponentiels, et absolument continue par rapport a la mesure de Haar de
GL(d, R), alors I'opérateur P, est un opérateur compact sur C?(K), p = 0.

Preuve du théoréme 4. — L’algébre de Lie ¢ des champs de vecteurs
invariants a gauche sur K s’identifie a I’ensemble des matrices réelles
antisymétriques O (d): si f est une fonction continliment dérivable au
voisinage d’un point k€K, et Xe O (d). On a

Xf(k)=% (f (kexptX)}oco 62)

ou exp t X désigne I'exponentielle de la matrice ¢t X. Soit E; ;la matrice d x d
dont tous les coefficients sont nuls sauf celui se trouvant a I'intersection de
la i-iéme ligne et de la j-iéme colonne qui est égal a 1. Les matrices
(X;,)); > i=E; ;—E,; ; forment une base de dimension d(d—1)/2 de O (d).
Soient o=, &,. .., des indices multiples ou o, €{@, j)/d=j>i=1}.
On pose X,=X,, X,,...X, et |o|=L.
On munit C?(K) d’une structure d’espace de Banach a l'aide de la
norme
[£l,= X sup|X, fR)] (63)

la| =p kekK

La formule
p@@) fk)=oc(g ', k) f(g™'. k), geGL(d, R), feCP(K), keK (64)

définit une représentation de GL (d, R) dans C?(K) telle que I’application
(g, ) — p(g) fest continue de G x C?(K) dans C?(K). La fonction

le@l,= sup |pfl, (65)
Nfillp=1

est sous additive et localement bornée; on a donc [7]:

f” p(@) |, dn(g) < + o, et puisque

17, 1= (ol dute) <1 1, 66
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P, opére sur C?(K).

Montrons maintenant que P, est un opérateur compact sur C?(K). Pour

cela considérons une partie bornée B de CP(K) et montrons que pour tout
opérateur différentiel D invariant a gauche sur K et de degré inférieur ou
égal a p I'ensemble {D (P, f); f €B} est une partie équicontinue de C(K).
Le théoréme d’Arzela-Ascoli permet alors de conclure que P,(B) est une
partie compacte de C?(K). Désignons par R (resp. L) la représentation de
K dans C?(K) définie par

R (k") f(k)=f (kk’)  [resp.L(k") f(k)=f (k""" K)]. (67)
Pour tout opérateur différentiel A de degré j < p c’est-a-dire de la forme
A=Y a,X, a,eR

lal =Jj

invariant 4 gauche sur K, R(A) est un opérateur borné de C/(K) dans
C(K) de norme || R(A)||; o et Ton a

IR@e@ 1o =R [olle@Iill £l (68)

De plus I'application (g, k) > R (A) p(g) f (k) est continue sur G x K. On
en conclut en raisonnant par récurrence sur le degré de A que

AP, 1) (’<)=JR (A)[p(g) f1(k)du(g) (69)

car pour tout [ =0 J“ p (2| dn(g) < + .

De plus on a pour tout ke K

Lk™MR(A)=R(ALE™) (70)
et

Lk Hp@=pk g (71)
et donc en supposant que

du(g)=2(g)dg (72)
ou dg est la mesure de Haar sur GL (d, R)

A(P, f)(k)=JR(A) [Pk~ I (f) ()P (2)dg
= fR (A p(®) () (P (kg)dg. (73)
Pour tous k, k’eK on a

|A[P, f1(kk)—A[P, f1(k)|
éJIR(A)p[k”g] f@| ok —0@)|dg. (79
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Comme
R ol 81 @] < [R® o s5p [ 06D @1 171, (79

on a donc
sup |A[P, f1(k'k)—A[P, f1(k)| < || R(A) ||;, o :ug lp (k= H]|;

x j o @I |0k ) —0@|dgx|| £ (76
G

L’intégrale du second membre de I'inégalité précédente tend vers zéro
quand k’ tend vers I'identité : ceci est évident lorsque @ est continue et a
support compact, et s’obtient dans le cas général en approchant ® dans
L' (|| p()||;dg) par des fonctions du type précédent. La conclusion souhai-
tée résulte alors immédiatement de 'inégalité (76).

CoROLLAIRE 1. — Soit p une probabilité sur GL(d, R) admettant des
moments exponentiels et absolument continue par rapport a la mesure de
Haar de GL(d, R). Il existe alors une unique probabilité p-invariante portée
par P(R?). Cette probabilité est absolument continue par rapport a la
probabilité m K-invariante sur P(R%) et admet une densité C* par
rapport a m.

Preuve du corollaire 1. — La premiére assertion de ce corollaire se
justifie comme le 1) de la proposition 2 car T, a une action contractante
sur P(RY).

Considérons le cocycle multiplicatif de GL(d, R) x P (R?) dans R, défini
par

o3 (e H)= ”?;”—d L)

ol xeR? est tel que || x||=1 et a pour image X dans P(R?). On a
-1

o2 (e D)= (@), (78)

Remarquons de plus que P(RY) ={k.&,, ke0(d)} et que la formule

,(g k)=0,(g, k.&)) (79)
définit un cocycle multiplicatif continu, K-invariant a gauche de
GL(d, R) xK dans R,. D’apres le théoréme précédent I'opérateur P;, est
compact sur C?(K) p = 0; il en est donc de méme de I'opérateur P(o,)
sur C?(P(R%) ou
o) £ 0= [0 9 f & D)

feCP(P(RY), xeP(RY. (80)
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Fixons-nous un entier p, = 1. Le rayon spectral de P(c,) sur I'espace
Cro(P(RY)) est égal a 1. En effet tout d’abord Iapplication de
Cro(P(R%) dans Cf—-m(f) est une forme linéaire continue sur

CPo (P (R%) et de plus
m(P(c,) H=m(f), feCr(P(RY). (81)
Par ailleurs P(c,) n’admet pas de valeur propre sur C?o (P (R%) de module
strictement supérieur a 1. En effet s’il existait une telle valeur propre A et
une fonction propre ¢ non nulle on aurait :
m(o) zm(P(c) @) Z[r[m(e) (82)
ce qui est impossible.

Les deux remarques précédentes permettent de conclure, en raison de
la compacité de 'opérateur P(c,).
n—1

La suite — Y, P¥(c,)(1)n= 1 converge alors dans CPo(P(R?) vers
n k=0

une fonction ¢, et 'on a de plus m(p)=1. Le raisonnement précédent

étant valide pour tout p, = 1 on en conclut que ¢ est infiniment dérivable
sur P(RY).

La fonction ¢ satisfait de plus a 1’égalité :
P(c)) o=0. (83)
Pour toutes fonctions f, he C(P(R%) on a

fPf(f)h(i)dm (f)=ff07)1’(02)h07)dm » (84)

d’ou en particulier

JPf ) ¢ (©) dm (£) = j £ o () dm () (89)

ce qui établit que @.m est une probabilité p-invariante sur P (R?). Cette

probabilité est unique et elle admet donc une densite C* par rapport a
m.

IV. PREUVE DU THEOREME

L’espace projectif P (R?) s’identifie 4 espace homogéne K/K, de K, K,
désignant le sous-groupe fermé de K formé des matrices réelles dxd
orthogonales et telles que la premiére colonne a tous ses coefficients nuls
sauf le premier qui est égal a +1. L'espace C?(P(R%) des fonctions p
fois continiiment différentiables sur P (R?) s’identifie alors au sous-espace
de Banach de C?(K) formé des fonctions p fois continiment différentiables
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sur K et K;-invariante a droite. Compte tenu du théoréme 4 P(A) est un
opérateur compact sur C?(R%) pour tout p = 0. De la proposition 2 il
résulte que le spectre de 'opérateur P(A) A e T sur C?(P(R?) est contenu
dans

E,m,r={1} U{zeC; lzl < po (T, (1) < 1}
Pour LeT, zeC—E, ) 1 et f€C?(P(R%) on note
R, (2) f=(z1-P(N) ' (/)eC?(P(RY)), p=0.

Soit I" un cercle de centre 1 contenu dans C—E, (1), r- On a alors comme
dans la preuve du théoréme 1.

YOy = f R, (2) [@,] (%) dz (86)
2im Jr

pour xe P(R%, LeT.
Commengons par établir la

PROPOSITION 3. — Soit p un cocycle multiplicatif continu de GL(d, R) xK
dansR , — {0} et K-invariant dgauche.

Alors p est analytique dans GL (d, R) x K, de plus sous les hypothéses du
théoréme 2 la fonction

¢, (k)= jLOg plg" (@), k] dP () @87

est C* sur U x K.

COROLLAIRE 2. — Sous les hypothéses du théoréeme 2
(A x) - ‘Dx(f)=JL0g0 [g* (@), X]dP () (88)

est C* sur U x P (RY).

Démonstration de la proposition 3. — L’analyticité de p résulte du
lemme 4 et de la remarque qui suit.

D’autre part désignons par G l'algébre de Lie de GL (d, R) c’est-a-dire
lalgébre des champs de vecteurs invariants a gauche sur GL(d, R). G
s'identifie a ./ (d, R) de la fagon suivante : pour X € .# (d, R) et f dérivable
sur G on définit

X f(g)= lim f(geXpttX) —f® (89)

exp désignant ici ’exponentielle de la matrice ¢t X.
Le lemme suivant sera utile a la preuve de la proposition 3.
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LEMME 5. — Pour toute fonction ®e CP**(K), k 2 0, p = 0 il existe une
fonction

@, )e N LYQ P)
kz1

telle que
sup —k [p(g (@), )0 <0, % (@) || P+, Pp.s.
AeT d;w
Preuve du lemme 5. — GL(d, R) peut étre considéré comme un ouvert

de R¥; soit (8:, )1 <1, j<a un systtme de coordonnées sur GL(d, R) et
(0/0g;, )1 <4, j < a les champs de vecteurs associés, c’est-a-dire que si f est

différentiable sur GL(d, R) on a:

”—f(g)-—f(g+tE, D =0 (90)
0g;, j

ou E, ; désigne la matrice d x d ayant tous ses termes nuls sauf celui qui
se trouve a lintersection de la i-éme ligne et de la j-iéme colonne et qui
est égal a 1.

Pour tout X e G on a la relation
Xg:,;j(8)=<gXe,e;), 1=i,j=d 91)
ol (e); <;<q st une base orthonormée de R? pour un produit scalaire
(D, tels que g; j={ge; ¢;> 1 <1i,j<d
Il en résulte que I'on a :

d

Bo=Y &, -0, 1skl<d (92)
i=1 gy,

Soit M (g) la matrice d* x d*> de passage de la base (E; ); <, <4 2 la base

(0/08;, )1 <i < j < a de Tespace tangent au point g de GL(d, R). De (92) il

résulte que TM @] < ||g|| et également que |det[M (g)]|=|detg|? et par
conséquent que

M~ @l = flell** eI+ (93)

Supposons que T=[a—r, a+r]. Il résulte des hypothéses d’analyticité
du théoréme 2 que 'on a pour AeT

g@= Y A—a)Aw), Pps, (A(0),el(R) (94

k=0
et de méme
@] ‘=Y (A—a)B (), Pp.s., (Br(@)eL,;(R) (95)
k=0
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ou pour tout p = 1 la série ), r* {N,(A,)+ N, (B,)} est convergente, o
kz0
'on a noté

Np(A)=HHA(m> P ap (m)}”” (%)

pour toute matrice aléatoire A de Q dans .#,(R).
Pour toute fonction ¢ différentiable sur GL(d, R) on a

4, igh,; (@) 9
poeo= 5 SO @), pps 0
d’ou
acp(g(m))
d
- 3 g'd’;“’) M5 @ (@) B 1 (9) @ (@), Pp.s. (98)
1=<i,j,kl=gd
ou

(M}, e @) =IM ()] . (99)
Considérons d’autre part I'espace vectoriel V, engendré par les fonctions
de la forme
F(g k)=p(g k) f(g.k) ou feCP(K). (100)
Soit X un élément de G alors XF (g, k)=(d/dt) F (expt X g, k)),—o est un
élément de V,_; on a en effet en utilisant la propriété de cocycle de p.

‘ XF (g, k)=p (g KX (S)(g-k)+Xp(e, g.k) f(g-k)] (101)
ou

R (/) 0= SExpiX.K) o (102)

Par ailleurs I'application g —» p (g~ %, k) f (g~ '.k) définit une représenta-
tion de GL(d, R) dans CP(K)p = 1. Il en résulte [7] qu’il existe une
constante ¢ (p) telle que f € C?(K) on ait :

lpe™™ ) fEe ™ I, =c@EP@] f], (103)
On déduit de (98), de (99) et de (103) qu’il existe une constante K (p) > 0
telle que

E—p(g“(w) ) @ (g (), )“ <K@ Ir® g (w)
x Z kr" 1”Ak(co)H
x(Y || A, (m)il)" 1x<z ™ || Be (@) )

k20

x ) (IIE“<I>||,,+||E,,,[p(e DO, (104)

1 =k1

sup
AeT

1IA
II/\
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En raison de la compacité de K il existe une constante a, telle que pour

toute fonction ®e C?*1(K) on ait :

Yo B @+ Bulp e )OO, S a,|| @0 (109

1=k 1lsd

IIA

Les inégalités (104), (105), 'inégalité de Holder et ’hypothése d’analyticité
du théoréme 2 permettent d’obtenir le résultat du lemme pour k=1.
Le cas ou k = 2 s’obtient de maniére analogue en dérivant a nouveau

d
Y [p(g* (®), .) ®(g" (»), .)] par rapport a la variable A ., le seul élément

i4
nouveau étant de controdler les quantités sup d— g j (o) pour
reT | AP 1<i,j<d
2<p=Zket
sup |- L M@ @),  25psk
reT || AP ’ =T =
On a
dP A k—
sup |— g ; (@) | = Y kPP ||A(w)],  Pp.s. (106)
reT |dANP kzp

D’autre part la matrice [M (g*(w))] ! et ses dérivées par rapport a A sont
des matrices dont les coefficients sont des expressions rationnelles en les
coefficients de la matrice M (g* (o)) et de ses dérivées, et dont le dénomina-
teur est une puissance de det M (g"(®)). Il en résulte que pour tout k > 1

& M (g*(w))] !
e

est majorée P p.s. par une combinaison finie de produits de termes de la
forme

Y kit 1|A (@), 0=Zq<p (107)

kzaq
L P Be@ | (108)
k=0
ce qui permet de conclure.
La proposition se justifie aisément a partir du lemme précédent et du
fait que pour tout cocycle multiplicatif continu m sur GL(d, R) xK la

variable aléatoire sup sup n(g*(®), k) appartient & (" L*(Q, P) en utili-
AeT kekK k=20

sant un théoréme de dérivation sous le signe intégrale.

Preuve du corollaire 2. — Le corollaire découle de la proposition 3 en
considérant le cocycle p(g, k)=0c(g, k. é&,).
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Définissons d’autre part les opérateurs P® (X)) k = 1 par:

AN,
feCK(P(R%), xeP(RY. (109)

La formule précédente se justifie a 'aide du lemme 5.

On désigne par T un intervalle de U et pour k et p entiers = 0 par
#(k, p) lespace de Banach des applications linéaires continues de
Ck(P(R%) dans C?(P(R?). Enongons et démontrons des lemmes utiles a
la preuve du théoréme 2.

POM () (x )— {P(K (NHE®}= f—(f(g (0). X)) dP (o)

LEMME 6

1) P®()) appartient a L (k+p, p) k20, p 2 0.

2) L’application N — P(\) est continue de U dans & (k, k) k 20

3) Pour tous k = 0, p = 0 il existe une constante c, (T) telle que pour
toute fonction f de C?*¥+2 (P (R?) on ait

sup_[|P® () (f)—=P® (o) (/) —(—2o) PE* P (ho) (NI,

MroeT
S (M=) fllpsrs2 (110)
Démonstration du lemme 6. — L’assertion 1) est une conséquence immé-
diate du lemme 5.

Considérons par ailleurs la représentation r continue de GL(d, R) dans
CH(P (R%) définie par la formule :

r@ fX)=f(g . %) (111)
11 résulte de [7] qu’il existe une constante ¢, > 0 telle que
17 @) [l < el (@) || A (112)

Orona:

PV (f)—P(R) (f)=Jr @ HN A E) —f, @) dg (113)

et par conséquent

[P (=P o) (Nl < & f Fe@) | fi@)—fio@)|dg.  (114)

L’hypothése 2) du théoréme 2 permet alors d’obtenir le 2) du lemme.

Etablissons maintenant le 3) de ce lemme. Par application de la formule
de Taylor il vient :

POR) () =P (ho) (N) = A —2o) PX* D (ko) (f)

k+2
= (L~ xofjdnl(w)J (1=0) £z [ @0H0 0 (@) )]de. (119
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L’énoncé du lemme 5 permet d’obtenir facilement le résultat souhaiteé.

LemMME 7. — Soient (B, | |) i=1, 2 deux espaces de Banach et T()\)
Le0 ou O est un ouvert de R une famille d’opérateurs bornés de E; dans
E;i=1, 2.

On suppose que :

1) E, < E, et que linjection de E, dans E, est continue.

2) ‘L’application . — T () est continue de 0 dans £ (E,, E;) i=1, 2 espace
de Banach des applications linéaires continues de E; dans E,.

3) L’application A — T(\) de 0 dans ¥ (E,, E,) espace de Banach des
applications linéaires continues de E; dans E, est dérivable en A,€0, de
dérivée T’ (Ay)-

Soit d’autre part z, un élément de I'ensemble résolvant de T (\,) considéré
comme opérateur sur E, et E,. On note R(T(N), zo)={zo I-T(M)} ! la
résolvante de T (M) sur E, et E, qui d’aprés 2) existe sur un voisinage V, .
L’application A - R (T (M), zo) de V,, dans £ (E,, E;) est alors dérivable
en A, et de dérivée égale a R (T (M), zo) T (Ao) R(T (X)), zo)-

Démonstration du lemme 7. — 11 résulte de I’hypothése 3) que pour
feE, ona
‘ [T f=T (ko) f~(a—=Ro) T (ko) f |2=|A =Ko | &8s (A=20) | f] (116)
ou
lim g, (A\)=0.
A-0

Soit f €E;, notons
R(T(N), zo) [—R(T(Ag), 20) f
A—2Aq
—R (T (Xo), 2o) T'(Ro) R (T (Ro), z) f. (117)
D’aprés I’équation résolvante

R(T(A), z9) —R(T(Ro), zo)
=R(T(}X), o) [T(M) —T(R)IR (T (Ro), zo) (118)

A(}": )"07 f)=

on a
. A()"’ )"0’ f)=A1(;"a 7"09 f)+A2(}‘" }“0, f) (119)
ou
Ay (A Ao, /)={R(T(N), zo) —R (T (Ao), zo)}
O[M}R(T(xo), 20) £ (120)
A— g
ou
Ay (A Ao, )

= {R (T (o), zo) [M

. —T’(%)]R(T(xo), zo)}f. (121)
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De (116) il résulte que
|82 (A Aoy ]2 < &1 A—20) |R(T (Ro), 20) |5 [R(T(Ao), zo) |1 | | (122)
et également que

IAZO"’ Xo» f)lz =< |R(T(X), 29)—R (T (Ay), Zo)lz
X (| T (Ao) |1, 2 e (A1) |f|1 (123)
ou I'on a adopté les notations

|Al;=sup|Af]; (124)
I £l
pour tout opérateur A linéaire de E; dans E; 1 £i <2
|Al .= sup |Af], (125)
[f11=1

pour tout opérateur A linéaire de E; dans E,.
De I’hypothése 2) du lemme il résulte que

lim |R(T(}), z0)—R (T (Ao), 2o)|,=0 (126)

A= %o
et la conclusion résulte alors de (119), (122) et (123).

LEMME 8. — Soient (i}); < < une suite de k entiers 20 et j 20 et
H(\, z, .)=R(A, 2) P QM) R (A, 2) P2 Q). ..

) i @x]
...R(A 2)PW ()R (A, z)[ o |
Pour tout p 2 0 et zeT Papplication A - H(A, z, .) de T dans C?(P(R%)
est dérivable et (A, z) > (0/ON)H (A, z, .) est continue de TxI dans
C? (P (RY).

Démonstration du lemme 8. — Il résulte facilement du fait que
(A, %) > @, (%) est C* sur U x P(R? des lemmes 6 et 7 que

%H(X, z, .)=R(\, 2) PO (M) R (A, 2) P2 Q). ..

. Yo,
.anawwmmhﬂ[mm]

k

+Y RO, PR, )P (). ..

=1

. Pa-D ()R (A, 2)PA* DR (A, 2)...PW )R (], Z)[a;f?]

k
+Y R, )PWA) R, 2) P2 M), ..

=1

..R(A P (V)R 2)PPY)R(, 2). . .
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L PRMRO, z)[a ;D*}R(x )P R (A, )P .

LR 2)PWOYRA, 2) P (MR, )[‘y:’*} (127)

La continuitié de (A, z) = (6/0M) H(A, z, .) de T xI" dans C*?(P(R%) p 20
est une conséquence de la formule précédente, de la continuité de
(A 2)=>R(\, z) de TxT dans Z(k, k) pour tout k=0 et du 3) du
lemme 6.

Terminons maintenant la preuve du théoréme 2. Le lemme 8 permet de
justifier la dérivation par rapport a A sous le signe intégrale dans la
formule

y(k):L.fR(x, @] (®)dz, FeP(RY), reT  (128)
2im Jr
d’ou
Y ()= j R, 2) [i(a)x)} ®
2im Jr EN
+R(, 2)P (W) R, 2)[®)(F)dz. (129)

Les dérivations successives se justifiant par le méme lemme on voit et
que A — vy (A) est infiniment dérivable sur T et

1
@ (\)= ——
L 2im
u 1
) )Y P PRINEIT]
T k=0 (G, iy, ip, .. iDeNEF L jighis+. . +ig=p) b1-l2 o Bt
xR (A, 2)PEO(Q) R (A, 2)PE2(N). ..
y
R\, 2)PW ()R (A, 2) [667(31] (X)dz. (130)
V.1. PREUVE DU THEOREME 3
Soit A>0 et
Ya(M) =N 1[—A,A](M) (131)
¥, est une fonction de L2 (R). Soit \, sa transformée de Hilbert.
¥, (x)=lim lf ¥a® 4 (132)
el0 T Jix—y|>g X—1
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Par intégration par parties a partir de la formule de Thouless (5) on
obtient :

P, (x)=— %‘PA(A) Log|A —x| + %‘I’A(—A) Log|A +x|

1

1
+=y(x)—
T T

J Log|x—t|dN(¢). (133)
lt] >A

Supposons tout d’abord les hypothéses du 1) du théoréme 3 vérifiées.
. S —A =1 -
La suite de matrices indépendantes ( q"l 0 > n= 0 satisfait alors aux

hypothéses du théoréme 1. La vérification de 2.1 et de 2.2 est en effet
immédiate. De plus comme m charge au moins 2 points le sous-groupe
fermé engendré par p, est non compact et ne contient pas de sous-groupe
d’indice fini ayant une action irréductible sur R? [14]. On en déduit [1]
que p, satisfait hypothése 1) du théoréme 1.

Il résulte alors de (133) que Vi, est holdérienne dans [—(A/2), A/2],
d’ou on déduit que sa transformée de Hilbert 0, est holdérienne sur
[—(A/4), A/4).

En raison de la continuité [15] de la fonction N (A) sur R et de la théorie
de I'inversion de la transformée de Hilbert dans L2 (R) [13] on a

—0,(A)=N®») pour Ae[—(A/4), A/4] (134)

ce qui assure que N est holdérienne sur lintervalle [—(A/4), A/4]. ceci
justifie la premiére assertion du théoréme 3 en raison de I’arbitraire de A.

Supposons maintenant les hypothéses du 2) du théoréme 3 satisfaites et
vérifions que la suite de matrices aléatoires indépendantes

NS ——1)
= nz0
En ( 1 0 -

satisfait alors aux hypothéses du théoréme 2. (Compte tenu de la remarque
qui suit.)

Il est immédiat que les hypothéses 1) et 2) de ce théoréme 2 sont
satisfaites par la suite précédente. Par ailleurs (en adoptant les notations
du théoréme 2) u} admet une densité f, par rapport a la mesure de Haar

de SL(2, R). En désignant par g=(a Z) un élément quelconque de
c

SL(2, R) 'expression de cette densité est [17]

R BN P e
A(g)—ldlf(d k)f(d?»)f< > X> (135)
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la mesure de Haar étant

dg= |—ll’l_ dadbdd. (136)
Soit k un entier, considérons
3 (A, Ao) =Jl" @) | £, @) —ho®)|de. (137)

L’égalité

x -1 —1 z -1 xyz—x—z —xy+1
()6 6 T T e
1 0 1 0 1 0 yz—1 -y
les relations (135) et (137) permettent d’obtenir par le changement de

variable
_b-1

X =

1—b—ad
> Zd’ =
d Y bd

Iégalite
8 (A, 7»0)=Jl"[g(x, ¥ D fx=0) f=N) f(z=))
—f (x=ho) f (=No) f(z—No)|dxdydz. (138)

Comme d’autre part

1g(x, », ) A+ [xDA+[y)A+]z) £ A+ ||x, 3, 2)[)?

en notant dL la mesure de Lebesgue sur R3

He, p, 2)=f() f0)f(@) et A=A MM (139)

on a
B (A, Ap) < 23F 1 J(1+ |x]*% |H (x—A)—H (x—A,) | dL (x). (140)
Notons que le second membre de I'inégalité précédente est bien défini

car H est une densité de probabilité sur R® qui comme f a des moments
de tous ordres.

Soit B une boule ouverte bornée de R* et M=sup || A||.
AeB

Pour tout &€ > 0 il existe une fonction ¢, continue a support compact
dans R? telle que

jn+z“-1(||y||3k+M3k>]|<ps<y>—H(y>|dy<s. (141)
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1l en résulte que
sup [(1+(15°9 0.0~ M-HO-Ndy<e (1)
et donc que si A=(A, A, A), Ag=(ho, Ao> Ag) sont dans B
8 (A, Xo)§23k8+23k’lj3(1+||x||3")|(pe(x—A)—(pe(x——A0)|dx. (143)
R

De (143) on déduit que lim sup &, (A, Ay) < € ce qui en raison de I'arbi-
A - Ao

traire de &€ prouve que
lim 3,(A, Ay)=0. (144)
A= ko
L’hypothése 2) du théoréme 2 est donc satisfaite par la famille de probabi-
lites p? AeR, et donc y(A) est C® sur R. On en déduit que {r, est C* sur
[—A/2, A/2], d’ou O, est C* sur ]—A/4, A/4[ et donc également N(A) en
raison de (134). La preuve du théoréme 3 est ainsi achevée.

V.2.

Dans [17] Simon et Taylor établissent en utilisant un argument de
Halperin, que si n=(1/2)(8,+9;) pour tout € > 0 il existe un choix de a
et b tels que N ne peut étre holdérienne d’ordre supérieur a € sur le support
{a, b} +[—2, 2] de la probabilité dN [15] (il suffit que |[a—b|— + o0). Le
raisonnement utilis¢é plus haut montre alors facilement qu’il en est de
méme pour ¥ (A).

Notons enfin que si le support de n est compact et si 1 admet une
densité dans L' (R) la fonction N ne peut étre analytique sur R puisqu’elle .
prend la valeur 1 (resp. 0) sur un intervalle ouvert I, (resp. Iy) du complé-
mentaire de [—2, 2]+supp n [15]. de méme d’aprés la proposition A
(appendice) y n’est pas analytique sur R.

APPENDICE

On a la proposition

PrOPOSITION A. — Soit f une fonction de L?(R) telle que f soit analytique
dans lintervalle la, b| sa transformée de Hilbert

H(/) ()= lim Jor"

e—-0 T |x—t]>e x—t

Vol. 25, n°® 2-1989.



140 E. LE PAGE

est alors analytique dans la, b|.

Preuve de la proposition A. — Soit x, un point de ]a, b[, en raison de
Ianalyticité de f'il existe un intervalle I, =[x —&q, Xo+&o] < ]a, b[ &, >0

tel que
(k) 1/k
iL= lim sup<sup M) < + 0. 1)
xel

x0 k =+ o k'

Pour x| xo,— Fo xo+8 =J,ona:
4’ 4

o St )

u
+J+w S @t +r—£0/4 LAUPY (2)

+e0/4 x—t - Xx—t

tH(f)(x)= f

On en déduit que pour xeJ, k=1 on a

(k) (x) = J’Go/“- f(k) (x+u) _f(k) (x—u) du

u

Farn () frele gy o()

+(—1)ksz+°° _S@dt ek J SO

n[H(f)]

+eo/4 (x—p)f*? - (x—p)F*t
Il en résulte et grace a 'inégalité de Cauchy-Schwarz que :
(k) k+1)
nmm[HUﬂ<”§(@>wp|f @]
xelx, k! 2 ) ze Iey k!
-j k—J)
+2 Z ( ) sup 2@l _(Z)l
i% O cetg k!

+o 2 172 2 go\ k112 "
+(jm|f“” § x.ﬁ%¥1<?) - @

Nous en déduisons que

[H (f)]"" *) ]1”‘

1 -1
—_t sup(l, I: Eo :| )
R,o R, 4R,

1y
+<8_°) =— < +ow. (5
4 Pxo

lim sup[ sup

k =+ xEJ"O

IA
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Soit u tel que |u| <%° d’aprés la formule de Taylor pour tout n =1

on a

k
IH(f) (xo+u)— ¥ =

k=1 k!

[H (NI (xo) | éM sup [[H(NI"*V(@)]. (6)

nl zes xo
L’inégalité précédente et 'inégalité (5') montrent que pour
0 < |u| <Inf(eo/d, psy)

on a

o0

H(f) (xo+w)= ). %[H(f)]"" (o) (7)

k=1

ce qui achéve la preuve de la proposition A.
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