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INTRODUCTION

Pour les chaînes de Markov récurrentes au sens de Harris l’étude des

classes cycliques (Orey [11 ]) et le théorème de Jamison et Orey ( [8 ])
donnent une description satisfaisante du comportement asymptotique
des itérés de la probabilité de transition. Dans [7~] ] nous avons montré
comment on peut faire un exposé assez ramassé de ces questions en uti-
lisant l’exposé de Derriennic [4 ] sur les lois du tout ou rien d’Ornstein-
Sucheston.

Notre propos dans cet article est d’essayer d’étendre ces méthodes et
ces résultats aux processus de Markov à temps continu. Dans [5] nous
avions donné une condition suffisante dans le cas des processus récurrents

pour que l’on ait
’ lim Il V2Pt Il = 0,

pour tout couple (y, v2) de probabilités initiales. Un de nos buts est de
clarifier cette question en énonçant d’autres propriétés équivalentes et

en donnant une autre démonstration. Pour cela nous commencerons

par énoncer les résultats de Derriennic [~] pour le temps continu.
Je remercie P. Bougeai de m’avoir signalé une erreur dans une première

version de cet article.
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10 D. REVUZ

I. NOTATIONS,
HYPOTHÈSES ET PRÉLIMINAIRES

Dans tout cet article, nous allons considérer un espace E lusinien de
tribu borélienne ~. L’objet de notre étude est le comportement asymptotique
d’un semi-groupe markovien de noyaux boréliens sur (E, ~), c’est-à-dire,
d’une famille p~, t > 0, de noyaux sur (E, g) tels que :

i) Po(x, . ) === Ex pour tout x de E ;
ïf) Pt(x, E) = 1 pour tout t > 0 et tout x de E ;

iii) Pour tout x de E, tout A E g et s, t > 0,

Bien que nous n’allions pas utiliser toute la force de cette hypothèse,
nous allons par commodité supposer que nous avons affaire à un semi-

groupe droit, c’est-à-dire qu’il existe un processus de Markov droit X qui
l’admet pour semi-groupe de transition. Nous renvoyons à [~] (page 50)
pour les notions employées ci-dessous, mais nous allons ci-dessous faire
quelques rappels pour préciser les notations qui nous seront les plus utiles.
Le processus X est défini sur l’espace Q des applications continues à

droite de I~ + dans E. On appelle Xt les applications coordonnées. Comme
d’habitude, on note ~ ° (resp. la tribu sur Q engendrée par les appli-
cations (Xt, t > 0) (resp. (XS, 0  s  t)). Pour toute probabilité v sur (E, f),
il existe une probabilité P~ sur (Q, telle que (Xt, Pv) soit un pro-
cessus de Markov de mesure initiale v et de probabilité de transition Pt ;
en d’autres termes

i) ] - v(A), A E ~ ;
ii) ] = pour fborélienne bornée.
On utilisera en fait comme d’habitude les tribus ~ et ~t définies comme

suit. On appelle la complétée de ~ ° par rapport à P~ et la tribu

engendrée par et les ensembles de P -mesure nulle dans . Puis on

pose ~ = et = où dans les deux cas, l’intersection est prise
par rapport à l’ensemble de toutes les probabilités  sur (E, ). La pro-
priété de Markov (ii) ci-dessus) reste vraie si on remplace par fft.
On peut de plus l’exprimer en utilisant l’opérateur de translation et défini
comme d’habitude par = Si Z est ~ -mesurable et positive,
pour toute probabilité v sur (E, ~) on a
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11PROBABILITÉS DE TRANSITION DES PROCESSUS DE MARKOV

On rappelle que E,, est l’opérateur espérance mathématique associé à P~,
que Ex est celui associé à Px et que si Z est!F -mesurable et bornée x -~ Ex [Z ]
est universellement mesurable sur E et

Faisons observer aussi que notre semi-groupe ayant été supposé marko-
vien, les formules ci-dessus n’ont pas à tenir compte du temps de mort.
Ceci simplifiera certains des énoncés qui vont suivre.
Nous aurons aussi à considérer le processus espace-temps (Xl’ t + s)

à valeur dans E x (~ + . Pour Px ce processus part du point (x, s). Une fonc-
tion universellement mesurable.f est dite invariante (resp. E. T-invariante) si

Il est classique que les processus f(Xt) (resp. f(Xt, t + s)) sont des martin-
gales par rapport aux tribus ~t pour toute probabilité P~ sur (Q, :F).
Il résulte aussi des hypothèses droites que ces martingales sont p. s. continues
à droite, et que les fonctions f correspondantes sont presque-boréliennes.
Nous allons maintenant introduire des définitions et des résultats qui

sont banaux pour les chaînes de Markov (cf. [13 ]) mais que nous n’avons pas
trouvés explicités dans le cas des processus.

DÉFINITION 1.1. - On appelle tribu invariante la tribu J des événements
r E ~ tels que r = pour tout t > 0. Un tel événement est dit inva-
riant. Une variable aléatoire Z est dite invariante si elle est J-mesurable

c’est-à-dire si Z = Z o et pour tout t > 0. Deux variables invariantes Z et Z’
sont dites équivalentes si Z = Z’ p. s., c’est-à-dire si P, [Z 7~ Z’ ] = 0 quel
que soit v.

PROPOSITION 1.2. - Il l y a une correspondance biunivoque entre les

fonctions h invariantes bornées et les classes d’équivalence de variables
aléatoires invariantes bornées Z donnée par

Démonstration. - Si h est invariante et bornée, le processus h(Xt) est
une martingale continue à droite, bornée, donc qui converge p. s. vers

une variable aléatoire Z qui peut être évidemment choisie invariante. Du

Vol. XIX, n° 1-1983



12 D. REVUZ

fait que h est bornée, la convergence a également lieu dans pour
tout x de E et il en résulte que

Réciproquement, si Z est J-mesurable et bornée, la fonction h définie

par h(x) = Ex [Z ] est universellement mesurable et la propriété de Markov
entraîne facilement, puisque le temps de mort est p. s. infini par hypothèse,
que h est invariante.

DÉFINITION 1.3. - On appelle tribu asymptotique la tribu

On posera aussi

une variable aléatoire Z est dite asymptotique si elle est ~-mesurable.

Une variable aléatoire Z est donc asymptotique si et seulement si, pour
tout t, il existe une variable Zt ~ -mesurable et telle que Z = Zt o et. Cette
variable Zt est elle-même asymptotique. En effet, pour toute trajectoire ccj,

Zt(co) = où w est une trajectoire arbitraire telle que = Il n’y a
pas d’ambiguité du fait que Z est asymptotique et ne dépend donc pas des
coordonnées de w inférieures à t. Cette variable Zt est donc unique et

o 0~ = Zt . On posera

DÉFINITION 1.4. - Deux variables asymptotiques Z et Z’ sont dites
équivalentes si pour chaque t on a Zt = Z; p. s.

Il est clair que J c sa~ et que des variables invariantes équivalentes au
sens précédent sont équivalentes au sens de 1.1. Nous allons maintenant
énoncer pour la tribu asymptotique la proposition analogue à 1.2.

PROPOSITION 1.5. - La formule

établit une correspondance biunivoque entre les classes d’équivalence de
variables asymptotiques bornées et les fonctions E. T-invariantes bornées.
On a de plus
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13PROBABILITÉS DE TRANSITION DES PROCESSUS DE MARKOV

Démonstration. Si Z est asymptotique et bornée, on a, en utilisant la
propriété de Markov

ce qui prouve que h est E. T-invariante. Réciproquement, la martingale
bornée h(Xt, t) converge p. s. vers Z = lim t) qui est mesurable puisque
la martingale est p. s. continue à droite et qui est clairement asymototique.
Du fait que h est bornée, le théorème de Lebesgue montre que h(x, t) = Ex [Zt]
pour tout x et tout t.

Nous aurons également besoin de la

PROPOSITION 1.6. - La tribu A est contenue dans la complétée de A0
par rapport à l’ensemble des probabilités Pv.

Démonstration. - Soit A E pour tout t il existe At E àf tel que
A = ot 1(A~) et pour v fixée il existe Bt et Ct dans ~ ° tels que

Les événements C~ - et Bt = sont dans 8t 1(~ °) et tels
que

Soit {tn} une suite de réels croissant vers + oo ; on a

Comme ces deux ensembles sont dans on voit que d est contenue dans
la complétée de ~° pour Pv, ce qui termine la démonstration.

II. LOIS DU TOUT OU RIEN

Nous allons maintenant énoncer les lois zéro-deux d’Ornstein-Suches-
. ton [12 et Winkler [15 en suivant l’exposé de Derriennic [4 pour le cas

discret.
Dans ce qui suit on notera ~03BD~A la norme de la mesure bornée v consi-

dérée comme mesure sur (Q, d). On peut alors énoncer le résultat clé

de Derriennic.

THÉORÈME 2.1. - Pour toute mesure bornée v sur (E, ~) on a

Vol. XIX, n° 1-1983



14 D. REVUZ

Démonstration. La limite existe forcément puisque ~ vPt~ décroît avec t.
On a d’ailleurs lim ~vPt~ == lim Il. Grâce à 1.6 il suffit de montrer

. 

n

que ceci est égal 
Si on pose ~ _ ~ > n), on a j~ c j~~ de manière évidente

n

et donc Il lido. Soit d’autre part (A, AC) une décomposition
de Jordan-Hahn de Pv sur D’après la proposition 1.5, il existe une

fonction E . T-invariante bornée telle que

On a donc aussi lA == lim n)P,,-p. s. et il existe donc un élément

tel que A = A’ P,,-p. s. On a donc

Il en résulte que ~Pv ~A0 = ~Pv ~A et comme d’après le résultat de Der-
riennic appliqué à la chaîne de probabilité de transition Pl on a

la démonstration est terminée.

Nous emprunterons à Winkler [15] notre définition suivante.

DÉFINITION 2 . 2. - Pour tout nombre a positif, négatif ou nul on posera

L’existence de cette limite résulte de la décroissance de ~vPtIl appliquée
ici avec v = Pk + a(x, . ) - où k est choisi de façon que k + a > 0.
Les fonctions ha sont boréliennes comme cela est montré dans ~12 ], mais
on peut montrer le résultat plus précis suivant

LEMME 2.3. - L’application (a, x) ~ ha(x) est bi-mesurable.

Démonstration. - Pour f continue à support compact et pour t
fixé, l’application (a, x) -~ Pt+af(x) est mesurable en x et continue à droite
en oc à cause de la continuité à droite des trajectoires, elle est donc bi-mesu-
rable. Maintenant

décrit une suite dense dans CK pour la topologie de la conver-
gence uniforme sur les compacts. L’application (a, x) --» Il Pt+~(x, . ) - [

Annales de l’Institut Henri Poincaré-Section B



15PROBABILITÉS DE TRANSITION DES PROCESSUS DE MARKOV

est donc bi-mesurable pour t fixé et h°‘ qui est la limite d’une suite de telles
fonctions est bi-mesurable. 0
On peut énoncer pour ces fonctions la loi de zéro-deux suivante :

THÉORÈME 2.4. - Pour tout a > 0, ou bien sup = 0 donc h°‘ est
x~E

identiquement nulle ou bien sup = 2. De plus h°‘ - 0 si et seulement si
x~E

A est 03B803B1-invariante et dans ce cas

quelle que soit v. En particulier, 0 pour tout ce si et seulement si ~ = J p. s.

et dans ce cas la convergence ci-dessus a lieu pour tout ce.

Démonstration. - Pour a ~ 0, on a

et par suite la première phase de l’énoncé résulte immédiatement de la loi
zéro-deux pour les chaînes (théorème 3 de [4D.
Montrons la deuxième phrase. Si j~ est invariante par 8~, d’après la

propriété de Markov, P~ et sont égales sur j~ et par conséquent

d’après le théorème précédent.
Supposons inversement que .91 ne soit pas 8~-invariant. Il existe alors un

ensemble et une probabilité v tels que P,, 1(F) ] > 0. Quitte à rem-
00

placer v par 03A3 2-nvP03B1 on peut supposer que v. Si Pv[FB03B8-103B1(F)] > 0
o

on pose G = ~(F) ; l’ensemble G est dans ~, est de Pv-mesure posi-
tive et G n e~ i(G) _ n (8x 1(F)B82a1(F)) - 0. Sinon on a

> 0 mais ceci vaut ] et par conséquent Pv ] > 0.
Si on pose G = FBFx on a encore G E Py(G) > 0 et

Dans chacun des cas, nous posons Z = 1 G - 0~ et gt(x) = Ex 
D’après la proposition 1. 5 on a

Vol. XIX, n° 1-1983



16 D. REVUZ

Mais Z - Z03B1 | = 2 sur G d’après la définition de Za. Pour tout 8 > 0,
il existe donc un x E E et un réel s tels que

Il en résulte que ha(x) > 2 - f, ce qui termine la démonstration. _
Ceci nous conduit à la classification suivante des semi-groupes.

THÉORÈME 2. 5. - Lensemble G = ~ a : 0 ~ est un sous-groupe de fF~,
on a donc quatre espaces de semi-groupes suivant que

i ) G = [R ;
ïf) G est dense dans R mais différent de R ;
üi) G = d Z pour un réel d > 0 ;
iv) G = ~0~.
Démonstration. - Il est facile de voir que ha - et que  ha + hfl.

Comme d’autre part h° - 0, il est clair que G est un sous-groupe de tRL

Les quatre cas peuvent se produire et nous allons en donner maintenant
des exemples pour des processus ayant tous des mesures invariantes bor-
nées, donc « récurrents » au moins au sens de la théorie ergodique ponctuelle.

1) Cas G = R. Il y a d’innombrables exemples de ce cas, tel celui du
mouvement brownien sur une variété compacte. Une étude plus appro-
fondie de ce cas sera faite dans le paragraphe suivant.

2) Cas où G est dense sans être égal à [R. Prenons comme espace d’état
le cercle de rayon 1 considéré comme un groupe. Soit Il une probabilité
portée par l’ensemble des nombres rationnels et sa nième puissance de
convolution. On pose m

on définit ainsi un semi-groupe de convolution sur le cercle qui est vague-
ment continu en O. Si on pose vt = ~t * t où t = t (mod 1) on obtient
encore un semi-groupe de convolution vaguement continu en O. Le pro-
cessus de Feller correspondant est récurrent au sens de Harris (cf. [2 ])
car la résolvante est absolument continue par rapport à la mesure de

Lebesgue (cf. [14 ], p. 91) et pour ce processus on a

 2 si oc est rationnel,
== 2 si a est irrationnel.

Annales de l’Institut Henri Poineaté-Section B



17PRPBABILITÉS DE TRANSITION DES PROCESSUS DE MARKOV

Les fonctions ha sont d’ailleurs constantes dans ce cas à cause de l’inva-

riance par translation.

3) Un exemple où G = d ~ est fourni par la translation sur le cercle ou
moins trivialement par le processus de la chaleur sur le Tore.

4) Enfin un exemple où G = ~ o ~ est fourni par la translation irra-

tionnelle sur le tore. De façon plus précise on pose = x + ty où y est
un point dont les deux composantes sont dans un rapport irrationnel.
Ceci est un exemple de processus récurrent dans les ouverts mais non récur-
rent au sens de Harris.

Dans le paragraphe suivant nous étudierons plus en détail certains pro-
cessus récurrents. Nous allons auparavant énoncer une autre loi 0.2.

Toujours grâce au théorème 2.1 on peut poser pour tout couple (x, y)
de points de E

THÉORÈME 2.6.

Le premier cas se produit si et seulement si ~ est p. s. triviale et l’on a alors

pour tout couple (Vi, v2) de probabilités initiales.

Démonstration. - Si ~ est triviale p. s. alors [ P,.~~J~ = 0 et le résultat
découle de 2.1.

Réciproquement, supposons qu’il existe une probabilité v et un événe-
ment F e A tels que 0   1 ; posons Z = 1Fc et = Ejc 
Comme lim == Z Pv-p. s., il existe des points x et y dans E et un

nombre s tels que pour un s > 0 donné à l’avance on ait

Comme dans la démonstration de 2.3, on a alors

et la démonstration est facilement terminée_

Vol. XIX, n° 1-1983



18 D. REVUZ

III. PROCESSUS RECURRENTS
AU SENS DE HARRIS ET APÉRIODIQUES

A partir de maintenant, nous allons supposer que le processus est récur-
rent au sens de Harris, c’est-à-dire : il existe une mesure invariantè m telle

que m(A) > 0 entraîne

pour tout x de E.

Il a été montré dans [2 j que cette hypothèse entraîne la

PROPOSITION 3 .1. - Si f est presque-borélienne et positive et si  _f
pour tout t alors f est constante m-presque partout et supérieure à cette
constante partout.

Cette propriété est en fait équivalente à l’hypothèse de récurrence au
sens de Harris. Pour le montrer nous aurons besoin du noyau résolvant Ux
du semi-groupe défini par

PROPOSITION 3.2. - Si il existe une mesure j telle que pour
tout a et telle que toute fonction positive, bornée, presque-borélienne f véri-
fiant Ptf _ fpour tout t >_ 0 soit constante 03BE-p. s. et supérieure à cette cons-
tante partout, le processus est récurrent au sens de Harris.

Démonstration. - Soit fune fonction borélienne bornée telle que U 
A cause de l’équation résolvante on a aussi 03B1U03B1f  f pour tout a > 0.
La fonction f = lim 03B1U03B1f vérifie Pt f  f pour tout t (cf. [3 ], p. 1 I6)
et donc f = c 03BE-p. p. et f > c partout pour une constante c. Or on a f >_ f
et si A = ~ .f > ~’ ~ on a = 0 (cf. [6 ]) et donc ~(A) = 0.
La chaîne de Markov Y de probabilité de transition Ui a donc la pro-

priété que ses fonctions surharmoniques bornées sont constantes ~-p. s.

et supérieures à cette constante partout. Soit A un ensemble tel que ~(A) > 0 ;
la probabilité d’atteinte de A par Y est une fonction surharmonique bornée
par 1 et qui vaut 1 sur A, elle est donc identiquement égale à 1 et par suite
Y est récurrente au sens de Harris. Il en résulte (cf. [2]) que le processus
lui-même est récurrent au sens de Harris.

Une conséquence importante de notre hypothèse est la

Annales de l’Institut Henri Poincaré-Section B



19PROBABILITÉS DE TRANSITION DES PROCESSUS DE MARKOV

PROPOSITION 3.3. - La tribu invariante J est grossière p. s.

Démonstration. Si h est invariante bornée, il existe une constante c

telle que h = cm-p. p. et h > c partout. Mais en appliquant le même rai-
sonnement à [ - h on voit que h = c partout. Le résultat découle alors
de la proposition 1.2.

Sous l’hypothèse de ce paragraphe, la loi 0.2 du théorème 2 . 3 se précise.

PROPOSITION 3 . 4. - Pour chaque a, ou bien 0 ou bien h°‘ - 2m-p. p.
D’autre part, ou bien l’application (a, x) -~ ha(x) est identiquement nulle
ou bien pour m-presque tout x on a ~. ~ a :  2 ~ = 0 où ~~ est la mesure
de Lebesgue.

Démonstration. D’après 2.4 si h°‘ n’est pas identiquement nul, on a
sup h03B1 = 2. Mais on peut montrer (cf. [1 S ]) que pour tout t, on a

Pt(2 - ha)  2 - h°‘ d’où il résulte que 2 - ha est constante m-p. p. et

supérieure à cette constante partout. On a donc une constante c telle que
h°‘ = cm-p. p. et h°‘  c partout ; si sup h°‘ = 2 cette constante ne peut
être égale qu’à 2 ce qui démontre la première phase de l’énoncé.
Pour démontrer la deuxième, observons que si (oc, x) ~ n’est pas

identiquement zéro le groupe G du tHéorème 2 . 5 est de mesure de Lebesgue
nulle. Posons F = ~ (cc, x) :  2 ~ ; on a

d’après la première phrase de l’énoncé. Mais d’après le théorème de Fubini
ceci est aussi égal à

et le résultat en découle donc immédiatement.

Remarque. - Pour des processus transients, les fonctions h~ peuvent
prendre toute une variété de valeurs comprises entre 0 et 2. Pour s’en

convaincre, on peut prendre l’exemple d’un processus consistant en le

mouvement brownien sur les réels  0 et la translation vers la droite sur

les réels > 0.
Nous allons maintenant nous tourner vers l’étude du qui

est le seul où l’on puisse avoir le théorème de convergence d’Orey. Nous
allons commencer par des préliminaires valables pour tous les processus
de Harris. On écrira

Vol. XIX, n° 1-1983



20 D. REVUZ

la décomposition de Lebesgue de Pt par rapport à m. On sait que cela peut
se faire de façon que P° et P/ soient aussi des noyaux. De plus, on a l’iné-
galité 

1 qui n’est pas difficile à montrer en utilisant l’inva-

riance de m. Il en résulte que pl(x, E) décroît lorsque t croît et donc

que g(x) = lim E) existe. Le résultat suivant était dans [5]; nous le

reproduirons pour la commodité du lecteur.

PROPOSITION 3.5. - Ou bien g(x) = 0 pour tout x de E, ou bien pour
m-presque tout x on a E) = 1 pour tout t.

Démonstration. on a Pt(1 - g)  1 - g et par suite .l - g est égale
à m-p. p. à une constante 1 - a et est supérieure à 1 - a partout. En appli-
quant le théorème de Lebesgue, on voit alors, en choisissant x tel que
g(xo) = a, que

d’où il résulte en passant à la limite que a  a2 donc que a = 0 ou que
a = 1 ; dans le premier cas on a g(x)  0 donc g(x) = 0 pour tout x.
Avant de passer au théorème que nous avons en vue, nous allons énoncer

une propriété des chaînes de Harris.

PROPOSITION 3.6. - Si v est une mesure et P une probabilité de tran-
sition telle que vP « v et si la contraction induite par P sur L1(v) est conser-
vative (cf [13 ], chapitre IV) les deux propriétés suivantes sont équivalentes

i) P est de Harris et apériodique ;
ii) Pour tout couple (vl, v2) de probabilités sur 

Démonstration. Que i) entraîne ii) est bien connue (cf. [8 ] et [l3 ],
chapitre VI). Nous n’allons qu’esquisser la démonstration de la réci-

proque. La condition ii) entraîne immédiatement que toute fonction har-
monique bornée est constante, donc que la tribu des événements invariants
de la chaîne est grossière et que l’opérateur induit sur est conservatif

et ergodique. La chaîne est donc v-essentiellement irréductible (cf. [10] ]
et [13 ], § 2, chapitre III) et en appliquant le théorème de dichotomie pour
ces chaînes conjointement avec la propriété ii) il n’est pas difficile de montrer
que la chaîne est Harris et apériodique. En effet, en prenant v 1 ~ v et v2 == Gx
on voit que pour aucun x de E on ne peut avoir étrangère à v.
La chaîne est donc v-irréductible et elle ne peut être transiente à cause de
la conservativité de la contraction induite par P. La chaîne est donc de

Annales de l’Institut Henri Poincaré-Section B



21PROBABILITÉS DE TRANSITION DES PROCESSUS DE MARKOV

Harris, la condition ii) entraînant qu’il n’y a même pas d’ensemble excep-
tionnel à enlever. L’apériodicité est alors évidente.
Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de ce para-

graphe.

THÉORÈME 3. 7. - Les cinq propriétés suivantes sont équivalentes
i) G = R ou en d’autres termes lim ~ Pt + x(x, . ) - = 0 pour

tout x et tout a ;

ii) Pour tout couple (vl, v2) de probabilités sur E on a

l existe un réel a > 0 tel que la chaîne de probabilité de transition Pa
soit de Harris par rapport à m et apériodique ;

iv) Pour tout réel a > 0 la chaîne de probabilité de transition Pa est de
Harris par rapport à m et apériodique ;

v) lim Ptl(X, E) = 0 pour tout x de E.

Démonstration. - La propriété ii) entraîne iv) à cause de la propo-
sition 3 . 6, iv) entraîne iii) est évident et iii) entraîne ii) puisque Il (Vl - [
décroît avec t et que lim !! (v 1 - Il = 0.

La propriété i) entraîne ii) car elle entraîne que d = J p. s. et on sait

déjà que J est grossière ; il n’y a donc qu’à appliquer le théorème 2. 6.
Pour voir que ii) entraîne v) il suffit de prendre v1 équivalente à m et v2 = Ex.

Il reste donc à montrer que v) entraîne i). Nous allons donc supposer
que G n’est pas égal à [R et montrer que cela entraîne une contradiction.

D’après 3.4 nous pouvons choisir u.n x tel que l’ensemble

soit de mesure de Lebesgue nulle. L’ensemble H est un ensemble de classes

d’équivalence modulo G. En effet, si a E H et g e G on a

Soit alors v une probabilité équivalente à m. Nous appellerons p~(x, . )
une densité bimesurable de par rapport à v et pour tout t nous

poserons Et = ~ y : y) > 0 ~. Nous choisissons un nombre to > 0

tel que E) > 0; on a donc > 0 pour tout s > to. Nous pouvons
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