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Sur la convergence L1 et L~
de l’estimateur de la partition aléatoire

pour une densité

Saab ABOU-JAOUDE

2, rue de l’école des Postes, 78000, Versailles

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. XII, n° 4, 1976, p. 299- 317.

Section B :

Calcul des Probabilités et Statistique.

RÉSUMÉ. - Nous traitons dans cet article de conditions nécessaires et
suffisantes de convergence L 1 et L oo, suivant un mode stochastique ~~
de l’estimateur de la partition aléatoire pour une densité sur R. L’estimateur
est, pour l’essentiel, celui de l’histogramme obtenu en faisant un découpage
sur l’échantillon ordonné associé. Cet estimateur, peu étudié, semble plus
intéressant que celui de l’histogramme classique, mais il présente le désa-
vantage d’estimer une densité par une fonction qui peut, quelquefois, ne
pas être une densité.

SUMMARY. - In this article, we deal with necessary and sufficient condi-
tions for Ll and Loo convergence, according to a stochastic mode 
of the random partition estimator for a given density on the real line. This
estimator is, for the main part, that of the histogram obtained by slicing
the associated ordered sample. This little studied estimator seems more
interesting than the classical histogram, but has the disadvantage of esti-
mating a density by a function which may not always be a density.

I . - INTRODUCTION .

On considère l’espace ~, muni de la tribu ~ de ses boréliens et de la
mesure J1 de Lebesgue. Désignons par ~ l’ensemble de toutes les densités
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300 SÀAB ABOU-JAOUDE

sur (~, ~, ,u). Pour f E ~ , on note P~ la probabilité associée à f Soit,
alors, pour n E 
- X2, ..., Xn) un n-échantillon de loi P f,
- (Y l’ Y2, ..., Yn) l’échantillon ordonné associé avec, pour conven-

tion : Yo = - oo, Yn+l 1 = + oo,’
- k(n) un entier > 0 fonction de n,
- (~’ln)~ ~’2n)~ ~ ~ ~ ~ ~k(n)) une famille de k(n) entiers, tous non nuls et véri-

fiant :

(on notera ~.i au lieu de /~,in~ quand ce sera possible),
- (vo, Vl, ..., une famille de k(n) entiers liés aux par les relations :

de sorte que = n + 1.

Nous noterons également, pour 1 x i x k(n),
~ Yvi~

- ,u(Ai)
2014 P 

On a évidemment : = = + oo .

On définit maintenant les deux fonctions ln et ~pn par les formules :
- Pour 1 ~ i x k(n) et x E Ai,

Si x E Ai u on a évidemment :

Remarque. Si l’on connaît un intervalle [a, b] contenant le support
de f, on posera, Yo = a, Yn + 1 = b. fn et qJn ne sont plus forcément nulles
sur Ai u dans ce cas.

DÉFINITION 1. - Nous appellerons fn estimateur de la partition aléa-
toire (E. P. A.) de f pour l’échantillon (Xi, X2, ..., Xn) et le partage
(~l? ~2? - - ’? ~(M))’
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301CONVERGENCE Ll 1 ET Loo DE L’ESTIMATEUR DE LA PARTITION ALÉATOIRE

Nous nous proposons ci-dessous d’étudier des conditions sur le par-

tage (À1, ..., Àk(n») pour que fn converge vers f en probabilité ou presque
complètement (pour la définition voir, par exemple [3], p. 43 ou [5], p. 43)
pour les distances L 1 ou L oo sur ~ .

Remarque 1. et ~pn ne sont en général pas des densités sur (~.

Remarque 2. Les p~, ainsi que les li sont des v. a. Si (Zi, Z2, ..., Zn)
est un n-échantillon ordonné de la loi uniforme sur [0,1], avec Zo = 0,
Zn+ 1 = 1, la famille p~, ..., a m~~me loi que la famille 1),
1  i  k(n).

Remarque 3. Si l’on considère k(n) v. a. indépendants (T~) où

T~ E y(~,~), b’i E [1, k(n)] et, si l’on pose :

on a :

- La famille ~Pt) ~ , i , k(n) a même loi que la famille .h T~ ~ ) ~ 0 (voir, parexemple [7], p. 259). 
" 

II. - CONVERGENCE Ll EN PROBABILITÉ

L’écart On entre f et ln pour la distance L 1 est défini par :

Nous introduisons le biais défini par :

et l’aléa défini par :

Lorsque l’on est dans le cas Yo = - oo, 1 
= + on a :
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302 SAAB ABOU-JAOUDE

et

Nous nous placerons dans ce cas dans la suite et nous noterons k pour
k(n).

Remarque. Le biais et l’aléa sont ici des v. a. Par abus de langage nous
appellerons biais et aléa une réalisation des v. a. et On2 ~, de même que
nous nous permettrons de parler du biais associé à une partition (A;) de [R
ou à une suite de partitions de I~.

Nous nous proposons, dans ce paragraphe, d’établir des C. N. S. portant
sur le partage (a~i) pour que On converge P f-en probabilité vers zéro.
Notons d’abord que la convergence vers zéro P -en probabilité de 

et entraîne évidemment celle de On. D’autre part, l’inégalité établie
au théorème 2 de [2] montre que la convergence de On P~-en probabilité
vers zéro entraîne celle du biais Nous avons donc l’équivalence :

Nous étudierons donc successivement des conditions de convergence
du biais puis de l’aléa.

II . A . Étude du biais

Le but de ce paragraphe est d’établir le résultat suivant :

THÉORÈME 1. - Pour que le biais tende vers zéro Pf-en probabilité
Vf E ~ intégrable-Riemann, il est nécessaire, et suffisant que les vérifient
la condition 

,

(en fait, nous établirons que c’est une condition de convergence presque
complète du biais vers zéro).
La démonstration de ce théorème se fait en plusieurs étapes. Étudions

d’abord la condition nécessaire.

LEMME 1. - Soit f E ~ telle que, pour une suite N*,
de partitions de R, le biais tend vers zéro et sup ne tend pas vers

zéro. Alors f est constante p-p. p. sur un intervalle de p-mesure non nulle.
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303CONVERGENCE Ll 1 ET Loo DE L’ESTIMATEUR DE LA PARTITION ALÉATOIRE

(Nous sous-entendons dans « partition » l’expression « partition en inter-
valle ».)
Il Posons, en effet, p(n) = sup p;(n). Par hypothèse, il existe 8 > 0 et

une sous-suite p(nk) réalisant :

On peut supposer, sans perdre de généralité que c’est la suite toute entière.
Soit un indice réalisant : 

_

Posons :

On a, le biais tendant vers zéro :

Par ailleurs, il existe deux points U et V distincts de R et une sous-suite ni
telle que :

et

on obtient, en posant :

et

De plus (1) entraîne :

Il existe donc une suite extraite n1k telle que, sur A :

(voir par exemple [9], p. 46).
En utilisant (2) et (3), on déduit, en définitive :

LEMME 2. - Si - sup ~) ne tend pas vers zéro, alors sup p~) ne tend
n t t

pas en probabilité vers zéro.

Vol. XII, n° 4-1976.



304 SAAB ABOU-JAOUDE

[] Il suffit de remarquer que E(p;(n)) = - et que les v. a. sont/ q q ~p~( )) 
n++ 1 

q p~~n) s

bornées par 1. Il
Établissons la condition nécessaire du théorème 1.
Si le biais tend en probabilité vers zéro pour tout f E  et que

- sup /H~) ne tend pas vers zéro, alors sup . n ne tend pas en probabilité
y~ i i

vers zéro et il existera une suite (A;(n)) de réalisations de la partition aléa-
toire pour laquelle le biais tend vers zéro et sup pi(n) ne tend pas vers zéro.

Il y a donc contradiction avec le résultat du lemme 1.
Pour établir la condition suffisante, nous nous proposons d’utiliser

le schéma poissonnien. Les inégalités dont nous avons besoin nous étant
utiles par la suite, nous les isolons dans le lemme suivant :

LEMME 3. - Soit Xn une v., a. r. yn (i. e. Xn admet une densité à support

f (x) = r(n) alors les inégalités, pour tout 8 E ]0,1[ :

Il En effet, notant An la première et B~ la seconde probabilité, nous
avons :

De même :

De plus, pour n E (~ * :

- Encadrement de An :
Considérons les fonctions :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B



305CONVERGENCE Ll 1 ET Loo DE L’ESTIMATEUR DE LA PARTITION ALÉATOIRE

et

On a :

et :

Donc 03C6 est décroissante et 03C8 est croissante, d’où (4).
- Encadrement de Bn :
On a, pour 1 :

D’où :

D’autre part :

d’où :

et

on en déduit (5) Il

Remarque. Nous utiliserons le lemme 3 sous la forme :

et,

LEMME 4. Si - sup ~,i(n) tend vers zéro, alors, sup pi(n) tend presque
n i i

complètement vers zéro.
[] Il s’agit d’établir que, pour tout ~ > 0, = P(sup ~) est le

terme général d’une série convergente.
Introduisons, pour tout n E ~I *, k(n) v. a. indépendantes i =1, ..., k(n)

chacune suivant une et désignons par Tn + 1 la v. a. :

Vol. XII, n° 4 - 1976.



306 SAAB ABOU-JAOUDE

on a alors :

et

(d’après (0)).
De plus, on a :

Posons :

on a :

Étudions on a, avec ~e]0,l[ : :

posons : ~ = E(1 - E’) et soit no un entier tel que :

En remarquant que la majoration dans (4) est valable dE > 0, on obtient,
pour n > no :

Comme 11 + ~ X)X tend vers 1 quand X tend vers zéro, il existe a e ]0,1[
et un entier n1  no tel que:

Il vient alors, 

et k(n) est inférieur à n + 1. 
’

La série de terme général est donc convergente. Il
Avant de poursuivre, introduisons les définitions suivantes :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B



307CONVERGENCE LI ET Loo DE L’ESTIMATEUR DE LA PARTITION ALÉATOIRE

DÉFINITION 2. - Soit f E F, (A;(n)) une suite de partitions de R en inter-
valles et le biais associé à f et (Ai(n)).
- On dit que la suite (A;(n)) tend P~-en module vers zéro, si l’on a :

- On dit que le biais tend vers zéro, uniformément par rapport à la
suite (A;(n)) si l’on a :

On note l’ensemble des densités sur R intégrables-Riemann.

LEMME 5. - Soit f E ~ . Si une suite de partitions de (Ai(n)), en inter-
valles, tend P~-en module vers zéro, alors le biais associé à f et (A;(n))
tend vers zéro, uniformément par rapport à la suite (A;(n)).
Il f étant intégrable-Riemann, il existe une suite (gp) de fonctions

positives et une suite (Kp) de partitions de R en intervalles telles que :
- 

gp converge L 1 en croissant vers f
- gp est constante sur chacun des éléments de Kp et non nulle sur un

nombre fini d’entre eux.

Dans ces conditions, si l’on note D la distance Ll et ~n la tribu engendrée
par la partition (A;(n)), on a :

D’autre part, on a, pour tout p :

Il suffit donc d’établir le lemme pour les fonctions f du type gp, donc
pour les fonctions indicatrices d’intervalles, et le résultat est évident dans
ce cas. []

Remarque 1. La démonstration s’étend d’elle-même au cas où f est
égale ,u-p. p. à une fonction intégrable-Riemann.

Remarque 2. Nous avons en fait établi que le résultat reste vrai pour
toute densité sur f~, la démonstration ne pouvant s’étendre à IRK, K > 1 ;
mais connaît-on beaucoup de densités sur R non égale ,u-p. p. à une fonction
intégrable-Riemann ?

Vol. XII, n° 4 - 1976. 21
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Il est maintenant facile d’établir, en utilisant les lemmes 5 et 4, que la
condition (E) est suffisante pour entraîner la convergence du biais presque
complètement vers zéro, et cela, pour tout f E ~ .

II. B. - Étude de l’aléa

Il s’agit d’étudier le comportement en probabilité de la quantité :

qu’on peut remplacer, lorsque le biais tend vers zéro, par :

Établissons le résultat préliminaire suivant :

LEMME 6. - Soit X la Àeme valeur d’un échantillon ordonné de taille n

de loi uniforme sur [0,1]. On a :

De plus, si a  1/2, il existe u, v > 0 tels que :

Dans tous les cas, on a :

Il Soit F (À, n, x) la F. d. r. de X. On a :

(voir, par exemple [11], p. 190).
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Il vient :

(8) s’en déduit en explicitant le crochet et en utilisant (11)
(9) se déduit de (8) par la formule de Stirling (voir [4])
(10) est évident. Il
Avant d’énoncer une C. N. S. de convergence en probabilité, nous intro-

duisons les notations suivantes :
Soit On note :

Nous avons, alors :

THÉORÈME 2. - Lorsque le biais tend vers zéro, une C. N. S. pour que
l’aléa tende vers zéro probabilité est que :

Il Nous avons, en utilisant le lemme 6 :

En posant k = Card J(n, M) et en utilisant la concavité de la fonction
x -~ on obtient :

la condition â = 0 est donc suffisante pour avoir :

donc

Supposons maintenant â ~ 0. Il existe alors M > 0, a > 0 et une sous-
suite n J tels que :

Vol. XII, n° 4 - 1976.



310 SAAB ABOU-JAOUDE

Mais, on a, d’après le lemme 6 :

Soit encore, en remarquant que,

Il vient, en définitive :

Donc, E(0394(2)n) ne tend pas vers zéro et ne tend pas Pf-en probabilité
vers zéro puisque c’est une v. a. bornée par 2. Il
On peut rassembler les résultats précédents dans l’énoncé suivant, lorsque

le partage est équilibré (tous les ~,t égaux à l’unité près).

THÉORÈME 3. - Soit ~,(n) une fonction de n et (~,i(n)) une famille de k(n)
entiers différent de ~,(n) d’au plus une unité et vérifiant :

Alors, pour que, Vf E ~ , l’estimateur de la partition aléatoire converge Ll
en probabilité vers f, il est nécessaire et suffisant que :

À(n) = o(n) et î~~(n) _ ~c(1) ou k(n) = o(n) et k(n) _ ~0(1) (12)

Remarque. Nous avons pu établir qu’en fait la condition (12), lorsque
la partition est équilibrée, est une C. N. S. de convergence L 1 presque

complète pour l’estimateur de la partition aléatoire. La démonstration

fera l’objet d’une publication ultérieure.

III. CONVERGENCE Loo

Nous nous proposons, dans ce paragraphe, d’étudier des conditions de

convergence en probabilité et presque complète de l’estimateur de la par-
tition aléatoire pour la distance Loo sur l’ensemble des densités sur (~.
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Remarquons d’abord que nous devrons nous limiter à un sous-ensemble
de ~ car, d’après [1] il n’existe pas, pour la distance L oo, d’estimateur

convergent en probabilité dans ff. Il n’en existe toujours pas quand on se
limite à l’ensemble des densités continues. Nous nous placerons donc dans
l’ensemble ffo des densités uniformément continues. Dans la suite de ce
paragraphe, f sera un élément de ffo.
Nous définissons l’écart entre f et son estimateur par :

et considérons le biais :

et l’aléa :

Nous nous proposons d’établir des conditions portant sur la famille (~~i)
pour que A~ converge P~-en probabilité, presque sûrement ou presque
complètement vers zéro. Nous verrons que, sous certaines hypothèses,
les trois modes de convergence sont équivalents.
La nécessité de la convergence du biais et de l’aléa est ici élémentaire.

Elle découle du résultat suivant :

PROPOSITION 1. - Si, pour une suite de partitions (Pn) de R en intervalles,
il existe une suite (gn) de fonctions en escalier subordonnées à (n) et conver-
geant L oo vers f, alors le biais associé à la suite (~n) tend vers zéro.
Il En effet, VÀ E, b] c f~, on a :

Nous étudierons donc successivement des conditions de convergence du

biais et de l’aléa vers zéro.

III . A. 2014 Étude du biais

Nous nous proposons d’établir le résultat suivant :

THÉORÈME 4. - Une condition nécessaire et suffisante de convergence
presque complète du biais vers zéro, pour tout f E ~o est que :

Vol. XI I, n" 4 - 1976.
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Nous établissons pour cela les résultats suivants :

LEMME 7. - Pour tout f et toute suite (A;(n)) de partitions de R
en intervalles, si l’on a :

Alors, le biais associé à f et à (A;(n)) tend vers zéro uniformément par rap-
port à la suite de partitions (A;(n)) choisie.
Il f étant uniformément continue, on a :

Soit (A;(fi)) une suite de partitions de [R en intervalles telle que :

Il existe un entier no tel que, Vn ~ no, on ait :

Dans ces conditions, et pour n  no,

- si > ~, alors f (x) ne peut dépasser 2E sur l’intervalle A;(n), sinon
elle dépasserait E sur un sous-intervalle de A;(n) de longueur supérieure à r~
et l’on aurait :

i~i(n) ~ E1~ .
D’où :

On a donc, pour tout n > ~~o,

LEMME 8. - Si, pour f ~ F0 et pour une suite de partitions (Ai(n)), le
biais tend vers zéro et sup ne tend pas vers zéro, alors f est constante

sur un intervalle de longueur non nulle.

Il La démonstration est analogue à celle du lemme 1. Il suffit d’y

remplacer le signe « r 
» par « sup » et de tenir compte de la conti-

nuité uniforme de / On arrive à la fin à :

Le théorème 4 se démontre alors par application des lemmes 2 et 4 puis
des lemmes 7 et 8.
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III . B. - Étude de l’aléa

Nous allons établir successivement une condition suffisante de conver-
gence presque complète de l’aléa vers zéro et une condition nécessaire de
convergence en probabilité pour tout f E ffo. Nous en déduirons une C. N. S.
de convergence en probabilité, presque sûre ou presque complète de l’aléa,
lorsque les (~,~n~~ sont équilibrés, les trois modes de convergence étant alors
équivalent.

LEMME 9. - Si l’on a : 1

alors, l’aléa converge presque complètement vers zéro, pour tout f E ~o.
Il Remarquons d’abord que f est bornée. Soit B un de ses majorants.

On a :

D’où :

Utilisant le schéma poissonnier et les notations du lemme 4, Zn a même
loi que : , ,

Nous démontrons que, sous la condition (F), pour tout G > 0,

est le terme général d’une série convergente.
Considérons l’événement :

On a :

avec :

Vol. XII, n° 4 - 1976.
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E

et

Utilisant le lemme 3, on obtient, > no :

et

D’où :

Il nous suffit donc d’établir que :

est le terme général d’une série convergente. D’après l’hypothèse :

D’où pour n a ni,

?

Il suffit donc de choisir M > - , pour avoir le résultat. Il
U

LEMME 10. - Si SUp n ne tend pas Vers + 1, il existe Un élé-

ment f e àso pour lequel l’aléa ne tend pas vers zéro en probabilité.
Il Prenons pour densité f :

Alors, pour tout intervalle Ai ce [ - 1, + 1], on a :

On en déduit que, pour 2 ~ i ~ k(n) - 1,

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B



315CONVERGENCE LI ET Lcc DE L’ESTIMATEUR DE LA PARTITION ALÉATOIRE

Posons :

On a; pour tout B > 0, en posant B’ + 1 = 1/1 - B,

De plus :

Soit, en posant :

Il suffit donc d’établir que, sous l’hypothèse de l’énoncé, il existe 8 > 0
tel que :

ne tend pas vers zéro quand n tend vers + oo .

D’après l’hypothèse, il existe M > 0 et une sous-suite nj telle que :

On peut supposer, sans perdre de généralité que la sous-suite nj est la
suite toute entière. ’

On a, en reprenant les notations du lemme précédent :

Soit (~e]0,l[ et 8" défini par :

Vol. XII, n° 4 - 1976.
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On a :

En utilisant le lemme 3, on obtient :

où C est une constante ( C = 1 e-1l12
B 2~ 7

en posant d = - Log (1 - ~"2) et en remarquant que :

est convexe, on obtient :

de (13) on tire :

D’où, en définitive :

Il suffit alors de choisir 8 et cp de telle sorte que :

pour que ne tende pas vers zéro.
. 

i

On en déduit l’énoncé suivant :

THÉORÈME 5. 2014 Soit une suite de partitions de n + 1
équilibrée

Pour que l’estimateur de la partition aléatoire associé converge L x en

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B



317CONVERGENCE Ll 1 ET Loo DE L’ESTIMATEUR DE LA PARTITION ALÉATOIRE

probabilité, presque sûrement ou presque complètement vers f, pour toute
densité f E ffo, il est nécessaire et suffisant que l’on ait :

et

En particulier, lorsqu’on partage l’entier n + 1 en k(n) (~,~n~) égaux à + 1
près, une C. N. S. sur k(n) pour que l’estimateur de la partition aléatoire
converge en probabilité, presque sûrement ou presque complètement est
que l’on ait : 

/ ,

Remarque. Nous retrouvons dans la seconde partie de l’énoncé ci-
dessus un résultat établi dans [8] avec des hypothèses plus restrictives sur
la densité.

Note : .’ Une erreur s’est glissée dans la démonstration du lemme 10.

Le résultat demeure exact mais sa démonstration est plus complexe.
Nous la publions dans notre thèse qui paraîtra très prochainement.
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