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Etude de I’équation de transport

dans un liquide de Fermi impur

par

Odile BETBEDER-MATIBET
(Laboratoire de Physique de I’Ecole Normale Supérieure, Paris).

REsuME. — L’équation de transport des quasi-particules avancée par Lan-
dau est démontrée dans le cas ou les particules du systéme subissent des
collisions avec des impuretés statiques. Cette équation donne la réponse
linéaire du systéme a une excitation périodique d’échelle macroscopique,
a température nulle, lorsque le temps de collision = est tel que fi/r < Ey.
On utilise le formalisme des fonctions de Green : ’influence des processus
dissipatifs sur les singularités des divers propagateurs est analysée en détail.
Dans 1’équation de transport, ’effet des impuretés se traduit par la présence
d’une intégrale de collision qui a la forme habituelle. Le calcul explicite de
la fonction de distribution, dans un cas particulier, éclaire les conditions
de validité de cette équation de transport.

ABSTRACT. — We derive Landau’s equation for quasiparticles in a Fermi
liquid in the presence of static impurities. This equation provides the
linear response of the system to a periodic excitation, acting on a macro-
scopic scale, at zero temperature, the collision time © being such that i/t <Es.
Calculations are performed in the framework of Green’s function pertur-
bation theory. The effect of collisions on the singularities of propagators
is investigated. In the transport equation they lead to a collision integral
of the usual form. A calculation of the distribution function, in a simple
case, sheds some light on the validity of the transport equation.
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INTRODUCTION

Pour étudier les propriétés de transport d’un gaz ou d’un liquide, on cher-
che souvent a construire, puis a résoudre une « équation de transport »
satisfaite par la fonction de distribution des particules du systéme. Par
exemple, le comportement d’un gaz classique de particules libres est régi par
I’équation de Boltzmann. Lorsque les particules forment un « liquide quan-
tique » (par exemple les électrons d’un métal a basse température), 1’équa-
tion de transport devient délicate a établir, car il faut tenir compte d’une
part, des effets quantiques, d’autre part, de l’interaction entre les parti-

cules.

De nombreux auteurs se sont intéressés au probléme de 1’équation de
transport pour un systéme quantique de Fermions libres, diffusés par exem-
ple par des impuretés. Peierls le premier, en 1934, utilise une méthode de
perturbation pour calculer I’intégrale de collision [8]. Plus tard, Kohn et
Luttinger [/0], parallelement Greenwood [/1] dérivent 1’équation de trans-
port a partir de I’équation de mouvement de la matrice densité. Ces méthodes
se généralisent mal a des systémes de particules en interaction.

Par ailleurs, en s’appuyant sur sa théorie semi-phénoménologique des
liquides de Fermi (systéemes de fermions en interaction) Landau [4] propose
une équation de transport des quasi-particules, valable d température nulle,
et pour des perturbations macroscopiques (de vecteur d’onde g trés inférieur
au vecteur d’onde de Fermi ky, de fréquence ¢ trés inférieure a 1’énergie
de Fermi E;). Cette équation a été démontrée par Luttinger et Nozi¢res [/6]
dans le cas ou il n’y a pas d’effets dissipatifs (c’est-a-dire pas de collisions).
Nous nous proposons de généraliser cette démonstration au cas ou les par-
ticules subissent des collisions sur des impuretés. Dans un métal a tempé-
rature nulle, ces collisions dominent le comportement des électrons; il est
donc essentiel de pouvoir les inclure dans une description microscopique
des phénomeénes de transport. Le formalisme de la théorie des champs utilisé
par Luttinger et Noziéres se préte parfaitement a une telle généralisation.
{Ce méme formalisme a d’ailleurs été utilisé par Langer [/7] pour calculer
directement certains coefficients de transport).

Nous commengons par un bref rappel de la théorie de Landau pour un
liquide de Fermi (chapitre I¢T) : notion de « quasi-particule », équation de
transport des quasi-particules en 1’absence de collisions. Au chapitre II
nous montrons comment introduire, toujours de maniére semi-phénoméno-
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logique, I’effet des collisions. Nous calculons ensuite & partir de I’équation
de transport les coefficients de diffusion, la conductivité, etc., soulignant
ainsi la grande importance pratique d’une telle équation de transport.

Le chapitre III est consacré aux systémes de Fermions sans interaction.
En nous fondant sur les résultats de Peierls et de Kohn et Luttinger, nous
discutons en détail les conditions de validité de 1’équation de transport.

Au chapitre IV nous revoyons rapidement le formalisme des fonctions
de Green. Nous rappelons en particulier comment la réponse du systéme a
une perturbation extérieure s’exprime en fonction des « opérateurs de cou-
plage » et des « fonctions de corrélation ». Nous représentons par des dia-
grammes, les termes du développement de perturbation de toutes ces quan-
tités.

A partir du chapitre V, nous supposons réalisées les conditions sui-
vantes :

— Le systéme est soumis & une perturbation extérieure d’échelle macro-
scopique (¢ < ky, ¢ < Ef).
— Le temps de collision  est tel que :

h/r < Ef.

Nous calculons les limites correspondantes des opérateurs de couplage
et fonctions de corrélation.

L’équation de transport est démontrée au chapitre VI, une fois définie,
la fonction de distribution des quasi-particules. Nous vérifions les résul-
tats de Landau et, dans le cas ou il n’y a pas d’interaction, ceux de Kohn
et Luttinger.

Nous terminons en examinant au chapitre VII les conditions de validité
de cette équation et les généralisations possibles.

L’objectif principal de ce travail est double :

— démontrer I’équation de transport de Landau, validant du méme coup
tous les résultats qu’on peut en tirer (esquissés au chapitre II);

— analyser I’influence des processus dissipatifs sur les singularités des
divers propagateurs. La connaissance de ces singularités est essentielle pour
pouvoir appliquer a bon escient une méthode de perturbation.

Au cours de ces calculs nous obtiendrons certains résultats explicites
(forme de la fonction de distribution, etc.) qui éclairent les conditions de
validité de 1’équation de transport.
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CHAPITRE PREMIER

LA NOTION DE QUASI-PARTICULE
DANS UN SYSTEME PUR.
THEORIE DE LANDAU

I. — Notion de quasi-particule.

Nous dirons qu’un systéme de fermions en interaction est « normal »,
si on peut en établissant « adiabatiquement » I’interaction, transformer pro-
gressivement un état propre du systéme idéal (sans interaction) en un état
propre du systéme réel.

Si on part d’un état excité du gaz idéal contenant une particule de vec-
teur d’onde k (k > kf), on engendre un état excité du systeéme réel : nous
dirons que nous avons ajouté une « quasi-particule » de vecteur d’onde &
a I’état de base du systéme réel. On définit de la méme maniére un « quasi-
trou » (dans le cas & < kf). En général la durée de vie des états ainsi définis
n’est longue qu’au voisinage de la surface de Fermi : la notion de quasi-
particule n’a de sens que dans cette région.

Soit n(k) la fonction de distribution des quasi-particules. L’état de base
du systéme correspond a une distribution n,(k) isotrope :

1 si k<kf

k) = 1.1
WO=00 s ksk a1
L’excitation du systéeme est mesurée par :
dn(k) = n(k) — nq(k). (1.2)

Energie du systéme. — L’énergie du systéme est une fonctionnelle de n(k).
Supposons qu’on modifie ny(k) d’une quantité dn(k) : la variation d’éner-
gie 3E peut étre développée en puissance de 3n(k) :

1
SE — ZekSn(k) + Z flk, K'YSn(k)sn(k’y - . . . (1.3)
k Kk’

Le terme du deuxiéme ordre décrit I’interaction entre les quasi-particules :

il modifie considérablement un certain nombre de propriétés physiques du
systéme et constitue 1’apport le plus important de la théorie de Landau.
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Soulignons cependant que (1.3) n’est valable que dans la mesure ou le
pourcentage des quasi-particules excitées est faible, c’est-a-dire si :

Z sn(k) <N,
k

ou N est le nombre total de particules.

& représente 1’énergie d’une quasi-particule lorsqu’elle est seule excitée.
Pour k = ks, &, est égal au potentiel chimique p. La quantité v, = Ve
est la vitesse de la quasi-particule. Au voisinage de la surface de Fermi,
on peut définir une masse effective m* par la relation :

k

U= oy (i=1). 1.9
Remarque. — Nous n’avons pas jusqu’a présent introduit explicitement
d’indice de spin. En fait, une quasi-particule est caractérisée par son vecteur
d’onde k et son spin ¢ = 4 1/2. Les quantités e, f(k, k'), dn(k) peuvent
dépendre de ¢ ou ¢’. Pour un systéme isotrope g ne dépend pas de o et
f(k, k") ne dépend que de 1’orientation relative des spins ¢ et ¢’. On peut

alors poser : :
flk, o3 k', & 0) = fi(k, k') & fa(k, K'). 1.5

Sur la surface de Fermi (c’est-a-dire pour g, = g = w), f* et /@ ne dépen-
dent que de ’angle & entre k et k’. On peut les développer en polyndmes de
Legendre :

frolle, k) = > fiP (cos B). (1.6)
=0
II. — Equilibre local des quasi-particules.

Surface de Fermi locale. Applications.

Supposons maintenant qu’on ajoute une quasi-particule £ au systéme
comprenant déja une certaine distribution de quasi-particules dn(k’). La
variation d’énergie correspondante vaut d’apres (1.3) :

=t Zf(k, k')sn(k’), 1.7
-
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f(k, k") caractérise donc la variation de s~k avec la fonction de distri-
bution n(k’).

La distribution ny(k) définie par (1.1) correspond & I’équilibre pour des
quasi-particules dans 1’état de base, ayant donc une énergie & ; on peut
I’écrire sous la forme :

. 1 si x>0
no(k) = 0(p — ex) ou 0(x) = . (1.8
0 si x<O0
Si on considére au contraire un état excité, caractérisé par une fonction
de distribution 8n(k), 1’énergie de la quasi-particule k& devient ;k; on peut
définir une distribution d’équilibre « local » no(k) telle que :

no(k) = (. — &) (1.9)

Naturellement 1’équilibre réel du systéme correspond a la fonction de dis-
tribution ny(k). La notion d’équilibre local n’intervient que lorsque le
systéme est soumis a une force extérieure qui induit une déforma-
tion 3n(k).

Au lieu de prendre ny(k) comme distribution de référence, on peut pren-
dre ny(k) et écrire :

n(k) = no(k) + Sn(k). (1.10)

Les quantités 3n(k) et Sn(k) sont du méme ordre et reliées par 1’équation
suivante :

Sr(k) = (k) — a’;‘ff) Z 1k, K)sn(k’) a.11)
x

qui peut aussi s’écrire sous la forme :

ol = 5100 + 5 ' fik, k) Satk 1.12)
4

Sk, k') et fik, k') sont liés par la relation :

(1.13)

Sk k) =Fs 1) = > ftk, KT k) 3.
2
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Distribution d’équilibre des quasi-particules a température finie.
— La probabilité de présence no(k, T, u) d’une quasi-particule d’énergie

locale ;k, pour un systéme de potentiel chimique ., a la température T, est
égale a :

nolk, T, 1) = (1 +exp “)_1 (.14)

ou st est donné par (1.7) avec dn(k) = no(k, T, n) — ny(k).

A basse température, 1’énergie d’interaction entre les quasi-particules
excitées est d’ordre T2 et est donc négligeable par rapport a (sx — ) qui est
d’ordre T. Dans la limite des basses températures on peut donc remplacer

dans (1.14) gk par &.

Propriétés macroscopiques. — On peut appliquer la théorie de Lan-
dau a I’étude de nombreuses propriétés macroscopiques, caractéristiques du
systéme en équilibre &4 température nulle. On trouve les résultats suivants :

— pour la compressibilité K :

1 (ON 1 %0
K=_— (=] = .

N@(aul> Ne (1 + F;) @19
ou :

Q  est le volume du systéme,

N .y .
p = —est la densité de particules,

Q
Qm* kf
wW0) = est la densité d’état a la surface de Fermi,
Fo= v(O)f o

On en déduit la vitesse du son s :
[ & ol
s= [l 1+ )| s (1.16)
— pour la susceptibilité de spin y, :
mrke(e\? 1 L1
L= 4z \me) 1+ F2 (.17

F§ = v0)/5;

ou :
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— pour la chaleur spécifiqgue C,:

*
C,= ﬁ3ﬁkzr (1.18)

ou k est la constante de Boltzmann.

III. — Propriétés de transport des quasi-particules

by

(forces a courte portée)

1° Les distributions de quasi-particules non uniformes. — Con-
sidérons un état d’excitation inhomogene, dans lequel les propriétés du sys-
téme varient d’un point a ’autre. Nous nous limitons aux déformations
d’échelle macroscopique, pour lesquelles 1’état reste homogene sur une dis-
tance microscopique de 1’ordre de la distance moyenne entre les particules.
Dans ce cas on peut définir une fonction de distribution locale dn(k, r, t).
A priori une telle description semble violer le principe d’incertitude : on
ne peut connaitre a la fois la quantité de mouvement k£ d’une particule et
sa position r, ou bien son énergie ¢, et le temps z. Cette difficulté disparait
si on se restreint aux déformations d’échelle macroscopique telles que nous
venons de les définir.

Supposons le systéme soumis a une perturbation extérieure périodique,
de fréquence ¢ et de vecteur d’onde g. Le principe d’incertitude donne une
incertitude g sur la quantité de mouvement k et une incertitude e sur I’éner-
gie g. A température T, n(k, g, €) aura donc un sens si :

quy <KkT

1.19
e < kT. ( )

Nous sommes alors en régime classique, au moins en ce qui concerne le
principe d’incertitude.

Les conditions (1.19) sont trés restrictives. En fait, la théorie de Landau
s’applique dans un intervalle plus étendu, tel que :

qur <
j e <u (1.20)

a condition de considérer dn(k, g, €) comme ’amplitude de probabilité de
trouver une « paire » formée d’une quasi-particule de quantité de mouve-
ment k + g/2 et d’un quasi-trou de quantité de mouvement k& — g/2. Ceci
ne viole plus le principe d’incertitude puisque la quantité de mouvement



ETUDE DE L’EQUATION DE TRANSPORT DANS UN LIQUIDE DE FERMI IMPUR 179

n’est pas exactement k, et est équivalent a4 1’approche semi-classique de
Wigner en mécanique statistique.

La théorie de Landau s’applique donc exclusivement & des perturbations
macroscopiques dont 1’échelle est grande comparée a 1’échelle atomique.
Les résultats de Landau représentent le terme principal d’un développement
en puissance de g/kr et de ¢/u.

Considérons un état caractérisé par une fonction de distribution :

n(k,r,t) = ny(k) + dn(k,r,t) (1.21)

telle que dn(k, r, t) soit petit, nul en dehors du voisinage de la surface de
Fermi et qu’il ne contienne que des fluctuations de grande longueur d’onde.

Par analogie avec (1.3), nous écrivons la variation d’énergie 3E corres-
pondant a 3n(k, r, t) sous la forme :

1
SE = dre(k, r)dn(k, r) + = drdr' f(kr, k'r")3n(k, r)dn(k'r'y + ...
Zf : ;ff (1.22)

Si I’état de base est invariant par translation :

— ¢e(k, r) est indépendant de 7 : e(k, r) = ;
— flkr, k'r") ne dépend que de la distance (r — r').

Dans la mesure ou les forces d’interaction entre les quasi-particules sont
de courte portée (portée a 1’échelle atomique), dn(k, r) est pratiquement cons-
tant sur l’intervalle ou l’interaction est importante. On peut donc écrire
1.22) sous la forme suivante :

SE — f drSE(r).

SE(r) = Zekb‘n(k, P+ %Z flk, KYonk, D3n(k', r)  (1.23)
kk’

k
fk, k') = f arf(kr, k'F).

L’énergie est alors une fonction locale de la distribution dn(k).

20 Equation de transport. — a) Lorsqu’il n’y a pas de force extérieure.
D’aprés (1.23) I’énergie d’excitation locale d’une quasi-particule k est
égale a :

Wk ) = e+ Z fik, K'YSn(k', P). (1.24)
.
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Pour décrire les propriétés de transport, Landau considére les quasi-parti-

cules comme indépendantes et décrites par 1’hamiltonien classique ;(k, r).
Il en déduit 1’équation de transport :

> ~ ~
D_tn(k’ r,ty+Vnk,r,t). Vielk,r,t) —Vyn(k,r, t). V,elk,r,t)=0 (1.25)

qui régit 1’écoulement des quasi-particules dans ’espace des phases, en
I’absence de collisions et de force extérieure. Nous pouvons linéariser (1.25)
en utilisant (1.21) et (1.22) et en ne gardant que les termes du 1€r ordre
en 3n. Il vient :

£8n(k, r,t) 4+ V.dnlk,r, t).tx — ano(k).Zf(k, kY, dn(k', r, t) =0.
"
(1.26)

Cette équation de transport linéarisée ne fait intervenir que les valeurs
de k proches de la surface de Fermi grace au facteur :

V iho(k) = — vpd(er — w).

En combinant (1.26) et (1.11), nous obtenons :
o —
o dn(k, r, t) + vg. V.3n(k, r, t) = 0. (1.27)

L’équation de transport contient donc la dérivée par rapport au temps
de 8n et la dérivée spatiale de dn. La diffusion des quasi-particules étant liée
a I’énergie locale, il n’est pas étonnant que le terme qui décrit cette diffusion

contienne n.

b) Lorsque le systéme est soumis a une force extérieure.

Il faut ajouter a 1’équation (1.25) le terme d’entrainement. Soit Fi(r, 1)
la force qui s’exerce sur une quasi-particule de vecteur d’onde & : 1’équation
de transport linéarisée s’écrit :

> _
3 dnk, r, t) + vy. V., 3nlk, r, t) — Fi(r, t). tx8(ex — ) = 0. (1.28)

En principe on ne connait que la force exercée sur une particule nue.
Pour avoir la force F; exercée sur une quasi-particule, il faut connaitre en
détail la structure du nuage électronique accompagnant la particule nue.
En fait, dans tous les cas physiques, le champ extérieur se couple a une quan-
tité conservée, qui est la méme pour la quasi-particule que pour la particule
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nue, par exemple la charge ou le spin, et la force Fi est la méme que sur la
particule nue.

Sous la forme (1.28), 1’équation de transport ne rend pas compte de
I’effet des collisions entre quasi-particules. Nous verrons dans la section
suivante comment les introduire.

30 Densité de courant. — Pour trouver le courant J, nous partons de
I’équation de continuité :

%(Sp) +divy=0 (1.29)

ou dp est la fluctuation de densité, donnée par :

So — Zb‘n(k, r, 1).
k

En partant de 1’équation linéarisée (1.27), on montre que :

J= Zv,ﬁ(k). (1.30)

k

A l’aide de (1.11), on peut exprimer J en fonction de 3r; il vient :

J= ijSn(k) (1.31)
k

ou :
a”°(k ) (1.32)

Jk—Uk_Zf(k K" yoys

représente le courant transporté par la quasi-particule k.
Pour un systéme invariant par translation, le courant est le méme qu’en
I’absence d’interaction et on a :

= —. 1.33
Jk m ( )

En comparant (1.32) et (1.33), on obtient la relation :

ony(k’
f—vk—Zf(k Ko ) (1.34)
m
qui, pour un systéme isotrope, s’écrit :
m* F;
—_1+~ F = v(0)f7. (1.35)

m
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IV. — Cas d’un gaz chargé :
Equation de Landau-Silin

Dans la dérivation de 1’équation de transport (section III), nous nous
sommes limités au cas ou ’interaction entre les quasi-particules a une courte
portée. Ceci exclut le cas d’un gaz chargé (gaz d’électrons par exemple),
soumis a ’interaction de Coulomb dont la portée est infinie. Pour un tel
systéme 1’expression de 3E donnée par (1.23) diverge. Silin [5] a montré
que 1’on peut éviter cette difficulté en introduisant de fagon « auto-cohérente »
I’effet d’écran. Une expression de la forme (1.23) a un sens si f(k, k') référe
a linteraction entre des quasi-particules écrantées.

Pour tenir compte ab initio de la présence d’un nuage d’écran, on utilise
le procédé suivant :

1° On considére d’abord l’interaction entre les distributions de charge
moyennes des quasi-particules excitées : la fluctuation de densité moyenne
est donnée par :

(or, 1)Y= an(k, r, ©). (1.36)
k

Elle induit un champ électrostatique de charge d’espace Eg(r, ) tel que :

div Ey(r, 1) = 4we28n(k, r, 1). (1.37)
k

Pour tenir compte de cette premiére partie de I’interaction dans 1’équa-
tion de transport, il suffit de considérer Ex(r, #) comme un champ « exté-
rieur » qui sert a écranter le champ produit par une quasi-particule donnée.

20 Une fois introduit le champ E.(r, t), I'interaction entre deux quasi-
particules données est écrantée. Nous sommes donc ramenés a I’étude d’un
systéme de quasi-particules dont I’interaction est & courte portée, qu’on peut
traiter « a la Landau » en introduisant une énergie d’interaction f(k k').

En ’absence d’un champ extérieur, et si on néglige les collisions, 1’équa-
tion de transport linéarisée (1.27) devient pour un gaz chargé :

3 _
3 dn(k, r, 1)+ YV, dn(k, r, t). v — eEp(r, t). Vingk) =0  (1.38)

ou E.(r, t) est donné par (1.37).
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CHAPITRE 1I

EQUATION DE TRANSPORT
EN PRESENCE DIMPURETES.
APPLICATIONS

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié les propriétés d’un liquide
de Fermi pur. Nous nous intéressons maintenant au cas ou les particules
du systéme sont soumises & I'influence d’impuretés statiques. La différence
essentielle avec le cas des systémes purs est la présence, dans 1’équation de
transport, d’une « intégrale de collision » dont I’effet n’est pas négligeable
a température nulle.

I. — Structure de I’intégrale de collision.
Equation de transport

Si les collisions sont élastiques et conservent le spin, on peut écrire 1’inté-
grale de collision sous la forme :

__|dn(k)
=%,
=—2r ZU(/@ K)3(ex — s ()1 — n(k")) — n(k')(1 — n(k)l. (2.1)
4

Dans cette expression le facteur :
21Uk, k)3(ex — ex7)

est la probabilité de transition d’une quasi-particule de 1’état k & 1’état k.

Notons que la conservation de 1’énergie fait intervenir 1’énergie locale ;k
et non pas I’énergie a 1’équilibre ¢, : une transition réelle doit, en effet,
conserver 1’énergie totale, qui inclut ’énergie d’interaction avec les autres
quasi-particules. Le dernier facteur de (2.1) assure que 1’état initial est
occupé et 1’état final libre (principe d’exclusion).

U(k, k) est égal au carré du module de I’amplitude de diffusion. Si les
impuretés sont distribuées au hasard, U(k, k") ne dépend pas de la position r.
Pour des impuretés tres diluées, U(k, k') est certainement proportionnel a
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la densité d’impuretés (tant que la durée d’une collision est négligeable
vis-a-vis de l’intervalle de temps qui sépare deux collisions consécutives).
La description théorique des collisions ne rentre pas dans le cadre de la
théorie de Landau, et dans ce chapitre nous considérerons U(k, k') comme

un paramétre phénoménologique.
On peut transformer 1’expression (2. 1) en utilisant (1. 10). La contribution

de no(k) disparait A cause de la conservation de 1’énergie, il reste la contri-

bution de 8z qui, au premier ordre, vaut :
I(n) = — 2= ZU(k, k)3(ex — ex)(On(k) — Sn(k’)). 2.2
G
On voit que I’intégrale de collision s’exprime de fagon trés simple en fonc-

tion de 8n : ceci est une conséquence directe de la conservation de I’énergie

locale.
Pour ce qui suit, nous pouvons poser :

3n(k) = h(z0)g(6, ¢) @.3)

ol 0 et ¢ sont les angles polaires qui définissent la direction de k. En repor-
tant (2.3) dans (2.2), on obtient :

) = — 2mh(e) > Uk, K)3(x — 28, @) — 20 ). (2.4)
-

Pour un systéme isotrope, U(k, k') ne dépend que de I’angle £ entre k et k'.
Nous pouvons alors effectuer les développements :

Uk, k') = U;P; (cos &)
2

Sn(k) = Z%(ekmm(e, 9)-
Im

On en déduit :

1) = — > Gran =) Vim0, o) @.5)

Im

ol nous avons posé :

Q (s
=2 [Kak 3o — Uy — U2l + 1).
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En fait,  reste toujours trés voisin de p et ’intégration sur &’ donne :

3rN
1) = — U, — U214+ 1). (2.6)
m*v}

On écrit souvent ce résultat sous la forme :

1/x = 2= ZU(k, k)8(ex — ex)(1 — Py (cos £)). Q.7
-~

Notons que 1/7, = O : ceci exprime la conservation du nombre de parti-
cules dans les collisions. Pour / = 1, on reconnait ’expression habituelle
du temps de collision intervenant dans la conductivité.

Pour avoir I’équation de transport du systéme impur, il suffit d’ajouter I(n)
au deuxieme membre de (1.28), qui devient :

> _ _
5 9+ vk 7,80 — Fe.ved(ex — w) = 10n) = — Z(Snlm/‘rl). 2.8)

im

En principe ¢ et f(k, k') peuvent étre modifiés par le potentiel des impu-
retés. Cet effet est négligeable dans la limite des faibles densités d’impuretés.

II. — Applications

a) CONDUCTIVITE ELECTRIQUE. — Supposons le systéme soumis a un
champ électrique extérieur de la forme :

Eex(r, t) = Eexei@r—29,

L’équation de transport correspondante s’écrit (voir (2.8)) :

— q.ugn(k) + e3n(k) + ieE . viMex — W) =1 > (mimfz)  (2.9)

Im

olt E = Ex + E; est le champ électrique total, incluant le champ de charge
d’espace. Nous envisagerons successivement deux cas :

1°0 <« gvgr < 1. — Ce cas correspond aux conditions dites « normales »,

dans lesquelles la longueur d’onde du champ appliqué est beaucoup plus
grande que le libre parcours moyen des quasi-particules.

(i) Considérons d’abord un champ longitudinal : dans ce cas dn a la symé.
trie m = 0. Dans (2.9), on peut négliger le terme de diffusion (q.v:9n)
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devant I’'intégrale de collision, sauf pour /=0 (n’oublions pas que 1/t,=0).
Les seuls termes importants pour 3z et 5z sont ceux qui ont la symétrie / = 0
et / = 1. Nous n’entrerons pas dans le détail du calcul. On trouve sans
difficulté :

glo _ leE'ka(sk — y.) . (2. l())

m _i__qvfl F*
m*s_l_‘f] ( -’_ 0)

En insérant (2.10) dans (1.30), on trouve pour la conductivité longitu-

dinale :
ine? 1
c//(q, E) = 7 ——‘——sz'? (2. ll)
e+ — — 1
Teff €
ou :
m
Teff = - % T1 (2.12)

m* et s sont les quantités respectivement définies par (1.4) et (1.16).
n = k7[3n* est la densité électronique. La constante di€lectrique du sys-
téme &(q, €) qui mesure 1’effet d’écran, est donnée par :

2
S(q, )_1+4TE10'// 1_47;};16 ( 1 ) (213)

le
g2 — — s52q?
Teff

Les expressions (2.11) et (2.13) sont riches d’enseignement :
«) Supposons qu’on ait :
1> (gS7esr)? > eteg. 2.14)

L’expression (2.13) se réduit a :

2

§=1 +$ @.15)
4mtne?

2 __

="z ©.16)

La constante diélectrique statique est donc la méme qu’en 1’absence
d’impuretés. La limite (2.14) correspond au régime de « charge d’espace »
dans lequel les quasi-particules font écran au champ appliqué (mécanisme
qui ne dépend pas des collisions).
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B) Supposons maintenant qu’on soit dans la limite opposée :

eTesr > (gSTerr)?- 2.17)

On a dans ce cas :
4rne? 1
=1 —— —. .

1 me? 1 — ieteg 2.18)
Cette limite correspond au régime de « conduction ».
Pour et.g < 1, la conductivité (2.11) se réduit a :

nelreg
O = P (2. 19)

On retrouve le résultat de Langer [/7]. Remarquons que l’interaction
entre quasi-particules n’intervient pas explicitement dans (2.18) et (2.19).
Les résultats s’expriment simplement en fonction du temps de collision <.,
qui joue le role d’un paramétre phénoménologique.

(i) Considérons maintenant un champ transverse : dans ce cas il n’y a
pas de composante / = 0 (c’est-a-dire pas de charge d’espace). Les termes
les plus importants sont ceux qui ont la symétrie / = 1. On vérifie que :

ievy . Ed(er — p)

Sn(k) = (2.20)

i
Lo
m* + T
ce qui donne pour la conductivité :

nez‘reg 1
0, = m m . (2 . 21)

Ici encore, 'interaction entre les quasi-particules n’intervient pas.

20 gugr > 1. — Dans cette limite, les collisions sont pratiquement négli-

geables et on peut ignorer le deuxiéme membre de (2.9). La conductivité
est celle du systéme pur. On sait la calculer, dans des caslimites simples. Nous
rappelons les résultats bien connus :
o) Si 1 < quer < et : la conductivité ne dépend pas de la direction de g :
ine?

O = G, = E. (222)

La constante diélectrique est donnée par :

4rne?

§=1— (2.23)

me?

ANN. INS1. POINCARE A-ll-3 13
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B) Si € < qur : il faut distinguer les cas des champs longitudinaux et

transverses :
2

Champ longitudinal : 6§ =1 + g—’z

3nne?
Aksq *
La conductivité transverse est réelle ou « dissipative » et a méme valeur
que dans un systéme sans interaction.
En dehors des cas considérés, la résolution de (2.9) est compliquée. On
ne peut avoir que des solutions approchées. Mais 1’équation (2.9) elle-méme
reste valable tant que g et ¢ ont une échelle macroscopique.

Champ transverse : 6, = (2.29)

b) COEFFICIENTS DE DIFFUSION. — Supposons le systtme soumis & un
faible gradient de densité VN, la température restant partout nulle. Il
apparait un courant de diffusion J donné par :

J=—-—DVN

ou D est le coefficient de diffusion du systéme. Nous allons montrer rapi-
dement comment on peut calculer D a partir de I’équation de transport.
Le gradient de densité ¥V N donne naissance a un gradient de potentiel
chimique :
dp.
Soit u(r) le potentiel au point r. On écrit la fonction de distribution n(k, r)
sous la forme :
. n(k, r) = no(u(r)) + 3n(k, r) (2.25)
ou :

no(x(r) = 0(u(r) — )

8n est proportionnel 3 v et représente 1’écart & 1’isotropie (qui donne nais-
sance au courant de diffusion J).

Introduisons (2.25) dans 1’équation de transport (1.25), complétée par
P’intégrale de collision. Au premier ordre en ¥y nous avons :

on _
2V Ve = — > (im) (2.26)
w
Im
dn a la symétrie / = 1; la solution de (2.26) s’écrit donc :

dn(k) = — 1wk, Vud(ex — ). 2.27)
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Le courant correspondant est donné par (1.30); on en déduit :

Nr, d
- ﬁ‘;. (2.28)
Utilisons (1.15); il vient :
1
D= 3 vin(1 4 F;) (2.29)

(2.29) ressemble au résultat habituel de théorie cinétique, mis & part le
facteur (1 + F;) dii 4 la variation de vitesse des quasi-particules en fonction

de la densité.
On peut aussi relier D a la vitesse du son définie par (1.16) :

D = s*teq. (2.30)

On retrouve (2.30) en écrivant que la fréquence a laquelle on passe d’un
régime de diffusion au régime de propagation du son ordinaire est égale
a la fréquence des collisions 1/7cg.

D est relié a la mobilité @ du systéme, déduite de (2.19) :

ETeff
== . . 3
= 2.3

En comparant (2.30) et (2.31), on voit que :

D ms?
Z =" 2.32)
w e
(2.32) constitue une généralisation de la relation d’Einstein.
Les résultats précédents se transposent facilement au calcul du coefficient
de diffusion de spin D, (défini seulement dans le cas ou les collisions conser-

vent le spin). On trouve :

D, — é-u;fl(l + F2). (2.33)

¢) CONDUCTIVITE THERMIQUE. — Supposons le systéme soumis 4 un gra-
dient de température V T, la condition kT < u étant toujours vérifiée. Pour
que la densité reste constante, il faut que le potentiel chimique u dépende
de T et donc de r. Nous écrivons donc n(k, r) sous la forme :

n(k, r) = no(T(r)) + 3n(k, r) (2.34)

o (T(r)) — (1 + exp (;"k_T (‘r‘)@))—l @.35)
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ol 3n est proportionnel 3 VT. Au premier ordre en VT, I’équation de
transport s’écrit :

O,

>
~ e kVT(“

) —_ Z(Sn,m/n) 2.36)

A basse température le terme gT est d’ordre T et donc négligeable devant

(e« — ©)/T qui est d’ordre zéro. De nouveau, le probléme a la symétrie / = 1.
On a donc :
— - _
Sl@zz}_m'vk_VTu_ (2.37)
T €k T
La quantité physique qui nous intéresse est le flux d’énergie libre @,
proportionnel au gradient de température :

®=—-KvT

ou K est la conductivité thermique du systéme.
Par un argument analogue a celui qui nous a permis d’obtenir 1’expres-
sion (1.30) pour le courant, on montre que :

® = > (k) (ex — v 2.38)
k
En comparant (2.37) et (2.38), on obtient :
. Tlvf D‘no
= — ﬁ D—sk (Ek - EL)'
k

Remplagons n, par I’expression (2.35), et soit T la température moyenne
du systéme. Apres sommation sur k, il vient :

w2 nt
K—?~>§k2T. (2.39)

La conductivité thermique K est reliée 4 la conductivité électrique o,
définie par (2.19). On vérifie ainsi la loi de Wiedemann-Franz :

ol 3 e?
f = TF k_2 . (2 .4‘0)
Le résultat (2.40) a été établi par Langer [17], par une méthode de pertur-

bation.
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En comparant (1.18) et (2.39), on peut écrire la conductivité thermique
sous la forme :

1
K= 3 7,07 C,. (2.41)

Nous retrouvons le résultat habituel de théorie cinétique. Remarquons
qu’il n’y a pas ici de facteur supplémentaire comme dans (2.29) : en effet v,
ne dépend pas de la température (quand on augmente T, le nombre total
de particules dans chaque direction de 1’espace des k ne change pas).

Conclusion. — Soulignons pour terminer la simplicité de cette théorie «semi-
phénoménologique ». Toutes les propriétés de transport peuvent étre décrites
rigoureusement a 1’aide d’un seul paramétre, le temps de collision ;. Dans
certains cas, le résultat exact s’écarte du modele élémentaire de Sommerfeld.
L’approche de Landau permet une interprétation physique simple de ces
corrections.

CHAPITRE III

CONDITIONS DE VALIDITE
DE L’EQUATION DE TRANSPORT
DANS LE CAS D'UN GAZ DE FERMIONS
SANS INTERACTION

L’équation de transport (2.8) a déja été établie par divers auteurs, dans
le cas d’un systéme de fermions indépendants. Le modele choisi généralement
est celui d’un systéme d’électrons — dont on néglige I’interaction de Cou-
lomb — soumis au potentiel H’ créé par un certain nombre N; d’impuretés
réparties au hasard :

Ny
H = >W( —R) 3.1
2

ou R; désigne la position de la i¢me impureté. La distribution statistique
des électrons est caractérisée par une matrice densité p, satisfaisant 1’équa-
tion :

5 Op
i of = [H, o] (.2)

ou H est ’hamiltonien total relatif 3 un électron.
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Soit H, I’hamiltonien d’un électron libre et | k ) les états propres de H,.
Les éléments diagonaux de p dans la représentation | k) donnent la proba-
bilité de trouver un électron dans I’état | k ), soit n(k, t) :

n(k, 1) = k| o) [ k) = erl?)- (3.3)

I. — Calcul de l’intégrale de collision

Avant de démontrer I’équation de transport proprement dite, supposons
acquise 1’équation de Boltzmann et essayons de calculer a partir de 1’équa-
tion (3.2) relative au systéme isolé I’intégrale de collision I(n). Le calcul
original, fait par Bloch [7], a été repris par Peierls [§].

En I’absence de champ extérieur, I’hamiltonien se réduit a :

H = H, + H". (3.4)

Les éléments de matrice de p dans la représentation | k ) satisfont 1’équa-
tion :

o , )
ift 5 pri(t) = (ex — ex)orr(t) + z(Hkk'Pk'k'(t) — ere(OHpr) (3.5)
-

ol g est I’énergie d’un électron libre dans I’état | k ).
Supposons p diagonal au temps t = 0 :

ear(0) = n(k, 0)3c. (3.6)

L’effet de H' sur un petit intervalle de temps ¢ peut étre évalué par un calcul
de perturbation. Au deuxi¢me ordre en H’, on obtient & partir de (3.5) :

[n(k, 0) — n(k’, 0)] (3.7)

on(k, t) 22 | Hee |* sin [(ex — ex)t/R]
ot € — €’
o
(3.7) n’est valable que si ¢ < 7, ou 7 est I'intervalle de temps qui sépare
deux collisions.
Pour retrouver la forme habituelle de 1’intégrale de collision (2.2), il faut
faire a ce stade, deux approximations :

a) Le facteur sin [(s;, — zx)t/fi}/(sx — 1) présente une résonance pour
e = e, de largeur fi/r. Comme n(k’, 0) varie rapidement sur une bande
d’énergie de largeur kT, centrée en ;- = u, on ne peut remplacer ce facteur
par une fonction (g, — <x) que si fi/t < kT, ce qui suppose :

f/x < KT. (3.8)
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b) D’autre part, la solution de (3.5) comporte aussi des éléments non dia-
gonaux pxx(2). Pour pouvoir étendre le calcul précédent a un autre inter-
valle de temps d’ordre 7, il faut que la condition (3.6) reste vraie a tout ins-
tant. Il en est ainsi si on fait aprés chaque collision une moyenne sur les
phases. Cette approximation, dite des « phases indépendantes », revient a
supposer que les impuretés sont réparties au hasard : la moyenne sur les
configurations d’impuretés d’un élément non diagonal px(¢) est alors nulle.
Par exemple, au deuxieme ordre en H', pii/(¢f) contient le facteur :

H, H,. — ZWkk.w,,,k,e"<k'—k>Rfe"<k'—k'>R/ | (.9)
ij
dont la moyenne sur R; et R; est nulle sauf si kK = k’. On a donc & tout
instant ¢ :
ore(t) = n(k, 1)3ue. (3.10)

Si les conditions a et b sont réalisées, on a quel que soit ¢ :

10— [260] =38 [Hie i) — nte, 013 — ) G.11)
co %

ou :
| Hpge [* = Ni | Wi |2

On retrouve la forme habituelle de 1’intégrale de collision.

La condition (b) revient a négliger les corrélations de position entre les
différentes impuretés. Elle est en général satisfaite, surtout pour des impu-
retés diluées. Au contraire la condition (3. 8) est trés restrictive; par exemple,
elle n’est jamais satisfaite dans les métaux a basse température. Pourtant,
I’équation (2.8) donne dans ce dernier cas d’excellents résultats pour les
coefficients de transport. Il semble donc que la condition de Peierls soit en
fait inutile. C’est ce que nous allons maintenant vérifier en établissant direc-
tement 1’équation de transport et en montrant comment éliminer les termes
singuliers d’ordre fi/~kT.

II. — Etablissement de I’équation de transport
a partir de I’équation de mouvement de la matrice densité

On peut dériver 1’équation de transport directement de 1’équation (3.2)
en incluant dans H ’hamiltonien d’interaction avec le champ extérieur.
Supposons le systeme soumis 4 un champ électrique E dirigé suivant Ox.
L’hamiltonien total s’écrit :

H=H, + H — ¢Ex. (3.12)



194 ODILE BETBEDER-MATIBET

Remplagons dans (3.2) H par I’expression (3.12). Nous obtenons, dans
la représentation | k ), 1’équation :

ns , ,
i 5 prr(t) = (e — ex)pmn(t) + z(Hkk'Pk’k’(t) — prer()H )
=

> 2
—ieE(b—kx +3—@)9kk,(t) G=1). (.13)

Au premier ordre en E, la matrice densité p est de la forme :
p=p"+ Eg 3.14)
ol p° = no(H, + H’, T) est une fonction de Fermi de I’hamiltonien (H,-+H’).
Pour un champ extérieur continu établi adiabatiquement :
E = E.e¥ (n — +0 3.15)

la perturbation g satisfait les équations :

, A o
0= (ex — & — iN)gui + Z(Hkk'gk'k' — 8ruHpmpr) — le(ﬁ + ﬁ) Pkk’
1’3 * X
sik#k (3.16)

, , . o
0= —ingu+ Z(Hkk'gk'k — 8iHyr) —ie e, Prk G.17)
Py ¥

On peut résoudre (3.16) et (3.17) par approximations successives [10, 11].
A D’ordre le plus bas en H', on obtient, aprés moyenne sur les configurations

d’impuretés :

¢Ev, ?”—“gz‘k—n — 27 > UK, K)[3n(K) — 3n(R]B(ee — ) B.18)
“

ou :

dn(k) = Egix = pre— Prx

Uk, k') = N; | Wi |2 (3.19)
(3.18) est I’équation de Boltzmann linéarisée, pour des phénoménes station-

naires.

Lorsqu’on pousse le calcul un cran plus loin, il apparait de nombreux
termes correctifs, que Kohn et Luttinger [10] ont essayé de classer et d’iden-
tifier :

a) MODIFICATION DE L’INTEGRALE DE COLLISION. — Certains termes
modifient la probabilité de transition U(k, k) : & I’ordre 4 en W, on a :

Uk, k') = Ny | (k, &) |* + Ny (3.20)
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t(k, k') est la matrice de diffusion d’un électron sur une impureté (dont
W représente ’approximation de Born). ux est d’ordre W* et représente
I’effet sur la probabilité de transition des interférences entre les diffusions
par deux impuretés différentes. On peut montrer [9, 3] que le deuxiéme
terme de (3.20) est d’ordre #i/E; par rapport au premier.

— D’autres termes contribuent & remplacer 3(s; — ) par une fonction
« élargie » et déplacée, centrée en &, = &, et de largeur 2I" (ou £ est I’énergie
d’un électron en présence des impuretés et I' ~ fi/r son amortissement).

— 1l existe enfin un dernier terme contribuant a I’intégrale de collision,
dont la signification propre n’est pas claire.

b) MODIFICATION DU TERME D’ENTRAINEMENT. — Le premier membre
de (3.18) comprend aussi des termes supplémentaires, dus au changement
de la distribution a 1’équilibre provoquée par les impuretés. Certains de ces
termes sont d’ordre (I'/kT)dn,(ex, T)/ex [11]. "

Pour déterminer la condition de validité de I’équation (3.18), nous avons
cherché a évaluer I’ordre de grandeur des corrections que nous venons d’énu-
mérer. Les expressions données par Kohn et Luttinger se simplifient beau-
coup lorsqu’on néglige la dépendance en ¢ et g, du potentiel Wy, (tout en
gardant la dépendance angulaire). g, et g restant toujours voisins de Ef
(a une distance d’ordre I' ou kT), les termes ainsi négligés sont d’ordre I'/Ef
ou kT/Es ; ils ne changent pas ’ordre de grandeur des résultats.

Si le systéme est isotrope, Wy et U(k, k) ne dépendent que de 1’angle
entre k et k’; dn(k) est alors de la forme :

3n(k) = vi p(ex) (3.21)
ol vy est la vitesse de la particule k. A 1’ordre le plus bas, (3.18) devient :

Dno(ek, T ( @ I‘gz)) ®

T -2|r -3 o®(ex) (3.22)
re — 7rZU@)(/C K')3(ex — )
1"(2)
S rZU(z)(k k')3(ex — ) cos (k, k). (3.23)

En ajoutant les termes d’ordre W4, on trouve que ¢(sx) satisfait 1’équation
suivante :

¢E [ano(ek, T) _ _f Ong(er, T)
DEk (Ek — Ep’ — l’f])z agk,

= —2r =) e - 2 [ B et)] 629
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ou I' et I, sont les quantités obtenues en remplagant U® par U dans (3.23).
A cet ordre, on peut changer ¢(gx) en ¢®)(s;) dans le dernier terme (3.24).
11 vient ainsi :

cEh(e) = 2(I‘ — %) o(ex) (3.25)
Ol nous avons pose¢ :
- Ono(er, T) I dey ong(exs T)
h(ex) = — T e 3m f Gr e — i) Oew (3.26)
La distribution de particules est donnée par :
Sn(k) = v o(ex) = h(e)v(k) (3.27)

ou v(;c\) ne dépend que de la direction de k. D’apres (3.23) et (3.25), v(ic\)
satisfait 1’équation :

eEvy,_ — 2n§U(kk')[v(7€) — @)k — &) (3.28)
Z

(3.28) a la structure d’une équation de transport. On vérifie facilement que :
f h(er)der = 1 (3.29)

v(k) représente donc la distribution angulaire des particules, intégrée sur
lénergie .

W) = f Sn(k)dey. (3.30)

En pratique, c’est souvent v(k) que 1’on mesure expérimentalement, a des
corrections d’ordre fi/tE; prés. Par exemple, la densité de courant est

donnée par :
j— Z K sn(io)
J= . m .

Sachant que 3n(k) n’est appréciable qu’au voisinage immédiat de la sur-
face de Fermi, on peut dans l’intégration sur e, remplacer % par Iif
m

11 vient :

kro [~k
j:;n—fNofdkmv(k) (3.31)
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ou N, est la densité d’état a la surface de Fermi et dk 1’élément d’angle
solide. (3.31) permet de calculer la conductivité.
Nous pouvons maintenant exprimer les conditions de validité du résul-

tat (3.27). Le calcul de v(?c\) (et des quantités qui en dérivent : courant, etc.)
est valable tant que :

fi
iE <1. (3.32)
La condition (3.32) est beaucoup moins stricte que la condition de
Peierls (3.8); elle est largement remplie dans les métaux usuels. Nous justi-
fions ainsi le résultat obtenu par Landau dés 1934 sur la base d’arguments
trés généraux. La condition (3.32) émerge aussi des calculs directs de la
conductivité, ne passant pas par ’intermédiaire d’une équation de trans-
port [/3, 17]. Au contraire, la fonction A(e;) contient des termes d’ordre
I',/kT lorsque kT est petit et ¢, voisin de w. L’expression (3.26) n’a donc
de sens que si la condition de Peierls (3.8) est satisfaite. En bref, dansle
cadre d’un calcul de perturbations, la distribution angulaire des parti-

cules, v(E), n’est sensible qu’a la condition (3.32), alors que la distribution
énergétique h(ey) dépend de la condition beaucoup plus stricte (3.8). Dans
la mesure ou 1’on ignore la distribution en énergie des particules (en inté-
grant sur ) la condition de Peierls (3.8) n’a plus d’importance.

Pour comprendre qualitativement !’origine des termes singuliers d’or-
dre I'y/kT dans h(ey), considérons la limite T =0 : (3.26) s’écrit alors :

Iy

h(e) = 3(ex — w) + m . (3.33)

r .
Les termes d’ordre E’il“ se réduisent a une divergence pour g, = p. Cette

divergence est en fait artificielle. En réalité, la fonction A(e;) est étalée autour
de la surface de Fermi sur une largeur d’ordre T, par suite de Dincertitude i/~
sur I’énergie des particules. Les termes divergents de (3.33) surgissent lors-
qu’on essaie de développer cette distribution élargie en puissances de I'
dans un domaine ou la série diverge. Par exemple, on pourrait consi-
dérer (3.33) comme le début du développement en puissances de I'y/(sx — @)
de la fonction de Lorentz :

/3=

ot (3)

(3.34)

hi(er) =
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Ce développement diverge lorsque | (sx—wp) | < T'y/ \/ 3 : la fonction régu-
liére (3.34) s’est transformée en une somme de termes singuliers. En fait,
nous verrons plus loin que la solution correcte A(g;) est plus compliquée
que la forme simple (3.34). Néanmoins, I’origine des singularités reste la
méme : on ne développe pas une fonction en puissances de sa largeur. Ces
difficultés n’apparaissent pas pour la distribution angulaire v(,;c\) qui ne varie
que sur une échelle d’ordre k; : ’incertitude sur k se traduit alors par une
erreur d’ordre I'/E;.

Les difficultés précédentes sont inévitables dans le cadre d’une méthode
de perturbation, ou ’on développe par construction en puissances de I'.
On évite cet écueil en intégrant sur ’énergie, c’est-a-dire en ignorant 1’¢élar-
gissement di au principe d’incertitude. En pratique, il est commode de

conserver le concept de dn(k) en définissant un 8~n(k) « modele », tel que :
Sn(lk) = v(k)3(ex — 1) (3.35)

étant entendu que la fonction de Dirac ne représente pas 1’élargissement
physique. (3.35) donne des résultats globaux corrects a ’ordre zéro en
(fi/<Ey). é;(k) satisfait 1’équation de transport (3.28) ou 1’on a ajouté le
facteur 3(ex — ) dans le terme d’entrainement.

Les conclusions précédentes sont confirmées par le calcul détaillé de dn(k)
effectué dans les chapitres suivants (dans le cas plus général d’un liquide
de Fermi en interaction). dn(k) posséde les caractéristiques essentielles indi-
quées dans ce chapitre (largeur d’ordre I', équation de transport, etc.).
En I’absence d’interaction, dn(k) satisfait 1’équation (3.28). En outre, on
retrouve les équations de Kohn et Luttinger en développant 3n(k) en puis-
sances de I'. Les diverses voies d’approche du probléme des équations de
transport sont donc équivalentes (*).

CHAPITRE 1V

LE FORMALISME

Nous nous proposons d’utiliser un formalisme fondé sur 1’usage des
« fonctions de Green » du systéme, décrivant la propagation d’une ou plu-
sieurs particules données. Nous calculerons les fonctions de Green par la

() Nos résultats globaux sont naturellement identiques a4 ceux obtenus par
Langer [/7] sans passer par ’intermédiaire d’une équation de transport.
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méthode habituelle de « perturbation », en faisant un développement en
série par rapport 2 la force d’interaction entre particules. Nous ferons grand
usage des techniques diagrammatiques qui permettent d’établir de nombreu-
ses relations avec beaucoup d’élégance.

I. — Hamiltonien du systéme pur.
Fonctions de Green. Diagrammes

Considérons d’abord un systéme de fermions « pur » et supposons qu’il
existe une interaction binaire de potentiel V(r) entre ces fermions. Nous
écrivons I’hamiltonien du systtme a 1’aide des opérateurs création (at)
et destruction (@) des particules :

H= Ho + H,
k2
H, — 2271 a; e @.1)
ko
1
Hi= 50 > V@ g —qie i @.2)
kk’'q

oo’

V(g) = f =V () dor

et Q est le volume du systéme.

La méthode générale des fonctions de Green appliquée au probléme a
N corps a été développée, sous la forme ot nous 1’utilisons, par Galitskii et
Migdal [14] et nous nous servons ici de leurs résultats. Nous nous bornons
a I’étude des propriétés du systéme a température nulle; la généralisation au
cas des températures non nulles ne pose pas de difficulté de principe, mais
elle met en jeu un formalisme plus compliqué.

Fonction de Green a une particule. — La fonction de Green 4 une
particule est définie par la relation :

G(xt, K't") =i (oo | T { axc()ai(t") } | @0 ) 4.3)

ol ax(t) et a.(¢’) sont les opérateurs destruction et création écrits en repré-
sentation d’Heisenberg, | ¢, » le vecteur normalisé état de base réel du



200 ODILE BETBEDER-MATIBET

systtme, T 1’opérateur « chronologique » habituel. X est une notation
condensée pour I’ensemble (k, o).

G(xt, K't") décrit la propagation d’une particule ou d’un trou supplé-
mentaire ajouté a 1’état de base.

Nous introduisons la transformée de Fourier de (4.3) :

G(Ko, K'o) = Zin f f drdt'G(xt, K't")eli—o'0), (4.4)

Etant donné les propriétés d’invariance de H, G(kt, K't’) est diagonale
dans 1’espace des k, et ne dépend que de (¢ — ). Dans ces conditions
G(ko, K'w’) peut s’écrire sous la forme :

G(Ko, K'0") = Gk, ©) 33 856’ (0 — ). 4.5)

Soulignons que (4.5) n’est pas valable pour un systéeme quelconque. En
particulier G(Kw, K'w”) n’est diagonale dans 1’espace des k quesi k est
un bon nombre quantique, c’est-a-dire si le systéme est invariant par trans-
lation. Nous verrons que ce n’est pas le cas pour un systéme impur.

Fonction de Green a deux particules. — Par définition :

K(Ki, ;) = (90| T { ax,(t) ax,(t) al(t:) af(t) } | 90 ) 4.6)

K(x;, #;) décrit la propagation d’une paire d’excitations (soit deux parti-
cules, soit deux trous, soit une paire particule-trou, selon ’ordre des #;)
ajoutées a 1’état de base.

La transformée de Fourier de (4.6) est donnée par :

1

K(K,’, (0,’) = (2—71_‘)2 fdtiK(Kh ti)ei(m‘t‘+m’t‘_w"’_m“t‘). (4 . 7)

A cause des propriétés d’invariance de H, K(X;, »;) contient un fac-
teur 3(K; + K, — Kz — K,) 3(0; + @ — 05 — @y).

La fonction K(K;®;) nous renseigne sur l’interaction entre quasi-parti-
cules et nous permet d’étudier les phénomeénes de corrélation (états liés de

deux excitations élémentaires, réponse du systéme A une excitation exté-
rieure).
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DEVELOPPEMENT DE PERTURBATION : ANALYSE DIAGRAMMATIQUE. — Pour
calculer les fonctions de Green G et K, nous utilisons la méthode de « per-
turbation » dépendante du temps. Les différents termes du développement
de perturbation peuvent se représenter par des diagrammes de Feynman,
batis a I’aide de « vertex » et de « lignes de propagation » :

—un « vertex » représente l’interaction élémentaire entre deux parti-
cules (ou trous) décrite par H,. Cette interaction est figurée par une
ligne ondulée (fig. IV.1). Au vertex de la figure IV.l correspond un
facteur :

V(kl - ka)s(kl -+ kz — ks — k4)8616;8030‘8("")1 + @y — w3 — ‘—04) 5 (4-8)

w|K| w9 K2

w3 K3 @y Ky

Fic. IV.1.

— une « ligne de propagation » décrit la propagation d’une particule
entre deux interactions. Chaque ligne est caractérisée par un vecteur d’onde k,
un spin o, une énergie o et correspond a un facteur :

ko) = (3 — 0 1) @.9

ol 7 est infiniment petit.

go(k, ®) est la fonction de Green & une particule du systéme sans interac-
tion. Une ligne de propagation peut — ou bien relier deux vertex — ou bien
garder une extrémité libre Dans ce dernier cas on dit que c’est une ligne
« extérieure ».

Les diagrammes contribuant 3 G(K, «) comportent deux lignes exté-

rieures : une ligne « entrante » (Kw) et une ligne « sortante » (Kw) (exemple :
diagramme de la figure IV.2 a).
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Les diagrammes contribuant & K(K;, ;) comportent quatre lignes exté-
rieures, deux lignes « entrantes » (K;w; et K,0,) et deux lignes « sortantes »
(K 0, et K,0,) (exemple : diagramme de la figure IV.2 b).

K Kieoi K22
K w K3w3 K4 Wy
(a) (b)
Fic. 1V.2,
II. — Systéme impur. Vertex d’impureté.

Moyenne sur les configurations d’impuretés

Considérons maintenant un systéme impur. Soit N; le nombre d’impu-
retés réparties dans le volume Q et soit R; la position de la i¢me impureté.
Cette impureté crée au point r un potentiel W(r — R;). L’hamiltonien total
comprend un nouveau terme H' qui décrit ’interaction entre les fermions

et les impuretés :

H = Zzw(q)e""""' O+ 0,0 Ao (4.10)

i kq
o

Pour calculer G et K nous faisons un développement de perturbation en
puissances de V et W a la fois. Il apparait dans les diagrammes un type
nouveau de vertex décrivant I’interaction entre un fermion et une impureté.
Cette interaction sera représentée par une ligne pointillée, appelée ultérieure-
ment « ligne d’impureté » (fig. IV.3). Au vertex de la figure IV.3 corres-
pond un facteur :

Ze—i(kl—ki)Riw(kl - k2)8((‘)1 - (‘)2)8010:' (4. 1 l)
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Kiej

K22
Fic. 1V.3.

IMPURETES « INDEPENDANTES » MOYENNE SUR LES CONFIGURATIONS D’IM-
PURETES. — Sous la forme (4.10), 1’hamiltonien H' dépend de la position
des impuretés. A4 priori les fonctions de Green du systéme en dépendent aussi.
Pour éviter cette difficulté on suppose que les impuretés sont « indépen-
dantes », c’est-a-dire qu’il n’y a aucune corrélation entre leurs positions R;.
Kohn et Luttinger [/0] ont montré que dans ces conditions, on peut remplacer
certaines quantités P(R;) par leur valeur moyenne { P ) prise sur toutes les
configurations de R; possibles :

(PY= & [ar, ... ar.PR). 4.12)

Nous allons donc dans le cadre de 1’approximation des « impuretés
indépendantes » calculer la moyenne des fonctions de Green. Nous suivons
la technique développée par Edwards [12] et Langer [17].

Considérons un diagramme contenant m vertex d’impureté du type IV.3,
caractérisés par des transferts de quantités de mouvement k;, — k, = ¢
(! =1 a m). D’aprés (4.11), la contribution de ce diagramme contient le

produit :
P(g, R)=d(q) - .. d(gm)

dar) = ze"""". 4.13)

ou :

Faire la moyenne du diagramme, revient a remplacer P(g;, R;) par I’expres-
sion : '
1
(@)= _, f dR, ...dRyd(qy) - . . d(gm).

L’intégrale sur les R; se fait sans peine. En négligeant les termes qui
tendent vers zéro lorsque Q augmente indéfiniment, on obtient :

(P@@) )= Q2r)md(q1+ g2+ . . . +gm) + Qr)n2E@3(g1+ - . )3(gm+-. . .)

i + 2n)°nZ®3( )8( )3( )+ ... 4.149)
ou :
n — % 4.15)

ANN. INST. POINCARE, A-11-3 14
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et ou X® représente la somme de toutes les répartitions possibles des
m vecteurs q; en deux groupes, X® celle des répartitions en trois grou-
pes, etc. { P(q)) ) a I’avantage de se présenter comme un développement en
puissances de n;. Dans la limite des faibles densités d’impuretés on pourra
se limiter au premier terme de (4.14).

Soulignons les limites de ’approximation considérée : en supposant les
impuretés complétement indépendantes, nous permettons en particulier a
deux impuretés d’occuper la méme position. Nous adoptons ce modéle a
cause de sa simplicité, bien qu’il ne soit pas trés réaliste aux fortes concen-
trations d’impuretés. Nous verrons au chapitre VII comment on pourrait
tenir compte des effets de corrélation entre les impuretés.

III. — Fonction de Green a une particule.
Energie propre. Excitations élémentaires

1c Diagrammes représentant la fonction de Green moyenne
a une particule. — Considérons la fonction G(Kw, K'w") définie par (4.4).
Pour un systéme impur, cette fonction n’est pas diagonale dans 1’espace
des k (car k ne commute pas avec H'). (4.5) doit étre remplacé par :

G(Ko, K'e") = Gk, k', ©) 85 8(c — o). (4.16)

Considérons par exemple le diagramme D, donné par la figure IV.4.
D contient trois lignes d’impureté de quantités de mouvement g, ¢, ¢s.
Nous savons qu’il y a conservation de la quantité de mouvement aux ver-
tex (V) ; par conséquent on a par construction :

kK—k=q+q+ g

Si le diagramme comportait m vertex d’impureté, on aurait :

K—k=>aq. (4.17)

. l=1

Prenons maintenant la moyenne de ces diagrammes. Il apparait des fac-
teurs du type (4.14). En combinant (4.14) et (4.17) on voit que tous les

termes du développement de G(k, k', ) contiennent un facteur Sy
Nous écrirons :

Gk, K, ©) = Gk, ©)d. (4.18)
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Nous avons en quelque sorte restauré la conservation de la quantité de
mouvement en faisant la moyenne de G sur les configurations d’impuretés.

(V) Ak
ks A ks
(q) = kg — k5) ————o — ke b———— [@2=kz—kg)
k4 A k2
(V) k|
————— (@3 =k — k)
kl
Fic. IV .4.

Nous appuyant sur le développement (4.14), nous pouvons utiliser pour
représenter G(k, ) un nouveau type de diagrammes, dans lesquels les lignes
d’impureté sont groupées en un certain nombre de faisceaux [/7]. Un fais-
ceau composé de j lignes d’impureté de quantités de mouvement g, ... g
fournit un facteur »n;8(q, + ... + g;). Par exemple, parmi les diagrammes
contribuant a la moyenne de D (fig. IV.4), figurent les deux diagrammes
de la figure IV.5. La contribution du diagramme IV.5 a contient le fac-
teur n;8(q; + q: + ¢s), celle du diagramme IV.5 b le facteur :

n?S(qz) X 8(q: + g3).

Fic. 1V.5.
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La signification physique de ces nouveaux diagrammes est claire. Un
diagramme contenant p faisceaux de lignes d’impureté décrit la diffusion
simultanée d’une particule par p impuretés différentes : la contribution
correspondante est d’ordre n?. La présence des facteurs 3(q, + ... gj)
indique que la quantité de mouvement moyenne transférée par une impureté
est nulle.

20 Réduction de G : noyau d’énergie propre. — Aprés avoir pris
la moyenne sur les impuretés, nous pouvons décomposer les diagrammes
contribuant & G(k, ») de la maniére habituelle. Par définition un noyau
irréductible ne peut se décomposer suivant le schéma de la figure IV.6a.

Par exemple IV .6 b est irréductible, alors que IV.6 ¢ ne 1’est pas.

| ke

kw k e
~ - —X

k k'w ,x k w
w 4 S

k w k w

1 koo
(a) (b) (<)
FiG. IV.6.

Soit M(k, ) la contribution de I’ensemble des noyaux irréductibles,
appelée « énergie propre ». On a :

ok, ©) ' 1
Gk, o) = £ - . (4.19)
l_go(k, (:.))M(k, m) k2

Dans la limite des faibles densités d’impuretés, les termes prépondérants
sont ceux de plus bas ordre en »; : nous poserons :

M(k, &)= Mk, &)+ MO, ©) + 0(n%) (4.20)

M,(k, ») représente 1’énergie propre du systéme pur, que nous supposons
connue. MO)(k, ») est donné par 1’ensemble des diagrammes ayant toutes
leurs lignes d’impureté réunies en un seul faisceau, représentant 1’ensemble
des interactions avec une impureté unique. Soit #(k, k’, »)la matrice qui
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décrit la diffusion d’une particule du systéme par une impureté. Pour avoir
M®(k, o) il suffit d’ajouter un facteur 7:8x4-. On a donc :

MOk, o) = mt(k, k, o). 4.21)

3o Structure analytique de G et M. Excitations élémentaires.
— Considérons d’abord les valeurs réelles de ». De (4.19) nous tirons :

Im G(k, ) — (4.22)

Im M(k, ©)
kz

2
e o—ReM(k, ®) | +|Im M(k, w) |2

11 résulte de la structure générale des fonctions de Green que :

— Im G(k, ») et Im M(k, ») ont le signe de (v — p), ol 1 est le potentiel
chimique du systéme;

— la quantité Ak, ©) = }r | Im G(k, ) | représente la densité spectrale,

de particules pour o > p, de trous pour o < p. Si A(k, @) présente un pic
centré en o = &, de largeur I';, le prolongement analytique de G(k, w)
posséde deux pdles imaginaires conjugués, situés en o = & -+ iy, corres-
pondant A une excitation élémentaire de vecteur d’onde k.

a) Pour un systéme pur, au voisinage de ® = p,ona :
Im M°(k, ©) ~ (o — p)?signe (o — ). “4.23)

Le pic de A est infiniment étroit lorsque &, = p. On peut définir une sur-
face de Fermi S; dans 1’espace des k, telle que Ekf = p. S; est une surface

de discontinuité, séparant les quasi-particules (k > ks) des quasi-trous
(k < kp.

b) Pour un systéme impur, au voisinage de w = p, on a :
Im M(k, ) ~ I'signe (o — ) (4.24)

M(k, o) est discontinu au point & = p. Le pic de A a une largeur finie quel
que soit k. Pour | & — p | < T, ce pic déborde de part et d’autre de = p
(voir fig. IV.7). L’excitation de vecteur d’onde k£ est donc mi-particule,

mi-trou. Cette ambiguité traduit I’incertitude Aks ~ - sur la position de S; :
f

on ne peut pas dire de la région de ’espace des k correspondante, qu’elle
est a I’intérieur ou a ’extérieur de S;. La surface de Fermi est « floue »
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dans ’espace des k, essentiellement parce que la quantité de. mouvement
n’est pas conservée dans les collisions sur les impuretés. L’énergie, elle, est
conservée, ce qui explique 1’existence d’une vraie discontinuité 3 w = p.

A A (k,eo)
|
|
|
9r
|
L >
bt w
Fic. 1IV.7.
EXCITATIONS ELEMENTAIRES. — Pour des valeurs réelles de o, M(k, ©)
peut s’écrire sous la forme :
M(k, ©) = My(k, ©) + iM,(k, ) signe (o —p) - (4.25)

ou M,(k, ») et My(k, ») sont des fonctions réelles et continues de .
Nous supposons désormais réalisées les conditions suivantes :

Ex ~t, | & — | <Ef
o ~&~p | o—p| <Er
I't < Ef (4.26)
oM, - M, oM, M,
Qo Ef’ dw ~ Ef'
Nous pouvons développer M, (k, ) et M,(k, ) au voisinage de o = &, :

P
My(k, ©) = Mk, ) + (0 — &) St (k, B + - .
4.27)

M,(k, w) = Ma(k, &) + (@ — &) 5—(k, &) + ...

oM
dw
Les poles du prolongement analytique de G(k, o), o = & + il'x sont
donnés par 1’équation :
k!

0= @ M, (k, o) — iM,y(k, ) signe (Rew — ). (4.28)
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En insérant (4.27) dans (4.28) et en séparant les parties réelle et imagi-
naire de ’équation, on obtient :

ke M,

B~ Mk B — Tk g (k, E) =0 (4.29)
oM,

14 St 5] = Mt B0, (4.30)

— En I’absence d’impuretés, au voisinage de la surface de Fermi :

%Ekzﬁk

4.3
['x = v (infiniment petit). .31)

— Au premier ordre en n; la contribution des impuretés a &, et I'x s’obtient
en reportant (4.20) dans (4.29) et (4.30). En négligeant tous les termes

(6))

d’ordre —— , nous obtenons :
E;

Agy = F,k —ex = — ZxRe M(l)(k, Ek) = — nmizxRe t(k, k, €k) (432)

Tw =z | ImMO(k, &) | = mizee | Im t(k, k, &) | (4.33)
ou :

oM? )\
o 1 P2 0)

Nous verrons que, dans la limite des faibles densités d’impuretés, Ae; repré-
sente une petite variation de g, (et de ) négligeable. Par contre, I’amortisse-
ment I'; des quasi-particules proches de la surface de Fermi a une influence
importante sur les propriétés du systéme.

(4.34)

Partie cohérente de G(k, »). — En utilisant le développement (4.27),
pour o réel et voisin de &, nous pouvons écrire G(k, ») sous la forme :

Gk, ) = G*h(k, ) + Gi(k, w) (4.35)

Zk
Er — o — il signe (o — p)

Geob(k, ) = 4.36)

et Girc(k, w) est une fonction réguliére de k et de . (4.36) représente ce
qu’on a coutume d’appeler la partie « cohérente » de G et contient toute la
« singularité » de G. La décomposition (4.35) nous sera utile par la suite.
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40 Valeur de T;. Théoréeme optique.— Posons ka =T, Zke= 2, ol
ks est le vecteur d’onde de Fermi, défini par Sy = W D’aprés (4.27), a 'ordre
le plus bas en n;, on a :

T = niz | Tm 1(ks, ks, ) |. (4.37)

Pour des particules sans interaction, Im #(ky, &, 1) est relié, par le théo-
réme optique, a la section efficace de diffusion d’une particule libre de quan-
tité de mouvement kr. On peut généraliser ce théoréme au cas de particules
en interaction [/7]. Nous esquisserons ici une démonstration dérivée d’un
article de Landau [/5].

Remarquons d’abord que la partie imaginaire d’un diagramme est déter-
minée par les facteurs de convergence 4 in. Ceux-ci sont introduits dans la
représentation « temps » pour faire converger les intégrales lorsque les
temps #; tendent vers 1’infini. Les parties imaginaires sont donc « contr6-
lées » par le comportement asymptotique de chaque diagramme lorsqu’on
I’allonge indéfiniment dans une direction quelconque. Considérons par
exemple le diagramme de la figure IV.8 a, contribuant a #(k, k, »), composé
de deux noyaux B et C séparés par (2p + 1) lignes intermédiaires. Nous
supposons toutes les lignes « renormalisées ». Chaque ligne est donc associée
a un propagateur complet G°k;, «;), que nous pouvons décrire par sa
représentation spectrale :

+ @ A(k,-, co;)

G(ki, o) — f e

y e . (4.38)
—o o — o; — in signe (o] — )

Imaginons que nous « tirions » sur ce diagramme en allongeant les
(2p + 1) lignes intermédiaires sans modifier les noyaux B et C. En repré-
sentation « temps » il apparait aprés intégration un facteur :

1
w—Zw;JrZw;iin (4.39)
j

i

dont la partie imaginaire contribue a celle du diagramme.
En représentation « énergie », la contribution du diagramme (fig. IV.8 a)
s’écrit :
m(k, 0) = > [dodey BCD (4.40)

kikj

D= HG“(kimi)nGo(kjwj)S(w - Zm,. + ij.). (4.41)
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kw koo

' E .
kijwi kjeoi . kw///
(< /

k e

-

-

k e
(@) (b) ~{c)

FiG. 1V.8.

La partie imaginaire de (4.39) correspond a la contribution des péles
des (2p + 1) lignes intermédiaires lorsqu’on intégre sur les w et w;. Cette
contribution 4 Im () se calcule aisément en insérant (4.38) dans (4.41);
elle est égale a :

[+ +
in(2i 2P f dw;f doBC( m,fmj’)S(o) — D o+ ml')
2 )] 2 2.0t 2,

i

x T TAGko)AGso)[Y (0; — )Y (s — o) — Y(— 0)¥ (0 —w)] @42

ou :
si x>0
si x <O0.

Y(x) = 3 (1)

La valeur totale de Im () s’obtient en découpant le diagramme en deux
morceaux de toutes les maniéres possibles (On vérifie facilement que les
diagrammes du type IV.8 b n’ont pas de partie imaginaire).

En général, tous ces facteurs imaginaires se combinent les uns avec les
autres pour donner un résultat compliqué. La situation se simplifie lorsque @
est trés voisin de @ : (4.42) est alors d’ordre (o — ©)?? (essentiellement a
cause du faible espace de phase disponible aux o et ;). La contribution
dominante correspond & p = 0, c’est-a-dire au diagramme de la figure IV.8 c.
Puisque la ligne sélectionnée k’ est quelconque, on trouve de chaque coté
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une matrice ¢ compléte. La contribution correspondante a Im #(k, k, p) est
donc égale a :

1
| Im #(k, k, p) | = ﬁ-zt(k, K, w) | A, w) | 1K, k, 1)
<
1 ’ ’
=5 |1k, K, 1) |PAK, ) 4.43)
-

on peut remplacer A(k’, 1) par sa partie cohérente z;-3(e,r — 1) (rappelons
que la partie incohérente de A est nulle pour © = ). Pour un systéme iso-
trope, on obtient ainsi :

kem*  (w .
0= 2 [0,k ) s 2 .49

ou £ désigne 1’angle entre k et k.

IV. — Fonction de Green a deux particules.
Interaction irréductible.

1° Fonction de Green a deux particules moyennes. Noyau d’inter-
action. — Considérons la fonction de Green & deux particules K(k;, ;)
définie par (4.7). En présence d’impuretés il n’y a pas conservation de la
quantité de mouvement, donc K(K, ;) ne contient pas le facteur :

Sy + ks — ky — k).

Par contre, on retrouve ce facteur dans K(Ki, »;), moyenne de K(x;, ;) sur
toutes les configurations d’impuretés.
Nous séparons K(k;, »;) en deux termes :

— la partie « libre » décrit la propagation de deux excitations indépen-
dantes et provient des diagrammes en deux morceaux. Sa contribution vaut :

G(Ky, ©1) G(Kz, @) (813 824 — 814 325) (4.45)
8[] = S(Ki it Kj) 8(&), —_— OJ]).

— La partie « liée » contient I’information sur I’interaction des deux exci-
tations et provient des diagrammes connexes (compte tenu des lignes d’impu-
reté). Nous séparons les diagrammes correspondants en un noyau central,
appelé « noyau d’interaction » et quatre propagateurs externes.



ETUDE DE L’EQUATION DE TRANSPORT DANS UN LIQUIDE DE FERMI IMPUR 213

Soit v(K;, ;) la contribution de I’ensemble des noyaux d’interaction. La
partie « liée » de K vaut :

K = y(Ki, ;) G(Ky, ©1) G(Kq, ©5) G(Ks, ©3) G(Ky, @,). (4.46)
En regroupant (4.45) et (4.46), on obtient :

K(k;, ©;) = G(Ky, ©1) G(Ks, 02) (313 24 — 14 323)
+ Y(Kx, O)i) G(Kl, ‘*)1) G(Kz, 0)2) G(K:n ;) G(KA, (04)- (4-47)

La figure IV.9 représente graphiquement 1’équation (4.47) :

4 | 4 | 3 |

_ _ + (¥)

2 3 2 4 2 3

Fic. IV.9.

20 Réduction des noyaux d’interaction. Equation de Bethe-
Salpeter. — Considérons le diagramme de vy indiqué sur la figure IV.10 a :
il décrit la diffusion multiple d’une paire particule-trou. Nous désignerons
sous le nom d’ «interaction irréductible » I(K;, ;), la contribution a v(x;, ;)
de I’ensemble des diagrammes ne pouvant se décomposer suivant le schéma
de la figure IV.10 a. Par exemple, le diagramme IV .10 b est irréductible,
alors que IV.10 ¢ ne ’est pas.

) ——,
\” = 2 -X-
() i 3 2
3 2
() (b) (c)

Fic. 1V.10.

2
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Pour obtenir v il suffit d’itérer I un nombre quelconque de fois. L’équa-

tion graphique IV.11 est équivalente a la relation :

Y(K1@5, . . . Ky@p) = [(K1 04, . . . Kqoy) + ZI(szs, Ko 03, K303 ,Kg )

K505
KeW¢

X G(Ks, 05)G(Keg, 06)Y(K101, Kee, K505, Kgwy) (4.48)

! 4 | 4

1 4 | 4 n i 4 (t9]
= + +---- = fn +5 6

3 2 3 2 u 3 2 (1
3 2 3 2

Fic. IV.11.

A ce stade il est bon de simplifier les notations. En ce qui concerne le
spin, deux cas sont possibles selon que 6; = =+ 5,. Nous nous restreignons
au cas o; = 0,, la transposition au cas ¢; = — o, se faisant sans difficulté.

D’autre part, nous utilisons les notations réduites suivantes :

k= (ks + k)2 o = (0, + ©;)/2
k' = (ky + kq)/2 o’ = (0, + ©)/2
g=ki—ki=ks—k, c=w;—03=04—

p = (k, ») P = (k, 0, ») = (K, ») @ = (q,¢)

et nous posons :

Y(p:6’, P20, P30, pss’) = Y(P, P',w) 8(p, + p: — ps — Pd)
I(plc,a P20, Pac’, P4GI) = I(Ps Pl, 117) 8(pl + P2 — Ps — p4)

K(pi6', p26, pso, pas’) = K(P, P, w) 8(p, 4 p2 — ps — Pa)-

D’apres (4.48), I’équation satisfaite par y(P, P’, w) s’écrit :

YP, P ) = I, P, w) + > I(P, P, m)G(p” - %’)G(p" +3 e

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.51) est ’équation de Bethe-Salpeter pour la diffusion d’une particule et

d’un trou de spins paralléles.



ETUDE DE L’EQUATION DE TRANSPORT DANS UN LIQUIDE DE FERMI IMPUR 215

3o Etude de l’interaction irréductible I. Cas des faibles den-
sités d’impuretés. — Supprimons par la pensée les vertex d’impureté
figurant dans les diagrammes de I : il reste une série de diagrammes « purs »,
contribuant & la fonction de Green & deux particules K° du systéme pur.
Ces diagrammes « purs » peuvent appartenir a la partie « liée » ou 4 1a partie
« libre » de K° Nous dirons qu’un diagramme contribuant a I(P, P’, w)
est :

— de type (1), si le diagramme « pur » correspondant appartient a la
partie « liée » de K°;

— de type (2), si le diagramme « pur » correspondant appartient 4 la
partie « libre » de K°.

Le diagramme (a) de la figure IV.12 est de type (1), le diagramme (b)
de type (2) :

p—/2 J
y
4
P—t/2
P'—%,2
P-T/2

(b)

Fic. IV.12.
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Dans la mesure ol nous supposons les transferts d’énergie et de quantité
de mouvement non nuls (= # 0), la partie /ibre de K° se réduit a :

K® = G°(p— %7) G°<p+ %T)S(P——P').

ou G° représente la fonction de Green & une particule du systeme pur. En
I’absence d’impuretés il y a conservation de k, o, ¢ d’un bout a 1’autre du
diagramme. Lorsque nous introduisons les impuretés, nous perdons la
conservation de la quantité de mouvement. Par contre, celle de 1’énergie
et du spin subsiste. Les diagrammes de type (2) contribuant & I(P, P’ w)
contiennent donc un facteur 3(w — »’)d,,. Un tel facteur n’apparait pas
dans les diagrammes de type (1), pour lesquels les variables P et P’ sont
complétement indépendantes. Afin d’isoler explicitement les termes singu-
liers correspondant aux diagrammes de type (2), nous écrivons I sous la
forme :

IP, P, w) = L(P, P, w) + L(P, P, @) 8(c — )3 (4.52)

— 1, a la méme structure analytique que l’interaction I° pour un systéme
pur (c’est-a-dire posséde les mémes lignes de coupure). Le principal effet
des impuretés est d’introduire de petites discontinuités au passage par les
points de branchement (comme pour M). Nous verrons que ces discontinuités
n’ont aucun effet important sur les propriétés qui nous intéressent.

— Le deuxi¢me terme de (4.52) est beaucoup plus singulier puisqu’il
comporte un facteur 3(e — ). '

Dans la limite des faibles densités d’impuretés, nous serons amenés a ne
garder, pour I, et I,, que les termes d’ordre le plus bas en n;:

— En ce qui concerne I,, le terme prépondérant est d’ordre zéro : il est
égal a ’interaction irréductible du systeme pur. Nous écrivons donc :

L(P, P, w) = I°(P, P’, w) -+ O(n;). (4.53)

— En ce qui concerne I,, le terme prépondérant est d’ordre »; : il est
donné par les diagrammes contenant un seul faisceau de lignes d’impureté.
La contribution de ces diagrammes s’exprime facilement en fonction de la
matrice de diffusion # introduite plus haut. Aprés un coup d’ceil a la
figure IV.12 b, nous écrivons :

1
L@, ) = (k= § k=L o= D)o(i + Lokt Lo )+ 00,

(4.54)
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V. — Opérateurs de couplage et fonctions de corrélation

La réponse linéaire du systtme a un champ extérieur périodique, décrit
par ’hamiltonien :

He= > h(K)a 4 g qne™ ™ +c. . (4.55)
<

fait intervenir la fonction :

AP, w) = Zh(l{’) K(P, P, w), (4.56)

A peut se représenter par le diagramme de la figure IV. 13, ou le carré repré-
sente le couplage au champ extérieur et donne un facteur A(x). En isolant
les deux propagateurs externes, on obtient un opérateur de couplage A(P, =),
défini par :

AR, w) = AP, w) G(p + w/2) G(p — w/2). (4.57)

En remplagant K(P, P’, w) par son développement (4.47), on vérifie (sup-
posant w # 0) que :

AP, @) = h(x) + Zh(K’) Y(P, P, @) G(p' + @/2) G(p’ — =/2).  (4.58)

La figure IV.13 traduit graphiquement la relation (4.58).

P—s/2 P—%/2 P w2 P—ts.2
= D< + )
R / P2 /
Fic. 1V.13.

Décomposons v en noyaux irréductibles : en combinant (4.51) et (4.58),
on obtient ’équation de Bethe-Salpeter pour les opérateurs de couplage :

AP, w) = h(K) + ZI(P, P, =)G(p' +@/2) G(p' —=/2) AP, w). (4.59)
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(4.59) est I’équation intégrale dont nous partirons pour établir I’équation de
transport.

Nous étudierons plus particuli¢rement le cas ou le champ extérieur se
couple & une quantité conservée par l’interaction entre les particules, c’est-
a-dire a la densité de charge, a la densité de spin ou a la densité de courant.
Les fonctions A, et A, qui interviennent dans les différents cas correspondent
au choix :

]&‘ sip =« (e =1,2, 3) (couplage a la compo-

m sante cartésienne « du courant) (4.60)
1 sip=4 (couplage a la charge) '

6 sip=>5 (couplage au spin).

h(k) = Au(K) = ?/

L’équation de Bethe-Salpeter satisfaite par A, s’obtient en remplagant,
dans ’équation générale (4.59), A(K) par A, (X).

Fonctions de corrélation. — Elles sont définies par I’'une ou l’autre
des relations suivantes :

Su(@) = > WO, (<) K, P, @) (4.61)
Sul(@) = > W) G(p+ w[2) G(p — w/) AP, @) (4.62)

Sas est la fonction de corrélation des densités de particules, elle est reliée a
la constante diélectrique. S;; est la fonction de corrélation des densités de
spin. S,z est la fonction de corrélation des densités de courant : elle est
reliée a la conductivité électrique.

On peut représenter les fonctions de corrélation par des diagrammes
(fig. IV.14). Ces diagrammes sont symétriques : on en déduit que :

Su-\'(m') = Svu. (— o).

P'—w)2 . P-w/2

P+wj2 P42

FiG. 1V.14.
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VI. — Systémes chargés.
Diagrammes propres et impropres

Lorsque les forces d’interaction du systéme sont a longue portée, la trans-
formée de Fourier V(g) de 'interaction binaire diverge pour ¢ — 0. Prenons
par exemple des électrons interagissant par des forces de Coulomb, plongés
dans une charge positive uniforme, telle que le systéme soit globalement
neutre. V(q) est donné par :

| v =5

( Vo) =o.

sig#0 (4.63)

Considérons le diagramme IV.15 a, contribuant a y(P, P’, w). Par cons-
truction la ligne d’interaction centrale a un vecteur d’onde g. Sa contri-
bution est singuliére lorsque g — 0 : nous dirons que le diagramme est
« impropre ». Au contraire, est appelé « propre » tout diagramme qui ne
peut se scinder en deux morceaux reliés uniquement par une ligne ondulée
de vecteur d’onde ¢. La notion de diagramme propre et impropre s’étend
facilement aux opérateurs de couplage A, et aux fonctions de corréla-

tion S,,. Nous désignerons par ;(P, P, w), .7&”, §“\,, la contribution de
I’ensemble des diagrammes propres dans chacun des cas.

P—ts/2 P’ o9/2
q
P +03/2 P’ +3)2
(a)
q :C q
(b)
Fic. IV.15.

ANN, INST., POINCARE, A-11-3 15
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Le diagramme de ¥y le plus général contient un nombre quelconque de
lignes d’interaction g, séparées par des « noyaux de polarisation » qui
sont des diagrammes propres de S, (fig. IV.15 b). Pour obtenir v, il faut
sommer la série de la figure IV.16. Cette série est géométrique et con-
duit a la relation :

, ~ iV(q) [A4(P, @) AP, =)
Y(P, P, w) = ¥(P, P, w) — 3 o (4.69)
TEQ 1 + lV(q)S“(m') ]
En opérant de méme pour A, et S,,, on obtient :
~ iV(q) Z\4(P w) §4u(m')
AP, @) = Ay (P, w) — I [ 2 Dl (4.65)
’ i 2mQ2 [1 + —= lV(q) S44(w)]
~ iV(g) ~M(’m') §4v(‘m')
suv(m) = Su.v(m) - : (466)
2TT.Q 1 + ZV(q)S44( )]

Dans le cas particulier p. = 4, nous pouvons écrire (4.65) sous la forme :

AP, @) = ﬁ‘*‘%%’) (4.67)
ou &(w) est défini par :
B@) =1+ ’V(") o5 S (4.68)

8(w) est la constante diélectrique du systéme. Les opérateurs de couplage
et les fonctions de corrélation faisant intervenir la charge sont donc réduits
d’un facteur & par Pintroduction des noyaux de polarisation : ceci
traduit simplement I’effet d’écran exercé par le milieu sur les charges
extérieures :

RCHER B gyt

FiG. 1IV.16.

P—-wi2
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Soit f(P, P’, w) la contribution de I’ensemble des diagrammes d’interaction
irréductibles propres. Le seul diagramme d’interaction irréductible qui soit
impropre est celui du premier ordre en V(g). On a donc :

i’(P’ P, @) = I(P7 P, w) — 2Vlfrq()). (4.69)

Les éqﬁations de Bethe-Salpeter (4.51) et (4.59) sont aussi valables pour

les quantités irréductibles correspondantes I, ';, A.

CHAPITRE V

SINGULARITES DE vy, A, S
LORSQUE qvr, &, F<<Ef

Avant d’établir 1’équation de transport, nous allons étudier en détail les
fonctions y(P, P’, w), A(P, @), S(=) introduites dans le chapitre précédent,
lorsque ¢ et ¢ satisfont les conditions :

qur < Ef
e Ef.

5.1

Nous supposons que la densité d’impuretés est assez faible pour qu’on
ait aussi :

I'<Es 5.2
ou I' est I'amortissement des excitations élémentaires au voisinage de la
surface de Fermi, donné par (4.44).

On sait que pour un systéme pur, la limite de ces quantités pour = — 0
est fonction du rapport qug/e. En présence d’impuretés, les résultats dépen-
dent en outre du rapport ¢/I" (ou qvs/T"). Dans ce qui suit nous ne faisons
aucune hypothése sur la valeur des rapports qus/e, ¢/T', qug/T, mais nous
négligeons tout terme qui est d’ordre qus/Ey, ¢/Ef, I'/E.

I. — Origine des singularités de vy, A, S pour w —0

Considérons un diagramme quelconque contribuant a v, A ou S, et cher-
chons ses singularités.

a) Les vertex de vecteur d’onde fixé, égal 4 ¢, donnent un facteur divergent
lorsque g tend vers zéro. En isolant les diagrammes « propres » (au sens
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défini dans le chapitre IV), nous éliminons automatiquement cette source
de singularités. Dans la suite de ce chapitre, nous nous limitons a ’étude des
parties propres de v, A, S.

Pour simplifier nous omettrons le « tilde », mais il est bien entendu que tout

ce que nous dirons est valable seulement pour les quantités v, A, S.

b) Les autres singularités proviennent des propagateurs. Considérons
par exemple le diagramme de la figure V.1, contribuant a4 y. Si nous le
coupons suivant la droite d, nous repérons un « état intermédiaire » composé
de p particules et p trous. L’énergie de cet état vaut Zm,- — ij =ce. Sa

i i
quantité de mouvement vaut Zki — ij = q. L’ensemble des 2p pro-
i j
pagateurs donne, aprés intégration sur les variables «;, un facteur :

1
€ — Zski —|—- zskj -_ i'f]
i J

P —3)2

P’ +t3/2

(d)

P -2 P + 29/2

FiGc. V.1,

Lorsque p > 2, 1’énergie d’excitation Z(ski — &) reste finie pour g — 0:
ij
le facteur précédent est régulier. Si au contraire p = 1, on a :

Re(ex —ep)) = q.0x
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ol v = V ek est la vitesse de la quasi-particule k. Nous verrons que le
facteur (5.3) prend la forme :

1
E—q.l}k—}—ZiI‘.

Le passage a la limite (s, g, I') — O est alors trés délicat et dépend de
I’ordre dans lequel on opére.

Nous sommes ainsi amenés 4 analyser en détail les singularités associées
a la diffusion multiple trou-particule, c’est-a-dire & 1’équation de Bethe-
Salpeter. Ces singularités n’apparaissent pas dans le noyau irréductible
I(P, P’, w) (qui est régulier et que nous remplacerons par sa limite pour
w — 0), mais dans le produit G(p + @/2) G(p — =/2).

II. — Etude des singularités du produit
Glp +=/2) Glp —=/2)

Considérons la fonction G(p), écrite sous la forme (4.35-4.36). La partie
cohérente présente une discontinuité au point « = ., d’autant plus impor-
tante que & est voisin de p. Le produit G(p + =/2) G(p — w/2) contient
a la fois les singularités de Geob(p + w/2) et Goob(p — w/2). Quand w — 0,
les points ou ces fonctions sont respectivement singuliéres se confondent :
c’est pourquoi le passage a la limite est délicat et dépend de la valeur des
rapports qus/T’, /T, quyfe.

Dans les équations de Bethe-Salpeter, le produit G(p + w@/2) G(p — =/2)
fait partie du « noyau ». Il intervient dans des expressions de la forme :

E— z [doftes) 6 + w12 Gp—w12) (5.9)

2

—f ~ £ , mais éventuellement
D'Ek Ef

singuliére en « (contenant par exemple un facteur 3(w — ©')). Nous allons
voir que le produit G(p + w/2) G(p — w/2) peut se mettre sous la

forme :

ou f(k, w) est une fonction réguliere de ¢, (

m(p, @) = [G(P)F + R(p, ) (5.3

ou R(p, =) est une fonction simple de p et w (& des termes d’ordre quy/Ey,
¢/Es, I'/Es prés).
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Pour mettre en évidence les discontinuités du produit GG aux points

>4
O =W :tj’ nous posons :

6(r+3)6(r—3) =Pom + Qo .0

2
inc ol zr
P(p, w) = [G (p + _2~) + E+ — ot — T+ signe (o — EL)]
e, & - Z
[G (” 2) T E e i sigme (o — u)] ¢-7
zt z—
Qp. @) = o — iy E — o= F )
_ . A (5.8)
[ET — ot — I signe (0 — p)][E~ — o~ —il'~ signe (o — p)]
£+ = Ek;l:q/za Mt =Tkigp, 2zF=2Zrige
(_\)i = W _—_!: 3/2
_{lsi|o—p|<e2 :
e, &) = Osi|@—p|>e2 69

Considérons d’abord la fonction P(p, w). Sa limite lorsque g, ¢, I' = 0
est donnée sans ambiguité par :

. Z 2 2
0, — 0 inc — 0
P = (00 + o ) ~ )
ou l’indice ° référe au systéme pur (?). La différence (P — P°) n’est impor-
tante qu’au voisinage de » = g ; on peut facilement montrer que la quantité :

z fdwf(k, ©) [P(P, w) — P °(P)]
k

est au moins du premier ordre en qu/Ey, €/Ef, I'/E; (voir appendice A).
Examinons maintenant la fonction Q(p, w). Le premier terme de (5.8)

comporte, dans le plan complexe relatif a la variable ¢, deux poles situés

de part et d’autre de I'axe réel. Lorsque g, €, I' — 0, ces deux poéles tendent

(® Nous définissons ici la fonction de Green du systéme pur avec, au dénomi-
nateur de la partie cohérente, un iz signe (& — ) et non un i signe (¢, — ) comme
on le fait généralement.
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I’un vers ’autre et leur contribution diverge. Plus précisément, nous pou-
vons écrire le premier terme de Q sous la forme :
ztz— 1 1
E —E +et ™+l |[FF—of — il & —o | il-
Lorsque g, &, I tendent vers zéro, ce terme singulier tend vers :

o 2imd(e — )
k21F+ g — Uk.q‘

Notons que (5.10) est d’ordre (— 1) en (g, ¢, I'), alors que le second terme
de Q est d’ordre zéro.
Considérons maintenant une intégrale du type :

> [ fik, ) Q. @) yo, )
k

] (5.10a)

(5.10b)

fétant une fonction réguliére de ¢, le remplacement de (5.10a) par (5.10b)
est justifié (voir appendice A). A cause du facteur y, la contribution corres-
pondante est d’ordre O en (g, ¢, I'). Au contraire, le deuxiéme terme de Q
donne une contribution du premier ordre (les deux podles en ¢, étant alors
du méme cOté de ’axe réel et ne contribuant pas a 1’intégrale). Nous pou-
vons donc négliger ce deuxieéme terme, a des erreurs d’ordre qur/Es, €/Ey,
T'/Es preés.

En rassemblant ces résultats, nous voyons que le produit GG peut se
mettre sous la forme (5.5) avec :
2imtz23(er — 1)
2iT 4 € — vk.q

Remarque. — Si nous faisons tendre I' vers zéro, nous retrouvons la limite
du produit GG relative au systeme pur. En effet, les fonctions f(k, ) étant
alors réguliéres en », on peut remplacer y(w, €) par e3(w — p) et il vient :

=(p, w) = [GUp)]* + R*(p, w)

2imz2e »
o [ — Mo —
R(p, w) S (e — 1) 80 — )
Notre R°(p, w) differe de celui de Noziéres [I], parce que nous avons pris
une définition différente pour G°(p) (voir note (?)). On montre aisément
que (5.12) est équivalent a :

R(p, ©) = (o, €). .11

(5.12)

~ 2 2miz2vy .
7T°(P, w) — [Go(p)] _|_ ;——nl:% S(Ek - P-) 8(0-) - ("')
L G0 —_ inc =L
ou : G(p) = G° (p)+ek-—m—i“l)5igne(€k_ﬂ).
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III. — Isolement des singularités de v, A, S.
Equations de Bethe-Salpeter 2 la surface de Fermi

1° Isolement des singularités. Introduction des fonctions :(\, A, S.
— Réécrivons les équations de Bethe-Salpeter (4.51) et (4.59) pour @ — 0 :

Y(P, P/, w) = I(P, P') + EI(P, P") { [G*(p"))? + R(p", w) } ¥(P", P, w).
" (.13)
AR, @) = hE) + > 1B, P) { [GQ) + R, w) } A®, ). (5.19

I(P, P’) désigne la limite pour = — 0 de I(P, P’, w). Lorsque ¢ = 0, la correc-

N )
tion R est nulle : les valeurs correspondantes y et A sont données par :

WP, P) = 1@, P) + > 1P, P) (G @, P). (5.15)

AP = )+ > 1, P) GO A®). (5.16)

En combinant (5.13) et (5. 15), puis (5. 14) et (5.16), on aboutit sans peine
aux relations :

Y®, P, @) =1, P) + > Y@, PIRG, w) (', P w).  (5.17)
-
AP, @) =A@+ > YO, PIRG, @) AP, w). (5.18)
De méme les fonctions de corrélation S, sont définies par :
Sy(w) = Z MK {[GP)E + RQ @) } AP, w).  (5.19)
=
Introduisons la quantité §w, définie par :
S = D 2l GO K. (5.20)
En combinant (5.19) et (5.20), on obtient :

Su(@) = S, + Z AP R(P', w) AP, w). .21)
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En procédant ainsi, nous décomposons le calcul des limites de v, A, S en
deux étapes :
— la résolution des équations (5.15), (5.16) et (5.20) qui détermine les

A~ A

fonctions ;\, A, S;

— la résolution des équations (5.17), (5.18) et (5.21) qui permet de relier
les différentes limites de v, A, S aux fonctions ?, X, S. Cette résolution est
simplifiée du fait que le facteur R(p’, w) restreint le domaine d’intégration
a la surface de Fermi (" ~ p et g ~ ).

20 Etude des fonctions }\, X, §, dans la limite I'<« E;. — Nous
avons vu au chapitre IV qu’on pouvait écrire I(P, P’) sous la forme :

IP,P) =L(P,P") + Li(P, P) 3(e» — &) 850"

En étudiant le produit G(p + @/2) G(p — w/2), nous avons négligé les
termes d’ordre I'/E;. On serait tenté, dans le méme esprit, de remplacer
I(P, P’) par I°(P, P’), interaction irréductible du systéme pur. En fait, nous
verrons que le terme I,(P, P’) (v — ') 854, hautement singulier, donne nais-
sance 4 des termes d’ordre I'/e et I'/qur. Par contre, I,(P, P’) ne comportant
que de petites discontinuités (d’ordre I') peut étre remplacé par 19(P, P’)
a des corrections d’ordre I'/E; prés. Nous posons donc :

I(P, P") = I°(P, P') + Lk, k', &) 8o — ') 8¢ (5.22)

et nous gardons pour I, le terme d’ordre le plus bas en n;, donné par (4.54) :
’ 1 ’
Iz(k,k,w)=ﬁni[t(k,k, o) |% (5.23)

Comme I(P, P’), /y\(P, P’) comporte un terme en 3(v — ') : nous posons
donc :

1P, P) = (P, P) + Talk, k', ) 8(e0 — ) 8 (5.24)

ou ,Y\l(P, P’) est une fonction réguliére pour w = o'. ?2 est d’ordre n;,
comme I,.

En séparant les facteur 8(w — "), nous pouvons décomposer (5.15) en
deux équations. A ’ordre dominant en n; (ou en I'/Ef), nous obtenons :

TP, P) = 1", P) + > 1@, P G 1", P). (525

”

P

Tl K, 0) =T, K, 0) = | 1k, K, o) |2 (5.26)
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On montre de méme que les équations (5.16) et (5.20) se réduisent a :

RP®) = k) + D 1@, P) (G RE). (5.27)
S = > nl) [G(1 AuP). (5.29)

A~ A

Les fonctions v,, A, S,, peuvent s’évaluer par comparaison avec le sys-
teme pur. Dans ce cas R° et y° sont fonctions du rapport r = g/e; (5.13)
s’écrit :

Y°(P, P, r) =1°(P, P') + zl“(P, P") { [G(P")* + R(p", 1) } (@', P', 7).

Un coup d’il a (5.12) montre que pour r = oo, cette équation se réduit
a (5.25). Par conséquent :

(P, P') = ¥(P, P, ). (5.29a)

De méme, si on désigne par A°(P, r) et S}, (r) les opérateurs de couplage
et fonctions de corrélation relatifs au systéme pur, on trouve :

A(P) = AP, o). (5.295)
Sy = S, (c0). (5.29¢)

Les limites pour r = o de y°, A}, S sont connues. « Sur la surface de
Fermi », c’est-a-dire lorsque © = ¢, =p, on a :

Y, P, 0) = 52— fK, K) (5.30)

ol f est Dinteraction « locale » entre quasi-particules définie par (1.13).
D’autre part, on peut établir, 3 ’aide d’identités de Ward, les relations
suivantes :

1 1k 1
Ay(P, 0) = — vy = - =2 '
a(P ) z Uklz zm 1 + Fig/3
o 1 (5.31)
AP, 0) = = AP, 0) = - —
o( ) Z1+ F s(P, 00) z1+ Fa
. 1
S:v(w) _ — 217'!\'(0) 1 + F; 8,,4 ng(w) - 217TV(O) + Fa v5
(5.32)

S%(00) = — 2im N — 8.
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ou F;, Fg, F; sont les composantes de 1’interaction de Landau entre quasi-
particules définies au chapitre Ier.

30 Equations de Bethe-Salpeter 2 la surface de Fermi. — Utili-
sant les résultats du paragraphe précédent et la définition (5.11) de R(p, w),
nous réécrivons les équations (5.18) et (5.21) sous la forme :

AR, ) = R(p) > 2 e — 1) [
— I'+e—vi.qJu—ecp (5.33)
X [12(P, P) + Lk, K, @) 80 8(e — )]

R Z : 2inz? §(epr — ) [uwtelz o~ ,
Su.v(w) - v + —_— v , ,\u(P ) QV(P s ,w.). (5.34\
| + & — vpe. _ "
pr 2i €E— V. qJ u—cl2

Considérons d’abord les opérateurs de couplage. Dans (5.33), le terme
contenant le facteur 3(w — ') est nul si | @ — | > ¢/2. A(P, w), comme
=(p, w), est donc discontinu pour & = p + ¢/2. Posons :

AP, w) = AY(P,w) + AX(P,w) y(w, <€) (5.35)
oll ¥(o, €) est la fonction « créneau » définie par (5.9). AY(P, =) est une fonc-

tion réguliere de w. En écrivant 1’équation (5.33) pour |o — | de/2 et
| ® — @ | <¢/2, on obtient deux équations couplées en A! et A? :

AP, w) = A(P) + Z 2imz? 3(epr — ) [wtel2

AT F e g ) wen TP P)
K

[AI(P @) + AP, w)]  (5.36)
2inz? S(Ek

AP, w) = 2T e — “) Lk, k', ®) [A(K 0, @) + A(K 0, ©)] Seq-

(5.37)

A des termes d’ordre I'/Ef ou ¢/Ef prés, les fonctions Ty\,, X, I,, A, A?sont
constantes sur un intervalle d’énergie . L’intégration sur ' dans (5.36)
donne simplement un facteur «.

Sur la surface de Fermi, les relations (5.36) et (5.37) prennent une forme
particulierement simple; supposons le systéme isotrope et posons :

1 =~ ~ 1 =~
= inz2f(kc’ ") = 2im70) F(ko, k'c")

=w’' =un

IZ(k’ k,’ (.0) 1 Ek=2k,=m=u.

A@, @) |¢, —omu = Alko, @)
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ou v(0) = m*k;Q/r? est la densité d’états a la surface de Fermi et ¥ dénote

la direction de k. Aprés intégration sur o’ et £, (5.36) et (5.37) donnent :
~ s 1 dk’ sﬁ(ic\c /IE'G')

Al - : z ’

(ko', ‘lD‘) A(kﬂ') + 2 i A (zl-P +e— Uk'-q)

[+

[AK o, @) + A, w)]  (5.39)

& IkE)
47 QT+ € — v
Les équations (5.39) et (5.40) permettent de déterminer, connaissant A
les différentes limites de A lorsque g, ¢, I' tendent vers zéro.
La méme analyse s’applique aux fonctions de corrélation. En écrivant A,
sous la forme (5.35) et en intégrant sur o’ et g+, on obtient a partir de (5.34)
la relation :

A(ko, @) = 2i

3 [AYK's, ) + A(Ko,w)].  (5-40)

~ di’ <R (K HAYK'S, (Ko, w)]

IV. — Les différentes limites de A,
a la surface de Fermi

Nous nous limitons maintenant a 1’étude des opérateurs A, correspon-

dant au choix :
h(K) = A (K).

Comme au chapitre I¢T, nous posons :
F(ko, k'o’) = F(k, k') + Fo(k, k) signe (ca"). (5.42)
Pourp = aetp =4, 1, Ku, A, ne dépendent pas du spin ¢ et les équa-

tions (5.39) correspondantes contiennent seulement Fs. Pour w=>5,As, Xs, As

sont proportionnels 4 ¢ : 1’équation (5.39) contient seulement F4. Nous
pouvons donc écrire 1’équation (5.39) sous la forme :

A“L(/I\cc, w) = Ku(/lzc) +

& BERE) o "
47 2T + ¢ — vpr g (AL(K'o, w) + A(K'o, w))
(5.43)

ou :

Fs =1a4
i pour @ a

Fa pour g = 5.
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Supposons d’autre part, le systéme isotrope : F‘(?c\, 79’) et] (/I;, 7;') ne dépen-
dent que de 1’angle £ entre k et k’. On peut les développer en série de poly-
ndémes de Legendre :

Foa(cos §) = > FjP; (cos ). (5.44)
1

De I’équation (1.13), nous déduisons la relation :

e

Nous écrivons de méme J sous la forme :
J (cos &) = ZI‘,P, (cos &). (5.46)
1

Un coup d’eil 4 (4.44) et (5.23) montre que le premier coefficient I',
est identique a I" :

r— fd—k/J(k ). (5.47)

1° La limite ¢ = 0. — La fonction y(w, 0) est identiquement nulle ;
d’apres (5.39) et (5.29) on a :

lim A (ko, @) = lim A ks, w) = A, (ko) = A’ (ks, ).

Le résultat est indépendant du rapport gu/I" et identique 4 la limite r = oo
du systéme pur, donnée par (5.31).

20 Les limites I' = 0. — Ce sont les limites A:’L(I/c\c, r) relatives au systéme
pur. En faisant I' = J = 0 dans (5.43), on obtient :

Ao, )= Ay(ks, ) + [ 4 dk ”(kvk)r A@s,n).  (5.48)
K
En général, on ne sait pas résoudre (5.48), sauf lorsque r = 0. Dans ce
cas, on vérifie que :

ke (5.49q)
m

~ ~ 1
A*(ks, 0) = Al(ko, )85 =
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Ax(Rs, 0) = AYRs, o) = (5.49)
Al(ks, 0) = A%k, 00)pe = ‘z—’ (5.49¢)

Les résultats (5.49) peuvent s’obtenir directement a 1’aide d’autres iden-
tités de Ward.

30 Calcul de A, lorsque guf/I' < 1. — On peut obtenir une solution
sous forme de développement en puissances de gus/I". Le calcul est ébauché
dans ’appendice B. A 1’ordre le plus bas en gus/T, les résultats s’expriment
simplement en fonction des coefficients 877 et Iy, introduits plus haut ;

on trouve :

_ Ckyfr)(B2) ' (e(eB - /) — s%*) + es®q(1 — 1/83)

i T ) o
. (I'y/3)(k yy/m) + T's’q
+ 20p(0, <) [ e(e + ift) — s%g* ]
(5.50)
(ko /m)[(83) ™" — ie7] (eT3/3)(ky/m)
A, = 1 — jet + 270, ¢) 1 — iet

(ou Ay et k;; désignent respectivement les composantes A, et k, paralléles
a g, A, et k, les composantes perpendiculaires a q) :

e+ if7) — 575 + eve.q(B5 — 1)

ZA = €(5+ i/T) — s2q*
I'e+i T'./3)B5vr.
+ 2500, o[ O] (s
A = o e(e + i/76) — 539°/ By + <vi-q(B7 — 1)
e(e + i/76) — sf,q2
' e+ T'/3) 820k
+ 2iy(o, E)6[ ¢ t(:/ _T:)i: ( */ 3;‘;:’" q] (5.52)
S, S5, T, T sont donnés par :
I
st = (v}/3)658; 1/~ = 2(1‘ — _3*)5;
' (5.53)

r
s2=(B)%E Ure= 2(1‘ _ 31) 5.
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Supposons qu’on fasse tendre g/I" et ¢/I' vers zéro, en maintenant le rap-
port g/e = r constant. A, tend vers une limite Alf(r) qui est fonction de r.
11 est intéressant de comparer Ag(r) avec la limite du systéme pur A}(r),
obtenue en faisant tendre I'/q et I'/e vers zéro a r constant. En remarquant
que y(w, €) tend vers e3(w — p), on obtient les résultats du tableau I. On
voit que la limite r = O dans un systéme impur correspond a la limite r = o
dans un systéme pur (point déja souligné par Langer [/7]), sauf pour les
opérateurs de couplage scalaire (charge et spin). Dans ce dernier cas, il
apparait un terme singulier a la surface de Fermi (v = p). Le rdle parti-
culier joué par A, et A; tient a la conservation de la charge et du spin dans
les collisions sur les impuretés.

TABLEAU 1
zAl_r,:(O) zA}(0) ZA::( ) zA7 ()
p=a ko/m* ko/m ko/m* ko/m*
w=4 1 4 2i08(ew — 1) 1 1/88 1/g8
w=5 | ol +2iT8o — ) o o/g; o/8g

40 Relation de continuité. — Avant de quitter les opérateurs de cou-
plage, nous mentionnerons une derniére relation, dite de « continuité »,
reliant A, a A, :

> aulhulfo,m) — A=A (o, ) — ATO)  (5.59)

qui se décompose en fait en deux relations, concernant respectivement Al
et A2 :

zqa(A;(Ec, @) — % vka) — E(A;(Ea, @) — é) (5.54a)
25 ) . (5.54b)

> (Mo, )

&

= S(Ai(ic\c) ‘LD‘) -
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Pour établir (5.54), il suffit de combiner les équations (5.39-5.40) corres-
pondant & p = « et p = 4 et d’utiliser les résultats relatifs a A£(0), Af:( )

et A,.

50 Identités de Ward pour un systéme impur. — Il existe pour un
systéme pur deux séries d’identités de Ward.

a) La premiére série fait intervenir les dérivées partielles de M° par rap-
portaketo:

AP, o0) = ”:—;‘ _ DI;I]:EP ). (5.55)
a@ 0 =1+ 250 e —o(1+ 25 650

Les collisions sur les impuretés conservant 1’énergie o, le spin o et « en
moyenne » le vecteur d’onde k, la démonstration qui conduit aux rela-
tions (5.55) et (5.56) [I] reste valable pour un systéme impur. Il suffit dans
ces relations de remplacer A}, et M° respectivement par AE et M. De fait,
nos résultats confirment ces identités : écrivons M sous la forme :

M(k, w) = Mk, w) + gsigne (0 —p) (5.57)

en négligeant comme précédemment la partie réelle de M®, A 1’aide des
résultats du tableau I, on vérifie que les nouvelles identités de Ward sont
satisfaites.

b) La deuxieme série d’identités de Ward pour un systéme pur s’écrit :

ke dM°(P)
A° =% 7
«(P, 0) b dk. (5.58)
dM°(P) dM°(P)
0 _ 0 —
AYP, 0) =1+ du A)(P, 0) =0+ du. (5.59)
] [\40
— Considérons d’abord les identités (5.59) : ‘%\g— (ou ‘Z—“—) représente

la variation de M° lorsqu’on modifie simultanément o et p. de la méme quan-
tité dp. (ou odp). Dans les deux cas, la transformation laisse inchangés tous
les facteurs iT' signe (o — p) figurant au dénominateur des fonctions de
Green. Les impuretés ne jouent donc aucun réle, essentiellement parce que
les collisions conservent ’énergie et le spin. (5.59) reste valable pour un
systtme impur, comme le montrent d’ailleurs les résultats du tableau I.
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— Examinons enfin ’identité (5.58) : dM?°/dk, représente la variation
de M lors d’une translation simultanée du vecteur d’onde k et de la surface
de Fermi S;. Le deuxieme membre de (5.58) est proportionnel au courant
transporté par la particule k. En présence d’impuretés, la surface de Fermi
dans I’espace des k n’est pas définie : un état ou Sy est déplacée n’est pas
stationnaire (ce qui revient a dire que le courant n’est pas conservé). On ne
peut donc pas dériver une relation analogue a (5.58) pour un systéme impur.

V. — Les différentes limites des fonctions de corrélation

On calcule S,, en insérant dans 1’équation (5.41) les résultats obtenus
pour Al et A2,

1° La limite € = 0. — lim S (=) = §uv = S}, ().
£=0

C’est la limite r = oo du systéme pur, donnée par (5.32).

20 Les limites I' = 0. — Elles correspondent au systéme pur. Pour r = 0,
ona:

$2,(0) = 0. (5.60)

30 Calcul de S,, lorsque guf/I' < 1. — On résout I’équation (5.41) de
la méme maniere que (5.39) et (5.40). On trouve pour gy < I' :

__2inN q° 2intN c2g?

S44 _ m g(g + i/'r) — szqz 55 — m s(s + i/TU) — quz (5.61(1)
2iTN £qa B B
S = m  e(e+ ift) — s%q? Ses = S4s = 0 (5.61b)
2i7rN 8‘1‘3 Eszqaqﬂ
- : 5.
S“B m [1 — ieT + (E + i/‘l:)[g(g + 1/1‘) i s2q2] ( 61C)

So ng(r) la limite de S,,, obtenue en faisant tendre g/T" et ¢/I" vers zéro
a r constant. On vérifie aisément que :

S5.(0) = S,(0) sauf pour p =v=a
S5a(0) = S5.(0) (5.62)
Su(@) = S, (0).

ANN. INST. POINCARE, A-I1-3 16
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4° Relations de continuité. — En combinant (5.41) et (5.39-5.40)
et a I’aide de (5.32), on obtient les relations suivantes :

ESAA == ansaﬂ (5 . 63)

2izN
ESAB = an(saﬁ -+ 1::1 8@3)» (5 . 64)

Ces équations de « continuité » expriment la conservation de la charge.

CHAPITRE VI

L’EQUATION DE TRANSPORT

I. — Réponse du systéme i un champ extérieur

1° Formulation du probléme. — Nous cherchons la réponse du sys-
téme & un champ extérieur périodique, de vecteur d’onde g et de fréquence e,
caractérisé par 1’hamiltonien :

H, — Zh(x')a;,+q 12 GK7_q= ¥ - C. C. (4.55)
<

Cette perturbation modifie la fonction d’onde de 1’état fondamental,
| @0 ), qui devient égale & | ¢ ). Nous nous limitons a la réponse linéaire du
systéme : il suffit donc de calculer | ¢ ) au premier ordre en H..

La réponse « physique » du systéme au champ extérieur H, fait intervenir
des valeurs moyennes de type :

(B(x)) = (o] al-é—q/2 ag+qp | @ )- 6.1
Un calcul de perturbation « a la Kubo » conduit au résultat classique :
<B(K)> - l‘f‘ e_ist’dt’ zh (K/)
<

(oo [al_(h+qlz(t ) age_gpt), al-(l-—qlz(t) ax +q/3(t)] | 9o ) (6.2
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ou | ¢ ) est I’état de base du systéme en 1’absence de champ extérieur. Les
opérateurs a et a* figurant dans (6.2) sont écrits en représentation d’Heisen-
berg pour le systéme isolé. On peut transformer (6.2) de maniére a obtenir
un produit chronologique. A température nulle et pour ¢ > 0, on vérifie

que :
(BK)Y = — ie—et f o e;—fer’dz"Zh(K')
-

X{ | T {al-("—q/z K +q/2 a£’+q/z(t") ax’—qr(t") } | @0 )- (6.3)

Nous voyons que { B(K) ) ne fait intervenir que la fonction de Green a
deux particules. En utilisant la définition (4.56), nous obtenons la relation

simple :
(B(K)) = % - f doA(P, w). (6.4)

En général le champ extérieur se couple & 1’'une des quantités conservées
par linteraction entre les particules : la densité de charge, la densité de
spin ou la densité de courant. Nous désignons par p(q), ps(9), J(¢) les compo-
santes de Fourier respectives de ces densités et nous posons :

P(q) = Zal_’(_-—qlz K +gq/2 sip =4
K
du(?)——— Ps(q) = anl‘(‘_—q/Z aK +q/2 si = 5 (6 5)
K

ky .
L@= D 2l gpaxian sie—a (1,2,3)
K

(6.5) peut s’écrire sous la forme :

da) = D M0 gy v 6.6)
K

ol A,(k) est donné par (4.60). La réponse & une perturbation Ad,(q) fait
donc intervenir la quantité A, oi A, est la fonction étudiée au chapitre IV.
Le résultat général (6.4) permet de calculer la valeur moyenne des densités
de charge, de spin et de courant du systéme. Pour une perturbation du type
hd,(q), on vérifie que : )

() = s> MR (P, ). 6.7
P
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A un facteur numérique prés, (6.7) n’est autre que la fonction de corré-
lation S,,(w) introduite au chapitre IV et définie par (4.61).

20 Application : constante diélectrique et conductivité élec-
trique d’un gaz d’électrons. — Considérons un systéme d’électrons sou-
mis a une charge « test » extérieure r,. H, est donné par :

1 4re? .
H, = a 7rqp (—q@e—®4c.c.

La densité de charge induite { g(g) > vaut dans ce cas :

1 4ze? .
(@)= 55 % rq Sulw) e=ie, ©.9)

Nous avons vu que pour un systéme chargé, S,, pouvait s’écrire :

S
Sulw) = (=) (6.9)
L L (75
2ixQ\ ¢ "
ou §44(‘m') est donné par la contribution des diagrammes propres. La cons-
tante diélectrique du systéme est donnée par :

1 {p@)) Freei 1
&(=) rge= i o 1 4me? ~ ’
- Em (7 544(‘5’))

(6.10)

Nous avons, au chapitre V, calculé différentes limites de §“ correspon-
dant au cas ol quy, ¢, I sont petits devant 1’énergie de Fermi. En reportant

les expressions trouvées pour S,, dans (6.10), on retrouve exactement les

résultats obtenus par la méthode de Landau au chapitre II (en particulier,
dans la limite qur < I I’équation (2.13)).

— Supposons maintenant le systéme d’électrons soumis 4 un champ
électromagnétique de potentiel vecteur A :

—_ i —igt
H.= QcA.J(q)e + c.c.

. 12A
Le champ électrique est donné par E = — P Tl

De la relation (6.7) nous tirons 1’expression du courant paramagnétique :

e .
Y=~ 3mac "_'E'ZS“B As-
)
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A ce terme il convient d’ajouter le courant diamagnétique :
yé Ne
* mcQ

on trouve ainsi pour la conductivité :

Aq

0us() = gy, (See() + T ). 6.1)

Ici encore nous retrouvons exactement les résultats obtenus au cha-

pitre II par la méthode de Landau, en utilisant les différentes limites de §ag
calculées au chapitre V et en reportant dans (4.66) et (6.11).

II. — Définition de la « densité de quasi-particules » n(K).
~ Expression de dn(k) et 3n(K)
en fonction des opérateurs de couplage

Jusqu’a présent, nous n’avons pas précisé la structure des quasi-parti-
cules. A cet effet, considérons 1’état a. (¢) | ¢, ) et cherchons son spectre de
fréquences. Il est caractérisé par la densité spectrale A (k, ») de la fonction
de Green G(k, o). Cette densité spectrale présente un pic, correspondant
a la quasi-particule k. En filtrant ’état a (¢) | ¢, ) de maniére a ne conserver
que ce pic, nous définissons (aprés normalisation), ’opérateur création de la
quasi-particule, &}, Cette définition est entachée d’une erreur d’ordre I'/Ey,
qui traduit ’incertitude physique due a I’amortissement de la quasi-particule.

Pour un systéme pur, la largeur du pic est négligeable prés de la surface
de Fermi. En ce cas I’état @} | ¢, ) est un état propre, normalisé, lorsque
k > kg (c’est-a-dire lorsque A (K, w) posséde un pic). Pour k < ky, la densité
spectrale n’a plus de pic : on a alors :

A [ed=0  (k>kp)

qui exprime le principe d’exclusion. Pour un systéme impur, la situation est
moins nette, car le pic de A (K, ») conserve une largeur finie I' méme sur la
surface de Fermi. Trois cas sont possibles, représentés sur la figure (VI.1)
Dans le cas (a), le pic de la densité spectrale est « complet ». L’état &F | ¢, »
est alors normalisé et représente un état propre, a une erreur d’ordre I'/E;
prés. Dans le cas (c), au contraire, le pic a complétement disparu : on a alors :

at|e)=0 (k«kf—g). (6.12)
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Le cas intermédiaire (b) se produit dans une couche d’épaisseur I'/v,
autour de la surface de Fermi : I’état A} | ¢, ) n’est alors pas normalisé;

on passe continliment du cas (@) au cas (c¢). Cette transition progressive
résulte de I’incertitude sur la surface de Fermi due aux collisions sur les

impuretés.
A A, lkco)
H e
(@) k » kg + Tlvg
‘A+(k,w) A A (k)
/\\
|
/ I\
] ! \
/ ! \
HH w u hed
(b) kk¢ £ T [vg (c) k «kg — T/vg

Fic. VI.1.

Dans I’esprit de 1a méthode semi-classique de Wigner, nous définissons la
densité de quasi-particules n(x, r, t) au point r, par la relation :

1 .
n(K, 7, 1) = 5 O O o(0) A ra(£)e 6.13)
q
Nous avons vu au premier chapitre que ceci ne viole pas le principe d’incer-

titude tant que qur < E;. La fonction de distribution de Landau s’obtient
en prenant la valeur moyenne de (6.13) dans 1’état | ¢ ) perturbé.
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En présence d’une excitation périodique, on a :

n(K, r, t) = ny(k) 4+ (3n(k) e@r—=n 4 c. c.)

1 . 6.14
(k) = & e (o] ) Axran® ] @ C 1

En remontant a la relation (6.12), nous voyons que :
Sn(k) =0 lorsque |ex— @ |> quff . (6.15)

La distribution de quasi-particules n’est donc perturbée qu’au voisinage
immédiat de la surface de Fermi. Pour avoir 3z au premier ordre en la pertur-
bation, nous appliquons les résultats de la section I. Enremplagantdans(6.3)
ag_,p, €t Ak 4 g2 TESpECtivement par A, et Ak 145, ON Obtient :

+ o
Sn(k) = — i J' e—iet"dt ”Zh(K')
—w —
X oo | T{ O o Akpgre @y gat”) axr—gia(t”) } | 90 ). (6.16)
Par analogie avec (6.4), nous écrivons (6. 16) sous la forme :
Sn(k) = - f doA(P, ). 6.17)
2ir
On passe de la fonction A(P, w) définie par (4.56) 3 A(P, w) en rempla-
cant dans la fonction de Green a deux particules K les deux opérateurs ag_, /2

et ag_g2 Par Ag_ , et Ak 4. Noziéres [I] a montré que lorsqu’on passe
de A a A, on doit remplacer (4.57) par :

AP, w) = Z—lk AR, w) GH(p + w/2) GNp —w2)  (6.18)

ol Geob est défini par (4.36). On obtient ainsi :

sn(K) = 21.7'521‘

J‘+ @ A(Ro, @)zt z~ do
—w [EF—w* —il" signe (w4-¢/2— W] [E-— @~ —il~ signe (0 —e2—p)]
(6.19)
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Pour effectuer 1’intégration sur , on isole comme précédemment l’inter-
valle | ® — @ | < /2. 1l vient :

2inz k
ztz—

3n(x)

_ J‘ AY Ko, w)do
" Jie-uh:  [EF — ot —iT* signe (@ — )] [E- — o~ — i~ signe (o — )]
J‘u+8/2 [AY(ko, @) + AXKo, w)]do
u—ez (Bt — 0F —iT)(E- — 0=+ i)’

(6.20)

Dans le deuxiéme terme de (6.20), nous pouvons remplacer AL}(Ko, @)
par AY2(Kp, w). A priori, nous n’avons pas le droit de faire le méme change-
ment dans le premier terme, car les singularités de A(w) peuvent contribuer
a I’intégrale. Nous évitons cette difficulté en remarquant que d’apres (6.15),
dn(k) = Olorsque | g — @ | ) (qur, I'). Nous admettons ce résultat, en remar-
quant qu’il implique une condition sur A. Dans l’intervalle :

Isk—("‘l <(qvfy:[‘)’

nous allons par contre trouver un 3n(K) d’ordre (— 1) en (qvy, ¢, I'), prove-
nant des singularités du dénominateur de (6.20). A cette échelle les varia-
tions de A(w) ont un effet négligeable car elles s’étalent sur un large inter-
valle de fréquence, ou les singularités du dénominateur ne se font plus sentir :
la contribution correspondante est d’ordre zéro en (quy, ¢, I'). On peut donc
aussi remplacer AY(Kw, w) par A(Kp, w) dans le premier terme de (6.20).
En intégrant sur o, il vient alors :

€ g
(X++——|—il‘)(X———— -r)
- (KL 2
2’7"8n(1<) _A (f‘z ) Log 2
1 (x—+§+zr)(x+—f_i1‘)
(X++f+ir)(x——f—ir‘)
Aky, w) + A Ky, o) Log 2 2
Ok-q —e— 2L (X+—~—{—1T)(X—+E—1I‘)
ou :
Xt —p—eatsF 5. (6.21)

Comme prévu, les deux termes logarithmiques sont des fonctions de ¢,
centrées en g; = ., nulles dés que | sz — . | > (qur, I).
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Nous avons vu au chapitre III que la forme exacte de dn(e;) importe peu;
la quantité que 1’on mesure expérimentalement est la distribution angulaire,
intégrée sur 1’énergie :

vk, o) = J' $n(K) dex. (3.30)

Pour établir 1’équation de transport (section IIT), nous pouvons donc rem-
placer ces fonctions « €largies » par des fonctions de Dirac, en introduisant

un 871(1() « modéle » défini par :
$n(k) = vk, o) 8(ex — ). (3.35)
Apres intégration sur g, (6.21) donne :

e[Ar(ko, w) + Axko, )]
2iT+ e —vg.gq

é;t(K) = z3(ex — p.)[— Al(l/c\c, w) + ] (6.22)

Nous omettrons le « tilde » sur dn(k) pour ne pas compliquer les nota-

tions. Comme au premier chapitre, nous utiliserons la quantité dn reliée
a dn par I’équation :

sn(ko) = sn(ko) - % Z f j’f_ E(ko, k'o')sn(k's") (6.23)

ot F est la fonction définie par (5.38). 3n peut aussi s’exprimer a ’aide des

opérateurs de couplage : en combinant (5.39), (6.22) et (6.23), on trouve

sans difficulté :

e[Ar(ko, w) + Axks, w)]
2iT 4+ e —vr.q

(k) = z8(ex — y.)[ — Ak, 0)] (6.24)

ou A%ka, 0) est ’opérateur de couplage du systéme pur pour r = 0.

A titre indicatif, la forme exacte de la fonction dn(e;) est décrite brieve-
ment dans la section IV, dans le cas particulier simple discuté au chapitre III
(absence d’interaction, limite % et % — 0).

III. — Equation de transport

1° Champ scalaire. — Appliquons au systéme un champ extérieur sca-
laire dérivant d’un potentiel :

O(r, t) = D(q)elr—= +c. c.
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I’hamiltonien d’interaction H, est de la forme :
H = 0(q) o(g) e 4 c. c.
L’opérateur de couplage A associé a cette perturbation est égal A :
Ak, 6, @) = (q) A ks, ).

Considérons d’abord des forces d’interaction entre particules & courte
portée : il n’y a pas de diagramme « impropre ». L’équation de Bethe-Salpe-
ter (5.39-5.40) est donc satisfaite par I’opérateur de couplage A, tout entier.
En additionnant (5.40) et (5.43), on obtient :

Alko, @) 4 A%(ko, w) = (ko)

dik’ <Fs(k, k') + 205k, &) ¢ .
+f b7 g —— [ALK s, w) + AL(K's, w)]. (6.25)

En utilisant la relation (6.24), on déduit de (6.25) I’équation intégrale

satisfaite par dn. Il ne reste qu’a expliciter A,(ko) et Aj(ks, 0) : on utilise
pour cela les résultats du chapitre V, découlant des identités de Ward. On
obtient 1’équation suivante :

edn(k) — vk.q§(k) — iF.08(ep — ) = 2if fl— J(k k) Sn(k) — 2iT'dn(k)
(6.26)
ou F = — i®(q)q est la force qui s’exerce sur chaque particule (on a pris Q

comme volume unité).
Supposons maintenant qu’il y ait interaction de Coulomb entre les parti-

cules : il faut introduire la partie « propre » A,, reliée au A, total par (4.67) :

Ako, w) = ﬁé_’(‘%@ (4.67)

n et 3n font intervenir A,, alors que I’équation de Bethe-Salpeter est rela-

tive & K.,. Pour obtenir I’équation de transport, il suffit de multiplier le terme
inhomogene par 1/6(w). La force appliquée F est donc réduite d’un facteur &,
ce qui traduit I’effet d’écran.

En utilisant (5.38) et (5.47), nous pouvons mettre le deuxiéme membre
de (6.26) sous la forme :

2iﬁzzzlﬁ(k, K)[3n(k’) — Sn(k)] S(ex — &) (6.27)
<
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(6.27) a la méme forme que ’intégrale de collision (2.2). (6.26) est donc
identique & 1’équation de Landau (2.9) : nous avons démontré 1’équation
de transport des quasi-particules en présence d’impuretés. En « prime »,
nous obtenons I’expression du paramétre U(k, k"), qui pour des impuretés
diluées est donné par :

Uk, k') — ézzni |1k, K, w) |2  (6.28)

Le résultat (6.28) incorpore toutes les corrections dues a I’interaction entre
particules.

(6.26) est une équation intégrale en n, équivalente 4 1’équation de Bethe-
Salpeter. Il est intéressant de regarder d’ou viennent les deux termes de
I’intégrale de collision :

— considérons d’abord le terme « direct » : 2iTdn(k); le facteur 2iT" pro-
vient du dénominateur de la partie singuliére du produit :

G(p +=/2) G(p — =/2),

écrite sous la forme (5.11); ce terme est donc relié aux diagrammes de
type VI.2 a, contenant au moins deux lignes intermédiaires renormalisées

(incluant des noyaux M®);

— le terme « inverse » : 2iwz? ZIz(k, k") 8n(k")3(ex — i), provient direc-
%

tement des diagrammes de type V1.2 b contenant au moins un noyau d’inter-
action irréductible I,3(o — o).

La relation. (5.47), expression du théoréme optique, assure que la compo-
sante / = 0 de l’intégrale de collision est nulle.

(a) (b)

FiGc. VI.2.

==X
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Pour terminer la démonstration, il reste & vérifier que les expressions de la
charge totale et du courant total sont bien celles données par Landau :

Col@)) = e > sn(x)
* (6.29)
@) = e—fetz 2 3n(K).

K

D’aprés (6.7), on a :

(o)) = 5oy U@ () -

(3@)) = 5 V@S ().

Prenons pour 3n(K) ’expression (6.22). En utilisant les relations (4.65)

et (4.66) et1’équation (5.41) reliant S, a 7&; et ;&j, on trouve que les expres-
sions (6.29) et (6.30) sont équivalentes.

Toute cette discussion se transpose sans difficulté au cas d’un champ de
spin : il suffit de remplacer partout A, par A;, etc.

20 Champ vectoriel. — Considérons maintenant un gaz d’électrons
soumis a un champ électromagnétique de potentiel vecteur A :

€ —ie
H.= — Q—CA(q).J(q)e t 4 c.c.

La fonction de distribution des quasi-particules devient :
n(K) = ny(K) + dn?(x) (6.31)

3n? mesure la déformation de n, due 3 H,. C’est un terme « paramagnétique »,
donné par (6.22) ou nous posons :

e
A= — Q—CZAaAa (6.32)

(6.32) fait intervenir ’opérateur de couplage total. A, est relié a sa partie

« propre » .&1 par I’équation (4.65), que nous pouvons écrire :

o iV(g) %
Ay= Ay — 55 ASis. (6.33)



ETUDE DE L’EQUATION DE TRANSPORT DANS UN LIQUIDE DE FERMI IMPUR 247

La densité de courant au point r est donnée par :

eA eA

(= Zn(K r, t)(— —%) Z”(k+ —h t) —. (6.39)
K K
. k
Pour retrouver la forme habituelle ZSn(K) ;> 1ous posons :
K
(ke + 5 ) = m@ -+ 10
dn(k) = dnr(k) + dné(k) (6.35)
A
Snd(k) = — ‘z—g 0e8(ek — )

3nd est un terme « diamagnétique »; la somme 8n est la fonction de distri-
bution du chapitre Ier.

Il est commode de décomposer 3n en deux morceaux dn, et dn, donnés
par :

g — 2T)AL + eA?
g DR K] g

— i — & —
dny = 3n? — -2k 8=k P)ZAa[ 2L+ e —vk.q

v .q —2i)AL + A?
o,y = ’Q_Z" 8(":"_“)( (q))ZA S‘“[(vkzglwriiv:.rq ] (6.37)

En comparant (6.37) avec (6.22), nous voyons que dn, représente la
réponse & un champ de potentiel scalaire :

4re
q)(q) = q2 27rl ( )ZA Sla:
3n, satisfait donc 1’équation (6.26), F étant remplacé par :
eEy = — iq®(q) = qz ‘2;5 EZA S

On vérifie facilement que E, satisfait 1’équation :

div Ep = 4ne {e(q) )
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ot { p(g) ) est la charge moyenne induite par le champ électromagnétique.
3n, mesure donc la distorsion due au champ de Hartree.
Passons maintenant & 3n, : on peut 1’écrire sous la forme :

e @' — vk.q)K; — sﬁj -~ ]
Sy = oz S(ek—pt)zAa[ e | 639
En combinant (6.38) et (5.39-5.40), on obtient :

—— e E(K; + K:)
on, = — Qe Zr ek — V-)zAa m . (6.39)

A Taide de (6.25) et (6.39), on vérifie que 3n, satisfait 1’équation inté-
grale (6.26), F étant cette fois donné par :

i 1 oA
F=eEen, Ee’“ZESA:_Z.jt_

E.x est le champ électrique produit par le potentiel vecteur A ; 3n, mesure la
réponse a ce champ extérieur. L’équation (6.26) est linéaire : 3n satisfait
donc la méme équation que 3n, et dn,, F étant simplement remplacé par :

F= e(Eext + EP)'

On retrouve exactement 1’équation de transport (2.9), qui est ainsi démon-

trée.
La charge et le courant induits par le potentiel vecteur sont donnés par :

~ p—ist
Col@)) = — 5y o ZAa S

—iet| E
| lg) )= — ffce [Zni;ABS“B+ - Aa]-

\
\

(6.40)

En procédant de la méme fagon que pour un champ scalaire, on montre
que (6.40) est équivalent a (6.29).

30 Cas général. — Pour un champ extérieur quelconque (A(X) quel-
conque), on sait écrire 1’équation intégrale satisfaite par la quantité dn(k)
définie par (6.14). 11 suffit de combiner les relations (6.22) et (6.24) et
I’équation de Bethe-Salpeter (5.39-5.40). Mais il reste une inconnue :

-~
I’opérateur A(k) dont on ne connait 1’expression exacte que dans le cas
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ol h(x) = 2,(K) (grice aux identités de Ward). Physiquement, A déter-
mine la force exercée par le champ extérieur sur une quasi-particule (il
correspond au terme d’entrainement dans 1’équation de transport). On ne
connait cette force que lorsque le champ est couplé a une quantité conservée
par l’interaction entre particules (charge, spin, courant).

IV. — Calcul de 3n(s,) dans un cas particulier

Nous terminons ce chapitre par I’é¢tude du cas particulier envisagé au
chapitre III. Nous nous plagons dans les conditions suivantes :

— il n’y a pas d’interaction entre les fermions (au premier ordre en n; les
quasi-particules se réduisent aux particules nues);

— le systéme est soumis & un champ électrique E uniforme, de fréquence «.
On peut considérer ce champ comme dérivant d’un potentiel vecteur longi-
tudinal A :

cE
T de

A

Le terme paramagnétique de (6.35), dn? est donné par (6.21) avec :

e
A:—ECZAGAa.
3

Dans la mesure ol on veut tenir compte de 1’élargissement de dn(si), on
doit écrire le terme diamagnétique sous la forme plus générale :

A Ine(K
3nd(K) = g—c Uk g';(k )

ou la distribution a 1’équilibre n, est donnée par :

1
2irw

1 J‘+°° do ene

+ o .

ny(K) = f_w do ein G(K, m):zT_rr —o ex — @ — il signe (© — )

:l[E-Arcthk_“]- (6.41)
p r

2
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On trouve ainsi :

eE.v \ 1 r
(k) = — 0 3; (o — 9 £ 17 g (6.42)

Les équations (5.39) et (5.40) se résolvent trés facilement; en faisant
F = g = 0, on trouve :
A; = v"a
T 6.43
Al + Az = U ﬂ_— . ( )
« o e 20 —TyY3) + ¢

En reportant dans (6.21), il vient :
P = — i E. v _1. — !
T ieQ 2ix |e 2i(C—Ty/3) 4+«

(v — e 4 e D) — e — e — i)
L°g[ (= — &+ D) — & — iL) ] (€49

Lorsque = < I, (6.44) se réduit a :

eE.v
p— ¢E-t

P — [1 g I/n g _ 1 g I'/n ;
i fe (e —wr+ 1) 20T —T4/3) | [(e — w)* + I7]

1y (g — )
i 3 (o — w7 I % | w

d’ou finalement :

__eE.y 1 I'/m 'z — (g —p)?
)=S0 [(F =T § G — o £ 17 § G — ot Fz]z]' (6.49)

En comparant avec (3.27), nous voyons que la fonction A(s;) définie au
chapitre III est donnée par :

T/x (T —T/3) 3 T2 — (g — w)?
[(ex — )24 1] T [(ex — w2+ 122

he) = g 6.47)
h(ex) n’est pas une simple fonction de Lorentz. Cependant, si nous déve-
loppons (6.47) en puissances de I'/(sx — ), nous retrouvons le résultat de
Kohn et Luttinger (3.35). Remarquons que le premier terme de (6.47)
correspond a un déplacement de la distribution n,, alors que le second terme
décrit une déformation de cette distribution.
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CHAPITRE VII

VALIDITE DES RESULTATS.
GENERALISATIONS POSSIBLES

Pour établir 1’équation de transport, nous avons fait, au départ, un cer-
tain nombre d’approximations. Certaines sont essentielles a la résolution
de notre probleme, d’autres permettent seulement de simplifier les calculs.
Nous allons maintenant examiner rapidement ces approximations : ceci
nous permettra de préciser les conditions de validité de nos résultats et de
mentionner éventuellement les généralisations possibles.

1°c La condition #i/r < E;. — Elle intervient a toutes les étapes du calcul,
sous des formes mathématiques diverses. Par exemple :

— nous supposons partout que la contribution des impuretés a 1’énergie
propre des quasi-particules est petite comparée a I’énergie de Fermi; nous
négligeons la partie réelle de M® (en remplagant & par ;) et nous ne gar-
dons la partie imaginaire I' que lorsqu’elle donne naissance a des termes
d’ordre I'/qur ou I'/e (voir en particulier le remplacement des fonctions de
« largeur » I" par des fonctions de Dirac);

— nous ignorons I’influence des impuretés sur 1’interaction irréductible I,
(que nous remplagons par 1°) : on peut montrer que les termes ainsi négligés
sont aussi d’ordre I'/Ey.

Physiquement, = est I’intervalle de temps qui sépare deux collisions consé-
cutives, I' ~ fi/r représente l’incertitude sur 1’énergie des quasi-particules
a la surface de Fermi. La condition fi/r < Efassure :

a) que la durée de vie d’une quasi-particule (d’ordre t) est suffisamment
longue pour que la notion méme de quasi-particule ait un sens (voir
chap. Ier);

b) que le libre parcours moyen / ~ yer des électrons est grand devant

la longueur d’onde de de Brogliec » = 1% . Dans le cas contraire on ne peut
f

pas définir une trajectoire de 1’électron : il n’y a pas « diffusion » d’un élec-

ANN. INST. POINCARE, A-11-3 17
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tron par les impuretés, mais plutét un phénoméne analogue a la propagation
d’une onde dans un milieu désordonné. Cette condition est donc absolument
essentielle. Pratiquement, elle est réalisée dans les métaux usuels.

2¢° Influence de la densité d’impureté. — Dans la mesure ou la
condition précédente est réalisée les impuretés ne se manifestent qu’a travers
le paramétre I' (mesurant I’amortissement des quasi-particules a la suiface
de Fermi) et 'interaction I, (reliée elle-méme & I' par le théoréme optique).
Au cours de ce travail, nous avons calculé I" et I, au premier ordre en #;

(négligeant les termes d’ordre (%)2, ou ng est la densité d’électrons). En
€l

principe, cette seconde approximation n’est pas essentielle : on aurait pu
dériver une équation de transport en considérant I' et I, comme des para-
métres. En fait, cette « généralisation » est illusoire, car la condition I' <« E;
entraine en général n; < ng. Prenons par exemple pour le potentiel des
impuretés W(k, k') un potentiel de Coulomb écranté :

4nZe?
g5 + (k — k)
ou Ze est la charge d’une impureté et g, ~ kr(rs)'/? I'inverse du rayon
d’écran. En utilisant I’approximation de Born pour ¢, on trouve i partir

de (4.44) [17] :

Wk, k') =

r r n;
—~Z s 7.1
E 2157, n .1

rs ne pouvant étre trés petit, on a toujours I'/E; ~ n;/ne. Les deux condi-
tions précédentes sont donc équivalentes. Notons simplement qu’er principe
I’équation de transport resterait valable pour un systéme contenant des impu-
retés nombreuses (n; = N), faiblement couplées aux particules (I' < Ej).

30 Influence de la durée des collisions. — Lors de 1’établissement
des équations de Bethe-Salpeter a la surface de Fermi, nous avons négligé
la dépendance en o de t(kkw) et de I.(kk'w) sur des intervalles de fréquence
d’ordre ¢ ou I'. Cette approximation est légitime si on a :

dit(k, k, »)
n; ‘T < 1. (7.2)
La condition (7.2) est trés importante. Si elle n’est pas satisfaite, on ne peut
pas écrire la partie cohérente de G sous la forme (4.36) avec un I' constant
(sur l’intervalle de fréquence qui nous intéresse). Si I' dépend de « I'inté-
grale de collision ne peut plus s’écrire sous la forme (6.27).
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Pour comprendre la signification physique de (7.2), revenons 2 la repré-
sentation « temps ». L’extension dans le temps de la matrice ¢ définit la

durée d’une collision, #,. La condition (7.2), qui peut s’écrire :
LT (7.3)

exprime donc que la durée d’une collision est petite par rapport & I’inter-
valle de temps qui sépare deux collisions successives. En d’autres termes les
collisions doivent étre indépendantes les unes des autres. Si 7, = =, les colli-
sions se « recouvrent » : on ne peut plus en isoler une, a fortiori, définir un
« temps de collision » ou une « durée de vie » des particules.
Pratiquement, si on suppose que la portée de I’interaction électron-impu-

, 1 dt .. (

reté est d’ordre PR est d’ordre I'/Es. La condition (7.3) est donc réa-
f (O]

lisée si I' < E,.

4° Introduction des corrélations entre les impuretés. — Nous
nous sommes limités, dans cette étude, au cas ou il n’y a aucune corrélation
entre les positions R; des impuretés. Nous indiquons maintenant briéve-
ment comment on pourrait traiter le cas ot les impuretés ne sont pas compleé-

tement indépendantes les unes des autres.
Considérons la quantité :

P@ — Ze"‘ﬂ‘f—*‘f). (7.4)
i#j
Si les impuretés sont réparties au hasard, la moyenne de P® sur toutes
les configurations d’impuretés est nulle sauf si k = 0 :

<P(2)> == ni28k’o.

Lorsqu’on tient compte des corrélations entre les impuretés, la moyenne
de P® n’est plus nulle, on a :
(P® Y = n,SO(k)
ol S@)(k) est la transformée de Fourier de la fonction de corrélation de
deux impuretés. De méme la moyenne de :
P® — Z FRi~R)) K (Rj~Ry) (7.5)
i#j#l
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s’exprime en fonction de la transformée de Fourier de la fonction de corré-
lation de trois impuretés :

(PO = SOk, k').

Les fonctions S®, S®, etc. s’introduisent naturellement dans les calculs.
On peut les représenter dans les diagrammes par des lignes « mixtes » reliant
les faisceaux de lignes d’impuretés. Par exemple le diagramme VII (a)
contient le facteur mS®(k, — k,), le diagramme VII (b), le fac-
teur n,S®(k;, — ko, ky — k) :

FiG. VIIL

Nous n’entrerons pas dans le détail des calculs. Nous remarquons simple-
ment que le formalisme utilisé dans ce travail peut se généraliser sans diffi-
culté majeure au cas ou il existe des corrélations entre les positions des
impuretés.

Conclusion. — Revenons pour terminer a la conclusion du chapitre III
Nous avions vu que pour un systeme d’électrons sans interaction, la condi-
tion de validité de I’équation de transport était fi/r < Ey. Cette conclusion
reste valable pour un systéme avec interaction. Nous constatons de nouveau
que la condition de Peierls fi/r < kT n’intervient pas.

CONCLUSION

Nous avons établi, a I’aide des méthodes de la théorie quantique des
champs, 1’équation de transport des quasi-particules pour un liquide de
Fermi impur. L’équation semi-phénoménologique de Landau se trouve ainsi
démontrée dans le cas ou les particules du systéme subissent des collisions
avec des impuretés statiques. Cette équation donne la réponse linéaire du
systéme a une excitation périodique (de vecteur d’onde g et de fréquence ¢
d’échelle macroscopique), a température nulle, lorsque le temps de colli-
sion 7 est tel que fi/r < Er. Les résultats sont valables & I’ordre zéro en

fi .
quf/Es, €/Ef et fi/tE;. Le paramétre T n’affecte pas la validité de 1’équa-
T
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tion de transport, mais seulement la distribution en énergie des quasi-
particules (conformément au résultat avancé autrefois par Landau).

La technique que nous avons utilisée permet de résoudre le probleme de
fagon « self consistent » a ’ordre le plus bas en #i/<Ef. A toutes les étapes du
calcul, nous voyons comment se manifestent les collisions 4 1’échelle micro-
scopique. Physiquement, ces collisions imposent une durée de vie finie aux
quasi-particules proches de la surface de Fermi. Ceci se traduit dans notre
formalisme par une discontinuité de 1’énergie propre et une singularité de
certains opérateurs de couplage. Le fait que les collisions conservent 1’énergie
et le spin, mais non la quantité de mouvement, apparait également dans les
calculs, par exemple & propos des identités de Ward.

Dans 1’équation de transport, ’effet des impuretés se traduit par la pré-
sence d’une « intégrale de collision », qui intervient sous 1a forme habituelle.
On voit clairement ’origine « diagrammatique » du terme direct et du terme
inverse. L’expression trouvée pour la probabilité de transition inclut les
effets d’interaction entre les particules.

Il resterait a généraliser cette étude au cas des températures non nulles.
Le formalisme mathématique — beaucoup plus élaboré qu’a température
nulle — laisse prévoir des calculs assez compliqués, mais il ne se présente
aucune difficulté de principe.

Je remercie M. le Professeur Y. Rocard de m’avoir permis de travailler
au Laboratoire de Physique de ’Ecole Normale Supérieure et M. le Profes-
seur P. Aigrain qui m’a accueillie dans son équipe de Physique des Solides.

Je suis trés reconnaissante au Professeur Ph. Noziéres de m’avoir initiée
a la physique théorique. Je tiens a lui exprimer ma profonde gratitude pour
les conseils et 1’aide qu’il n’a cessé de me prodiguer.
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APPENDICE A

10 Considérons I’intégrale :

+ o0 + 1
= d: d A.l
A J—w ekf—w © (e —o*—il signe (0 —w))(eg —w~—iT signe (o —u)) @A.1

t-:;l: =g + U;.q/2 o =0 +¢/2;
— si on intégre d’abord sur ¢, on trouve A = 0, essentiellement parce que les

deux pdles de I’'intégrant sont du méme c6té de 1’axe réel dans le plan complexe ¢ ;
— si on intégre d’abord sur o, il vient :

(u—e,j‘ +e/2—iI‘)(y.—e,:—e/2+iF) .

=—2ir (A.2
€ (g—s,:——s/z—il")(u—s,:'—|—s/2+iI‘) i (A-2)

A=[" e
—w Kyq—

La différence des résultats provient de la divergence logarithmique de 1’inté-
grale (A.1). Pour résoudre le dilemme, nous utiliserons un argument « physique ».
Dans un diagramme I’intégrant de (A.1) est généralement multiplié par une fonc-
tion f(k, ») qui tend vers zéro lorsque ¢, est infiniment grand (parce que V(k)
et W(k) tendent vers zéro). f(k, ») assure la convergence de 1’intégrale sur o et &.
Pour que ce facteur de convergence joue son role, il faut intégrer sur s en dernier.
La seule exception concerne le diagramme de la figure A, intervenant dans les
fonctions de corrélation. Mais ces fonctions sont parfaitement définies dans la
représentation « temps ». L’ambiguité vient de la transformation de Fourier
S(t) — S(w). Pour éviter cette ambiguité, il suffit de revenir d’abord a S(¢), donc
d’intégrer sur « d’abord.

20 Ce point étant éclairci, considérons 1’intégrale :

fk, )
(s — ot —iT signe (w— p))(e; —w=—iT signe (o —u))
(A.3)

B(q, ¢, F)=fj:dskfj:dm

ol f(k, ») est une fonction réguliére de ;. Nous cherchons 4 voir dans quelle
mesure on peut remplacer B(g, £, I') par B(0, 0, 0). Nous négligeons tous les
termes d’ordre (qv, ¢, I')/Er : seule compte la valeur de f(k, ») au voisinage des
singularités de 1’intégrant.

a) Si f(k, ») est de la forme ;83 ;8/8,:) o) , I'intégrale sur o et g, est conver-

gente. On peut inverser 1’ordre des intégrations et intégrer sur ¢, d’abord :

— les singularités provenant du dénominateur de (A.3) donnent une contri-
bution nulle;
— les singularités de f(k, ) donnent une contribution développable en

qu, s, T)/Ey.
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On a donc :
B(g,¢,T) = B(0,0,0).
Un raisonnement analogue justifie le passage de (5.10 @) 4 (5.10 b).

b) Si f(k, ») est une fonction réguliére de w, au voisinage des singularités, c’est-
a-dire au voisinage de ¢, = w = p, on peut remplacer f(k, ©) par f(kf, w). On
retrouve une intégrale du type (A.1). Le résultat (A.2) étant indépendant des
rapports gv/e et qv/T’, on a de nouveau : B(g, £, I) = B(0, 0, 0).

>

Fig. A.



ETUDE DE L’EQUATION DE TRANSPORT DANS UN LIQUIDE DE FERMI IMPUR 259

APPENDICE B

Pour résoudre les équations (5.39) et (5.40), il est commode de poser :

A;(ic\o', w) + Ai(?c\c, w)

. CH
2T +e—v;.q = C*(6, ) ®B.1)

ou 0 est I’angle entre k et ¢q. D’aprés (5.40) et (5 43), C*(0, @) est solution de
I’équation intégrale :
@il + e — v,g cos B)C*(6, 9) = 1,(6, @) + f ax” [sF“ (cos E) 4 2iJ (cos ENICH(®’, ¢7)
(B.2)
ou £ est I’angle entre k et k. On résout (B.2) par approximations successives, en
développant toutes les fonctions en harmoniques sphériques Yim(0, ¢).
a) On voit tout de suite que A,, A; et la composante A, paralléle a g, ont la
symétrie m = 0. Pour p. = 1, 4, 5 on peut donc définir des coefficients ¢} tels que :

CH(©) = > c'P} (cos 0) (B.3)

I=o0

ou les P}’ (cos 6) sont les polynémes de Legendre de symétrie m = 0.
D’autre part, on a :

1/ s\—1 -~ 1 ~ kcos9
_}(ao) Ay = ~(g) A= . (B.4)

zm*

L’équation (B.2) nous fournit une relation de récurrence entre les clf. Pour p. = 4,
par exemple, on a :

(20— T2 + 1) + e/8)ct — vya(37 g i + 5 o) = (U26)30 B-5)

A partirde/=1,0na :
¢}y, le) ~ qug/T.

Nous nous limitons donc aux termes / = 0 et / = 1, donnés par les deux pre-
miéres relations de récurrence (oui 1’on fait ¢§ = 0). On trouve sans difficulté :

_1[e + ijr + Biv,.q _ofe + ity + B‘;vk.q] B
“=z L(e + i) — s*ff] ¢z L(e ] B
i1 [ kjylm + 8 ] B.7
= e(e + i/t) — s*q? B.7)

ou C/ et kj; désignent les composantes Ca et ko paralléles a g. Les quantités s, so,
T, T sont définies par (5.53).
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b) Les composantes A, perpendiculaires 3 ¢ ont la symétrie m = 1. En dévelop-
pant les fonctions en polyndmes de Legendre d’ordre 1, P} (cos 0), on obtient

une relation de récurrence analogue a (B.5). Il n’y a pas de composante / = 0 ;
en s’arrétant & / = 1, pour les mémes raisons que précédemment, on obtient :

cL_ ; [ski/;;'f]. (B.8)

OPERATEURS DE COUPLAGE. — De (5.40) et (5.43) on déduit les relations entre A‘: ,
Ai et C* : R
ALO, ) =R,0, ) + <[ 9C F* (cos ) CH0, )
'
di’ @9
2 I, ¥ Ehachdl nens ’
ALO, @) = 2 G5 T (o5 B) CHO', 9.
En insérant les résultats (B.6) 4 (B.8) dans (B.9), on trouve les expressions (5. 50)
a (5.52).

FONCTIONS DE CORRELATION. — En combinant (B.1) et (5.41), on obtient la
relation :

Su@) =8, + MO > [ 54,0, 9)CE, o) B.10

d’ol 1’on déduit les résultats (5.61).
Manuscrit regu le 4 décembre 1964.



