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FONCTIONS ARITHMETIQUES ET FORMES
BINAIRES IRREDUCTIBLES DE DEGRE 3

par Armand LACHAND

RESUME. — Dans cet article, nous obtenons des estimations de 1’ordre moyen,
sur les valeurs de la forme cubique X 13 + QXS, de fonctions multiplicatives h sou-
mises a certaines conditions. On donne en particulier une formule asymptotique
du nombre d’entiers friables de la forme n? + 2n§, valide pour un parameétre de
friabilité non borné. La méthode utilisée s’applique également & des fonctions mul-
tiplicatives oscillantes comme la fonction g de Mceebius : il s’ensuit une nouvelle
preuve de la conjecture de Chowla pour la forme X3 +2X3, récemment démontrée
par Helfgott dans le cas plus général des formes binaires cubiques irréductibles.

ABSTRACT. — In this article, we give some estimates for the average order,
over the values of the cubic form X f + 2X§, for some multiplicative functions h
satisfying certain conditions. We provide an asymptotic formula for the number of
y-friable values of nil” + Qn‘;’, valid in an unbounded range. Our method also applies
to some oscillating multiplicative functions like the Moebius function u : this gives
another proof of the Chowla conjecture for the form Xf + QXS recently proved by
Helfgott in the more general case of binary and irreducible cubic forms.

1. Introduction

Soient F(X1,X3) € Z[X;, X3] une forme binaire irréductible sur Z de
degré 3 et h une fonction arithmétique. L’objet de ce travail est 'obtention
de formules asymptotiques de I'ordre moyen

Mpy(z;F) == > h(F(n1,n))
1<ny,ne<e

pour diverses fonctions multiplicatives h, dont la fonction p de Moebius et
I'indicatrice des entiers friables() .

Mots-clés : Entiers friables, fonctions multiplicatives, cribles, formes binaires.
Classification Mathématique (2010): 11E76, 11N25, 11N36, 11N37, 11Y05.

(1) Un entier n > 1 est dit y-friable si tous ses facteurs premiers sont inférieurs ou égaux
ay.
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L’intérét de considérer de telles sommes est multiple. La somme My, (x; F)
apparait dans de nombreux problémes arithmétiques (conjecture de Manin
dans [4] et [5], crible algébrique (NFS) exposé dans le chapitre 6 de [8], etc.).
D’autre part, il s’agit d’'un angle d’attaque efficace pour étudier 'indépen-
dance entre une propriété arithmétique relative a h et la représentation
d’un entier par la forme cubique F'. Enfin, les valeurs de F' forment un
ensemble lacunaire d’entiers, dans la mesure ou

log # {(m,na)  [Flm,ma)| <} 2
log #{|n| < x} vrtoo 3
et la persistance d’un phénomene arithmétique dans un ensemble de densité
asymptotique nulle est un sujet important de la théorie des nombres, a
Iorigine de nombreuses conjectures.

Greaves [12] initie 1’étude de telles sommes en considérant la fonction de
compte des diviseurs 7. A partir de la convolution 7 = 11, il montre ainsi
que, pour tout € > 0 et toute forme cubique irréductible F', il existe des

constantes réelles ¢o(F') > 0 et ¢1(F) telles que l'on ait, uniformément en
x > 2, 'estimation

M, (2; F) = co(F)z*logw + ¢1(F)z? + O, p (x27/14+5>7

formule asymptotique précisée par Daniel [9] qui améliore sensiblement le
terme d’erreur précédent en le remplagant par O, F(x15/ 8+e),

Dans cette direction, il convient de mentionner les travaux de La Breteche
et Browning [3] qui obtiennent une borne supérieure de Mp, (z; F') uniforme
pour des fonctions h soumises & des conditions de croissance et de sous-
multiplicativité, majoration dans laquelle intervient la fonction vz définie
par la formule

vr(d) := #{1 < ny1,ne < d:d|F(ny,n9)}.

THEOREME A ([3, Corollary 1]). — Soient A > 0, B : [0,1] — R et
F € Z[X,, X5] une forme binaire irréductible sur Z de degré g > 1. Pour
toute fonction positive et sous-multiplicative h satisfaisant h(p) < A pour
tout premier p et h(n) < B(e)n® pour tout entier n et tout € € |0,1], on a
DPestimation, uniforme en x > 2,

My (2;F) <ap.r ? H (1 + W;gp) (h(p) — 1))

g<p<sz

Lorsque h est I'indicatrice 1¢ d’un ensemble d’entiers criblés £, I'estima-
tion précédente fournit une borne supérieure non triviale. La question de
la détermination d’une minoration de M, (z; F') est en général difficile et
dépend fortement de ’ensemble £ en question.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Dans [14], Greaves considére l'ensemble & des entiers qui ne sont divi-
sibles par aucune puissance k-iéme de nombres premiers. Il montre ainsi
que, pour tout k > 2 et toute forme cubique irréductible F', on a la formule
asymptotique, uniforme en z > 2,

k 2
o) = [ (12520 ) +0ma (1)
p

On peut également considérer I'indicatrice 1g(,) ot S(y) désigne I’ensem-
ble des entiers y-friables. On retrouve dans ce cas la fonction de comptage
des valeurs friables de F', dans la mesure ou

Mg, (2 F) = Vp (z,y) : =#{1<ni,ny <x: P (F(ni,n2)) <y}

Au cours de leur étude du cardinal Vg (x,y), Balog, Blomer, Dartyge et
Tenenbaum [1, Theorem 1] montrent entre autres que, pour toute forme
binaire irréductible F' de degré g > 1, on dispose de I’estimation non triviale

of :=inf {a (Up (z,2%) >arF 22 uniformément pour z > ;vo(a,F)} <g.

En particulier, quand F est de degré 3, leur résultat fournit la borne su-
périeure ap < e~ /2. La motivation principale du présent travail est de
préciser ce résultat, dans le cas des formes cubiques irréductibles, en mon-
trant la formule asymptotique

. 2
(1.1) Mls(y)(xv F) zﬁf\jroo z°p(3u)
ol p désigne la fonction de Dickman et u := }gg z, uniformément dans un

domaine en (x,y) & préciser.
L’ensemble des résultats cités ci-dessus ont en commun ’emploi récurrent
de sommes de Type I, c’est-a-dire des estimations des cardinaux

Ag(z) = #{1 <ni,ng <z :d|F(ng,n2)}

en moyenne sur d < 227 Tl est naturel d’approcher A4(z) par la quantité
”g—@x? Dans cette direction, le lemme 3.3 de [9] entraine, dans le cas ou
F est une forme cubique irréductible, I’estimation de sommes de Type I
suivante

d
Z Aqx) — WZZ(Q )x2 <r vV D(log2D)™% + D(log2D)3.
d<D

Lorsque h(m) présente un caractére oscillant au regard du nombre de
facteurs premiers de m comptés avec multiplicité, noté Q(m), il n’est en
général pas possible de déduire des résultats satisfaisants a partir des seules
estimations de sommes de Type I. C’est la I'incidence du phénomeéne de
parité, mis en lumiére par Selberg [23] puis Bombieri [2]. On en trouvera un

TOME 68 (2018), FASCICULE 3



1300 Armand LACHAND

survol dans le chapitre 16 de [11]. En principe, il est possible de contourner
ce probléme si ’on dispose d’une estimation de sommes de Type II, c’est-
a-dire d’une majoration non triviale de sommes bilinéaires de la forme

Z Z arbs#{l < ni,ng <x:rs=F(ni,n)}

U<r2U V<s2V

pour des choix convenables de U et V, ou b, satisfait une hypothese de
type Siegel-Walfisz.

Heath-Brown [18] estime une telle quantité pour la forme irréductible
F(X1,X5) = X3 +2X3 a l'aide entre autres d'une inégalité de grand crible
et d’'un comptage de points sur une hypersurface. Il en déduit I'existence
d'une infinité de nombres premiers de la forme n$ +2n3 & travers la formule
asymptotique de densité

n + 2n3 }

premier

#{m<n1,n2 (14 (logz)=): I1, (1_%771)

22 (log x)—2¢0 oo 3logx

pour une constante ¢y > 0 convenablement choisie, ol v, désigne le nombre
de racines de la congruence X3 42 =0 (mod p). Une généralisation de ce
travail aux valeurs des polyndmes de la forme F'(a;+X1q, as+X2q) out F est
une forme cubique irréductible sur Z a coefficients entiers et (a1, a2,q) =1
a été effectuée par Heath-Brown et Moroz [19, 20].

Enfin, les estimations de Type II obtenues dans [19] ont été utilisées
par Helfgott pour établir la validité de la conjecture de Chowla [7], bien
que les identités combinatoires mises en ceuvre soient différentes de celles
intervenant dans les travaux de Heath-Brown et Moroz(®) . Dans le théoréme
principal de [21], il montre en particulier la formule suivante, valide pour
toute forme irréductible F' € Z[ X7, X2] de degré 3 et tout £ > 0, et uniforme
en x > 16,

(loglog ) (log log log x)® 2
log x '

(1.2) M, (; F) <pe

Etant donnés un compact K C [0, 1]2, une forme binaire F' et une fonction
arithmétique h, on définit

MPE )= 3 W)
(n1,n2)€K-2NZ?
pged(ny,na)=1

&) Helfgott utilise des itérations de I'identité de Vaughan en lieu et place de l'identité
de Buchstab.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



FONCTIONS ARITHMETIQUES ET X} + 2X3 1301

ou K-z := {(t1x,tax) : (t1,t2) € K}. Dans le présent travail, nous étudions
la somme M }(Ll)(IC - x; F') pour diverses fonctions multiplicatives h et pour
la forme binaire X + 2X3. Traiter le cas d'une forme binaire cubique
irréductible quelconque nécessite I'introduction de divers outils de théorie
algébrique des nombres, a la maniére de [19] et [20], que nous avons voulu
éviter ici pour conserver une exposition claire. Le lecteur intéressé pourra
consulter les travaux de theése de 'auteur [22], ot sont obtenus des résultats
analogues aux théoréemes 1.1 et 1.3 infra, pour les polyndémes de la forme
F(a1 + X1q, a2 + X2q) ou F est une forme cubique irréductible et a1, as et
q sont des entiers satisfaisant (a1, as,q) = 1.

En considérant le cas de I'indicatrice des friables h = 1g(,), nous retrou-
vons le cardinal

\Ijg%wxg(’c ‘T,Y) = {(”bnz) eK-xznZ*: Pirz;,i)nj_)Qngl) Zt y },
quantité qui intervient directement dans ’algorithme de factorisation du
crible algébrique (voir [8, chapitre 6.2]). Nous obtenons le résultat suivant.

THEOREME 1.1. — Soient € > 0 et K C [0, 1]> un compact dont le bord
est paramétré par un lacet de classe C' par morceaux. Uniformément dans
le domaine

log x
(1.3) x 23, exp ((loglogl‘)ls) <Y,
on a
(14) W (K-zy) = S Nol(K)a2p(3u) + O (xz)
3193 ) 2 (loglogx)l—=

ott Vol(K) désigne I'aire de K.
De plus, si (x,y) parcourt le domaine

log x 1/9—
1.5 >3, ——=— | <y <ot/
9 wen e () <ves
alors le terme d’erreur impliqué dans la formule (1.4) peut étre remplacé
par O(22 exp(—(loglog 2)1/27¢)).

Compte tenu de I'estimation
p(u) = exp (—ulogu(l + o(1))) (u — 400),

on observe que le théoreme 1.1 donne un équivalent de \Ilggwxg (K- x,y)
1 2
lo

W) < y. En utilisant une convolution pour

enlever la condition de coprimalité, on montre le corollaire suivant, qui
améliore les résultats de [1] dans le cas de la forme X3 +2X3, en établissant

dans le domaine exp (

TOME 68 (2018), FASCICULE 3
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la validité de (1.1) et en augmentant la région dans laquelle on dispose d’une
estimation de Wxs,5x3(,y).

COROLLAIRE 1.2. — Soient € > 0. Uniformément en x,y > 3, on a
2
(1.6) Uxsyoxs (2,y) = a?p(3u) + O ((loglogm)l'f)

De plus, si (z,y) parcourt le domaine (1.5), alors le terme d’erreur
dans (1.6) peut étre remplacé par O(x? exp(—(loglog x)/?7¢)).

1
(loglsgaf)l*E
quence du corollaire 1 de [3] (voir le théoréme A). On observe en effet que

Pestimation

Up ([1,2]%,y) <2® ] (

y<p<z

Dans le domaine y < exp ( ), Pestimation (1.6) est une consé-

22
)+x<<+a;

valide pour toute forme cubique irréductible F', implique la validité de (1.6)
deés que u > (loglog z)*

Considérons également 1’ensemble M (w) des fonctions h multiplicatives,
de module borné par 1 et satisfaisant h(p) = w pour tout premier p, ol
w # 1 est un complexe de module 1. La méthode développée dans ce travail

—€

permet d’évaluer M ,(Ll) (K- 2; X3 +2X3) avec une certaine uniformité en w.

THEOREME 1.3. — Soient ¢ > 0 et K C [0,1]? un compact dont le bord
est paramétré par un lacet de classe C' par morceaux. Uniformément en w
un complexe de module 1 satisfaisant |Re(w) —1| > W’ h € M(w)
etx > 3,o0na

72

MY (K- X3+ 2X3) €
po (0 m X +2X5) < (loglog x)1—=
En effectuant le choix h(n) = p(n), ce résultat permet de retrouver, avec
un terme d’erreur plus faible, la formule (1.2) due a Helfgott [21].

On peut en déduire aussi la majoration de la somme d’exponentielles

> e (09 (n} + 2n3)) <

(nl,ng)eK}xﬂZz
pged(ni,n2)=1

o
(loglog z:)1—=

ou e(t) := exp(2int), valide uniformément pour tout réel 6 satisfaisant
10 —1||lr/z > W ol || - ||,z désigne la distance & I'entier le plus
proche.

Pour toute fonction arithmétique g, définissons 1’ordre moyen

)= g(n)

nT

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Reprenant les travaux de Heath-Brown et Moroz, le point clé des preuves
des théoremes 1.1 et 1.3 consiste a réduire l'estimation de l'ordre moyen
M,Sl)(IC -x; X3+ 2X3) a Détude asymptotique de M,z (x) ot 0% est une
fonction multiplicative satisfaisant oZ(p*) = v, + O(p~™1) et v, désigne
encore le nombre de solutions de la congruence X3 +2 =0 (mod p).

La série de Dirichlet associée > ”Z"ET)
de la fonction zéta de Dedekind (g g3 (s), diverses méthodes d’analyse

étant analytiquement proche

complexe (formule de Perron, méthode de Selberg—Delange, méthode du
col, etc.) permettent d’estimer Mz, (x). Au paragraphe 4.2, nous utilisons
ces outils pour étudier asymptotiquement Mz, (z) dans le cas ot h désigne
l'indicatrice des entiers friables et h € M(w).

Enfin, définissons pour w un complexe de module 1, y1,y2 > 1 des réels
ou Y2 = 400, I'ensemble M(w;y1,y2) comme lensemble des fonctions h
multiplicatives, bornées par 1 et satisfaisant les conditions suivantes :

(1) h est a support sur les entiers m satisfaisant P~ (m) > y; et
PF(m) <y,

(2) pour tout premier p dans Uintervalle |y, y2], on a h(p) = w.
Avec ces notations, on vérifie que 1g(,) € M(1;1,y) et que les fonctions h de
M(w) considérées dans le théoreme 1.3 sont des éléments de M (w; 1, +00).
La méthode développée dans le présent article permet de traiter le cadre
plus large des fonctions arithmétiques appartenant & M(w;y1,y2) (voir la
proposition 8.1 pour un énoncé général du résultat obtenu). Nous espérons
que cette généralisation trouvera des applications supplémentaires dans
d’autres circonstances.

Conventions. — Dans la suite de cet article, on emploie les notations
en usage dans les travaux de Heath-Brown et Moroz, a savoir que la lettre
¢ désignera une constante positive pouvant varier a chaque occurrence. De
méme, pour tout parameétre B, la lettre ¢(B) désignera une fonction de
B, éventuellement différente a chaque apparition. Il convient de souligner
que, dans [18; 19, 20, 21] et dans le présent travail, les constantes ne sont
pas effectives, en raison de I'incidence du zéro de Siegel dans les arguments
utilisés pour établir les estimations de sommes de Type II (voir le para-
graphe 7).

Ce travail présente 'organisation suivante. Au paragraphe 2, nous ré-
duisons le probleme & I’étude d’une fonction arithmétique sur les idéaux
de Z[V/2] ce qui nous conduit, au paragraphe 3, & I’étude de la distribu-
tion multiplicative de certains sous-ensembles d’idéaux. Le paragraphe 4
contient la définition et les premieres propriétés de la fonction de densité

TOME 68 (2018), FASCICULE 3
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0? déja mentionnée dans cette introduction. Au paragraphe 5, nous don-
nons un argument combinatoire qui a pour but d’adapter les méthodes
d’Heath-Brown a notre probléme. Les paragraphes 6 et 7 sont essentielle-
ment consacrés a ’estimation des termes d’erreur qui apparaissent dans la
discussion du paragraphe 5. Enfin, on illustre I'utilisation de la méthode
dans le paragraphe 8 en l'appliquant pour démontrer les théorémes 1.1
et 1.3.

Remerciements. L’auteur tient a remercier tres chaleureusement sa di-
rectrice de these Cécile Dartyge pour son accompagnement tout au long de
ce travail. Il exprime aussi sa sincere reconnaissance a Régis de La Breteche
et au rapporteur anonyme pour leurs nombreuses remarques autour de la
rédaction de cet article.

2. Formes cubiques et normes d’idéaux dans un corps
cubique

Dans toute la suite, on considére le corps de nombres K := Q[v/2] et
Ok := Z[V/2] son anneau d’entiers. La norme Nx ,q définie pour tout idéal
de Ok permet d’expliciter le lien étroit entre la forme cubique X3 + 2X3
et le corps K, a travers l'identité

On note J(K) le monoide des idéaux entiers non nuls de 'anneau Ok et
€0 := 14 ¥/2+ /4 'unité fondamentale de Ok. La fonction zéta de Dedekind
(k du corps K, définie par (k(s) :== >, ﬁ lorsque Re(s) > 1, a pour
7 logeg

V27
dessus de p et i, j, [, g, v et s des idéaux entiers de Ok.

résidu A\ := en s = 1. De plus, p désignera un idéal premier au

2.1. Fonctions arithmétiques sur les idéaux

Dans toute la suite, une fonction g : J(K) — C est dite multiplicative si
g(1j2) = g(G1)g(2) dés que (j1,j2) = Ok. Des exemples de fonctions mul-
tiplicatives sur les idéaux sont donnés par la fonction de Mcebius pk et la
fonction diviseur Tk sur J(K), définies comme les fonctions multiplicatives
satisfaisant, pour tout idéal premier p et k > 1, les formules

-1 sik=1,
LK (pk) = {0 sznon et TK (pk) =k+1.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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On introduit également les fonctions Qg et wk qui comptent le nombre de
facteurs premiers avec ou sans leur ordre de multiplicité, définies par

Qi) = D vpi) et wie(i) = # {pli}
pli
ol v, désigne la valuation p-adique. Etant donnée une fonction arithmétique
g définie sur Z, on lui associe naturellement une fonction définie sur J (K)

notée encore g par la formule ¢(j) := g(N(j)). Réciproquement, on associe
a une fonction g définie sur 7 (K) la fonction g% définie par

VA o
g ()= 90
N(j)=n
Dans la preuve de [18, Lemma 4.2], Heath-Brown énonce les inégalités
suivantes, conséquences de la décomposition des idéaux en idéaux premiers,

() STNG))® et #{j € T(K): N(j) =n} <7(n)*
ol 7 := Tq désigne la fonction nombre de diviseurs standard.
Le lemme 4.6 de [18], reformulé ci-dessous dans un cas particulier, fournit

une premiere estimation de ’ordre moyen de 7k sur les entiers de la forme
3
ni + no \/§

LEMME 2.1 ([18, Lemma 4.6]). — Soient x1 > x9 > 1 des réels. Pour
tout entier B > 0, il existe une constante c¢(B) > 0 telle que

B
Z TK (n1 + ng \3/5) < zya2(log(221))P).
[n1|<z1,
[nz|Sz2
77,2;&0

2.2. Notations et définition des idéaux admissibles

Comme observé dans le paragraphe 2 de [19], les nombres premiers ra-
mifiés dans Z[¢/2], & savoir 2 et 3, présentent un comportement particulier
et nécessiteront un traitement spécifique. En particulier, on a la décompo-
sition en facteurs premiers

73] =2z [V3] et (V2+1)2[V2] =32 [V,
L’unicité de la décomposition en idéaux premiers dans les anneaux

de Dedekind permet de définir, pour un idéal j et un entier m, la com-
posante y-friable et la composante y-criblée par

") = T11I»>" i@ =T11Is""

Py plp P>Y plp

TOME 68 (2018), FASCICULE 3
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m=(y) = [[p"™ et mT(y) =[] p>
P<Y P>y

ou vy, désigne la valuation p-adique rationnelle. On introduit enfin la com-
posante p-adique d’un idéal j, notée j,, comme I'unique diviseur de j satis-
faisant N (j,) = p?»(N() - de sorte que j = Hp ip-

Le comportement des idéaux premiers qui interviennent dans la décom-
position des idéaux (n; + n9+/2) est décrit par le lemme suivant, inspiré
de [18].

LEMME 2.2. — Soient ny et ny deux entiers premiers entre eux, p > 5
un nombre premier, py et po deux idéaux premiers au-dessus de p tels que
p1 et py divisent ny + no /2. Alors p1 = py et N(py) = p.

De plus, V41 n; +n2¥2 et (V24 1)? f ny +na¥/2.

Démonstration. — La premiére assertion fait I’objet de [18, Lemma 3.1].
Le second point se démontre en étudiant les solutions modulo 2 (resp.
modulo 3) de la congruence n3 + 2n3 = 0 (mod 4) (resp. de la congruence
n +2n3 = 0 (mod 9)) sous la contrainte (ni,m2,2) = 1 (resp.
(711,712,3):1). O
Au regard de ce résultat, on dira qu’un idéal j est admissible si

e les valuations v g5(j) et v g5, ,(j) valent 0 ou 1.
e pour tout premier p > 5, il existe un idéal premier p de norme p et
un entier £ > 0 tel que sa composante p-adique j, s’écrit j, = pk.

2.3. Transformation des sommes M}(Ll)(IC -x; X3 4+ 2X3) en sommes
sur des idéaux admissibles

Soit K C [0,1]? un compact dont le bord est paramétré par un lacet de
classe C! par morceaux. Recouvrons K - z en carrés de la forme

C (N1, No) :={(n1,n2) : 2nN; < n; < 2n(N; + 1) pour i = 1,2}

ou 1 := (logz)~ pour une constante ¢y > 0 que 'on déterminera a pos-
teriori et 0 < N; < 77_1 pour ¢ = 1,2. Les éléments de K mis & I’écart par
cette approche contribuent de maniere négligeable puisque 'on a

#{OK N, No <y ' 0 CC(N1,No)NK -2 C C(Ny, No)} <t
Définissons

(2.1) ¢(N1, Nao) == n* (N} + 2N3)
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et
N(n) = {77_3/4 < Ni,Na <7t C(Ny, Ny) C ’C'l"}

de sorte que ¢(Ny, No) > 313/* lorsque (N1, No) € N(n).
Considérons ’ensemble d’idéaux

A(Ny, No) = {(nl —|—n2\?/§) Ok : (n1,n9) € C(Ny, Na) et (ny,ng) = 1}.

Le lemme suivant affirme que ¢(Ny, Na)a? correspond a la valeur moyenne
de n$ + 2n3 sur C'(Ny, Na).

LEMME 2.3. — On a, uniformément en x > 2, (N;,N2) € N(n) et
(n1,n2) € C(N1, N3), Pestimation

(2.2) n3 +2n3 = ¢(Ny, No)a® (1 +0 (77%)).
Démonstration. — La relation (2.2) est une conséquence de la formule
de Taylor et de la définition (2.1). O

Compte tenu des observations précédentes et du choix 1 := (logx)~ <,
on peut majorer trivialement la contribution des (ny,ns) € C (N7, N3) avec
(N1, N2) ¢ N(n) pour écrire, pour toute fonction arithmétique h bornée
par 1, 'estimation

(23) MYV (K a;X3+2X3) = > Mu(A(N1, Vo)) + O (na?)
(N1,N2)eN (1)

ou

My(A) = Zh(j)-
jeA
Comme souligné dans I'introduction, on verra au paragraphe 5 que la rela-
tion (2.2) permet de comparer My (A(N1, N2)) & la quantité plus réguliere
Myn(B(N1, N2)) ot o est une fonction de densité qui sera introduite au
paragraphe 4,

B =B(Ni,No):={j € T(K) : ¢(N1, Na)z* < N(j) < ¢(N1, No)z?(1 +n) }.
et

(2.4) Mon(B) :=Y_ a()h(j)-
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3. Sommes de Type I et niveau de répartition

Etant donnés des entiers g1 et go et un idéal admissible i, considérons la
somme d’exponentielles

E(g1,92;1) := Z G(W)

1<n1,n2 <N (i)
iln1+n2 ¥2

ou e(t) := exp(2int). L'estimation d’une telle quantité constitue un in-
grédient de base dans de nombreux travaux relatifs aux formes cubiques
(voir par exemple le paragraphe 2.4 de [13] ou le paragraphe 5 de [18]) et
intervient fréquemment dans la majoration des sommes de Type I.

Une étude de F(g, g2;1) s’initie en observant la relation de multiplicati-
vité
(3.1) E(g1,92;11i2) = E(g1, 92; 1) E(91, 923 12)
valable dés que (N(i1), N(i2)) = 1. Conséquence du théoréme des restes chi-
nois, I'identité (3.1) permet essentiellement de ramener ’étude des sommes
E(g1, g2;1) & la démonstration du lemme suivant.

LEMME 3.1. — Soient p un idéal premier non ramifié tel que N(p) =p
etk>1.0na

k g1+g2 - ok 3
, pe<77k) siph | g2 — 1 V2,
E(91,g2;pk) = b )
0 sinon.

Cette formule reste vraie si p € {2,3} et k = 1.

En vue d’établir ce résultat, nous étudions dans un premier temps la
somme d’exponentielles

g1n1 + gana
g (91;92§Pk) = Z e <N(pk)>

1<n1,m2 <N (p")
(n1,n2,N(p))=1
pFlnitns V2

LEMME 3.2. — Soient p un idéal premier non ramifié tel que N(p) = p
et k > 1. Si (g1,92,p) =1, alors on a

(=Dt siph|ge—aV2,
EW (91,92;Pk) = -—pk! si ph=1 | g2 — g1V2 et p* 92— V2,

0 sinon.
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De plus, si (g1, g2,p") = p*o avec ko < k, alors on a

g1 92 _
(3.2) EW (91,925Pk) :pkoE(l) <pkoa %apk ko)-

Ces formules restent valables lorsque p € {2,3} et k = 1.

Démonstration. — La preuve s’articule essentiellement autour d’un ar-
gument
développé par Greaves [12]. On remarque tout d’abord que

28 (91, 92;9") = Z N® (p*,m)e (m>

k
1<m<pk b
ott N (p* m) désigne le nombre de couples (n1,ns) modulo p* tels que
(n1,n2,p) =1, p"|ni+mnaV2 et gini+ gamo =m (mod p*).

Pour tout couple (m,m') satisfaisant I’égalité de pged (m,p*) = (m/, p¥), il
existe un entier A premier & p tel que m’ = Am (mod p¥). Ainsi, la relation

(n1 (mod p*),ny (mod p*)) = (An1 (mod p*), Any (mod p*))

définit une bijection, d’ott NV (p* m) = NM(p* m/). 1l s’ensuit que

. A
EW (g1, g0:0%F) = Y ND(pb /) e(pk_j)

0<j<k 1KALpF I
()\,pkfj)zl
(3.3) =N® <pk7pk) _ND (pk,pk—l)_

Les roles de g1 et go étant symétriques, ’hypotheése (g1, g2, p) = 1 permet de
supposer sans perte de généralité que (g1, p) = 1. Il s’ensuit que N (p¥, p*)
est égal au cardinal de I’ensemble

{1 <ny,ng <pFe (n2,p) = 1,p* | nq +naV2,ny = —anngl(modpk)}

ou gl_1 désigne la solution modulo p* du systéme glgl_l =1 (mod p*),
d’ou 'on déduit que

(3.4)

(p—1)p"t siph|ge— V2,
N(l) (pkrvpk) _ { .
0 sinon.
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De maniére similaire, puisque p n’est pas ramifié, on a

(n27p) = ]-7
N (pF pF=1) =4 01 <nayna <pP o pP [ PP — nalge — 91V/2),

nigi = p"1 = gong (mod Pk)
(3.5) Pt st g g V2 et pF g2 — g1 V2,
. 0 sinon.

La formule pour EM(gy, go;p*) dans le cas (g1, 92,p) = 1 est une simple
conséquence de (3.3), (3.4) et (3.5).
Supposons & présent que (g1, g2, p*) = p*°. Sous 'hypothese ko < k, on a

Gnl + 2&nh

k kE .k

EW (g1, g2:p%) = > e| pk_kﬁ N (n},nh,p",p*)
1<n),nh<ph ko

(nf,nb,p)=1
ott N(nfy,nh,pk, p*o) désigne le nombre de couples (n,ns) modulo p* tels
que
(m1,m2) = (n}, ) (mod pF0) et p* | my +my U2

Puisque p n’est pas ramifié, il s’agit de compter les couples (n}, n3) modulo
Pk tels que p* | (n} 4+ nipF=Fo) 4+ (nh + nipF=F0) /2, d’on Iégalité

ko i pk=ko | ! 4 nl Y3

N(n'l,n'Q,pk7pk°) _ p p | 1 2
0 sinon.

qui permet d’obtenir la relation (3.2). O

Démonstration du lemme 3.1. — Définissons les entiers kg et kq par les

relations (g1,92,pF) = p*, ¥ | (g2 — 91V/2) et p"¥1 { (92 — g1 V/2), de
sorte que ko < k1. Au vu des hypotheses sur p, il vient

E(g,020%) = > > 6(91”1+92”2>

pk
0TSk 1<ny,na<p”

(n1,m2,p*)=p

pFna+ne V2
(3.6) =1+ > EW(g1,929").

1<j<k

Si 1< j < kg, on observe que
EM (91’92;Pj) =# {1 <ny,ne <p7,(ng,ne,p) = 1,97 | my +n2\3/§}

(3.7) =@-1p "
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Dans le cas ou kg < j < k, on applique le lemme 3.2 pour obtenir que

(p—1)p~" sij <k,
(3.8) EW (g1, g25p7) =  —pht sij=ki+1,

0 sinon.

La combinaison des formules (3.6), (3.7) et (3.8) entraine alors la relation

k- .
p stk < ky,
(3.9) E(g1,92;9%) = . '
0  sinon. O

3.1. Niveau de répartition de A

Dans ce paragraphe, on cherche des estimations, en moyenne sur i, du
cardinal de

Ai={eA:i|j}.

Dans le lemme 3.2 de [18], de tels résultats sont obtenus en moyenne sur
les idéaux i sans facteur carré. Nous généralisons ici (voir le lemme 3.4
infra) la démonstration de Heath-Brown [18, paragraphe 5] & des idéaux
quelconques en utilisant les estimations de sommes d’exponentielles du pa-
ragraphe précédent.

Omettant dans un premier temps la condition (ni,ns) = 1, étudions,
pour tous réels z1,x2 et t > 1, le cardinal de I’ensemble S(t, z1, x2;1), noté
encore S(i) et défini par

S(@) = {(nl,ng) cx;<ny <xpt+tpouri=1,2eti|ng +n2\3/§}.

En partitionnant cet ensemble en classes de congruence modulo N (i), on
peut écrire (voir [18, formule (5.2)]), pour tout idéal admissible i,

(3.10) #S(i) = E(Z\?(S;) (> +0(t))

+0 3 IE(Jg\;Egz;i) min <t N(i)) in (t N(i))

b ’7
(91,92)#(0,0) ‘gl‘ |92|

N()
2

lg1l,lg21<

Le terme d’erreur, relatif aux fréquences non nulles de (3.10), est estimé
dans le lemme suivant, analogue de [18, Lemma 5.1].
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LEMME 3.3. — Soient B > 0 et ¢ > 0. Il existe ¢(B) > 0 tel que,
uniformément en x1,x2 > 0,t > 1 et D > 1, on ait
2

t
> ()P |#S() - | < (t+ D)(log(2D))*P).
= N(i)

i admissible

D<N(1)<2D
Démonstration. — La démonstration est calquée sur [18, Lemma 5.1], en
utilisant cette fois-ci le lemme 3.1 pour estimer la contribution des sommes
E(gtha ) lorsque (glng) # (070) U

11 est possible de relier le cardinal de S(i) & celui de A; par un argument
de convolution, & I'image de la formule (5.3) de [18]. Remarquons pour cela
que la formule d’inversion de Moebius permet d’écrire la relation

nx Ninx Nonz i
# A= Zu #S( T (1d)>

Au vu du lemme 3.3, on peut ainsi espérer approcher, pour tout idéal
admissible i, le cardinal de A; par

n?x? 6n2z% afi)

%: ddN((ld)> m N(i)

ou « est la fonction a support sur les idéaux admissibles définie par

(3.11) a(i) = H) (1+;)1.

p|N(i

Ceci suggere d’écrire

G'a” a®) 44

#A= =5 N

ou

A0 < g me7N2773: i > n?x?
A < ) s (2, S o ()

Le lemme suivant, extension de [18, Lemma 3.2], montre que 'on a ef-
fectivement le niveau de répartition attendu.

LEMME 3.4. — Soient B > 0 et ¢ > 0. Il existe ¢(B) > 0 tel que,
uniformément en z > 2, (Nl,Nz) eN(n) et1<D<a? on ait

> w®”

D<N(i)<2D

n a(i)
N(l)

< ( 8/2 +xD1/2> (log )°(B).
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Démonstration. — Puisque « est a support sur les idéaux admissibles et
compte tenu du lemme 2.2, il suffit de considérer les idéaux i admissibles.
Le résultat s’obtient en reproduisant la démonstration de [18, Lemma 3.2],
la condition N (i) sans facteur carré étant remplacée par i admissible et le
lemme 3.3 fournissant ’analogue de [18, Lemma 5.1]. O

Considérons enfin le cardinal de ’ensemble
Aig={ieA:d|NG")}

ou d est sans facteur carré. Suivant 'argument développé pour obtenir la
formule (5.8) de [18], le principe d’inclusion-exclusion permet d’écrire la
formule

(3.12) wd) Y () =

i11(i2.d)
d|N(j1)

0 sinon.

{1 si d | N(iz),

Compte tenu du lemme 3.4, la relation (3.12) suggere d’écrire, pour tout
idéal admissible i,

6n%a a()E(i, d)

(3.13)  #Aia=p(d) Y px()#A == N AR
d\)]\‘fd(j)
— px () ex(if)
d|N(j)
et -
o ol g On%? (i)
‘ (Av 7d)‘ < ]Izd 1% (d) ‘#AU 2 N(U) .
d|N (i)

Il s’ensuit que, si i est admissible, la fonction arithmétique (i, ) est mul-
tiplicative et a support sur les entiers sans facteur carré. On a notamment
par (3.11) la formule

L sipt NG,
(3.15) §ip) =41 sip|N@)etp>5,
0 sip| N@) et pe{2,3}.

Dans le cas o i = Ok, on pose £(d) := &(Oxk,d) pour tout entier d > 1.
Les termes de reste r(.A, i, d) sont estimés directement & ’aide du lemme 3.4
dans le lemme suivant, analogue de [18, Lemma 2.1].
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LEMME 3.5. — Soit B > 0. Il existe ¢(B) > 0 tel que, uniformément
pour x =2, (N1, No) € N(n), et 1 < D < 22, on ait

> wdPr(NGODP r(4,i,d)| < (az3/2 + g;DW) (log 2)°(B).

i,d
D<N(i)d<2D

3.2. Niveau de répartition de B

Par analogie a A;, on considére dans ce paragraphe le cardinal de
I’ensemble

Bi:={jeB:i|j}

L’étude de la répartition des idéaux de Ok se base sur le résultat suivant,
di & Weber.

THEOREME 3.6 ([27]). — Uniformément pour x > 1, on a

#{eJ(K):N(G) <z} =gz + O (x2/3)

\ 7 log eg
ou \K = o
On définit

Bi,d = {] eBi:d | N(]lil)}
L’estimation de Type I suivante, relative & B; 4, est une généralisation du
lemme 2.2 de [18] qui suggere décrire
(N1, No)nz?

(3.16) #Biq = Ak NG) B(d) + r(B,i,d)

ou B est la fonction multiplicative a support sur les entiers sans facteur

1T (1 )

plp

carré définie par

LEMME 3.7. — Soit B > 0. Il existe ¢(B) > 0 tel que, uniformément
pour z =2, (N1,N2) € N(n), D > 1 et i un idéal de J(K), on ait

2711/3

Z 7(d)B u(d)? |r(B, i, d)| < il (log(2D))*®).

\2/3
D<d<2D N

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



FONCTIONS ARITHMETIQUES ET X} + 2X3 1315
4. La fonction de densité o
4.1. Définition et premiéres propriétés

Etant donnés un sous-ensemble C de N, un idéal i de Ok et D = A ou
B, on considere le cardinal

(4.1) S(D,i,C) :=#{q:iqg€ D et N(q) € C}.

En général, on ne peut pas espérer évaluer S(A,1i,C) en utilisant unique-
ment les majorations de sommes de Type I obtenues dans la partie pré-
cédente en raison de l'incidence du phénomeéne de parité, mentionné en
introduction.

A la suite des travaux de Heath-Brown, on cherche & montrer 'existence
d’une constante ¢ > 0 et d’une fonction de densité o : J(K) — R telles
que l'approximation

. oon . .
(4.2) S(ALC) e , N2)x0(1)S(B, i,C)

soit vraie, en moyenne sur les idéaux i et pour une certaine classe
d’ensembles d’entiers C inclus dans I’ensemble criblé C~(z7) ot, pour tout
parametre réel z > 1,

(4.3) C (2):={d: P (d) >z}

et 7 := (loglog x)~®° avec w, dans 0, 1] fixé.

Dans ce paragraphe, on obtient des valeurs heuristiques pour o et o(i)
en étudiant S(A,i,C~(z7)) et S(B,i,C~(27)). Au vu des estimations de
sommes de Type I contenues dans les lemmes 3.5 et 3.7, 'application d’un
lemme fondamental de crible (démarche effectuée en détail au paragraphe 6)
suggere que 'on a

222 afi
ay  sase @)y g TTa- e
et .
23
(4.5) S(B,i,C(z7)) Nete )\KC(N1,N2)]7\7,7® H (1-8(p))-

L’étude de la singularité de (k(s) en s = 1 permet d’obtenir la formule
(6.8) de [18], uniforme pour ¢t > 2, & savoir
1

(4.6) [Ta-580) (1 - ) =g (1+0((logt)™?)).

p<t p
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La formule (3.15) et le théoréme des idéaux premiers impliquent de méme
I’estimation suivante, valide uniformément pour t > 2,

11 (1 - 11’})) <1+;) = (1+ 0 ((logt)7?)),

p>t

d’ou 'on déduit la convergence du produit eulérien

(4.7) oo =[] (1 - 111’2?) (1 + ;)

On observe également que la formule (3.15) implique les estimations uni-

formes pour N (i) < 3z® suivantes

11 (1—£(i,p)):1+O(TiT> et I (1—g(p)):1+o(TiT>.

p>zT p>x”
p|N (i) PIN(i)

Sous réserve d’établir les formules (4.4) et (4.5), il s’ensuit alors la formule

SALCT(2T)  ~ 7725“2"0;((% II <1 B 119>

p<x”

(4.8) o) :=afi) [ @-¢Gp)@—¢@)".
p|N (i)

On observe en particulier, pour tout premier p > 5 et k > 1, la formule

49 0% () =u, (i:) (1 - 1’1}}3)_1 —1,+0 (;)

Finalement, au vu de la formule asymptotique (4.6), on a également

{ES
S(B,i,C7 (7)) | ~ C(Nl,NQ)XTi) 11 (1 - ]19)

p<z”

ce qui justifie la pertinence de (4.2) lorsque C = C~ (z7).

4.2. Ordres moyens de oh

Etudions I’ordre moyen M, (B) défini par la formule (2.4) pour toute
fonction arithmétique h € M(w) olt w est un complexe de module 1, c’est-
a-dire h multiplicative, & valeur dans le disque unité et satisfaisant h(p) = w
pour tout premier p. D’une part, la preuve du théoreme 1.3 repose en partie
sur une estimation asymptotique de My, (B). D’autre part, les majorations
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de M, (B) que nous développons ici seront utilisées & de nombreuses re-
prises dans les parties 6 et 7 infra.
La formule (4.9) entraine, uniformément pour p premier et dans la région

0 < Re(s) < 1, la formule
1 1
(410) Z N p)s ( 2Re(5)>

plp ()

11 suit alors de (4.9) que la série H(s)(k(s)™" ol
B Z oZ(n)h(n)
= —

n>1

peut-étre prolongée en une fonction holomorphe dans le domaine complexe
Re(s) > 1 — c(log(|Im(s)| + 1)) ™! pour une constante ¢ > 0 convenable.
La méthode de Selberg—Delange (voir [26, Théoréme 5.2] et [16, para-
graphe 1.3]) permet d’établir le résultat central de ce paragraphe, & savoir
la formule asymptotique de M, (B) contenue dans la proposition suivante.

PROPOSITION 4.1. — On a, uniformément pour w un nombre complexe
de module 1, h € M(w), x > 2 et (N1, Na) € N(n),

(4.11)  Myp(B) = ¢(N1, No)na® (3log )~ (J((Z) +0 (WC))

T(w) log =
GH)

k
(14 0-eo)™ [ TME) S a0 - i)

1 P N
et a(-) et £(-,-) sont définis respectivement par (3.11) et (3.14).

On a en particulier 0(1) = WQLUU et, uniformément pour = > 3,

ol

o(i) 6
4.12 — = 1 O (logl .
(4.12) N%; NG . ogx + O (loglog )

Démonstration. — Au vu de ce qui précede, on peut appliquer la mé-
thode de Selberg-Delange & 0Zh. Les formules (1.17) et (1.18) de [16] en-
trainent alors que l'on a, pour tout entier N > 0 fixé et uniformément en
lw| =1, h € M(w) et z > 2,

LS Au(h 1
5 ot (§: 50 o)

n<x k=0
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ol les Ag(h) sont définis & l'aide du développement de Taylor en s = 1

(4.13) (‘9_171”% =3 Xe(h)(s—1)*

k>0

En particulier, on a

Xo(h) = i H(s)C(s)™"|,_, = o(h),
ce qui permet de déduire (4.11) en prenant N assez grand devant ¢y, compte
tenu de I'estimation

log (¢(N1, No)z®) = 3log (1 4O (loglogff».
log =

Avec le choix h(n) = 1 pour tout entier n > 1, une sommation par parties
entraine directement la formule uniforme en z > 3 suivante
a(i)

Z N =o(1)logz + O (loglog ).
N@{)<z

En utilisant la définition (3.14) et la formule d’inclusion-exclusion (3.12),
on observe que, pour tout premier p, on a

ZZ ZZMK%&@)'

k>1 N (i)=p* k=1 N(i)=p

Au vu de la définition de o(h) et de oy, il s’ensuit que o(1) = —2—. O

w200

Considérons a présent le cas h = 1g(,), ou S(y) désigne I"ensemble des
entiers y-friables. Dans la proposition suivante (application de la méthode
de Selberg—Delange friable développée par Hanrot, Tenenbaum et Wu [16])
nous obtenons une estimation de My, (B), étape essentielle en vue de
démontrer le théoréme 1.1.

PROPOSITION 4.2. — Soit ¢ > 0. Uniformément pour (N1, N2) € N'(n),

1 ~
x>=3et exp(ﬁ) <y<32% ona

6 3 log(u + 1)
Moy, (B) = 20q (N1, N2)nz*p (3u) (1 +0 (loglog CUW
ol u = }ggz
Démonstration. — Observons tout d’abord que, d’apres (4.10), la série

de Dirichlet engendrée par 0% est de la forme

o%(n) _
Z = G(s)Ck(s)

ns
nz1
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ou G(s) == >, 97(;;) est développable en un produit eulérien absolument
convergent pour Re(s) > 1/2. On peut alors reproduire mutatis mutandis
les arguments du paragraphe 2.3 de [16] en remplacant or(n) par o%(n)
pour obtenir, pour tout € > 0, I’estimation

3, =00 ()

)<y

P

uniformément dans le demi-plan Re(s) > 1/2 + . La fonction arithmé-
tique 0% satisfait donc les hypotheses (1.7) et (1.10) de [16], ce qui per-
met d’appliquer [16, Théorémes 1.1 et 1.2]. On en déduit, pour tout N
fixé, l'existence de Cy > 0 tel que l'on ait, uniformément en z > 3,
exp((loglog )%/37¢) <y < x et sous la condition

log 1
(o<u<N+1;»u_LuJ>cNW),
logy

la formule suivante

log(u + 1) Nt
2 v <kz 1ogy 0 (”( logy ) ))

n<e
Pt (n)<y
ol les A\;(1) sont définis par (4.13).
Compte tenu de l'estimation, valide pour tout j > 0 et uniforme en
0 < v < u suivante

(4.14) P9 (u —v) < log(u + 1) p(u) exp (O(vlog(u + 1)))

établie & la suite de [26, p. 507], le théoréme des accroissements finis per-
met de montrer 'existence de Ny (dépendant de cy) et Cn, > 0 tels que
I'on ait, sous les conditions précédentes et uniformément pour les couples
(N1, N3) € N(n) satisfaisant

loglo
(4.15) (O <un, N, <No+1=un, N, — LuNl,NzJ > CNOigsy),
ol UN, N, = % la relation

6 log(un, N, +1
Mo, (B) = ——c(N1, Na)na®p (3un, ;) <1 +0 (g(NN))>

dory) logy
6 1 1
(4.16) == c(N1, No)na?p (3u) (1 +0 <log 10g£0g(u+))>.
200 logy

Pour conclure la preuve de la proposition, il s’agit d’évaluer My, (B)
pour les couples (N7, N3) ne vérifiant pas (4.15). Il suffit alors d’observer
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que

Mlﬂs(yl) (B) < Mo, (B) < MUls(yz)(B)
dés que y; < y < y2 et de remarquer que, pour ¢ € {1, 2}, Pestimation (4.16)
entraine

6 3 log(u + 1)
M01s<yi)(8) = WTUOC(NI’NQWC p (3u) (1 + O (1oglogx10gy
avec le choix y; = y(logx) ™% ol ¢; est une constante suffisamment grande.

O

5. Description de la méthode

Rappelons le choix de parametre 7 := (loglogz)~®° avec wy fixé dans
10, 1[ effectué précédemment. Dans [18, Section 3], Heath-Brown réalise le
tour de force de montrer la validité de la formule

oon
(5.1) S(AO.C) o~ o i NZ)xS(B,OK,C),

pour certains ensembles C inclus dans

Clmyn) = {(n g : U0 =w() = m et Q) =w(s) =, }

P(rs) >a7 et 217 < s <z

ol, pour D = A ou B et i un idéal, on étend la définition (4.1) par
S(D,i,C) =#A{(v,s) :its € D et (N(v),N(s)) € C}.

En adaptant les arguments de Heath-Brown, on montrera dans le para-
graphe 7 que la formule (5.1) se généralise sous la forme

(5.2) S(ALENCmn) ~ C(NT%J(‘»)S (B,i,ENC(m,n))

uniformément pour les ensembles E € £(m + n) définis de la maniére
suivante. Pour tout entier k, on désigne par £(k) 'ensemble des parties de
N qui s’écrivent comme intersection d’ensembles de la forme

E(k;y,ﬁ,?, <) := {(ns) :Qrs) =w(rs) = k,yP(a)(rs) =< P(ﬁ)(rs)}

oty > 0, < désigne < ou <, @ = (a,...,0q,) avec 1 < ag < --- < oy,
et B = (B1,...,0,) avec 1 < B < .-+ < By, et, pour tout entier d, les
termes P(ﬁ)(d) et P(ﬁ)(d) sont les produits

(5.3) P (d) := Pl (d)... plen) (q)
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et

(5.4) p(?)(d) — p(ﬂl)(d) . ..p(ﬂzQ)(d),

les P()(d) étant définis par la décomposition de d en facteurs premiers
d = p(l)(d) . ..P(Q(d))(d) avec p(i)(d) < P(H'l)(d),

en utilisant la convention P(a)(d) = 1 (resp. P(B))(d) =1)silh =0
(resp. lo = O)(3). De tels ensembles apparaitront naturellement au cours de
Pargument qui conduit a la proposition 5.2 infra.

Soient w un complexe de module 1, y1,y2 deux nombres réels tels que
y1 =1louys > 2" et yo > 7 et h un élément de 'ensemble M (w;y1,y2)
défini dans l'introduction. Dans la suite de ce paragraphe, on établit un
raisonnement combinatoire qui raméne le probléme de D'estimation de
M (A) (resp. Myp(B)) a lestimation des cardinaux S(A,i, E N C(m,n))
(resp. S(B,i, ENC(m,n))) pour des ensembles E € £(m +n) en vue d’uti-
liser (5.2).

Soit @ € ]0, wg[. On rappelle que 7 := (loglog x)~®° et on introduit un
parametre 71 > (loglog )~ ™! suffisamment petit qui sera rendu explicite
dans les applications du paragraphe 8, en vue de contréler la contribution
des idéaux j satisfaisant N(j~(«7)) = z™.

Considérons, pour un idéal admissible j de Ok donné, la décomposition
de sa partie x7-criblée en produits d’idéaux premiers

(55) ]+($T):p1pk, N(pl) g]\/v(szrl)v Ze{l7ak_1}

On effectue une partition de Ok sous la forme Ok = (’)g) U---u (’)E) ou
les (9%? sont des ensembles d’idéaux définis par des conditions sur la norme
de pi et pr_1, & savoir

O = {j % < N(pi)},
o = {ia¥2 < Np) <22},
O = {j: 2 < Npy) <a¥/},
O = {i N(p) <w et 2¥/2 < N(pppa) }
et

OS) = {) :N(pr) <z et N(pr_1px) < xS/Z}.

(3)0On peut ainsi considérer les inégalités du type y < P<a>)(d) et P(E)(d) < y.
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Il s’ensuit que

My (A) :ES:M;L (Am@ﬁ?) avec Mj, (Amoﬁ?) = S hl).

=1 jeAnol

Pour ¢ € {2,...,5}, on peut remplacer le terme M,(A N (’)é?) par une
formule oll interviennent des cardinaux de la forme S(A,i,C® (m,n)) avec
C%(m,n) C C(m,n).

LEMME 5.1. — Pour tout i € {2,...,5} et uniformément en x > 2,
w un complexe de module 1, y1,ys deux réels tels que y; = 1 ou y; > =7
et Y2 > mT’ h e M(“’%Ql,yz) et (NlaNQ) GN(U)a on a

My (ANOR) = 37 h@) > w8 (A5,¢O(m.n))
NG{)eZ m,n
+ O(O(A; |h], 27, 2™) 4+ Ao (As |h])

+ A1 (A [h]) + Az (A; [A]))

ot
Z:={1<m<a™ et P*(m) <™},
5.6 ; i
(5.6) C(z)(m,n) =C(m,n) N C(z)7
avec
(). WSEPTEOPIH <P L
C(Q) = P+(T') g Y2 ’
0 sinon,
(re): U< P=(r),PT(r)<P(s), | . _
C(g) = ’ ' P+(s) g Y2 ’
0 sinon,
() ST ELPTO <P
ol PH(r) < max(z!~", p») |
0 sinon,

C(5) ( ) . yl < P_(r)’P+(T) < P_(8)7
= r,s): P""(S) <max(x1‘ﬁ,y2),P%(s) ng—T

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



FONCTIONS ARITHMETIQUES ET X} + 2X3 1323

O (A;|nl, 2™, 2™) = > k)],
jeA
NG~ (z7))>x™

sy Dol = Y r) avee T() = U #'Z

ieA P k>2
N(j)ET(a:2T) P>z

Ay (A |h) = max > [A1)]A1 (A 1Y)

Y>227 N()eT

avec
(5.8)
A (ALY = Z S (.A, ip,C™ (max(xT,min(yl,x1/2_”)))>.
Y<N(p)<Yam
et
Ao (4[] i= max Y [h(i)|Ag (A§Y)
Y>227 N()ex
avec
(5.9)
Ay (A4Y) = Z S (A, ip1pe, C™ (max(xT,min(yl,x1/2))>).
2/ <N(p1)<N(p2)
Y<N(p1p2)<Y$T1
Démonstration. — En isolant les idéaux j de A tels que j*(2") possede
au moins un facteur carré, on peut écrire, pour tout i € {2,...,5},
M, (A N Oﬁ?) = 3 )Y uts (A noY i, B.ne- (f))
PH(N())<ar k>0
+ O (Ag(4; |A]))
ol

By = {(r,s) : Q(rs) = w(rs) = k,y1 < P~ (rs), P*(rs) <y} .

Soit j un idéal de Og). En utilisant la décomposition (5.5) et sous I'hy-
potheése supplémentaire que N(3~(27)) < 2™, encadrement

2% < N(py) < 2°
entraine largement que
x172‘rl < N(pl . 'pk—l) < $3/2.

On peut majorer par Aj(A;|h|) la contribution des idéaux qui vérifient

23?2 < N(pp) <2*2t7 ou 2272 < N(pp) < 22
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et, en posant = N(py), s = N(p1 -+~ pr—1) et n =k — 1, il suit

My (ANOR) = 30 w(i) D wttns (AnoR)ic® (1)

N(i)eT n>0

T O (O (A [h], 27, 2™) + Ao (A; ) + Ax (A [R])).
De méme, on peut écrire, en posant maintenant s = N(py), la formule

My (ANOR) = 37 h(i) 3w tts (An0R,i,cC)(m, 1))

N({)eT m=0

O (© (A;[hl,z7,2™) + Ao (A; [h]) + A1 (A; [R]))
ou la contribution des idéaux satisfaisant les bornes
< N(pp) <z ou %277 < N(pg) < 2*/?

est 14 encore majorée par Aq(A; |hl).
D’autre part, en écrivant s = N(py -+ - pr—2), il vient

Mh(Amog“) Z h(i Zw2+"s(Amo i 4)(2,n))

1)€I nz=0
( (.A,|h|,l‘ 7‘7: )+A0(A7|h‘)
+ A1 (A; |R]) + Az (A; [h]))

ou 'on a majoré par A;(A;|h|) la contribution des idéaux vérifiant
27 < N(pp) <z
et par Az(A; |h|) celle des idéaux satisfaisant
2% < N(pr_1) < N(pr) ou 2%?% < N(pp_1pp) < /247,
Considérons enfin j € (’)%5). Si N(px_1px) > 2117, alors on a trivialement
' < N(pr—1pr) < 23/?

et 'on majore la contribution des idéaux x3/2~7 < N(pp_1pp) < 2%/2 par
As(A; |h|). D’autre part, si N(pp_1pr) < 217 et N(pp_2) < 2/2727, alors
Ihypothese de majoration N(j~ (z7)) < 2™ implique Pexistence d’un indice
7 = 2 tel que

N(pr—jp1---px) < o < N(pr—j-pr) < 2327
Enfin, si N(pr—1px) < 277 et N(pr—2) > 2'/2727, on a les inégalités

2272 < N(pr—2) < N(pi—1) < N(pj) < /2137
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ce qui permet de majorer la contribution de tels idéaux par A;(A;|h|). En
posant s = N(pg—; - - Px), on en déduit que

My (AnOQ) = 3w 3wt (An0R)1 e m,n)

N(i)eT mn>0
O(O(A; ], 27, 2™ ) + Ag(A; [h])
+ A (A |R]) + Az(A;[R]). O

Le traitement de M, (AN (’)&1)) nécessite davantage de travail pour faire
apparaitre des sous-ensembles de C(m,n). Au vu du lemme 2.3, on a

C 5 .1'3 1/4
N00) = iy (140 (1)

ce qui suggere de remplacer la condition N(pg) < yo par U'inégalité

C(Nl, NQ)SU?’

NG (2")pr--pr—1) >
Y2

Dans la mesure ou les éléments de AN OS) satisfont N(py) > x2, on peut
écrire, en posant q = py - - - Pg_1,

Mh(AOO§)> 3 sz (A, iq)

N(H)eT
o®© (A;Ih\,w ;&™) + Ao(A; |h])
+ A1(A; [h]) + Ao (A; [R]))

N . i7k . 7’ N .
ou la sommation E porte sur les idéaux q a k — 1 facteurs premiers

satisfaisant % < N(q) <2741 et P~ (N(q)) > max(z",y1), et

(A, 1) := # {p premier : Ip € A}.

Pour estimer m(A,l), on reproduit le raisonnement combinatoire a
lorigine du lemme 3.4 de [18]. En utilisant la notation (4.3), on peut itérer
I'identité de Buchstab

(510) S(ALCT (1) =S (ALCT (=) + > S(AIp,C(N(p))

21<N(p)<z2

+O | > Y S(ARNCT(NP))

21 <N (p)<z2 k>2
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pour obtenir la formule suivante, analogue des formules (4.3) et (4.4) de [19],
(A1) =S (A, [LC™ (3333/2))
=2 (D)"Y (A D+ (1" UM(AD

n=0 n>1

S5 AD = Sa(A D+ O (# i€ A NG €T (227)))

ou
S1(A, ) = > S(A,Ip,C™ (N(p))),
1T <N (p)<altT
Sa(A, 1) == > S(A, Ip,C~(N(p))),
x3/2*T<N(p)<m3/2+T
TO(A1) := S(A LC (z7)),
(5.11)
T(n)(Av [) = Z S(Aa [pl"'pnaci(wq—)) (n> 1)7
2T <N(p1)<-<N(pn)<z' ™7
N(prpn) <ol t
UM (A1) = > S(A, Ip,C™(N(p)))
a1+ <N (p)<ad T
et
UM(A1) = > S(ATp1 - pn,C”(N(p1))) (n > 2).

2T <N (p1)<-+<N(pn)<z' ™7
N(pz-pn)<z'TT<N(p1-pn)

Le niveau de crible 27 impliqué dans la définition de T (A, ) étant
suffisamment petit, on étudiera la contribution de ces termes, en moyenne
sur les idéaux [ tels que N(I) < 2173 au lemme 6.7 en utilisant le crible
de Selberg.

Si n > 4, les conditions

2" < N(p1) < - < N(pn) <z'™7

et

entralnent que

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



FONCTIONS ARITHMETIQUES ET X} + 2X3 1327

On peut évaluer la contribution de U™ (A,iq) lorsque n > 4 ou n = 1
avec N (i) € Z a laide de (5.2) puisque l'on peut écrire, en posant my = k,
s=N(p1---pn) et 11 = N(q),

E:wkEZMfﬂmtAd®::Ejuﬂ“S(AucﬂmnunJ»
k q m

+0 (#{j € A : N(G) € T (27)})

oum := (m17m2),
(L) oy
(5.12) C(l)(m,n,i) _ C((my ,mg),n) N C%1 1)(1) si mo ;
C((m1 —1,m2),n)NCy (i) sima >2,

avec

C(m,n) = {(Tl,T’Q,S) . w(ri) = Q(ri) = m; pour i € {1,2}, }

(rira,s) € C(my + ma,n)

et
P_(’I“1) > y17P_(7"2) > s,
C(Ll) i):= s T2, e T ,
1 () (7"1 T2 S) (1://';\][\/(33 <r < pl—4m
V) = L (1) £ 70 ) 2 P P <ot
2 : 1,72, . Pf( < .’L'1+T, C(]Z;}\J[\/zgi <r < {L‘1_4Tl ’

avec, pour tout C C C(m,n), l)a notation
S(A1,C) = #{(r1,12,8) :ityras € A et (N(v1), N(r2),N(s)) € C}.

Si n = 2ou 3, l'inégalité N(p;---p,) < 2%/277 peut faire défaut. On

s’inspire alors des identités (4.5) et (4.6) de [19] en écrivant
U (A1) = UZD(A 1) + U2 (A,
et
UB (A1) := UGY(A ) + S5(A, 1)
ol
UGD (A = > S(A, p1p2,C~ (N (p1))),

2T <N(p1)<N(p2)<z'™7
3
' TT<N(prp2)<a2 T

U2 (A1) = > S(A, Ip1p2,C~ (N (p1))),
z*<N§p1)<N(pz)<zl"
227 T<N(p1p2)
UGB (A1) = > S(A, p1paps, C~(N(p1)))
2T <N(p1)<N(p2)<N(ps)<a'™7
N(P2P3)<w1+T<N(P1P2P3)<w%7

-
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et

S3(A, D) = > S(A, lp1paps, C~ (N (p1))).
T <N(p1)<N(p2)<N(ps)<z'™"
N(P2Ps)<fl+7

(P1P2P3)>z2

.

En remarquant que les conditions de sommation définissant S3(.A, [) im-
pliquent
212727 < N(py) < 2M/2+7/2,

on a, pour i € {1,2,3}, lestimation

> 1h)] > Si(A,iq) < Ay (A; |h]).

N@G)eT ¢(Nq,Ng)ad ar
(i)e (lezgfz) <N(q)<w1 ar
P~ (N(q))>max(z",y1)

ot A1(A;|h|) est défini au lemme 5.1.
D’autre part, on peut observer que

S Wk Zi’k U (Aig) =D w™S (A, i,cM(m,?2, i))
k q m

O#{ieA: NG eT (@)}
et

F U T (44 Vi)
k q m

+O(#{je A: NG €T (2™)})

ot CM(m,2,i) et CV)(m,3,1) sont définis par (5.12).
Enfin, remarquons que, si un idéal j intervient dans U (3:2) (A,iq), alors j
est de la forme j = iqlp1po avec

2277 < N(pip2) <a*7 et P™(N(I)) > N(p1).
Il s’ensuit que
217 < N(ql) < 32%/2+7

ce qui permet d’écrire, en posant r = N(p1p2), s1 = N(q), s2 = N(I) et
ny = k,

Zw Z Z U2 (A,iq) = Zw ZS(.AlC 2n,i))

NG{H)eT «a n N({)eT

+ O (Ao(A; [h]) + Aa(A, [R]))
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ol
(5.13) CW(m,n,i) :=C(m, (n; —1,n2)) NCH2 (i)
avec
. ~ w(sy) = Q(s;) = n; pour 7 € {1,2},
C(m,mn) := {(T’51’82) " (r,8182) € C(m,ny + ng)
et

PH(r) < z'=7, P~ (r) < P~ (s2), }

C(Lz)i = r, 81,8 Lo z3
(i) (r; 51, 52) BT <5 <2 P (s1) >

On déduit finalement de ce qui précede la formule

My (AnoQ)) = Zh >ut Z‘kz " (A,iq)

N(i)eT n>0

3D wms (A, i,cW (m,n, i))

n>1
+> wms (A, i,cW(2,m, i)))
+ O(O(A; |h|, 27, 2™ ) + Ag(A; |R])
+ A1 (A; |R]) + Ag(A; |R])).

L’argument développé ci-dessus s’adapte mutatis mutandis pour réécrire
M1 (B) alaide de cardinaux de la forme S(B,i, ENC(m, n)). En Pabsence
d’un analogue du lemme 2.2 adapté aux idéaux de B, il convient toutefois
de tenir compte des idéaux j tels que p? | N(j) avec p > z7/3 en utilisant
l’analogue de (5.10) pour B.

Avant d’énoncer la proposition qui résume la discussion de cette partie,
nous pouvons harmoniser les notations précédentes en définissant, pour
m = (my,ms), m:= (n1,n2) et i un idéal, I'ensemble C*) (m, n,1) par

) si2<1<5
{(r,1,5,1) 5 (r,8) € CO(my,my) } st
et mg =ng =0,
sii=1
{(7"1,7‘2,87 1) . (7”177"2,8) € C(l)((m17m2)7n1>i>}
et ng =0,
sit=1
{ 1,s1,89) : (1,51, 82) € CY(my, (nlan2)ai)}
et mo :O,
0 sinon,
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et, & la suite de (4.1), S(D,i,C¥(.)) désigne, pour D = A ou B, le cardinal

# {(tl,tg,ﬁl,ﬁg) 1 ir1t25189 € D, (N(’q),N(‘Cg),N(51>,N<52)) S C(l)()} .

En vue de ce qui précede et de estimation

(5.14) o) =0(G"(z7)) (1 +0 (7'9157>>

valide dés que N(j) < 323, on obtient la proposition suivante.

PROPOSITION 5.2. — Uniformément en x > 2, yo > 27, y1 = 1 ou
y1 > z7, (N1, Na) € N(n), w un complexe de module 1 et h € M(w;y1,y2),
on a l'estimation

Mi(A) = e EXs MonS(5) (1 +0 (;)) + O (T(|h]) + S(Ih])
O(lAl, 27, 2™) + Ao (h]) + Ax([h]) + Az([A]))
)= S0 el S S [T

N(i)ez N(q)<z'~*71 n>0
P~ (N(q))>z7

7100 () .
S O
C(Nl,Ng)ICU(l) (B’ 1q) ’

T (A,i) et T (B, 1) étant définis par (5.11),

(5.15) S(h)= Y |n IZZ

(.A i,c9( m,n,i))

NGi)eT i=1m,n
. 100 . (i) .
70(N1,N2)x0(1)5 (B,t,C (m,n,l)) ,
les C)(m,n,i) étant définis par (5.6), (5.12) et (5.13),
(5.16)
T T1) «— : L . .
O(lh|, 2™, z™) : Z RO+ A Na Z a(3) IR,
je A jeB
NG~ (z7))>a" NG~ (27)>a"

. 7 N1y
(5.17) Aq (|n]) == > |hO)| + a()IhG)l,
icA c(Ny, No)x jeZB
NG)ET(z*/?) NGEY (2273
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(5.18) As(p)i= max 3 [h()] (Al (AiY)
Y>22 T N(ieT n
+ U(l)mAl (B, 1 Y))
ot Ay(A,1;Y) et Ay(B,1;Y) sont définis par (5.8) et

(5.19) As(h)i= max 3 [h(i)] (A2 (AiY)
Y>327" N)eT 0
4ol e (B ) )
ot Ag(A,1;Y) et Aa(B,1;Y) sont définis par (5.9).

Au cours des paragraphes 6 et 7, on établira des bornes supérieures des
différents termes d’erreur impliqués dans la proposition 5.2.

6. Premiéres applications des estimations de sommes de
Type 1

Dans cette partie, on utilise les estimations de sommes de Type I du para-
graphe 3 pour établir des bornes supérieures des différents termes d’erreur
impliqués dans la proposition 5.2, & 'exception de S(|h|) qui fera l'objet
du paragraphe 7 concernant les estimations de sommes de Type II.

Le lemme ci-dessous donne une majoration de la contribution des idéaux
dont la norme appartient & T((logx)¢), c’est-a-dire est divisible par une
puissance p* > (logz)¢ avec k > 2. Il en découle une majoration du terme
Ag(]h|) défini par (5.17).

LEMME 6.1. — Soit B > 0. Uniformément en x > 2, on a
#{l<ni,no <zt (ng,n2) =105 +2n3 € T ((logz)*)} < 2?(logz)~?

et

> o(j) < x(logz) ™"

N(j)<z
N(G)EY ((logz)?BT2)

ot Y(-) est définie par (5.7).
En particulier, uniformément en x > 2, w un complexe de module 1,
y1=1ouy; >z, ys > a” et h € M(w;y1,y2), on a
Ao (Jh]) < 2*(logz) 5.

Ce résultat, largement inspiré du lemme 2 de [14], peut étre considéré
comme une extension du lemme 5 de [10] aux formes binaires.
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Démonstration. — Pour tout nombre premier p > 5(4), posons

k(p) := max <2, {2Bloglog:1:J + 1>.

logp

Etant donnés des entiers n; et ny tels que (p, n1ng) = 1 et p*®) | nd 4 2n3,
il existe w modulo pF®) tel que

w?4+2=0 (mod p*P) et ny = wny (mod pF®)).

Dans la mesure ou 'ensemble {ni,ny : n;y = wns (mod k(p))} est un
réseau de déterminant O(p*®)), on peut écrire & I'aide du lemme 2 de [17]
les inégalités

X Ny, & ’ =5 P
#{1<n ng < x: (n1,n2) 1pk()\n§’+2n‘;’}

. (nlan2) = 17
S Z #{Oénl,nggx. ny = wny (mod pF®))

lgwgpk(lﬂ
39— k(p)
w”+2=0 (mod p )

22
< T (i)
1<w<pk(z1)
w3+2=0 (mod p*®))
Le nombre de racines w modulo p* du polyn()me X3 + 2 étant inférieur
a 3 pour tout premier p > 5 et tout entier £ > 1, il suit de I'estimation
précédente que l'on a
2

X
Z#{ <nine <@t (ng,ng) =1,pFw) |n?+2n§}<< Z o T
) D D)
5<p<3a’/?
On conclut en observant que
x2 x2 z2 x2
— < —7 + — KL —.
; pF®) 2. (log z)2B 2 p*  (logz)?

p<(logz)? p>(logxz)®

Pour établir la seconde majoration, on utilise la méthode de Rankin pour

> <Y EPW) > o)
N()<= p=5 N(j)<z/p*®
N(G)ET((logz)2B+2)

écrire

<yt s

p>5 N()<z

(4)D’aprés le lemme 2.2, les premiers 2 et 3 n’interviennent pas dans la définition de

T((log 2)°).
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Au vu de (4.12) et (4.9), il suit

k(p)) 5
Z < xlogxz P < z(logz)”. O

N(j)<w p>5
N(ETY ((log)*P12)

Les estimations de Type I établies dans le paragraphe 3 permettent, au
moyen d’un lemme de crible, de donner des bornes supérieures du bon
ordre de grandeur des cardinaux S(A,1,C(2)) et S(B,i,C~(z)) définis au
paragraphe 4.1. De telles estimations seront centrales dans les majorations
de O(Jh|, 27, 2™), A1(|h]) et Ag(|h]).

LEMME 6.2. — Soient By et By > 0. 1l existe ¢(B1,Bs) > 0 tel que,

uniformément pour x > 2, (N1, N2) € N(n), z > logz et i admissible, on
ait
2,2
L n*x? o(i) .
6.1 S C —=~+R
( ) (A7 1, (Z)) < IOgZ N(l) + A(17 Z)
et

c(Ny, No)na?
N(i)logz
ot R4(i, z) et Rp(i,z) sont définis par
Rp(i, z) := Z 7(d)*u(d)?|r(D, i, d)|
d<z?
avec r(D,1,d) défini par (3.13) et (3.16), et satisfont

> k()P Ra(i, 2) < 2®(logz) 7
N(i)<z2(log z)—<(B1.B2)

(6.2) S(B,i,C7 (2)) < Rg(i, 2)

et
Z k()P o(i)Ra(i, 2) < 23(logx)~ P2
N(i)z2<z3(log z) —<(B1.B2)

Démonstration. — Puisque la fonction de densité £(i, - ) définie par (3.14)
vérifie (3.15), elle satisfait les hypotheses de crible (€2p) et (€21) introduites
dans [15, Chapter 1]. On peut donc appliquer le théoréme 4.1 de [15] pour
obtenir l'estimation

S(ALC () < e o TT (- ) + Ratio)

p<z
En estimant le terme de reste a ’aide du lemme 3.5, on en déduit I'existence
d’une constante ¢(By, Bz) > 0 pour laquelle on ait

(6.3) Z k()P RA(i, 2) < 2*(logx)~ P2,

N(i)z2<z2(log z)—<(B1.B2)
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La formule de crible (6.1) est alors une conséquence de (4.8), compte tenu
de 'hypothese z > log x.

Pour établir (6.2), il suffit de reproduire le méme argument en utilisant
le lemme 3.7 (resp. (4.6)) en lieu et place du lemme 3.5 (resp. (4.8)). O

Une borne supérieure de la quantité ©(|h|, 27, 2™ ) peut étre obtenue en
s’inspirant de travaux antérieurs concernant les ordres moyens de fonctions
arithmétiques sur les valeurs polynomiales. Par exemple, Tenenbaum [25,
Lemme 3.7] montre que, pour tout polyndéme F' € Z[X], il existe ¢(F) > 0
tel que, uniformément en z > y > 2 et z > 2, on ait

1
# ngx:Hp”P(F(”))>z < xexp | —c(F) 982,
PLY logy

En vue d’obtenir un analogue de ce résultat pour la forme binaire X{+2X3,
on peut adapter la preuve du théoréme 1 de [24], démarche & Porigine du
résultat suivant.

LEMME 6.3. — Soit € > 0. Il existe ¢ > 0 tel que, uniformément pour
22 2>y > exp((pieki) ot (Ni, No) € N () avee n = (log )™,
on ait

. . log 2 log 2z
6.4 : N 2 - 1
00 A NG 0) > 2} < o (e log (1222))
et

1 1

(6.5) Z o(j) < e(N1, No)na® exp | —c 08 log %821,

e logy logy

NG~ (9)>=

En particulier, on a, sous les conditions précédentes et uniformément en w
un complexe de module 1, yo > 2™, y1 = 1 ouy; > 2" et h € M(w;y1,y2),

S} (|h‘,.’L‘T7$T1) < 7]2372 exp (—ClE log (E))
T T

ott O(|h|,x7,2™) est défini par (5.16).

Démonstration. — Sans perte de généralité, on peut supposer que 'on a
y < 212 L gt/ 4 le résultat étant trivial autrement. Etant donné un idéal
j et la décomposition de la norme de sa partie y-friable

NG~ (y) =pi" - 0r*,  pi < Dit1,

considérons j > 0 le plus grand entier tel que

g

P <2
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et définissons les diviseurs j; et jo de j~(y) par les conditions

N(j1) =pi*---p;’ et N(ia) = pjitt---pp*

On scinde I'ensemble des idéaux j tels que N(37(y)) > z en trois classes :

e classe I: N(j;) < 2'/2,

e classe IT : p; <logzloglogz et N(j1) > 21/2,

o classe IIT : logzloglogx < p; <y et N(ji) > 2172,
et on estime la contribution de chacune de ces classes séparément.

Contribution de la classe I. — Sous I’hypothése y < z'/2, on observe

que pﬁjl > 2'/2 avec 41 = 2, ce qui signifie que les idéaux considérés
ont leur norme dans Y(z'/2). Le lemme 6.1 entraine que I'on a, pour tout
B >0,

#{j € A:jest dans la classe I} < z?(logz) ™5
et

Z o(j) < 2*(logz)~ 5.
jeB
j dans la classe I

Contribution de la classe II. — En utilisant le lemme 3.4 et ’estimation
az(m) < m!'/2, on obtient par la méthode de Rankin I’estimation

#{j € A:j est dans la classe II}

< 2? Z ;3/,((];)) + 232 (log z)°
z1/2<N(j1)<z !
PH(N(j1))<logz loglog
1 m \1/2
<3 om(Gm) e ey
1/2 1/2
m<z m / z /
Pt (m)<logzloglogx

< 2227 Y40 (2, log xloglog ) + 2°/% (log x)°.

L’estimation de ¥(z,¢) due & de Bruijn [6, Theorem 1] et uniforme en
x>t > 2, a savoir

log z t t log z
log¥(z,t) = (logtbg (1+1ogx>+logt10g <1+ : ))

x 1140 ! + !
logt  loglog(z+2) /)’

log z log log log ©
loglog « )) - Par

entraine la majoration ¥(z,logxloglogx) < exp(O(

suite, il suit de I’hypothése z > exp(( s ) que l'on a, pour tout

loglog z)1—=
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B>0,
#{j € A:jest dans la classe IT} < 2?(logz) 5.

De fagon similaire, le théoreme 3.6 et la formule (4.9) impliquent

Z o(j) < 2*(logx)~P.

jieB
J dans la classe 11

Contribution de la classe III. — Commencons par découper ’ensemble
des p; en sous-intervalles du type |21/ 21/5] avec 51 < s < 59 ol

o log 2 of 50— log =
Y | logy > |log (logzloglogz) |-

On observe alors que

#{j € A:j est dans la classe IIT}

<Y Y s(apce Ve

s1K8Ks2 222N (j1)<z
PH(N())<zY*

La formule (6.1) du lemme 6.2 permet de majorer, pour tout B > 0, la
contribution des idéaux de la classe III par

2,.2

nx a?%(m) 2 -B
< Z (s+1) Z +2°(logz)™".

log 2z m

51882 z1/2<m§z
P*(m)<at/e

Dans la mesure ot la fonction oZ satisfait les hypotheéses du lemme 4 de [24],
on a l'estimation de la somme intérieure, uniforme en s < log z/loglog z,
suivante
zZ zZ
o”(m) o(p) 1
) — < > — —sl
- exp ) T (s)

212<m Pz
Pt (m)<z!/*

1
< log z exp <—103 log (s)) .

Cela implique alors 'estimation

logy o logy
+ 2% (logz)~

1 1
#{j € A:jest dans la classe ITI} < n*z? exp (—01 982 g ( ng))

B
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et, en utilisant (6.2) au lieu de (6.1),

1 1
Z o(j) < ¢(Ny, No)nx® exp (—cl 982 log < ng))

logy logy

i€B
J dans la classe III
+ 2% (logz)~ 5.
Au vu de ’hypotheése y > exp((logll&%) et de ce qui précede, on en
déduit (6.4) et (6.5). O

A partir de maintenant, nous n’emploierons le lemme 6.2 qu’avec un
niveau de crible z > 27. Le lemme suivant, analogue de [18, Lemma 7.1]
précise la borne supérieure disponible dans un tel cadre.

LEMME 6.4. — Soit B > 0. Il existe ¢(B) > 0 tel que, uniformément
enx > 2, (N;,No) € N(n), 2z > 27 et C C (C~(27))? ot C~(-) est défini
par (4.3), et pour tout idéal i tel que N(i) € Z, on ait

(6.6) > S(A,iq192,C ()
q1,92€J (K)
(N(q1),N(g2))€C
N(iq192)z2<a?(log z) ~¢(P)

2.2 :
n-x 0(1) 2 Vd,d» .
— did R .
< logz NG >, #(didz) g + Ra()
(dl,dz)ec

et

(67) Z 5(87 iq1q2vc_(z))

q1,92€7 (K)
(N(q1),N(qz2))€eC
N(igy qg)z2§x2(log z)_C(B)

¢(Ny, No)na? 2 Vd, ds )
—_ did R
< N(i)log = Z wadz) dids R
(d1,d2)eC

oll vy est le nombre d’idéaux j tels que N(j) =d et

Z |IRA(1)] < 2%(logz)™ P et Z o(i) |Rs(i)] < 23(logz) 2.

N@G)eT N@{)eT
Démonstration. — Une application directe du lemme 6.2 et de (5.14)
donne

n’z? o)
log z N(iq1q2)

S(A,iq192,C7 (2)) < + Ra(iq142, 2)
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avec

Z RA(1q1q27z) < 332(10g33)_B_
i,91,02€7 (K)
N(i9192)> <z*(log z) ~*(?)

On peut alors majorer la contribution des qiq2 avec facteur carré a l'aide
de I'estimation

1 T () 1 1
Y wea< L M T X

2
P (N(q192))>z" (CI1C|2) N(i)<a? p>xT/2 p p>x7/3
w(N(q192))=0
N(q192)<2”
(6.8) < 27 ?(log x)°,

ce qui achéve la preuve de (6.6), compte tenu de (6.3). Un raisonnement
similaire permet d’établir (6.7). O
Le lemme suivant, qui rappelle les estimations (7.1) et (7.2) de [18], sera

utilisé pour estimer les membres de droite de (6.6) et (6.7).

LEMME 6.5. — On a, uniformément en t > z > 2, les majorations
v log z

> e

t<p<tz p 08

et

s<pre<ppst P1

Démonstration. — La premiére majoration est une conséquence du théo-
reme des idéaux premiers. Au vu de la multiplicativité de v4, la seconde
estimation provient de I'inégalité

Z mm@gﬁ Z % k<< (1og(f§§§2!+0(1))k' ]

z<p1<--<pp<t P P z2<p<st

On établit dans le lemme suivant, analogue de [18, Lemma 3.6], des
estimations de Ay (]h|) et Az(|h|) définies par les formules (5.18) et (5.19).

LEMME 6.6. — Uniformément en x > 2, (N1, N3) € N(n), w un com-
plexe de module 1, yo > 2™ et h € M(w;1,y2), on a

(6.9) A1(Jh)), Aa(|h]) < TinPa?.
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D’autre part, uniformément en © > 2, (N1, Na) € N(n), y2 > 1 > 27,
w un complexe de module 1 et h € M(w;y1,y2), on a

log z
6.10 Aq(|h]), As(|]) < pPa? 225
(6.10) () B () < ra? LB
Démonstration. — Pour majorer Aj(|h|), on peut faire appel aux

lemmes 6.4 et 6.5. Nous nous concentrons ici sur la majoration des termes
faisant intervenir A, le raisonnement étant analogue pour B. Dans l'inter-
valle 2277 < Y < x%’ﬁ, on a la majoration suivante, valide pour tout
B >0,

Yo D S (@)

Y<N(p)<Yz™ N(i)eT
7723?2 Z Vp Z U(l) + xQ(Ing)—B
Tlogx p “—~_ N(@)
Y<p<YaTL N@{)eT

2.2
L mnnx”,
ou l'on a utilisé la majoration

(6.11) Z (T((ii)) < H Z Gz(kpk) < Tlog .
k

NG)ez p<z” p

En utilisant (4.12), on peut considérer le cas ¥ > 2377 en écrivant les

c(Nl,NQ)zSJrO(Tl)
Y

idéaux sous la forme jp avec N(j) = pour obtenir la majo-

ration
3 s (e @2 m)
N(j):C(N11N2)53+O(Tl)
2,.2 K
n-x o)) | o -B
E —= 1
< Ing 3+0(71) N(J) o (ng)
N(j):c(Nl’NZ)w 1
Y

< 71772332.

Supposons désormais que h soit & support sur les entiers y;-criblés ou
y1 < 22771 sans perte de généralité. En procédant comme précédemment,
on peut majorer la contribution de l'intervalle r3 T <Y < 37T en
observant que

2$2

Z S(A,p,C (y1)) <7 i

Y <N(p)<Ya logy

TOME 68 (2018), FASCICULE 3



1340 Armand LACHAND

3 _
Lorsque y > 27", on a

3 s (Aico @ m™)

N(j)= 2L N2)e 2O
< 0w Z Z Bl AL TN Z Yp1
logz < 1 <pa<o<predassrro P2 PRVISY TR i P
+ 2% (logz)~ P
7 log x n?x?
logy logy:’
Un raisonnement similaire permet d’obtenir les estimations relatives a
Az(|h]). U
Avec le choix de parametre de crible z = z7, on peut reproduire

largument du paragraphe 6 de [18], basé sur le crible de Selberg, pour
obtenir un équivalent asymptotique de S(D,i,C~(z")), conduisant ainsi &
une borne supérieure de

T(h) = Y G Y Y

N@{)eT N(q)<z!7%m1 n20
P (N(q))>a"

T (A,ig)

100 () .
S R——rtY
C(NhNQ)iL'U(l) (B,lq)

ott T (A,-) et T (B, ) sont définis par (5.11).

LEMME 6.7. — Soit B > 0. Uniformément en © > 2,y > =7, y1 = 1 ou
y1 > o7, w un complexe de module 1, h € M(w;y1,y2) et (N1, No) € N(n),
on a

2 2 . .

n°w 5! h(®)]o() | - B

T(|h —— —_— 1 .
(Jal) < T3logxeXp( T>N(iZ)EI N(®) + 2" (log z)

Démonstration. — A la suite de [18], on applique le théoréme 7.1 de [15]
et (5.14) pour en déduire les formules suivantes, valides pour tout idéal j
tel que N(j) € C(z7),

s =i I (1-3) (0o (2))

p<z”

+O | X w@Pr @A)

d<I2Tl
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et

S(B.1,C™(27)) = W 11 (1 - ;) (1+0 (e (-7)))

psz”

+O | Y w(@)Pr(d)?Ir(B,ij,d)|
d<x?71
En estimant la contribution des idéaux j = qp; - - - p,, dont la norme possede
des facteurs carrés par (6.8), on observe qu’on peut se restreindre aux
idéaux admissibles. Par suite, dans la mesure ot N (iqpy - - - p,,) < 22737147
pour les idéaux intervenant dans la définition de T'(|h]), la contribution des
termes de restes |r(D,iqp; - - - P, d)| pour D = A ou B est négligeable au
vu des lemmes 3.5 et 3.7. On en déduit alors, pour tout B > 0, I'estimation

i) < A ew(-3) SRS S wemong
N(i)ez N(j)<=?
PT(N())>a"

+ 22(logx)~

On utilise alors le lemme 6.5 pour estimer la somme en j :

VUp, ...
Z /~L2(N Z P1-Pn
R 2 2 P11 DPn
N(j)<z n 2T <p1 < <P <
PT(N())>x"

2™ n
<<ZH(—logT+O(l)) <772 O
n

7. Estimations de sommes de Type II

Dans cette partie, on établit (cf. proposition 7.7 infra) une majoration
de

S(hly:= 3 Ih IZZ

NGH)eT i=1 m,n

(.A i,c® m,n,i))

. oo . 0 .
76(]\71,]\72):80—(1)8 (B,I,C (rmn,t))‘

ot les différents € (m,n, i) sont définis dans la discussion de la partie 5,
ce qui permet de valider la formule heuristique (5.2). On étend pour ce
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faire approche développée dans les travaux de Heath-Brown [18], & travers
Iintroduction de sommes de Type II adéquates.
Réécrivons les différents ensembles C())(m, m, 1) sous la forme

CD(m,n,i) = U R (m, (s1,52),1) x {(s1,52)}
(51,82)€S8@ (n,i)
avec

§W(n,i) = {(31,52) : Qsi) = w(si) = ni, }

(s1, 82) satisfait (E](’)(n,l)) pour j < 1

ol (E]@(n, i)) désigne une inégalité du type

YN(i)F < PE) ()PP (s,)

avec Y > 0, ¢ € {0,1}, < désigne lordre <, <, > ou > et les P(@) sont
définis dans (5.3), et

(Fj(i) (ma (81, 82)7 l)) pour .7 <1

’R(i)(m, (s1,82),1) := {(T1,T2) :

Q(r;) = w(ry) = m; et (ry,72) satisfait }

oll (Fj(i) (m, (s1, $2),1)) désigne une inégalité du type

YN PP () P () < PT) (5)PT ) (5y).

Les inégalités (E](l)(n,t)) et (FJ@ (m, (s1, $2),1)) introduites ci-dessus cor-
respondent non seulement aux hypotheses sur le support de A mais aussi
aux contraintes relatives a la définition des C(Y)(m,n, i), en particulier aux
conditions
2T < syso <227 et P~ (s189) > a7

A la suite de Heath-Brown, on introduit un paramétre £ = o(T) que
l'on explicitera dans les applications du paragraphe 8(5) . Une étape im-
portante dans Pestimation de S(D,i,C* (m,n,i)) consiste & trier les fac-
teurs de s;sy dans des intervalles du type [z"¢ ,x(”"’l)f[ puis a rempla-
cer les occurrences de ces facteurs par z%¢ dans les inégalités (Ej@ (n,i))

et (Fj(i)(m, (s1,82),1)), procédure que 'on détaille ci-dessous. Définissant

.— | log N(i)
Vo = L Elogx

|, introduisons les ensembles d’exposants

P O) .
USD (n, ) :={ T € Zm+ne . U satisfait (E; " (n,vp)) pour j < 1
et vp A v sik #£1

ans , Heath-Brown effectue le choix £ = (loglogx)™ ouwo<wz<.\a
(®) Dans [18], Heath-B it le choi log log z) =2 ot 1Al
lecture de son travail, il apparait en fait que ses arguments demeurent valables pour des
& satisfaisant (logz) %2 < £ ot 0 < w2 < 1, hypothése que ’on supposera dans la suite.
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ou, en écrivant ¥ = (v, 7)), (E;(z) (n,vg)) désigne I'inégalité, asso-
ciée a (E( )(n i)), définie par

logY
Elogz + (evp + 1) <Zv ™ —I—Zv @

si < désigne < ou < et

si < désigne > ou >, ainsi que

; Q(r;) = w(r;) = my, (r1,72) satisfait
RO (m, W, vo) := < (r1,72) : —(3) .
(F} " (m, 7,1}0)) pour j < 1

otl, de maniére similaire, (ﬁ;(z) (m, ¥, vy)) désigne I'inégalité, correspon-
dant & la condition (Fj(l)( , (81, 82),1)), définie par

log (y P(?(l))(rl) P(ﬁ@))(ya)) W lo @
< .
£logx (evo + 2 :v & + Zl:l U%(?)

si < désigne < ou < et

(BW) (B@)
o8 (YP )P (TQ)) +eu >§: o) 1 +Z vt
Elogx 0 pt AP (2) '

si < désigne > ou >.
Dans ce qui suit, nous adaptons la méthode détaillée au paragraphe 3
de [18]. Introduisons, pour ¥ € Nt x N2, le poids dy, (s, 7) en posant

logN <p§1)) -log N (pglll)) log N (pgz)) g N (p%)

of - oo o) (Elog aymona

dn (s,

lorsque s se décompose sous la forme s = 5155 ot Q(N(s;)) = Qk (s;) = ngy,
5, = p§“~~p$j} avec 2% € < N(pg)) < g +DE pour tout i € {1,2}
et k € {1,...,n;}, et dn(s, 7) = 0 sinon. Posons également, pour tout
sous-ensemble R de N? et toute paire d’idéaux (r1,v2) la quantité,

1 Si (N(I'l),N(‘Cz)) € R,

0 sinon.

b(tth,R) = {
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Dans l'esprit du lemme 3.7 de [18], il est naturel d’approcher la quantité
S(D,i,C(m,n,i)) par
S (D,i,C(i) (m,n,i)) = Z S (D, i, R(i)(m77,vo))
T eSO (n,v0))
ou

~

g (D,i, R<i>(m,7,u0)) = Y b, RO(m, T, v))dn (s, D).

t1,v0,5€ 7 (K)
ityros€D

Il en résulte 'apparition de termes d’erreur

(7.1) RO(m,n):= Y |h(i)|(R (A,i,c@‘)(m,n,i))

N(i)ez
n . P10 .
+ 7C(N1,N2)xU(I)R (B,t,C (m,n,t)))
ou, pour D = A ou B,

R (D,i,c@) (m,n, i)) - ’S (D, i, ¢ (m, n,i)) _3 (D, i, (m,n), 1)‘ .

On peut obtenir une borne supérieure de telles quantités en reproduisant
les différentes étapes de la démonstration du lemme 3.7 de [18].

LEMME 7.1. — Soit B > 0. Uniformément en x > 2, (N1, Na) € N (n),
y1 =1louy; >z, y2 > ", w un complexe de module 1, h € M(w;y1,y2)
et £ <72, on a pour tout i € {1,...,5},

2.2 :
(0 6N GO 200028
ZR (m,n) <& log 2 Z o(i) NG) + 2 (logz)™".
m.n N({)eZ

Démonstration. — On ne décrit ci-dessous que la contribution des termes
R(A,i,C%(m,n,i)), le traitement de R(B,i,C%)(m,n,i)) étant en tout
point similaire. Soient i un idéal tel que N(i) € Z et vy = leghﬁ\gfg”. Obser-
vons l'inégalité triviale

R (.A, i,c® (m,n,i)) <R (A,i,C(i) (m,n,i)) + Rs (.A, i,c® (m,n,i))
+ Ry (A, 1,09 (m,n, i))

ot le terme Ri(A,i,C%)(m,n,i)) est défini comme la différence entre

S(A,i,C9(m,n,i)) et
S > b(ne RO, (N, Nis2), D))

T (S (n,v 51,52,t1,t2
( (n,vo)) itjras152€A

dn (5152,?)750
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résultant de l'introduction de +(S® (n,vp)), le terme Ra(A,i,C%(m,n, 1))
provient du remplacement de 1 par dy(s152, ¥) et R3(A,i,C®(m,n,i))
apparait en remplacant R (m, (N (s1), N(s3)),1) par R (m, ¥, vy) dans

b(tl,tg, A )
Dans la mesure ou
(7.2) d, (pgl) . .pgl)pgz) . .p%)’?) — 140 (er7?)

des que 2 € < N(p,(;)) < v +DE (cf. [18, p. 44]), il vient I'inégalité
(73)  Re (A, i,c® (m,n,i))) < €28 (A, i,c<i>(m,n,i)).

On sépare la suite de la démonstration en deux parties selon les valeurs
de 1.

Casi € {2,...,5}. — Auvu de la définition (5.6) de C¥)(m,n), il existe
au plus un couple (m,n) tel que N(ts) appartienne & C(¥)(m,n). Par suite,
on peut observer, en suivant argument de la preuve du lemme 3.7 de [18]
que l'on a, pour tout N (i) € Z, Pestimation

ZRl <~Aa 176(1) (ma (n,O),l))
< > > S(A,ip1...pn,C (7))

FLTTH(N(p1), N (pn)) €AY (n)
ou
2T <p1 < < Pny
AD () =L (b1, pp): 2T <pre-opn <@
(p1,-..,pn) satisfait (B (n))

et (E(l)(n)) désigne une inégalité de la forme

1 <p1 <yt yer t <pu <y, TTTELp, <2l

1474077 1) 147407 1)

P2 Pn =2 P1Pn=2 5

_ x3/2—7’+0(§771

P D ) ou pj < pjs1 < 2p;.

En utilisant les lemmes 6.4 et 6.5, il suit ainsi, pour tout B > 0, 'estimation

S Y RO (mn i) < e S 'h(N)ﬁ

NG{)eT m,n N(i)eT
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Compte tenu de la borne >, . S(A, i,CW(m,n)) < S(A,i,C(z7)), la

majoration

2,2 Ny
> )] D Ra(A1,CY (m,n, i) < er 3t 3 M
N(i)ez m,n log:cN(i)EI N(i)

+ 2%(log )P

est aussi une conséquence immédiate du lemme 6.4 combiné a (7.3).

Considérons a présent Rs(A, i, C)(m,n,i)). On remarque que les termes
d’erreur qui apparaissent proviennent des idéaux ts qui satisfont les condi-
tions

ou

Lorsque i € {4,5}, on a

S Ry (A, i, (m,n, i)) < 3y S(A,ip1ps, C~ (z7)).
m,n zT<N(p1)<zl™1
N(p2)=2°© N(p1)

des que N(i) € Z. En utilisant les lemmes 6.4 et 6.5, il vient alors lesti-
mation suivante, valide pour tout B > 0,

> ) Ry (A,i,c“)(m,n,i))<<§T—3772x2 3 [h(®)lo (i)

N({)eZzmmn log N(i)ez N(l)

+ 2% (logz)~ 5.

D’autre part, si ¢ € {2,3}, en posant j = ip1p2[, on observe que

Z R3 (-Aa 17(/’(1) (m7n71)> < Z S(-A7 ip1p2567 (xT))
m,n 2T <N (p1)
N(p2)=2z°© N(py1)

< > S(A,ip1,C™ (7))
2T <N (p1)
N(ip1)<ax?™T

23+0(&)
N(p1)== N(iD)

P~ (N(I))>z"
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lorsque N (i) € Z. La encore, les lemmes 6.4 et 6.5 conduisent & la majora-
tion

G . _onPa? h(i)|o(i
> B (AicO(mn,) < &r 2;2“ 3 (1N>(i)(l)

NG{)eZzmmn N(i)eT

+ 2%(log )P
valide pour tout B > 0. Ceci achéve 'estimation de R®) (m,n) lorsque
i€{2,...,5}.

Cas i = 1. — Dans un premier temps, considérons la contribution is-
sue des ensembles C™M)(m, (1,0),i) et CV((2,0),n,i). En observant que
le nombre de couples (m,n) dans lequel intervient chaque idéal titos189
est borné si N (tit25152) < 323, les arguments précédents s’adaptent sans
difficulté nouvelle, conduisant aux bornes supérieures

2,2
ZR(D 0)) < &3 ﬁ);a: Z |h(]\2((:)( D + 2%(log )P
N(i)eT

et

(1 Y [h@)lo@) | o -B
ZR )((2,0),n) < €7 og Z N T (o)
N(i)eT
pour tout B > 0.
Considérons & présent les ensembles CV) (m, (n, 0),1) lorsque n > 2, dé-
finis par (5.12). La somme 3 R;(A,i,CY(m, (n,0),1) peut étre bornée
par

> > 3 S(A,itrps -+ pn, C~(N(p1)))

JLTTE N(en)<a' ™ (N(pa),...,N(pn)) €A (n)
P~ (N(v1))>z"

ou A( (n) désigne I'ensemble

X <p1 pn <.’IJ1 T7
(P1,---spn) : (p1,...,pn) satisfait (E;l)(n)),
3/2—1

propp <2 <pyep, <

E(l) (n)) désigne une inégalité de la forme :

+¢€ ZIHTTOE —1)

Sp1 <2, paropn =

1+74+0(e771) 3/2—7+0(677h)

P1-Pn=2 P1-Pn=2

ou
Pj < pj+1 < «Tépj-
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On traite la contribution des inégalités

_ pltTHoEr™h o — p3/2-T+O0@ET™h)

P1-:Pn P1-Pn

en utilisant les lemmes 6.4 et 6.5. En effet, en estimant la contribution des
idéaux i, vy et vy satisfaisant

N(itirg) = YO ™) avec Y = 23/2+7 ou 2T
on observe que
> Ih()l > S(A,itres,C (27))

N@{)eT P~ (N(tiv2))>z"

N(itltg):YIO(gril)

2 2 . .
Y [h(@)]o() | o B
— 1 .
log = Z + z*(log x)

i N

N(i)ez
Supposons que n > 3. Pour les ensembles Agl)(n) restants, au moins 1’'un

des p; n’apparait pas dans la définition de EJ(I)(n), disons p,,. Observant
que, si P~ (N(t1)) > 27, on a

> S(Aitips - pn, C (N(p1)))
(N(p1)ssN(pn)) €A (n)
<771 > S(A,itypy - pn_1,C " (z7)),
2T <N(p1)<<N(pn-1)
(N(p1),---wN(pn—1),1) satisfait (E;l)(n))
N(p1-pn_1)<z' ™7

on déduit, en utilisant les lemmes 6.4 et 6.5, ’estimation
S @IS R (A, (m, (,0),0)
N({)ez m n>3
_en’z’ 3 h()]o (i)
log = N(@{)

Si n = 2, Pargument précédent échoue uniquement en considérant 1'inéga-
lité p1 < po < prat. Le cas échéant, il apparait que z2/2 < p; < 3/4-7/2
ce qui permet de majorer cette contribution par

< Y |h()] > S(A,ip1p2,C (27))
)

3
4

<L + 2% (log )~ P.

N()ez

N(@)ez @'/2 <N (p1) <N (p2) SN (p1)at <z

e > [h(®)]e ()

2 -B
log x N(i) + " (logz) ™.

< ért

N(i)ez
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En utilisant des arguments similaires, on peut majorer les termes d’erreur
> Ra(A,1,CM (m, (n,0),1) par

< 57—73 Z Z Z S(Aa itlp? e pnaci(lﬂ—))

N(e)<a! =41 n>227 <N(p2)<-<N(pn)
P~ (N(t1))>z” N(pz--pn)<z't7

puis déduire que leur contribution totale est

2,2 :
6" 0! 2 -B
— 1 .
<¢&r log 2 E o(i) No to (logz)
N(i)eT

Achevons la démonstration du lemme en étudiant la contribution des
termes R3(A,i,C™M)(m, (n,0),i) issue de I'inégalité

P~ (s) < P~ (ry) < P~ (s)a®.
Sin > 3, on observe que
> Rs (A i,¢W(m, (n,0),1)
< Y > S(A wrpp -+ pn, C(N(p)))

N(e)<al 471 2" <N(p1)<--<N(pn)
P (N(r1))>z" N(p1)<N(p)<N(p1)az®
N(pp1~~~pn,1)§zl+‘r

<<T_2 Z Z S(A7 itlppl o 'pnf2ac_($7—))
N(t1)<z! 7471 27 <N(p1) < SN (pn—2)
P (N(¢1))>z" N(p1)<N(p)<N(p1)zt
N(pp1-pn_2)<a' 7

Lorsque n = 2, on a P~ (s) < 2%/%, d’ot1 estimation

> Ry (A1.CD(m, (2,0),0))
< > > S(A,iv1pp1,C™ (N (p1)))

N(v)<z! 7471 zT<N(p1)<z/?
P7(N(r1))>2" N(p1)<N(p)<N(p1)a®

+ Z S(Aa ipphci(xT))'
x1/2<N(p1)<13/4
N(p1)KN(p)<N(p1)a®
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Il s’ensuit finalement que

> OIS Y Rs(AicDm,(n,0),1)

N(i)ez m,n N(i)ezT

2.2 NP
-6 |h(i)|o(i) 2 -B
1 . O
log x Z N(i) + 2" (logz)
N(i)eT

Au vu du lemme précédent, il convient de montrer que la quantité

noo N 0 .
Ny, Ny o(i)S (B,I,C (m,n,t))

L&t

constitue une bonne approximation de §(A, i,C9(m,n,i)). Estimer le
terme S(B,i,C)(m,n,i)) se ramene & étudier les idéaux py - - - Py, 4n, tels
que le ny + ng-uplet (N(p1),..., N(Pn,+n,)) appartienne & I'ensemble
i i+1 1
G(V,t):=7 e R ; nie [flii’f(v €[ pour 1 < i < my +ng
et Hi:l ZT; <t

Pour considérer de tels idéaux, Heath-Brown obtient dans [18] la générali-
sation suivante du théoréme des idéaux premiers.

LEMME 7.2 ([18, Lemma 4.10]). — Il existe ¢ > 0 tel que, uniformément
ent>1l,z2>22,1<n<g7 et U € N" satisfaisant 7 < v;& pour tout
je{l,...,n}, on ait

n
Z Hlog N(p;) =w(t)+ O (t exp (—c\/long))
(N(p1),esN (pn))EG(T ,t) i=1
ott w(t) = w(V,t) désigne la mesure de G(U,t).
Le comportement analytique de la fonction w définie dans le lemme 7.2
a été étudié dans le paragraphe 8 de [18].

LeEMME 7.3 ([18, Formules (8.3) et (8.4)]). — Pourt > 0, h > 0 et
n =2 ona

~| >

w'(t+h) —w'(1)] < )

(&logx
et

0<w(t) < (Elogz)™ L.
De plus, si n =1, alors la dérivée a droite w'(v1,t) est la fonction caracté-

ristique de Dintervalle [zV1¢, x(v1+1E],

En reproduisant argument développé dans le paragraphe 10 de [18], on
utilise le lemme 7.2 pour obtenir une estimation de S(B,i,C") (m,n,1)).
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LEMME 7.4. — Pour tout i € {1,...,5} et uniformément pour x > 2,
(N1,N2) € N(n), i € Z, on a I'estimation

2 3
3 - () . ‘ n°c(Ny, No)x
T;L ‘R (B, i,C\"(m, n,l)) < —gzN(i)
oit R(B,i,C™ (m,n,i)) désigne Ia différence entre S(B,i,C)(m,n,i)) et
¢(Ny, No)na3 G
S Y S (WROm T ), T)
P (S (n,v0))

avec, pour tout sous-ensemble R C N2,

. b(t17t27R)
(74) 2(,R, V) :=
Z o oo o) (Elog a)m e Nt )
% w/ C(Nl,NQ)l'g )
N(itltg)

Démonstration. — Au vu des définitions de ¢(S® (n,v)), b(t1,t2, R) et
S(B,i,R™ (m, o, vg)), il suffit de montrer que, pour tout n > 1, ¥ e N»
tel que v; # v; si @ # j et tout ensemble R(m) inclus dans

{(r1,72) : Q(r1) = w(r1) = m1, Qr2) = w(rz) = ma et P~ (r1ra) > x7},

on a
55 i S, R(m), V)| _ n*c(Ny, Ny)a
V) — ¢(N1, No)z*n =" ! ’
R e
ol
SB,i,R(m), 7)== > blrr,t2,R(m))dn(s, V),
ityroseEB
log N(p1)--log N(p,) Si&§=PpP1...Pn
dn(s,ﬁ) — vi-vp (€ log @)™ avec N(p;) € [I,’Ui§7$(’vi+1)§[’
0 sinon,
et

‘ . b(vy, vz, R(m)) , (( ¢(N1, Np)a®
2(17 R(m)’ﬁ) o Z vy -vn(glogx)”N(tltg)w ( N(it1t2) )

T1,v2
Une fois cette estimation établie, le résultat se déduira directement de 1'in-
égalité
ny 2

1 1 1 _
Z Z ON @), < Zﬁ Z v <&
na

(1)
n PesSW(nw) V1 T Una U1 n vgg1
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A la suite de [18, Section 10|, observons tout d’abord que l'on peut
réécrire S(B,i, R(m), 7') comme

(r5) 3 e R(m) 3 [ 102 N(p:)-
=1

vy - v (Elog )

T1,t2 V1SN (py) <118
2vn€ <N(pn)<x(vn+1)€

c¢(Ny,Ng)z3 c¢(Np,Ng)a3
SR N (o) <SRN (14)

Le lemme 7.2 permet d’estimer la somme intérieure, ainsi égale a

o (PR o ()

0 (UL o (—eviog) ).

N(itltg)
Supposons que n # 1. En combinant le théoréme des accroissements finis
et le lemme 7.3, on observe que

1) (D) (ol ot
N (irqto) N(itytg)
. C(Nl,NQ)nXS ’ C(Nl,N2)$3
a N(itltg) (w ( N(itltg)
ce qui implique 'estimation attendue.

Dans le cas n = 1, la dérivée a droite w’ étant la fonction caractéristique
de [z"1€, z(1 D8] il s’ensuit que Pestimation (7.6) est valide sauf éventuel-
lement lorsque 70(]]\\,[(1{5:2);63 < a¥ < —C(Nljvj\é?t)f;()l—’_n)
Pour estimer la contribution de ces derniers idéaux, il suffit d’observer que,
d’apres le théoreme 3.6, on a

) + O (n(&log x)"_Q))

avec v = v1 ou v; + 1.

Z b(ry,t2, R(m))

N(rqt2)
N (eres)= LN (14 O()
607—71 -1
< — e . O
N N;*M N(J) !
N(j)=TR2e = (14+0(n))

En raison du phénomeéne de parité, 'argument de la preuve précédente
ne permet pas d’estimer 'analogue de (7.5) avec A, a savoir

> ﬁlog N(pi).

2v1€ <N(p1)<x<“1+1)5 =1

zoné gN(p;j<z(vn+1)E
ipr-pntite€A
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En vue de lever cette obstruction et de contourner partiellement la dépen-
dance en n dans la somme précédente, introduisons, en nous inspirant des
notations (5.10), (5.11) et (5.12) de [19], les quantités

So(AicOmn)= Y 5 (ALROMm,T,w))
Feu(SH(n,v0))

ou
S, (A, i, R(i)(m,ﬁ,vo)) = Z b (tl,tQ,R(i)(m77700)) en (s, 7)
irjros€A
avec
w'(N(s))

en (5, 7) =

’Ugl) e /1)5111)1}%2) e 05122) (5 log x)nl+n2

) .TZ‘T/Q
x> uK(J)log(N(j)>~
ils
N(j)<z"/?

Compte tenu de la définition de w et du lemme 7.3, on peut observer que
(7.7) en (5,7),dn (5,7) < 1(5)log
des que

log N(ﬁ) 1 2
0< Clogr <v§ )+-~-+v7(111)+v§ )+---+v7(122)> < np + ng,
et que ey (s, ¥) et dp(s, ¥) sont nuls dans le cas contraire.

Dans le lemme suivant, nous estimons asymptotiquement la quantité
S.(A,i,C"(m,mn,i)). Les estimations de Type I combinées & la formule de
Perron permettent de la relier & S(B,1,C)(m,n, 1)) en suivant ’argument
développé au paragraphe 10 de [18].

LEMME 7.5. — Soit i € {1,...,5}. Uniformément pour x > 2, vy > 1 et
(N1, N2) € N(n), on a Iestimation

E E ’ﬁe (A, i,C(i)(m,n,i))‘ < n%xz(logx)“’
N@{)eT m,n
VO N (i) <z Vot

ot }A%e(.A, i,C%(m,m,1i)) désigne la différence

S, (A,i,C(i) (m,n,i)) —00772352;((?) Z by (i, R (m, v, Vo), 7)
T eS8 (n,w))

et $(i, R, V) est défini par (7.4).
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Démonstration. — Dans esprit de la preuve du lemme 3.9 de [18] et

compte tenu du lemme 2.3, commengons par remplacer w’(N(s152)) par

’ c(Nl,Ng)r?’
w ( N(itltz)

I'inégalité de Heelder et le lemme 2.1 de sorte que

). Si ni 4+ ne > 2, on utilise successivement le lemme 7.3,

b(...)
Z (5 log x)'nl +ng

i,v1,T2,81,52
itjros1852€A

wm@@»—w<m““mﬁﬂ

N(itl tg)

«| Y ux()log (W)
K "
ol N()
N(j)<ac"/2
1
ni 5
< E ) (j)
2
13 IngjeA
1/40

1

nt 39/40 5/5) 2%
< £2 logx#A Z K (m +n2\/§)

1<n1,n2 <2z

< % 2% (logz)°.
Considérons a présent le cas ni + ny = 1. L’identité

/ oy c(Nl,NQ)xg
w'(N(s152)) = w (N(ltltg))

est vraie excepté pour les idéaux qui satisfont
N(ityez) = (N1, N2)a® (1 4+ O (1))

avec v = v1 ou v1 + 1. Par suite, en utilisant le lemme 3.4, on peut majorer
le terme d’erreur ainsi engendré par

<& Y (s > k (v)

i,s SN 3—v¢ s
N()eT N(lt)*c(NlaAii;ZA (1+0(n%))
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44/45

< ¢t Z #A;

( )<<:L’2 T/2 )
N(j)=c(N1,N2)z> "¢ (140(n*))
1/45
4=\ 135
X Z TK (n1 “+ no \/5)
1<n ne <k
< 0% 22 (logz)°.

Définissons 1 (i, R4 (m, ¥, o)) par la somme

Z b (r1,t2, R (m, 7,1}0)) , { ¢(N1, No)a®
w
1) | 0(1)0(2) (2) (¢ log x)mi+ne N (itqrg)

vy,vrp U1 70t Ung Uy *Ungy

x‘r/?
x Z pi (1) # A, vy log (ZV(]))

N(j)<z™/?

Dans la mesure ot N (it;tsj) < 2277/2, le lemme 3.4 combiné & 1'estimation
a(t1t2) = 1+ O(%) entraine, pour tout B > 0, I'inégalité

> 3w (LR m T )

N(i)ex m
6z /. a(ij) . x7/2
- Y (i, R (m, ¥, v0), ¥ log [ =
p (1, (m, ¥, ), ) .ZTZN(ij)MK(J) 8 | NG
N()<a™/
2
xr
< (logz)~"
vgl)...w(}l)vg?)...vfi)

Il s’agit & présent d’étudier la somme sur j. Ecrivons

S s () =a 3 g (77)

N(G)<z™/? m<zT/2

ol 2 (i,-) est la fonction multiplicative définie par

)= Y )2

N(j)=p* a()

lorsque af(i) # 0.
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En reprenant un a un les arguments de Heath-Brown conduisant a ’es-
timation [18, (10.4)], on observe finalement, en appliquant la formule de

~

Perron a la série de Dirichlet =t ‘)(s) engendrée par £(i,-), que 'on a

Z @MK(D log (IT/%) = 00 (i) + 0 (exp (—cx/log xT/Q)).

N N 6
NGy (i) ()

O

L’estimation du terme d’erreur qui apparait avec le remplacement de
dn(s, ¥) par en(s, ¥) a constitué le tour de force majeur des travaux de
Heath-Brown (voir a ce sujet les paragraphes 8, 9 et 11 a 13 de [18]). De
telles estimations de sommes, dites de Type II, se révelent étre 'ingrédient
nécessaire pour s’affranchir du phénomeéne de parité.

LEMME 7.6. — Soit B > 0. Uniformément pour h : J(K) — C bornée
parletb: J(K)? — [-1,1], 2 > 2, 2117 <V<LatiTeté<T, ona

Sy = Z h()b(r1,v2) (dn (s, 7) —en (s, 7)) < z?(logz)™B
i,5,01,02€7 (K)
itytasc€A
V<N(s)<2V

ou la constante implicite dépend du zéro de Siegel.

Démonstration. — La preuve étant calquée sur les arguments dévelop-
pés dans [18] et [20], nous nous contentons ici de souligner les différences.
Introduisons I’ensemble des idéaux primitifs, a savoir

P:={j € JXK): pOk {j pour tout premier p}

et observons que A C P.
En vue de s’affranchir de la condition de coprimalité dans la définition
de A, écrivons, a l'aide du principe d’inclusion-exclusion, la relation

Sv =3 ulm)Sv (m)

m>1
ou
Sy(m):= Y h(b(ri,va) Y. dn (5, V) —en (s, V)
ityto€P s€P
V<N(s)<2V
itjros€A(m)
et

A(m) = {m +no V2 (n1,n2) € C(Ny, No),m | (nl,ng)}.
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Soit M > 1 un parameétre qui sera explicité plus tard. Au vu de (7.7),
du lemme 2.1 et des bornes sur b et h, on estime la contribution des entiers
m > M en s’inspirant de la majoration (11.2) de [18] par

S hpri) Y da(s V)| <logz Y > k()

m>M |itjto€P v 1\7%7))<2V m>M je A(m)
<N(s)<
ityros€A(m)
2
X
(7.8) < M(log x)°.

Une estimation similaire est valide pour la contribution des ey (s, 7)

Pour traiter les entiers m < M, on suit essentiellement la démarche déve-
loppée dans la preuve du lemme 3.10 de [18]. Soit ¥ « x7/3 un paramétre
qui sera explicité en fin de preuve. A la suite de Heath-Brown, on introduit
un systéme de générateurs d’idéaux primitifs a travers la condition

N(B)Y3e5V/? < B < N(B)/3c/?

et on note B\ les coordonnées de § dans la base {1, &2, \3/41} En repre-
nant les arguments des chapitres 11 et 12 de [18], on obtient l'existence de
Ve lY 1 <« A< Ve Y2 < Z <2Y? et d'un cube € := &; x €y tels
que l'on ait la majoration suivante, analogue de [18, Lemma 12.2],

(7.9) Sy(m) < £E2Y71/2(10gI)C+$3/2V71/2Y7S€})(m, Z, A, €)' ?(log z)°

S (m, Z,A, €)= > > w(d)S®(m,d, D, €)

DelZ5t A, Z A [dD<do

avec

5(2)(madaD? Q:) = Z fn (/Blaﬁ) f‘n (5277) €m,D (517[32)7
(B1),(B2)eP
B1EC,B26€2
dD|B1AB2

h (B, V) = dn, (BOk, V) — en (80k, ¥),

et 6m}D(B\1,32) vaut
1 simD |[ps (31,52),]92 (Bl,@),éh (31732) et go (31,52)
0 sinon,

les formes cubiques p1, P2, g1, g2 étant définies dans le chapitre 12 de [18].
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En reprenant mutatis mutandis les arguments de [20, Section 5]
basés sur Ulintroduction de caracteres additifs, on peut réécrire
S®)(m,d, D, ) sous la forme

1

D2 TOubib) S (mdD,bi, @) S (mdD, bz, &)
XE(Z/(dD)Z)*

b1,b2€(Z/(mdD)Z)>

avec i
b;.
sumer- 5 o) 509
Eecimz3
(B)eP
et

M3:M45M5

of - (bl + )\b2>.774 + dDbg.’I]?)
mdD

ol la sommation porte sur les g, M, € Z/mZ et n; € Z/(dD)Z satisfaisant,
pour tout polynome H € {p1,p2,q1,92},

H (n4, 4+ dDng) =0 (mod mD).

La propriété d’orthogonalité des caracteres additifs et la majoration triviale
entrainent que

|T ()‘, bla b2)‘ <

sinon.

{(dD)3m6 si by + Aby = 0 (mod dD),

De plus, si T' (A, b1,b2) # 0, alors by est déterminé de maniére unique
modulo dD par la donnée de A et de b;. L’inégalité de Cauchy—Schwarz

entraine alors 1’estimation
3
(2) m 32
S (m,d,D,¢) < @DP > |S(mdD,b, ;).
b (mod mdD)

Afin d’appliquer une inégalité de grand crible, on réduit les différentes
phases b(mdD)~! a des phases irréductibles bl~!, c’est-a-dire telles que
(I,b1,b2,b3) = 1, en suivant [18, p. 78]. On remarque pour cela qu’une
phase bl~! apparait avec un poids qui peut étre majoré uniformément en
m par

3
m 5 7(v) 57() logV
>y e <™ > s <mP ey =

D>Va—ly-1 d VSV ly -1
I|mdD o
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Au vu de la condition dD < dgy, on en déduit que

5 c
(1) m°zY (log z) 7(1) O] N2
Sy’ (m, Z,A,¢) <« — hnax E - E S (1,b, ;)]
1<mdg b(mod [)

ou la sommation Z(l) porte sur les vecteurs b mod ! vérifiant la relation
(1,b1,b2,b3) = 1. On peut alors reproduire étape par étape les arguments
du paragraphe 13 de [18] pour majorer la somme du membre de droite de
la formule précédente. Il s’ensuit la majoration

(7.10)  SP(m, Z,A,¢) < mPzV (YQ;” ‘y Y46w*7/2) (log 2)°

ot Q; := (logz)®®) avec ¢(B) > 0 une constante qui peut-étre choisie
arbitrairement grande.

En combinant les estimations (7.8), (7.9) et (7.10) avec les choix de
parameétres Y = M* et M = Ql/ 288 , on obtient finalement
Sy < z%(logz)~B.

L’uniformité du résultat en (logz)~®2 < £ < 7 ainsi que la non-effectivité
de la constante implicite sont des conséquences directes de la preuve du
lemme 3.8 de [18]. O

En conclusion de cette partie, on peut énoncer une borne supérieure du

terme d’erreur S(|h|) défini par (5.15).

PROPOSITION 7.7. — Soit B > 0. 1l existe une constante ¢(B) > 0 telle
que, pour tout cg > ¢(B) et uniformément en x > 2, (N1, N2) € N(n),
yo > 27, y1 =1 ouyy > ", w un complexe de module 1, h € M(w;y1,y2)
et (logz)™™ < & < 72, on ait

S(|h|) < n*z?(logz)~ +ZZR<Z m,n)

=1 m,n
pour le choix 1 := (logz)~°, ot les R (m,n) sont définis par (7.1).
Démonstration. — Soit ¢; > 0. Puisqu'il y a au plus O(£71) choix pos-
sibles pour chaque v; et compte tenu de I’hypothése (logz)™" < &, les

lemmes 7.4, 7.5 et 7.6 entrainent I'existence d’une constante co > 0 indé-
pendante de ¢; et 7 telle que, pour tout 7 € {1,...,5},

> 28

m.,n N(i)eZ

A,CD (m,m,i) — ma(i)§(5,c<i>(m,n,i))‘

< z? (n% + (log :v)_cl) (log )
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En choisissant ¢(B) = 5(cz + B) et ¢1 = 2¢p + c2 + B et en majorant S(|h|)
par

>y ¥ s

i=1mmn NGi)eZ

S(A,C)(m,n,i) - (N7170]0V2)xa(i)§(8,(3(i)(m,n,i))‘

5
+> > RO(m,n),

i=1m,n

on en déduit le résultat. O

8. Applications de la méthode

Compte tenu des résultats des paragraphes précédents, il est possible
d’estimer les différentes quantités intervenant dans la proposition 5.2, ce
qui conduit au résultat suivant.

PROPOSITION 8.1. — Soit ¢ > 0. Uniformément en x > 2, w un com-

plexe de module 1, y, > exp(amgi)()g%), (N1, N2) € N(n) et h dans

M(w7 17 y2)7 on a
__ Mo L
(8.1) M (A) c(Nl,Ng)xMUh(B) (loglog x)1—

Si, de plus, exp(W) < yo < z'/27¢, alors on peut remplacer

dans (8.1) Ie terme 1/(loglog x)'~¢ par exp(—(loglog z)/2~¢).

D’autre part, si h € M(w;y1,y2) ot y1 > exp((lc)ggllgg%), alors on a
2
N0 n°x log x
8.2 My (A) — — 170 pp (B
(8:2) WA ¢(N1, Ny)x wB) < logyi logyi (loglog z)! —<

Démonstration. — Soient 7 := (loglogz)®/?>~! et 7 := (loglogx)~*.

Les lemmes 6.1, 6.3 et 6.7 fournissent une borne supérieure des quantités
Ag(|h]), O(|h], 2™, 2™) et T'(|h]) qui est négligeable, compte tenu des choix
de 7 et 7;. En utilisant la proposition 7.7 avec le choix ¢ := 77, le lemme 7.1,
ainsi que la majoration (6.11), on obtient d’autre part I’estimation

S(|h|) < ™22

Enfin, le lemme 6.6 permet d’estimer Aj(|h]) et Ax(|h]), ce qui conduit
a (8.1). L’estimation (8.2) s’obtient de méme en utilisant (6.10) en lieu et
place de (6.9) et en notant que O(|h|,2™,2™) = 0.
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Supposons & présent que y; < x'/27¢ et posons 7 := (loglogz)/2~1/2
et 71 := €/2. Sous ces conditions, on observe que seuls interviennent les

éléments de Og) dans la discussion du paragraphe 5. On a alors

N%o

Mh(A) B C(N1 NQ)J?

MypS(B) < S(|h]) + O(|h], 27, 2™) + Ag (|h]).
On en déduit le résultat en utilisant la encore les lemmes 6.1 et 6.3, la
proposition 7.7 avec le choix £ := (logz)~7 ainsi que le lemme 7.1. g

En combinant le résultat précédent avec les ordres moyens établis dans
le paragraphe 4.2, on peut en déduire les théoremes 1.1 et 1.3 et le corol-
laire 1.2.

Démonstration du théoréme 1.1 et du corollaire 1.2. — La proposi-
tion 4.2 entraine que, uniformément en (N7, No) € N (n) et dans le do-
maine (1.3) défini par

log z 3
=3, ————— | SY< )
r >3 exp ((10g Tog x)1—5> y < 3z

on a

N%o
C(Nl, NQ).T

2.2
Moy, (B) = 67;233 p (3u) (1 +0 <loglong)).
En sommant sur les différents (N1, N2) € N(n) (voir la formule (2.3)), le
théoréeme 1.1 découle de la proposition 8.1.

Pour démontrer le corollaire 1.2, il s’agit de se restreindre a la région (1.3),
le résultat étant une conséquence de [3, Corollary 1] dans le domaine
u > (loglogz)!=¢ (voir la remarque qui suit le corollaire 1.2). Considé-
rons la convolution

2

V(K ay) = Y v (K-S0l Y

m<log x m>logx

Le corollaire s’obtient comme conséquence du théoréme 1.1, puisque 'on
a, d’apres (4.14), 'estimation

> p(3uf lféggZ‘) S p(3u) <1+O<1ogmlog(u—|—l)>)
m2 m? logy

m<(logz)B m<(logz)B
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Démonstration du théoréme 1.3. — Soit h € M(w). La proposition 4.1
permet d’évaluer M, (B) :

M, (B) = ¢(N1, No)na® (3log )~ <;((Z)) +0 <101go§ix>>

Le théoreme 1.3 est alors une conséquence directe de la proposition 8.1

et de (2.3), dans la mesure ou I’hypothese |w — 1| > W implique
'estimation (logz)¥ ! < W. O
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