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COMBINATOIRE DES ARBRES PLANAIRES
ET ARITHMETIQUE DES COURBES
HYPERELLIPTIQUES

par Fedor PAKOVITCH

INTRODUCTION

Le but de cet article est de proposer une nouvelle méthode pour
des études dans le cadre de la théorie des «dessins d’enfants» de
A. Grothendieck de certaines questions concernant 1’action du groupe de
Galois absolu Gal(Q/Q) sur I’ensemble des arbres planaires.

Le point de départ est une stratification spéciale de ’ensemble des
paires composées d’un polynéome et d’un segment telle qu’il existe une
correspondance bijective entre les classes d’équivalence affine des paires qui
se trouvent dans g-iéme strate et pour lesquelles le degré du polynéme
est égal & n, et les classes d’isomorphisme des paires se composant d’une
courbe hyperelliptique de genre g et d’un point de n-division. En utilisant
la stratification ci-dessus on définit ’application ¢ qui associe & chaque
arbre planaire & n arétes A ayant un nombre de sommets de valence
impaire 2g + 2, une courbe hyperelliptique H de genre g avec un point
de n-division; la courbe H est définie sur un corps de nombres, corps des
modules de I'arbre A. L’ordre exact du point de n-division associé & un
arbre A est un invariant de I’action du groupe de Galois absolu Gal(@/@)
sur I’ensemble des arbres. On calcule cet invariant & partir de la structure
combinatoire d’un arbre .

Grace a cette construction, on établit un lien entre la théorie de la
torsion des courbes hyperelliptiques et celle des «dessins d’enfantsy. En

Mots-clés : Fonctions de Belyi — Dessins d’enfants — Torsion des courbes — Corps des
modules — Théorie de Galois.
Classification math. : 11G05 — 11R32 - 14C22 — 14H30 — 30F10.
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particulier, dans le cas out ¢ = 1, en utilisant les résultats correspondants sur
la torsion des courbes elliptiques, on obtient des estimations inférieures sur
les degrés des corps des modules des arbres de certaines classes. D’autre part,
en utilisant I’application ¢ on obtient des séries intéressantes d’exemples
de diviseurs rationnels de torsion sur des courbes hyperelliptiques définies
sur des corps de nombres.

L’auteur a le plaisir de remercier B. Edixhoven, A. Marin, G. Shabat,
M. Zaidenberg et A. Zvonkin pour des discussions de questions diverses &
propos de cet article.

1. STRATIFICATION ABELIENNE

1.1. Stratification abélienne. Définitions géométrique,
algébrique et analytique.

Soient P(z) un polyndéme complexe et I = [a,b] le segment qui joint
les points distincts a,b € C. Désignons par uy, us, ..., u; toutes les valeurs
critiques du polynéme P(z) qui sont & l'intérieur de I, et posons

Uug = a, Ug41 = b.

Afin d’étudier pour la paire o = (P, I) une géométrie de ’ensemble P~1(I),
il est commode de le regarder comme un graphe planaire G, de sommets
les images réciproques des points u;, ¢ = 0,...,k + 1, et d’arétes les images
réciproques des intervalles ouverts |u;, ui+1[, ¢ =0, ..., k. Il est clair que la
valence de chaque sommet du graphe G, de coordonnée z, est égale a la
multiplicité de la valeur du polynéme au point z, si P(z) € {a,b}, et au
double de la multiplicité, si P(x) € {u1,...,ux}. Une propriété importante
du graphe G, consiste en 'absence de circuits [ShZv]. En effet, puisque
sans restreindre la généralité on peut supposer que I C R, s’il existait des
circuits, la fonction harmonique sur tout le plan complexe Im P(z) serait
égale a zéro sur ces circuits, et, donc, serait égale a zéro & l'intérieur des
domaines que les circuits bordent, ce qui est impossible.

On rappelle qu'un graphe planaire s’appelle linéaire s’il est
homéomorphe & un segment.

PROPOSITION-DEFINITION. — On dira qu’une paire 0 = (P,I)
composée d’un polynéme P(z) et d’un segment I = [a,b], a # b, se
trouve dans la g-iéme strate de la stratification abélienne, si n’importe
laquelle des conditions suivantes équivalentes est satisfaite :
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1) Le graphe G, = P~1(I) est une union de g+1 sous-graphes linéaires
sans arétes communes, mais n’est pas une union de g tels sous-graphes.

2) L’ensemble des points dans P~'{a,b} pour les valeurs desquels
P(z) a une multiplicité impaire est de cardinal 2g + 2.

3) Il existe des polynémes unitaires R, (z), q,(z), deg Ry(z) = 29+ 2,
deg q,(2) = g, tels que R,(z) n’a que des racines simples et que P(2)
satisfait ’équation d’Abel

(111) (P(2) — a)(P(2) 1) = (L) R, (2),

nqa(z)

oun = deg P(z).

Démonstration. — L’équivalence 1) < 2) n’est qu’une traduction de
I’assertion suivante : le graphe planaire sans circuits G est réunion de g + 1
sous-graphes linéaires sans arétes communes, mais n’est pas réunion de g
tels sous-graphes, si et seulement si G contient 2g + 2 sommets de valence

k
impaire. Soit G = |J G; une partition du graphe G en des sous-graphes

i=1
linéaires G; sans arétes communes avec k minimal. Pour chaque sommet s,

on note e(s) et i(s) le nombre de G; ayant s comme extrémité et point

k
intérieur respectivement. Puisque la partition G = |J G; est minimale,
=1 k—1
on a e(s) < 1, car si s était extrémité de Gx—1 et Gy, on aurait G = |J G;
=1
avec G, = Gy pour i < k—1 et G_; = Gx—1 U Gy. Pour la valence du

sommet s, on a v(s) = e(s) + 2i(s) donc v(s) est impaire si et seulement
si e(s) = 1. Puisque chaque graphe linéaire a deux extrémités, on conclut
que le nombre de sommets de valence impaire est le double du nombre des
sous-graphes linéaires de toute partition minimale.

2) = 3). Désignons par R,(z) le polynome unitaire qui a comme
racines tous les points de '’ensemble P~!{a,b} en lesquels P(z) a une
multiplicité impaire. Puisque (P(z) — a)(P(z) — b)/Rs(z) est un carré
dans C[z], on a I’équation

(1.12) (P() - a) (P(2) — b) = Q*(:)Ro ().

En dérivant cette équation, on obtient

(L13)  P(2)(2P(2) - (a+)) = Q(2) (2Q(:)Ro(2) + Q(2) R} (2)-
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Puisque chaque diviseur de Q(z) est soit diviseur de P(z) — a, soit diviseur
de P(z) — b, le polynéme Q(z) est premier avec

2P(2) — (a+b) = (P(2) —a) + (P(2) — b).
Donc, 1’équation (1.1.3) implique que Q(2) | P’(2). Si on pose maintenant

_ P
()= n00)

)

on retrouve I’équation (1).
L’implication 3) = 2) est évidente. a
On désigne par ¥ lensemble de toutes les paires (P,I) composées
d’un polynéme P(z) et d’un segment I = [a,b], a # b, et par X, , le sous-
ensemble de ¥ se composant des paires o = (P, I) qui se trouvent dans la
g-iéme strate de la stratification abélienne et pour lesquelles deg P(2) = n.

Les paires o0 = (P, I),0 = (13, I) € ¥ seront dites équivalentes s’il existe des
fonctions linéaires 71, vz telles que

P(z) =n(P(12(2)) et I=m(l).

On note %, f)g,n les ensembles des classes d’équivalence de %, ¥4,
respectivement.

1.2. Polynomes de Chebyshev et description de iO,n'

On note Ty, (z) le n-iéme polyndéme de Chebyshev,
T,.(z) = cos(n arccos z).

Pour la paire 7 = (Ty,, 1), ou™ I; = [~1,1], le graphe G, est un graphe
linéaire & n arétes (voir fig. 1) ayant comme sommets les points de ’axe

réel de coordonnée cosiZ,i=0,...,n, ainsi 7 € Yo p.
X
PP ORI ——0o—o—
Figure 1

(1) Dans toute la suite on fixe la notation T}, (z) pour le n-itme polynéme de Chebyshev
et la notation I pour le segment [—1,1].



ARBRES PLANAIRES ET COURBES HYPERELLIPTIQUES 327
THEOREME 1. — Chaque paire (P, I) € X ,, est équivalente & (T, I1).

Démonstration. — 1l est clair que chaque paire (P,I) € X, est
équivalente a une paire 7 = (f, 1) telle que les sommets de valence 1
du graphe G; sont 1. En utilisant la proposition, on conclut que 13(2)
satisfait ’équation

(1.2.1) P%(z) — f%(z —1)(z+1) =1

On considére la courbe algébrique L : 22 + w? = 1 et son adhérence
projective L 2 P!. En réécrivant I’équation (1.2.1) comme

5o 2@ Ny P@ Y
(1.2.2) (P(z) +i— w) (P(z) - sz) =1,
on voit que la fonction

P'(z)

n

P(z,w) = P(2) +i w
n’a ni poles ni zéros sur la partie affine de L. Donc elle a un zéro en un
des deux points de L\ L et un pole en 'autre. De plus, I'ordre du pole
aussi bien que ordre du zéro est égal & n = deg 13(2). Puisque pour les
fonctions (z £ iw)™ ces conditions sont aussi satisfaites, il existe ¢ € C tel
que Y(z,w) = ¢(z = tw)™ sur L. En utilisant P'égalité (1.2.2), on a

(2, w)h(z, —w) = c*(z + iw)*(z — iw)" = % =1,

d’olt ¢ = 1. Donc
~ 1
P(z) =+ 3 ((z + iw)™ + (2 — iw)"™)

dans l'anneau C[z,w]/(w? + 22 — 1). Comme la courbe L peut étre
paramétrisée par les fonctions cosp et sin¢, le derniere égalité implique
que P(z) = £T,(2). O

1.3. Stratification abélienne et points de n-division.

On rappelle qu’une courbe hyperelliptique est une surface de Riemann
compacte H qui est une normalisation d’une courbe dont ’équation affine
est w? = R(z), ot le polynéme R(2) n’a que des racines simples. Dans toute
la suite on suppose que oo n’est pas un point de branchement de H, ce
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qui est équivalent & la condition que le degré de R(z) est pair. Il est bien
connu (voir, par exemple, [GH]) que les courbes w? = R;(z) et w? = Ry(2)
sont isomorphes si et seulement s’il existe une homographie v : CP! — CP!
qui transforme l’ensemble des racines de R;(z) en celui de Ry(z). On
note p = (z,w) un point de H et soit p — p' = (z,—w) linvolution
canonique. On dit que le point p est de n-division, si p n’est pas un point
de ramification de H et le diviseur n(p — p') est principal. On note H, n
Pensemble des classes d’isomorphisme des paires (H, p) se composant d’une
courbe hyperelliptique H de genre g et d’'un point de n-division p € H.
On remarque que pour chaque paire (H, p), 'involution canonique donne
l'isomorphisme de (H, p) avec la paire (H, p’).

On définit 'application

X:Zgn— Hgn.

Pour cela on choisit dans la classe ¢ € f)g,n un représentant o et on
considere la courbe hyperelliptique H, définie par ’équation w? = R,(z),
ou R,(z) est le polynéme de I’équation (1.1.1), et un des deux points sur
H, se trouvant au-dessus de I’infini. On associe maintenant & la classe o, la
classe d’isomorphisme de la paire (H,, poo). Pour s’assurer que la définition
ci-dessus est correcte, on remarque tout d’abord que si o est équivalente & 7,
alors Rs(2) = Ry (7(2)), ol v(2) est une fonction linéaire, ce qui implique
l’isomorphisme (Hy, poo) = (Hz, poo)- Pour s’assurer que le point po, sur la
courbe H, est effectivement de n-division, on considere la fonction

(1.3.1) ¥,(z,w) =P(z)+Q(z)w—%(a+b) P(z)+ ;((ZZ)) %(a+b).

En utilisant ’équation (1.1.2), on a :

dv,

- 2i(dePJr 9R, dQ + QdR,)

=50 Q(szdP+ d(Q°R,))

= Q(QdeP+2PdP (a +b)dP)
dP 1

=,
Q w
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Il s’ensuit que

dv, dz

=Nqo —*
w

(1.3.2)

o

d
Comme la forme — n’a pas de poles sur H, et dives ¢ (2) = 9(poo + pho)s

on conclut que la forme Z n’a que deux poles au-dessus de 'infini avec

g
les résidus £n, ce qui implique que le point po, est de n-division. Enfin,
il est bien connu que le genre de H, est égal a g.

THEOREME 2. — L’application  : flg,n — ~g,n est bijective. Pour la
paire 0 = (P, 1), lordre du diviseur p, — pl, dans le groupe Pic H, est
égal au minimum des degrés des polynémes S(z) tels que P(z) peut étre mis
sous la forme d’une composition P(z) = £T4(S(z)).

Démonstration. — Pour s’assurer de l'injectivité de x, on note tout
d’abord que, si pour les paires ¢ = (13, L), o0 =(P,I;) ona Rs(z) = Rs(2)
et deg Is(z) = deg P(z), alors ﬁ(z) = +P(z). En effet, de la méme fagon
que dans la démonstration du théoreme 1, dans ce cas on obtient ’égalité
U~(z,w) = £¥,(2, tw) sur H, et comme

P(2) = = (Uy(z,w) + Uy (2,~w)), P(z)= % (@;(z,w) + @3(z, —w)),

N =

on en conclut que P(z) = +P(z). Supposons maintenant que pour les
paires o = (IS,f), o= (PI) € Xyn ona (Hs poo) = (Ho,poo)- 11 est
clair que sans restreindre la généralité, on peut supposer que I=I1=1.
L’isomorphisme Hs = H, implique qu’il existe une homographie 7 telle que
les polynémes R~(2) et R,(y(2)) ont les mémes racines. En outre, puisque
les points des courbes Hs, H, se trouvant au-dessus de I’infini s’envoient les
uns sur les autres, on a y(0co) = oo, et, donc, 7y est une fonction linéaire.
Pour les paires & = (P, 1) et oy = (P(7),11) on a Rs(z) = R, (2).
Ceci implique ’égalité f’(z) = +P(vy(z)) et, par conséquent, I'injectivité de
I’application x.

Soit maintenant (H, p) la paire composée de la courbe H définie par
I’équation w? = R(z) et du point de n-division p qu’on peut supposer se
trouvant au-dessus de 'infini. Soit ¥(z,w) une fonction sur H pour laquelle
div¥(z,w) =n(p—p'). Ona

¥(z,w) = P(2) + Q(2)w,
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ou P(z), Q(z) sont des fonctions rationnelles. Puisque la fonction
U(z,w)¥(z,—w) n’a ni zéros ni poles sur H, c’est une constante que
Pon peut estimer égale a 1. En outre, comme tous les pdles de la fonction
P(z) = %(\Il(z, w) + ¥(z,—w)) sur H se trouvent au-dessus de oo, P(z)
doit étre un polynome. L’équation

P*(z) - Q*(2)R(2) = 1

implique & présent que Q(z) est aussi un polynéme, car R(z) n’a que
des racines simples. Puisque pour la paire ¢ = (P,I;) on a évidement
(Hy, poo) = (H, p), Papplication x est surjective.

Pour finir la démonstration du théoréme on note que le diagramme

(S,Il) € ig,n X ~g,n > (Hapoo)

Lo ]

(TdOS,Il) € ig,dn X, ~g,dn > (Hapoo)

est commutatif puisque pour la paire (T 0 .S, I1), le graphe correspondant a
méme ensemble de sommets de valences impaires que celui de la paire (S, I1).
L’assertion sur 'ordre du diviseur po, — pl, résulte alors de la bijectivité
de x et du fait que cet ordre divise n. O

Si g = 1, au lieu des paires composées d’une courbe elliptique définie
par une équation du quatrieme degré et d’un point de n-division, il est
plus commode, parfois, de considérer des paires composées d’une courbe
elliptique sous la forme de Weierstrass et d’un point d’ordre fini. Le passage
nécessaire peut étre réalisé par les formules

b = (G- ()

qui donnent un isomorphisme birationnel entre la courbe elliptique X
définie par ’équation

(1.3.4) y? = R(2) = 2* —6A2> + 4Bz + C
et la courbe elliptique E définie par ’équation

(1.3.5) w? = 40° — gov — g3,

ou

g2 =3A4%+C, g3=-AC+ A - B2
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Il est facile de voir que 'un des deux points poo,pl, sur la courbe X
correspond au point (A, B) sur F, et Pautre & I’élément neutre de la loi de
groupe. De plus, il est clair que I'ordre du diviseur po — pl, dans Pic X est
égal a Pordre du point (A, B) sur E.

Exemple. — On considére le cas n = 2, g = 1. Le théoreme 1 implique
que chaque paire (P, I) ot deg P(z) = 2 se trouve dans X o pourvu qu’elle
ne soit pas équivalente & (T%, I;). De plus, chaque telle paire est équivalente
3 une paire (P,,I;) ou P. = 22 + (2¢ — 1), ¢ € C, et, comme il est facile de
vérifier, deux paires (P, I;) et (P, I;) sont équivalentes si et seulement si
c=c ouc=1-c. Cest pourquoi on peut identifier ’ensemble H 1,2 et
I’ensemble des orbites de I'action du groupe engendré par la transformation
A+— 1= Asur C\{0,1}. D’autre part, ’ensemble des orbites de I'action du
groupe I' qui consiste en les substitutions

1 1. A A-1
A, Xﬂ 1—)\’ l_A, A_l’ A

sur C\ {0, 1} peut étre identifié & I’ensemble des classes d’isomorphisme des
courbes elliptiques (sans structure supplémentaire). Le sous-groupe de I’
engendré par la transformation A — 1 — X est d’indice 3, ce qui s’explique
par le fait que chaque courbe elliptique-a justement trois points d’ordre 2.

1.4. Remarques.

L’équation (1.1.2) est probablement apparue pour la premiére fois
dans Darticle d’Abel [Ab] consacré aux intégrales pseudo-elliptiques. En
particulier, Abel a démontré que cette équation avec R, fixé, a une solution
polynomiale P, Q, si et seulement si la fraction continue

\/—EUZT()-*-H‘-FLI--F +_1|_+
|71 |72 |7
ou r; € C[z] est périodique. Un autre probléme classique qui se rameéne &
I’équation d’Abel est le suivant : pour une réunion des segments K C R
retrouver un polyndme réel unitaire P(x) s’écartant le moins possible de
2éro sur K parmi tous les polynomes réels unitaires de degré n (voir,
par exemple, [SoYu]). On remarque, en outre, que I’équation d’Abel avec
R(z) € R[z] (ou bien les courbes hyperelliptiques réelles ayant des points
de n-division) apparait aussi dans la théorie des systémes intégrables [MM].

Le lien entre 1’équation d’Abel et les points de n-division sur des
courbes hyperelliptiques (surtout dans le cas ou deg R, = 4) est bien connu.
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Ce lien dans des contextes différents a été étudié dans [AR], [Ber], [Jun],
[Hal], [HL], [HBJ], [MM], [Pay], [P1], [Shin]. En particulier, dans [Jun],
[HBJ], dans le cas ou deg R, = 4, un résultat similaire au théoreme 2 a été
obtenu(®.

Comme on I’a vu, la question sur la solubilité de ’équation (1.1.2)
pour deg R, = 4 est équivalente & la question suivante : le point (A, B)
sur la courbe elliptique E est-il d’ordre fini ? 1l est curieux de remarquer,
que pour le cas ou les coefficients de R, sont contenus dans le corps Q, un
critére effectif de résolubilité de ’équation (1.1.2) a été déja donné en 1861
par Chebyshev [Ch] (voir aussi [Zol]).

2. ARBRES DE GENRE ABELIEN 1

2.1. Théorie des “dessins d’enfants” et stratification abélienne.

Dans [Gr], A. Grothendieck a établi une correspondance fondamentale
entre les classes isotopiques de «dessins» sur les modeles topologiques des
surfaces de Riemann compactes et les classes d’isomorphisme de «paires
propres de Belyi». On va donner une description trés courte de certaines
définitions et résultats qu’on utilisera par la suite et dont une discussion
détaillée peut étre retrouvée dans [Schn], [ShVo], [ShZv].

o Une fonction propre de Belyi sur une courbe C est une application
rationnelle # : C — CP! ramifiée seulement au-dessus de 0,1,c0 telle
que lindice de ramification en chacun des points au-dessus de 1 est
exactement 2. D’apres le théoréme de Belyi [Be], une telle fonction existe si
et seulement si C est définie sur Q.

o Une paire propre de Belyi est une paire (C,) composée d’une
courbe C' et d’une fonction propre de Belyi [ sur cette courbe.

Deux paires de Belyi (C, 8) et (6’, 3) sont dites isomorphes s’il existe
lisomorphisme v : C — C tel que B = B o+. Si (C,B) est une paire
propre de Belyi, alors 'image réciproque 371[0, 1] du segment [0, 1] est un
graphe connexe dont les sommets correspondent aux zéros de (3 avec pour
multiplicité la valence au sommet. De plus, la fonction 8 prend une et une
seule fois la valeur 1 sur chaque aréte. Enfin, sur chaque face de ce graphe
se trouve un poéle de 8 dont la multiplicité est égale au nombre de segments

() L’auteur remercie A.P. Veselov qui lui fit observer cela.
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qui bordent la face. Le graphe ci-dessus(® est un représentant de la classe
isotopique des «dessins» qui correspond & la classe d’isomorphisme de la

paire (C, ).

Dans cet article, on travaille au fond dans le cas particulier de la
correspondance entre les dessins et les paires de Belyi ou la surface de
Riemann est une sphére et les dessins sont des arbres. Dans ce cas, la
correspondance ci-dessus admet une simplification décrite dans [ShVo].
A savoir, au lieu des fonctions de Belyi, il est plus commode de considérer
des polynomes qui n’ont que deux valeurs critiques (finies) sans contraintes
sur les indices de ramification aux points au-dessus de ces valeurs critiques.
De tels polynémes sont dits polynémes de Shabat. On identifie ’ensemble
des polynémes de Shabat avec 1’ensemble des paires (P,I) € ¥ composées
d’un polynéme de Shabat P(z) et du segment I qui joint ses valeurs
critiques, et on note SX,SX,, (resp. Sf], S flg,n) les sous-ensembles
correspondants dans ¥,y , (resp. dans i,ig,n). Le passage entre les
fonctions de Belyi et les polynémes de Shabat se réalise de la fagon suivante.
Soit A est un arbre. Alors puisqu’un arbre n’a qu’une face, chaque fonction
de Belyi de la classe d’isomorphisme correspondante n’a qu’un péle. Donc
dans cette classe il existe une fonction 8 qui est un polynéme. Comme
I’indice de ramification en chacun des points au-dessus de 1 de fonction
est exactement 2, on a B(z) = 1 — P2(z), ou P(z) est un polyndme de
Shabat (dont toute valeur critique est dans {£1}).

On désigne par A l’ensemble des classes d’équivalence isotopique
des arbres planaires et par Ay, le sous-ensemble de A se composant
des arbres & n arétes dont le nombre de sommets de valence impaire(4)
est 2g + 2. La bijection entre les classes isotopiques des arbres et les classes
d’isomorphisme des fonctions propres de Belyi correspondantes, induit la
bijection a : Agn — Sgg,n qu’on peut visualiser de fagon connue : si
o= (P,I) € SE, alors G, est I’arbre correspondant (par abus de langage
on appellera souvent arbre, un représentant de la classe d’équivalence
isotopique des arbres planaires). Dans toute la suite on supposera que les
valeurs critiques des polynémes de Shabat considérés sont {+1}. L’exemple
le plus simple de polynéme de Shabat est le polynéme de Chebyshev T, (z)
dont I’arbre correspondant est un graphe linéaire a n arétes représenté sur
la figure 1),

() On remarque que la construction de ce graphe est un peu différente de celle du
raphe G, de la premiére partie.

4) On remarque que ce nombre est toujours pair.

(5) D’apreés 'existence de la bijection «, ce fait peut étre utilisé pour une autre
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La rationalité de 0, 1, oo implique que dans la classe d’équivalence des
fonctions de Belyi il existe des fonctions & coefficients algébriques. Donc
on peut définir I'action du groupe Gal(Q/Q) sur ensemble A. A savoir,
pour o € Gal(Q/Q) et A € A, on choisit dans la classe correspondante
des fonctions de Belyi, une fonction [ & coefficients algébriques et on
définit o()\) comme l'arbre qui correspond & la classe d’équivalence des
fonctions de Belyi contenant la fonction o(8), qui est aussi évidemment
une fonction de Belyi. Il est facile de vérifier que la définition ci-dessus
ne dépend pas du choix de la fonction 8. Puisque pour chaque arbre A
son orbite est finie, le stabilisateur St()\) est d’indice fini dans Gal(Q/Q).
Donc, d’aprés le théoreme principal de la théorie de Galois, le corps ky
des nombres algébriques qui sont invariants par laction de St(\), est une
extension finie de Q. Le corps k) s’appelle corps des modules de .

Soit A\ un arbre & n arétes. Alors on peut munir A d’une structure
bicolore, ce qui correspond & la peinture des images réciproques des
extrémités du segment I de couleurs différentes, par exemple, blanc et
noir. Si u = uy, ug, ..., u, (resp. v = v1,vs,...,,) est la suite des valences
des sommets blancs (resp. noirs) de ’arbre A dans l’ordre décroissant, on
dit que ’arbre est du type (u;v). On note que Z Up = Z vg = n. Il est clair

=1 =1
que si deux arbres bicolores qui sont de types (u v) et (4; ) respectivement,

se trouvent dans la méme orbite par I’action du groupe Gal(Q/Q), alors
soit u = 4,v = ¥, soit u = ¥,v = 4. Si deux arbres sont de méme type on
dit qu’ils se trouvent dans la méme orbite combinatoire.

On définit maintenant I’application
¢ Agn — Hgp.

Pour A € Ay ,, on pose p(X) = x(a(X)), ol x est 'application du théoréeme 2.
D’apres le résultat de J.-M. Couveignes [Couv], pour chaque arbre A dans la
classe des fonctions de Belyi correspondante, il existe un polynéme (3 dont
les coefficients sont contenus dans k. Donc dans la classe ¢()) il existe
une courbe w? = R(z) telle que R(z) € ky. En effet, si les coefficients du
polynoéme 3(z) = 1 — P2(z) sont éléments du corps ki, alors les coefficients
du polynéme R(z) qui a comme racines (simples) toutes les racines de
multiplicité impaire de (3, sont aussi contenus dans k). Pour un arbre A on
définit ses genre abélien et ordre abélien respectivement comme le genre
de la courbe H et ’ordre du diviseur p — p’ dans le groupe Pic H pour un

démonstration du théoréme 1.



ARBRES PLANAIRES ET COURBES HYPERELLIPTIQUES 335

représentant (H,p) € <p£f\) 11 est clair que I’ordre abélien est invariant par
Paction du groupe Gal(Q/Q) sur A.

On note que si B(z) = 1 — P%(z) est une fonction de Belyi qui
correspond & un arbre A € Ay, et H, est une courbe hyperelhpthue qui
correspond & la paire o = (P, 1), alors la composition /3 B om, ol
7 : H, — CP! est une projection canonique, est une fonction de Belyi
sur H,. En effet, des valeurs critiques de 7 coincident avec des racines
du polynéme R, (z) et I’équation (1.1.1) 1mphque que.la valeur de B(z) en
chacun de ces points est égale & 0. Le dessin qui correspond & ﬁ a deux faces,
2n arétes et 2n — 2g sommets.

2.2. Calcul d’ordre abélien.

Soit A un arbre & n arétes de genre abélien 1. Alors A est de I'une des
deux especes suivantes :

Ya,b,c Xa,b,c,d
\ a /
b ' a
e e
: c :
{ '’
a+b+c=n a+b+c+d=n

Figure 2

D’apres I’isomorphisme (1.3.3), & partir d’un tel arbre on obtient une
courbe elliptique sous la forme de Weierstrass F définie sur k) avec un
point de n-division (A, B)x € E(k).

[BPZ] et les formules (1.3.3),
il est facile de vérifier que les arbres qui sont représentés sur la figure 3
(ayant comme corps de modules Q), donnent le point (v, w) = (21, —243)
sur la courbe elliptique w? = 4v3 + 540v + 10665 qui est d’ordre 5, et le
point (v, w) = (3, —16) sur la courbe w? = 4v3 + 84v — 104 qui est d’ordre 3
respectivement.
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Pl e

Figure 3

Le probléme que ’on va traiter est le suivant : d partir de la structure
combinatoire de l’arbre A définir son ordre abélien. On rappelle que d’apres
le théoreme 2, cet ordre est égal au minimum des degrés des polynémes
P(2) tels que P(2) = :{:Tg(ﬁ(z)), ol P(z) est un polyndome de Shabat qui
correspond & ’arbre .

: A -: A3
Figure 4

On remarque que pour chaque polynéme de Shabat P(z), le polynéme
T, (P(2)) est aussi un polynome de Shabat et si & P(z) correspond larbre A,
alors & Ty (P(z)) correspond l'arbre A; obtenu & partir de A par l’addition
de k — 1 nouveaux sommets de valence deux sur chaque aréte de A(®)
(voir fig. 4). Cependant, le fait que Tx(P(2)) est un polyndéme de Shabat
n’implique pas en général que P(z) est aussi un polynéme de Shabat mais
implique seulement que I’ensemble des valeurs critiques de P(z) est inclus
dans I’ensemble cos £, £=0,...,k.

On note (a1, az, ..., as) le PGCD des nombres a1, az, . . ., as.

TrEOREME 3. — Soit A un arbre & n arétes de genre abélien 1.
Alors lordre abélien de X\ est égal & n/(a,b,c) si A\ = Ygp. et &
n/(a+bb+c,c+d,d+a)si\= Xapca-

Démonstration. — Soit A = Y, 3. avec (a,b,c¢) = k. On consideére
alors I'arbre A =Yg/ b/k,c/x €t le polynéme de Shabat correspondant P(z).

(6) (est un cas particulier de ce qu’on appelle la composition des arbres (voir [ShZv],
[AdZv]).
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Puisque le polynome Ty(P(z)) représente 'arbre A, on a ord A | (n/k).
D’autre part, si on a ’égalité P(z) = +T,(P(z)) pour le polynéme P(z) qui
représente l’arbre A =Y, ; ., alors le polynéme f’(z) est aussi un polynéme
de Shabat. En effet, si P(z) avait des valeurs critiques distinctes de =1
alors Parbre A aurait des sommets de valence paire distincte de 2. De plus,
il est clair que le polynome 13(2) correspond a un arbre A= Ya’& .- Donc
{a,b,c} = {¢a, £b, £¢}, d’ou il suit que £ | k, et, par conséquent, ord A = n/k,
ce qui prouve le théoréme dans le cas ot A = Y .

Soient maintenant A = X,p.q4 €t P(z) le polynéme de Shabat
correspondant. Si (a,b,¢,d) = £ > 1, alors on conclut comme ci-dessus
que P(z) = :l:Te(ﬁ(z)), ou ﬁ(z) est un polynéme de Shabat qui représente
larbre \ = Xa/eb/e,c/e,a/e- Donc il suffit de prouver le théoréme pour le cas
ou (a,b,c,d) = 1.

Supposons que P(z) = +T,,(P(z)). On prouve que cette hypothese
implique que m | (a+b,b+c, c+d, d+a). Comme la condition (a, b, ¢,d) = 1
entraine que P(z) n’est pas un polynéme de Shabat, P(z) a un point
critique z tel que P(x) # +1. Par ailleurs, comme deggs; = 1, I’équa-
tion (1.1.1) implique que le polynéme I3(z) ne peut pas avoir plus d’un tel
point et que la multiplicité du polynéme 13(2) en ce point est égale a deux.
De plus, P(z) € L,ou L = {cosiZ,i = 0,...,m}. Enfin, il est clair qu’en
les points critiques du polyndme 13(z) de valeur +1, la multiplicité est aussi
égale & 2.

L’égalité P(z) = :tTm(IS(z)) signifie géométriquement que larbre A
se réalise comme l’image réciproque du graphe linéaire m-arétes G-,
7 = (T, I1). On dessine G, et )\, en supposant, sans restreindre la
généralité, que X est inclus dans I'union des axes (voir fig. 5). On numérote
les sommets de G, par les nombres de 1 & m + 1 & partir de la droite. Cette
numérotation induit une numérotation des sommets de A. On consideére le
sommet de ’arbre A de coordonnée maximale sur ’axe réel. Ce sommet est
soit de numéro 1 soit de numéro m + 1. On suppose qu’il est de numéro 1,
le cas ou il est de numéro m + 1 peut étre analyser de maniére analogue.
On avance le long de Paxe réel dans la direction —oo. Il est clair que les
numéros des sommets passés croissent de fagon monotone jusqu’au moment
ou ’on retrouve un sommet qui est un point critique pour le polynéme
f’(z). Soit y un tel premier sommet. Si y # 0 alors y est de numéro m + 1.
Dans ce cas on continue d’avancer dans la direction —oco. Maintenant les
numéros des sommets passés décroissent de fagon monotone jusqu’au point
critique suivant, car la multiplicité de 13(z) en y est égale & deux. En
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continuant d’avancer de la méme maniere, & un certain moment on arrive
au point zéro. On commence alors & avancer le long de 'axe imaginaire
dans la direction —¢0o. Puisque zéro est un point critique de Is(z) d’ordre 2
et 13(0) # +1, les numéros des sommets passés continueront soit & croitre
de fagon monotone soit & décroitre de fagon monotone selon leur conduite
avant le passage par zéro. A un moment, on arrive au sommet de A de
coordonnée minimale sur ’axe imaginaire. Puisque le numéro de ce point
est égal soit & 1 soit & m + 1 notre construction implique que m | (a + b)
(en notation de fig. 2). Les faits que m | (b+¢), m | (c+ d), m | (d + a) se
démontrent de maniére analogue.

Par contre, on prouve que si m|(a+b,b+c¢, c+d,d+ a) alors ’arbre A
peut étre représenté par un polyndme de Shabat d’espece Tm(ﬁ(z)) Pour
cela on dessine A et G comme avant et on numérote leurs sommets par les
nombres de 1 & m + 1 & partir des sommets de coordonnée maximale (sur
Paxe réel) comme si arbre X était déja I'image réciproque du graphe G,
(la régle formelle de numérotation des sommets de A est claire d’aprés
létude précédente). On construit la triangulation A; (resp. Ag) de la
sphére de Riemann en joignant chaque sommet de A (resp. de G,) de
valence i, 1 = 1,2, 4, avec le point oo par i segments (voir fig. 5). On prouve
par récurrence sur le nombre ¢t = n/m qu’il existe une application continue
P : P! — P! telle que les triangles de A; de sommets de numéros j et
j+1, (1 <j < m)ont pour images les triangles de A, de sommets de
mémes numéros en préservant les numéros des sommets de telle facon que la
restriction de application P : P!\ P=1(L) — P!\ L soit un revétement 2 ¢
feuillets. En effet, si t = 2, alors a = ¢, b = d, et on peut poser ﬁ(z) = 22,

41 z+— P(2)
R D SR S S 4 1312 1
...... P A AN S AN - S LI L. LI Y
o '.
Figure 5

On suppose que notre affirmation soit prouvée pour ¢ < k et on
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considére le cas t = k. Puisque k > 2 et (a,b,c,d) = 1, parmi les nombres
a,b,c,d il en existe un qui est strictement supérieur & m. On suppose que
ce nombre est a. On considére arbre \ = Xa—m,b,c,d- D’apres I'hypothese
de récurrence pour cet arbre il existe une application ayant les propriétés
nécessaires et on voit clairement comment on peut la modifier pour obtenir
lapplication cherchée pour I’arbre A. Donc une telle application ﬁ(z) existe
pour chaque arbre qui satisfait la condition m | (a + b,b+ ¢,c + d,d + a).
Maintenant, d’apres le résultat classique de la théorie des fonctions d’une
variable complexe, il existe une structure complexe sur P! telle que P
est holomorphe. Puisque P~{co} = {00}, P dans cette structure est un
polynéme. Il est clair que le polynéme T, (ﬁ(z)) représente arbre A. O

Exemple. — On consideére les arbres \; = X1245 et Adg = X2235
représentés sur la figure 6. Ces arbres sont dans la méme orbite combinatoire
qui correspond au type (4,2,2,2,1,1; 2,2,2,2,2,1,1). Pourtant ils ne
peuvent pas se trouver dans la méme orbite par ’action du groupe Gal(Q/Q)
puisque I'ordre abélien de A; est égal a 4 et 'ordre de \g est égal & 12.

o0 e O O o -0 @O0 -0 0-e

o e O-—e 0O —@

Figure 6

2.3. Arbres de genre abélien 1 et points d’ordre fini sur les
courbes elliptiques.

On donne maintenant quelques applications concernant des corps des
modules des arbres. Soit A un arbre de genre abélien 1 et d’ordre abélien n
ayant comme corps des modules k. D’aprés I'isomorphisme (1.3.3), & partir
de cet arbre on obtient une courbe elliptique F définie sur k) avec un point
(A, B) d’ordre n telle que (A, B) € E(ky). D’autre part, d’apres le résultat
de L. Merel [Mer], pour tout corps de nombres k, il existe une borne qui
ne dépend que du degré de k sur Q, pour 'ordre d’'un point de torsion sur
une courbe elliptique définie sur & si les coordonnées de ce point sont aussi
contenues dans k. Dans le cas ou k = Q, il y a une description compléte des
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groupes possibles de torsion obtenue par B. Mazur [Maz]. En particulier,
d’apres le résultat de B. Mazur I'ordre d’un tel point est égal a 2,3, ...,10
ou 12. Ceci implique immédiatement le résultat suivant :

THEOREME 4. — Pour chaque t € N il existe £ = £(t) € N tel que
si A est un arbre de genre abélien 1 et ord A > £ alors [kx : Q] > t. En
particulier, si ord X > 12 alors [ky : Q] > 1. |

Dans certains cas a partir d’un arbre A\ de genre abélien 1 et d’ordre
abélien n on peut obtenir une courbe elliptique E définie sur k) avec un
point dans E(ky) d’ordre 2n. En effet, si ¢;, 1 < i < 4, sont des racines
du polynéme R(z) de I’équation (1.3.4) alors comme il est possible de
vérifier que les points

(4,B) = (3@ - 4), 346 -B-¢), 1<i<4

sont des solutions de Péquation 2x = (A, B) dans le groupe E. En
particulier, si n est un nombre pair alors Pordre de (4;, B;), 1 <i < 4, est
égal & 2n. D’autre part, pour ’arbre A = Y, 4 . le polyndme correspondant
R(2) € kx[z] admet toujours une racine { € ky (celle qui correspond au
sommet de valence 3).

Comme on I'a vu, I’égalité P(z) = :i:Tg(f’(z)) pour le polynéme P(z)
qui correspond & un arbre d’espéce Y, 5 ¢, implique que ﬁ(z) est aussi un
polynoéme de Shabat et que ﬁ(z) correspond & un arbre de méme espece.
C’est pourquoi le résultat de B. Mazur et les observations faites plus haut
impliquent, que pour obtenir la liste compleéte des arbres d’espéce Y, 5 . dont
le corps de modules est Q, il suffit d’obtenir celui pour des arbres dont le
nombre des arétes est égale a 3,4,5,6,7 ou 9. Les calculs fait par N. Magot
[Mag| montrent qu’entre des arbres d’espéce Y . d’ordre abélien 9, il n’y a
pas d’arbres dont le corps de modules est Q. D’autre part les arbres dont le
nombre des arétes est moins ou égal & 8 et dont le corps de modules est Q,
peuvent é&tre retrouvés dans le catalogue [BPZ]. En utilisant ce catalogue
on obtient :

THEOREME 5. — Soit A = Y, 4 . un arbre dont le corps de modules
est Q. Alors {a,b,c} = {da, db,dé} ou d € N et le triplet {a, b, ¢} est de I'un
des quatre triplets suivants : {1,1,1}, {1,1,2}, {1,2,2}, {1,1,3}. ]



ARBRES PLANAIRES ET COURBES HYPERELLIPTIQUES 341

2.4. Description analytique de ¢(Y, pc)-

Notre prochain_ but est de donner un critére pour une classe
d’isomorphisme h € H; 5, de se trouver dans I'image ¢(Yg p.c)-

Soient L = Zw; +Zw, un réseau planaire, p(u), {(u), o(u) les fonctions
de Weierstrass qui correspondent & L (voir, par exemple, [Ak]),

wy=witwz et m=((utw)—(u), i=1,23.

Pour un point u € C\ L, u = ujw; + uowo on définit, en suivant [La], une
forme de Hecke

G(L,u) = (u1m + uzm2) — ((urw1 + ugwy).

TuEorEME 6. — Soient h = (L,v) une paire composée d’un réseau L
et d’un point de n-division par rapport a ce réseauv € C, heH 1,n la classe
d’isomorphisme correspondante. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) h= ©(A) pour un arbre A =Yg p .

2) G(L,v) est une racine du polynéme
2* — 6p(v)2% + 4p'(v)z + g2 — 3p*(v) = 0.

3) G(L,0) = 0 pour un nombre complexe 6 tel que 260 = v (mod L).

Démonstration. — On note tout d’abord que la classe 7 € ilm
appartient & (Y, p,c) si et seulement si pour un représentant 7 = (P,I)
de 7 le polynéme ¢, = (z — z,) divise le polyndéme R.(z). En effet, dans
ce cas ’équation (1.1.1) implique que le polynéme P(z) n’a que deux
valeurs critiques donc 7 = () pour un arbre A. De plus, 'arbre A a quatre
sommets de valence impaire, un desquels est de valence trois d’ou A = Y5 p c.
Donc pour prouver I’équivalence des conditions 1) et 2), en tenant compte
de Iisomorphisme (1.3.3), il suffit de prouver que si la paire 7 correspond &
la paire h alors z, = G(L,v). Il est connu (voir, par exemple, [TM], p. 94)
que la courbe (1.3.4) peut étre paramétrisée par les fonctions ¢(u), ¢'(u) otr

(22 o) = 3 S I = (fu+) - (@)~ ()

et v est le point dans le parallélogramme des périodes, tel que p(v) = 4,
p'(v) = B. On pose U, (u) = U ($(u),¢'(u)) ou ¥, (2,w) est une
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fonction (1.3.1) sur la courbe (1.3.4) qui correspond & la paire 7. En
utilisant ’équation (1.3.2) on obtient :

W) _
U, (u)

En résolvant cette équation on trouve que

¥ (w) = o 20t Y,

a'('u,) e(C(W)+zr)u

n(¢(u) - z-) = n({(u+v) = ((u) = ((v) +27)).

pour une constante c. Comme CI",(u) est une fonction double-périodique on
a U, (u+w;)=Y.(u),i=1,2,et, en utilisant le fait que

o(u+w;) =— em(u+wi/2)a(u),
on en conclut que
n(mv — w1 ({(v) + z,)) = 2mib,

n(nev — w2 ({(v) + z,)) = —2mia,
ol a,b € Z. Maintenant la relation de Legendre mjwe — now; = 2mi,

entraine que

nv = awy + bwa,
n(¢(v) + z7) = am + bng,
d’ott il suit que z, = G(L,v).

Pour prouver ’équivalence des conditions 2) et 3), on note que la
représentation paramétrique (2.2.2) implique que les racines du polynéme
(2.2.1) sont les valeurs de la fonction ¢(u) aux points ol la fonction ¢'(u)
s’annule. D’autre part, les zéros de fonction ¢'(u) = p(u) — p(u + v) sont
les points —%'v et —%v + %wi, 1=1,2,3.On a

G(L,v) — ¢( - %v) = 2G(L, %v)

G(L,v) —¢(— 1'v+ %wi) _ am tbm ~C(lv+1w¢) —C(lv—lwi)

2 n 2 2 2 2
_an +bn 1 1 ,
I 2%(qv+ ge) +
1 1
—2G(L,-2-'U+ -2—w,~)

i = 1,2, 3, ce qui entraine I’équivalence les conditions 2) et 3). |
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2.5. Interprétation modulaire de Y (V).
Soient H = {r € C |Im7 > 0} le demi-plan supérieur et

1 =
01

On rappelle que le groupe I'1 (V) admet une action naturelle sur H et les
orbites H \ I'; (V) de cette action peuvent étre identifiées avec ’ensemble
des classes d’isomorphisme des paires composées d’une courbe elliptique
avec un point d’ordre exact N. A savoir, a un représentant 7 d’une orbite,
correspond la classe d’isomorphisme de la paire composée d’une courbe
elliptique L = Z + Z7 avec le point 1/N (voir, par exemple, [HBJ], app. 1).
L’ensemble des orbites H \ I';(N) admet une structure complexe unique
telle que la projection naturelle

I (N) = {A CSLy(Z) | A = ( ) mod N }

p: H — H\Ty(N)

est holomorphe. On note X;(N)? la surface de Riemann obtenue et X;(IN)
sa compactification. Le but de ce paragraphe est de donner une description
géométrique de I’ensemble Y (N) des points de X;(N)° qui correspondent
aux arbres Y, 3 . d’ordre abélien N.

On rappelle qu'une forme modulaire de poids k par rapport au
groupe I'; (V) est une fonction holomorphe sur H telle que

n(AT) = (cr + d)*7(r) pour chaque A= ((Cl Z

qui possede, de plus, certaines conditions de régularité (voir [La]).

) € I (N),

La définition implique que si une forme modulaire s’annule en un point
7 € H alors elle s’annule en chaque point de l'orbite par Paction I';(N)
sur H qui contient 7. Donc & partir d’un ensemble de zéros Z(f) C H d’une
forme modulaire f(7) on obtient un ensemble Z(f) C X;(N)°.

On pose, avec ¢ = €™,

S —
1
n
02(7. u) — Z q('n,+%)2 e(2n+1)u7ri’
’T U) Z( 1)nqnz 2nu1rz

T U) Zq 2 2nu1rz
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THEOREME 7. — Y (N) coincide avec Z () ou

1
sy = B BN B, §N) 0 ) Oy

01(r, AN) Ox(7, 1 N) O3(7, 1 N) 04(r

N)
N)

1
)
1
12
est une forme modulaire de poids 4 par rapport au groupe I';(N).
Démonstration. — En effet, on pose

Gn(r) = G(L,1/N), pn(r)=p(L,1/N), py(r)=p'(L,1/N),

ou L = Z+ Zr. 1l est connu (voir [L], [He], [Scho]) que Gn(7), pn(T)
et p(7) sont des formes modulaires par rapport au groupe I'y(N), de
poids 1,2,3 respectivement. De plus, go est aussi une forme modulaire
de poids 4 par rapport au groupe I'; (V) puisque elle I’est pour le groupe
SL2(Z). Donc la fonction

(1) = G (1) = 6pn (1) G (T) + 4y (T)G N (T) + g2(7) — 3p%(7)
est une forme modulaire de poids 4 par rapport au groupe I'1 (N). De plus,
le théoréme 6 implique que Z(7(7)) coincide avec Y (N). D’autre part,
comme on ’a vu au cours de la démonstration du théoreme 6

7(r) = 8G(L,v)G(L,v + %)G(L,v—i— %T)G(L,v+ % + %T),

ouL=Z+Zretv= %N . Maintenant les formules (voir [TM])

U 1 0i(r,v Wy i u 1 6i(r,v
Clruy- Mm% - L (1) C(, +_)_n_n;__ (r,v)

W wy 6y(7,v) 2 2 wy wy 0;(T, V),
ol
r=22, y=", i=234,
wy wr
impliquent que 7(7) = 8 (7). O

Remarque. — Soient A = Yg 5 . un arbre et § une fonction de Belyi
qui représente A. On considére la fonction de Belyi ﬁ = fom sur la
courbe elliptique associée & A (voir le fin du paragraphe 2.1). Le dessin
torique ?a’,b/,c’ qui correspond & E consiste en trois boucles se croisant
en un point (voir fig.7) et les nombres des arétes sur ces boucles sont
égaux & a’' = 2a, b’ = 2b, et ¢ = 2c. Les dessins toriques consistant en de



ARBRES PLANAIRES ET COURBES HYPERELLIPTIQUES 345

telles boucles (sans contraintes sur la parité du nombres des arétes sur ces
boucles) ont été étudiés dans I’article de L. Zapponi [Zap] ol en utilisant des
méthodes différentes des résultats similaires (non équivalents) aux notres
ont été obtenus.

Figure 7

3. ARBRES DE GENRE ABELIEN ARBITRAIRE

3.1. Critére d’existence d’un morphisme.

Soient A, p deux arbres et P(z), R(z) les polynémes de Shabat
correspondants. On dira que ’arbre A admet un morphisme sur l’arbre
s’il existe un polynéme Q(z) tel que P(z) = R(Q(z)). Il est clair que la
propriété d’admettre un morphisme sur un arbre & d-arétes est invariante
par 'action de Gal(Q/Q) sur A. Le cas particulier important ol Q(z) est
aussi un polynéme de Shabat et 'opération de composition des arbres reliée
& ce cas ont été étudiés dans [ShZv], [AdZv]. Ici on va aborder le cas général.
On note que Pordre abélien d'un arbre & n arétes est égal & n/d ol d est le
nombre maximal tel que A admet un morphisme sur un graphe linéaire a
d-arétes.

On rappelle qu'un groupe de permutations G agissant sur ’ensemble
E s’appelle imprimitif s’il existe des sous-ensembles disjoints E; C FE,
¢

1<i< ¥, tels que E = U E; et que le groupe G permute les ensembles

E, 1< i< Dapres le résultat classique de Ritt (voir [R]), un
polynéme complexe P(z) peut étre mis sous la forme d’une composition
P(z) = R(Q(2)) ou R(z),Q(z) sont des polynémes complexes de degrés
supérieurs & 1 si et seulement si le groupe de monodromie de P(z) est
imprimitif. D’autre part si P(z) est un polynome de Shabat alors son groupe
de monodromie peut étre visualisé facilement. A savoir, en suivant [AKSS],
on définit pour un arbre bicolore & n arétes A, son groupe de rotations
des arétes I'y comme un groupe de permutations agissant sur l’ensemble
des arétes de A et engendré par deux permutations a,b, ou a (resp. b)
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transforme chaque aréte incidente & un sommet blanc (resp. noir) en aréte
suivante par la rotation directe autour de ce sommet. Il est clair que pour un
arbre A, le groupe I'y coincide avec le groupe de monodromie du polynéme
de Shabat P(z) correspondant.

En utilisant le théoréme de monodromie, il est facile de vérifier que
le groupe I' engendré par une paire de permutations a,b, est le groupe
des rotations des arétes pour un arbre ) si et seulement si ab est un cycle
de longueur n, et c(a) + ¢(b) = n+ 1, ot ¢(u) est le nombre de cycles
de permutation u. De plus, deux tels groupes I' = (a,b) et IV = (d/,¥’)
correspondent au méme arbre a n arétes, si et seulement s’il existe u € S,
tel que o’ = ua,b’ = ub. On remarque que 'isomorphisme entre I'y et I'}
comme groupes abstraits n’implique pas en général que \ = \'.

THEOREME 8. — Soient A un arbre a n arétes, I'y = (a, b) son groupe
de rotations des arétes et d un diviseur de n. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

1) L’arbre A admet un morphisme sur un arbre & d arétes p.

2) Les orbites du groupe FId C T\ engendré par I’élément (ab)?
forment un systéme d’imprimitivité pour le groupe I'y.

3) Les orbites du groupe F}\")d coincident avec ceux du groupe
T} 4 C T'x engendré par élément (ba)*.

Supposons que ces conditions soient satisfaites. Alors y est un graphe
linéaire si et seulement si chaque orbite du groupe F}‘L, 4 Teste invariante par

P’action des éléments a2, b?.

Démonstration. — Si I’arbre A admet un morphisme sur un arbre
i & d-arétes alors, d’apres le théoreme de Ritt, le groupe I'y admet un
systéme d’imprimitivité A = {A}, AT,... ,A;}, ol chaque 4;, 1 <1 < d,
est l'image réciproque d’une aréte de ’arbre u. L’action du groupe T'y
sur ’ensemble des blocs A induit un homomorphisme 1 du groupe Ty
sur le groupe I', qui transforme les générateurs de I'y en ceux de T',.
Comme P’arbre p est & d-arétes, 1'élément (ab)? se trouve dans le noyau de
cet homomorphisme; d’ou il suit que chaque orbite du groupe I‘j\'y 4 6esta
Iintérieur d’un bloc de A. Puisque (ab)? est un cycle de longueur n/d et
le cardinal de chaque bloc est aussi égal & n/d, on conclut que 1’ensemble
des orbites de I‘:\", 4 coincide avec I’ensemble des blocs de A. Par contre,
si les ensembles A}, 1 < i < d, forment un systéme d’imprimitivité pour
le groupe I'y, alors le théoreme de Ritt implique que I’arbre A admet un
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morphisme sur un arbre & d-arétes p. En effet, Pégalité P(z) = R(Q(z))
pour un polynéme de Shabat P(z) implique que R(z) est aussi un polynéme
de Shabat.

Pour prouver I’équivalence des conditions 2) et 3), on remarque que
les ensembles b{ A} }, 1 < i < d, sont des orbites du groupe bl"}\" H1= =T 4
Donc si les orbites A+ forment un systeme d’imprimitivité alors les
orbites de F}L 4 coincident avec ceux de I'y ;. Par contre la condition
que les orbites A, 1 < i < d, du groupe l" \q coincident avec les
orbites A;7, 1 < ¢ < d, du groupe Ty, nnphque que b permute les
ensembles A+ De plus a permute aussi les ensembles AJr 1<i<d,
puisque A = A; pour un certain k, 1 < k < d, et a{A} } est une orbite
du groupe al"; da‘l I"j\' 4 Donc chaque élément du groupe I'y permute
les ensembles A+ et, par conséquent, les ensembles A7, 1 < i < d, forment
un systeme d’imprimitivité pour le groupe I').

Pour finir la démonstration du théoréme, on remarque que si chaque
orbite du groupe I'f ; reste invariante par l'action des éléments a?,b?
alors I';, est un groupe engendré par deux éléments a’,b’ pour lesquels
a’? = b"? = 1. Donc la valence maximale des sommets d’arbre u est égale
& 2; ce qui implique que p est un graphe linéaire. Par contre si yx est un
graphe linéaire alors a’? = b2 = 1 et donc a2, b? se trouvent dans le noyau
de ’homomorphisme ; d’ou il suit que chaque orbite de groupe F; 4 Teste
invariante par I’action des éléments a2, b%. m|

Exemple. — On consideére les deux arbres représentés sur la figure 8
qui sont tous les deux du type (3,3,3,3,2,1,1; 4,2,2,2,1,1,1,1,1,1) et
dont les groupes de rotations des arétes sont I'y, = (a1,b1), 'y, = (a2, b2).
Des arétes de I'arbre A; (resp. A2) qui sont dans la méme orbite du groupe
engendré par 1'élément (a;b;)* (resp. (agbe)?) sont marquées sur la figure
par le méme signe. Il est facile de voir que ces orbites forment un systéme
d’imprimitivité pour le groupe I'y, et ne forment pas de tel systéme pour
le groupe T'y,. Donc, d’apres le théoréme 8, A\; admet un morphisme sur
un arbre A & 4 arétes et Az n’en admet pas; ce qui implique, en particulier
que \; et A2 ne peuvent pas se trouver dans la méme orbite par ’action
du groupe Gal(Q/Q). On remarque que le groupe I'y est engendré par les
éléments a = (123)(4) et b = (1)(3)(24) ce qui entraine que A = Y7 1 2.

3.2. Exemples de torsion sur Q.

Le probleme général de la description des arbres dont le corps de
modules est Q parait étre compliqué. Pour le cas ot le genre abélien est
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A

Az

Figure 8

égal & 1, on a obtenu dans 2.2.2 quelques informations sur de tels arbres
en utilisant le résultat de B.Mazur [Maz]. Cependant, pour les genres
supérieurs & 1, des résultats analogues au résultat de B. Mazur n’existent
pas. D’autre part, ’absence de tels résultats rend intéressants tous les
exemples de diviseurs rationnels de torsion sur des courbes définies sur Q
(ou plus généralement sur des corps de nombres). En particulier, la vitesse
de croissance de cet ordre par rapport au genre est intéressante. Dans les
articles [F11], [F12], [Lel], [Le2] (voir aussi [HL]) ont été construites des
séries d’exemples de croissance linéaire et quadratique.

Dans ce paragraphe, en utilisant la technique développée ici, on
construit des séries d’exemples de croissance linéaire dans le cadre de la
théorie des « dessins d’enfants ».

On considére Parbre pp, du type (2k —1,1,1,...,1; ¢,2,2,...,2),
t,k € N, at+ 4k — 4 arétes (voir fig. 9). En utilisant la formule du nombre
de classes isotopiques des arbres de type donné (voir [ShZv]), on conclut
qu’il n’existe qu’un seul arbre de ce type (7, d’ou il suit que le corps de
modules de px + est Q. Sit est un nombre impair alors Pordre abélien de py ¢
est égal & t+4k —4. En effet, ux : contient deux sommets adjoints de valence
impaire et donc il ne peut pas étre image réciproque d’un graphe linéaire
ad> 1 arétes. Si pour g fixéet 1 <k < g+ 1 on pose t =29 — 2k + 3,

(7) La liste compléte des arbres dont l'orbite combinatoire contient un seul arbre et
des polynémes de Shabat correspondants a été obtenue par N. Adrianov (voir [AdSh],
[ShZv]).
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Figure 9

alors le genre abélien de pg: est égal & g et I'ordre abélien de g : est
égal at+ 4k — 4 = 2g + 2k — 1, et on obtient le résultat suivant :

TuEOREME 9. — Pour chaque genre g et chaque N impair tel que
2g+1 < N < 4g+1, il existe une courbe hyperelliptique définie sur Q avec
un diviseur rationnel d’ordre N.

On prouve que si t est un nombre pair alors I’ordre abélien de py
est égal a %(t + 4k — 4). En effet, si t = 2 alors le polynéme de Shabat
qui correspond & pi,; est égal (& changement de variable linéaire pres)
a T»(2%k~1!). Comme 2k — 1 est un nombre impair, ceci implique que
Pordre abélien de pi,; est égal a %(t + 4k — 4). On remarque maintenant
que si t > 2 est un nombre pair et si px; admet un morphisme sur un
graphe linéaire & d arétes, alors d = 2. En effet, on considére le sommet de
valence t et deux arétes différentes z1, zo adjacentes vers ce sommet, telles
que b%(z1) = xo. D’aprés le théoréme 7, z; et x2 sont dans la méme orbite
du groupe engendré par 1’élément (ab)?, ce qui est évidemment possible
seulement si d = 2. D’autre part, il est facile de vérifier que si ¢ est un
nombre pair alors les orbites du groupe r engendré par 1'élément (ab)?2
forment un systéme d’imprimitivité pour le groupe Iy, , et chaque orbite
de groupe T reste invariante par I’action des éléments a2, b?, ce qui d’apres
le théoreme 7 implique que I'ordre abélien de py . est égal & %(t + 4k — 4).
On fixe maintenant g € N. Sion pose pour 1 <k <g+1,t=29—2k+4
alors le genre abélien de i ¢ est égal & g et ’ordre abélien de ¢ est égal &
%(t + 4k — 4) = g + k. On a ainsi obtenu le résultat suivant :

TuEorEME 10. — Pour chaque genre g et chaque entier N, avec
g+ 1< N <2g+1, il existe une courbe hyperelliptique définie sur Q avec
un diviseur rationnel d’ordre N.
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