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MODULES DIFFERENTIELS
SUR DES COURONNES

par G. CHRISTOL et B. DWORK

Introduction.

Les théories cohomologiques p-adiques (cohomologie de Monsky-
Washnitzer et, plus récemment, cohomologie rigide) pour les variétés sur un
corps de caractéristique p, malgré leur succes initial dans la démonstration
de la rationalité des fonctions zéta, n’ont pas connu un développement com-
parable & celui des cohomologies ¢-adiques. Une des raisons en est slirement
I’absence d’un théoréme de finitude, y compris dans le cas d’une variété
affine non singuliére. Un premier pas dans cette direction serait, dans le cas
de la dimension un, de démontrer la conjecture suivante (voir [18] ou [19]

pour des précisions sur les rapports entre cette conjecture et les problemes
de finitude).

— d
0.1. CoNJECTURE. — Tout polynéme différentiel L de Q [a:, o ], ol
T

Q désigne le corps des nombres algébriques, est un opérateur & indice sur
Pespace des fonctions analytiques de Cp[[x]] qui convergent dans le disque

{lz] < 1}.

Dans [20], Robba propose une stratégie pour attaquer cette con-
jecture. Notons A¢ Panneau des éléments analytiques sur la couronne
C ={z € Cp;0 <7 < |z| <re}. Un des points clé de cette approche est
I’étude des Ac-modules différentiels fuchsiens, c’est-a-dire ayant un systeéme
de solutions de rayon de convergence maximal dans tout disque générique
de cette couronne (voir définition précise en 2.3).

Mots-clés : Structure de Frobenius.
Classification A.M.S. : 12H25 — 14F30.
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Cet article réalise la premiére partie de ce programme en montrant
que les A¢-modules différentiels fuchsiens sont caractérisés par 'existence
d’une “structure de Frobenius faible” (voir la fin de l'introduction). Ce
résultat sera essentiel pour la deuxiéme étape ([11]) qui sera d’étudier
la structure de ces modules différentiels. En particulier, a partir de la
structure de Frobenius, nous pourrons définir les exposants d’'un module
différentiel et montrer que, dans le cas ou les différences entre ces exposants
ne sont pas des nombres de Liouville, le module différentiel est fuchsien au
sens ordinaire, c’est & dire s’obtient par extensions successives de modules
différentiels de rang un.

Soit M un Ac-module différentiel (voir définition en 1.1). Dans cet
article, nous démontrons en fait deux résultats.

En premier lieu, on sait, pour chaque nombre r de lintervalle [rq, 9],
définir le rayon de convergence générique R(M, r) du module différentiel M
“au bord du disque {|z| < r}” (voir 2.3). Nous démontrons que R(M,r)
est une fonction continue de r. Sur lintervalle ouvert |ri,r2[, un simple
argument de convexité permet de conclure. Cependant, pour obtenir la
continuité aux extrémités de 'intervalle, il faut un argument plus fort. On
peut d’ailleurs remarquer que, dans le cas ou la couronne C est un disque
(r1 = 0) et ol le module différentiel a une solution analytique dans le disque
{]z| < 1}, la continuité de la fonction R(M,r) en 1 est équivalente au
théoréme de transfert [13]. Grace au théoréme de majoration effective des
solutions [15], on peut construire “4 la Newton” un convexe dont les droites
d’appui donnent les rayons de convergence génériques. Cette interprétation
géométrique rend le théoréme de continuité facile.

Notre but principal est, toutefois, de construire un antécédent de
Frobenius pour le module différentiel M, c’est & dire un module différentiel
N, défini sur la couronne {r} < |z| < r5}, dont I'image inverse par le
Frobenius z +— zP soit M. Nous montrons qu’'un tel antécédent existe
si R(M,r) > r|p|'/? pour tout nombre r de lintervalle [ry,r5]. De
plus, cet antécédent est unique si on impose la condition R(N,7P) >
P |p|P/(P=1) Etant donné une base de M, en utilisant Iexistence de
“bons vecteurs cycliques” ([8]), nous montrons qu'’il existe, pour chaque
nombre r de lintervalle [r1,rs], une base de N pour laquelle la matrice
de lisomorphisme de Frobenius est petite sur la circonférence {|z| = r}.
Dans ([11]), nous construirons une base de A pour laquelle la matrice de
Frobenius est “petite” sur toute la couronne C, c’est & dire uniformément
en r. Mais cela nécessitera une nouvelle idée. Les méthodes employées
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ici sont en effet insuffisantes pour obtenir directement un tel résultat
essentiellement parce que le théoréme du vecteur cyclique (proposition 3.1)
n’est valable que sur un corps différentiel et introduit des “singularités
apparentes”. Lorsqu’on élimine celles-ci, on perd I’essentiel de I'information
sur la “taille” des matrices de changement de bases.

Notre point de départ est la transposition au cas p-adique d’une tech-
nique déja utilisée par Katz dans un cas z-adique [17] pour démontrer
le théoréme de Turritin. Ceci nous permet d’obtenir une majoration de
la matrice représentant la dérivation dans une base cyclique du module
différentiel M. Le résultat obtenu est le meilleur possible. Nous avions déja
utilisé une telle majoration dans [7]. Nous construisons ensuite 1’antécédent
de Frobenius sur une petite couronne autour de chaque circonférence
{lz] = r} selon une méthode déja largement utilisée (dans [5] par ex-
emple). L’unicité d’un tel antécédent “local” permet alors de construire
un antécédent “global”, c’est-a-dire existant sur toute la couronne, par
recollement.

Comme conséquence, on obtient que les modules différentiels fuch-
siens, c’est-a-dire ceux qui vérifient R(M,r) = r pour 7, < r < 72, sont
caractérisés par ’existence d’une structure de Frobenius “faible” c’est-a-
dire d’une suite de modules différentiels NV, tels que Ny = M et que Ny 41
soit I’antécédent de Np,.

1. Normes et normes spectrales
des opérateurs différentiels.

1.1. Modules différentiels.

Les résultats de ce paragraphe sont classiques, nous les rappelons pour
fixer les notations.

Soit K un anneau commutatif muni d’une dérivation D et soit k
I’anneau des constantes de D. Un K-module différentiel M est un module
libre de rang n sur K muni d’un opérateur différentiel §, c’est-a-dire d’un k-
endomorphisme de M qui vérifie pour tout élément a de K et tout vecteur
m de M :

(1) 6(am) = ab(m) + D(a) m.

Soit A un k-endomorphisme de M. Pour respecter la tradition des
équations différentielles, nous dirons qu’il est représenté dans la base
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& = {e;} par la matrice G définie par :
n
Ale:) =) Gije;
j=1

(si K =k, c’est la transposée de la matrice de I’endomorphisme A dans la
base £). Nous noterons alors G = Mat(A, £).

Ainsi, si G = Mat(6, E), les matrices G5 = Mat(6%,E) sont définies
par la formule de récurrence :

(2) Go=1 , Gsp1=D(G,)+GsG.

Soit maintenant £ et F deux bases de M et soit H la matrice de changement
de base définie par :

fz = Z Hij Cj.
j=1
Si G = Mat(, ), nous poserons H[G] = Mat(6, F). On trouve facilement :
(3) H[Gl=DH)H*+HGH™!

et plus généralement, en utilisant (2), on obtient la formule de Leibniz :

8

(4) @6, =Y (7) o 6 B

=0

Terminons ces généralités en donnant un résultat qui compare les matrices
représentant des dérivations différentes.

1.1. PropPoOSITION. — Soit ¢ un élément de K tel que D(z) = 1. 1
existe des entiers cs; et d,; tels que :

= ics,i zt D¢, z° D% = ids,i (z D)i,
i i=1

z+3]

Z Gy dsi = (—1)°** > Ny Mg

I<n1 < <ng_; <8

Démonstration. — Avec la convention dg o411 = ds0 = Cs,541 = Cs,0 =
0, on établit facilement les formules de récurrence :

Cotli =1Cs5+Coim1 , det1,i=—8ds;+dsi-1

et le résultat s’en déduit sans difficulté. O
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1.2. Modules différentiels ultramétriques.

Soit K un corps ultramétrique, O son anneau des entiers, K son
corps des restes, k un sous corps de K et D une k-dérivation de K continue
(en tant qu’application k-linéaire) et soit M un K-module différentiel.

Nous noterons p la caractéristique résiduelle du corps k et nous
définirons les nombres w et v par les formules suivantes :

(5) w=|p|Y® , |p|=p7 sip#0
w=1 , v=_0 sip=0.
A chaque base £ = {ey, ..., e} de M nous associons la norme :

n
” Zai €;
1=1

Pour cette norme, £ est une base orthonormale.

= max |a;|-
€

Nous définirons la taille d’un k-endomorphisme A de M par la
formule :

T(A,€) = max 1A
Autrement dit, si G = Mat(A, £) alors :

T(AE) =G| = ax |Gijl-

Il faut cependant remarquer que la taille T'(6,E) n’est pas en général la

norme ||6]|¢ de 'opérateur § pour la norme || - ||¢ de M. On a en effet
seulement :
(6) [6lle = max(T'(6,€), (D)

ou || D|| désigne la norme de 'opérateur D agissant sur K.

Soit £ et F deux bases de M. Pour tout vecteur m de M, on a :
IHI7H Imlle < lmllz < [H ™ Imlle

ou H désigne la matrice de changement de base. Les normes associées aux
bases £ et F sont donc équivalentes. Elles sont identiques si et seulement
si la quantité :

e(&, F) = H | 1H]|
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est égale & 1 c’est-a-dire si la matrice H appartient & Gl(n, Ok).
Donnons un exemple de cette situation.
1.2. PROPOSITION. — Soit x un élément de K tel que D(z) = 1.
Supposons qu’il existe un vecteur m de M tel que £ = {m,zé(m),...,

z™~1 §"~1(m)} soit une base de M. Alors F = {m,z §(m), ..., (z8)" 1 (m)}
est une base de M et on a ©(E,F) = 1.

Démonstration. — Il résulte immédiatement de la proposition 1.1 que
F se déduit de £ par la matrice H = (c; ;) qui, ayant pour inverse la matrice
(ds,;), appartient & Gl(n,Z) (on peut aussi remarquer que la matrice H est
triangulaire et que ses coefficients diagonaux sont égaux a 1). O

1.3. Normes spectrales.

La norme spectrale d’un opérateur A sur un espace normé est donnée
par :

1Allsp = Limsup [|A°]'/*.
8—00

Par exemple, on peut ainsi définir la norme spectrale || D||sp de la dérivation
D agissant sur le corps K.

Par analogie, et compte tenu de la formule (6), nous définissons la
norme spectrale de 'opérateur 6 par :

I8llsp = max (Lim supT(8°,€)*/* | Dlsp )
8§—00
Cette définition est justifiée par la proposition suivante :

1.3. ProrosiTIiON. — La norme spectrale de 6 est indépendante de la
base qui a servi a la définir.

Démonstration. — A 1'aide de la formule (5), il est facile de vérifier
que :

w? < |8 < sYw 7P,

Définissons la norme spectrale dans la base &€ :

16llsp = w max <limsupT(6S/s!,5)1/s, lim sup ||D3/s!||1/s).
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Pour tout € > 0, il existe une constante c(g) telle que, pour tout entier
s> 1, on ait :

8

7@/t ) <cle) (Shollsp+e) o 1D%/stl<cle) (£ lelkne)
En utilisant la formule (4), on obtient :
T(6°/s,,F) < O(&,F) max (T(6°/3, &) |D*~* /(s — ))
c’est-a-dire :
T(6°,F) < s*w’ PT(6°/s), F) < s"w* PO(E, F) 02(5) (é 16llsp + s)s
d’ol on déduit :

limsup 7'(6°, F)* < ||6llsp

8§—00

ce qui permet de conclure. O
1.4. Un lemme technique.

1.4. LEMME. — Soit :

0 « 0 0

G = o 0 + R
0 0 «
an v Qp—; oo ay

une matrice, a coefficients dans le corps K , telle que :

max [ai = o] > | R

Alors
1) Pour tout entier s on a ||G*|| = ||G||°,

2) L’ensemble V des vecteurs de K™ tels que ||G*.v| < ||G||® ||v|| pour
au moins un entier s est un espace vectoriel de dimension n — ig ou iy
désigne le plus grand entier tel que |a;,| = |al.
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Démonstration.
1) Soit :
PX)=X"-b X" 1 —...—b,

le polynéme caractéristique de la matrice G. On constate facilement que
l'on a |b; — a;0i" Y| < |@f| pour 1 < i < m. Autrement dit, comme
la; @~1| < |af| avec égalité pour au moins un indice, on a |b;| < |a?| avec
égalité pour au moins un indice 3.

Ceci implique que le polygone de Newton de P a un coté de pente
—v(a). La matrice G a donc, dans une extension algébrique du complété
de K , au moins une valeur propre A telle que |A| = |a|. Pour tout entier
s, il vient alors :

IGI° = le®] = X < NIG°ll < [IGII°.

2) Soit v un élément de V. Pour tout entier m > s on a :
IG™ vl < IG™*JIG*ofl < IGII™ [[v]]-

On constate alors facilement que V' est un sous espace vectoriel stable par
G.

Soit {e;} la base canonique de K™. Montrons par récurrence sur ¢

(%) |G eill < |at si 1<i<n—ip.
Siig < m, on a ||a, e,|| < |a|. Or, par hypothese :
|G.e1 — anen| < |a|.
On a donc bien :
|G e1]l < |a] si 1<n—ip.

Supposons maintenant que i < n — i+ 1 et que ||G* ey < |aiTL.
D’apres la définition de ig, on a ||an—i+1 exn|| < |@|. Mais, par construction
de G :

|G.ei —aei1+an—it1enl| <o,
donc

|G.e; — aei—1] < e,
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et finalement :
G e:ll < max(||G*H|| [|G.e;s — aeiall, la G e < ||

ce qui établit la propriété (*).

Autrement dit, les vecteurs ej,...,e,_;, appartiennent & V. La
dimension de V est donc au moins n — ig.

D’apres le lemme de Hensel, on sait que P = Q R ou @ et R sont
deux polynomes & coefficients dans le complété de K tels que : degR = i,
degQ = n — o, les racines de R sont toutes de valeur absolue égale a |a|
et celles de @ sont toutes de valeur absolue strictement inférieure & |a|. La
restriction de G & V' a un polyndme caractéristique S qui divise celui de G
et des valeurs propres de valeur absolue strictement inférieure & |af. Il en
résulte donc que S divise @ c’est a dire que dim V' = deg S < deg Q = n—1g.

O

1.5. Majoration de la dérivation dans le cas cyclique.

1.5. THEOREME [Dwork-Katz-Turritin]. — Soit M un K-module
différentiel de dimension n, soit m un vecteur tel que les vecteurs
{m,6(m),...,6" 1(m)} forment une base de M et soit A > ||D||. Les con-
ditions suivantes sont équivalentes :

1) Ona: ||6]|sp < A
n—1

2) Sié"(m) =Y. an—;6'(m), on a |a;] < \* pour 1 <i < n.
=0

3) Soit bun élément de K et soit € la base {m,b&(m),...,b" 16"~ (m)}
de M. Pour tout entier s, on a : T(8°,€) < A* max ((AJp))"~1, (AJp])=") .
Démonstration.

3=1 est évident d’aprés la définition de la norme spectrale et en
remarquant que || Dljsp < || D] < A.

2=-3 : posons :

n—1
6°(m) = Z An—i,s 6'(m).
=0
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Un calcul simple montre que :
@i s+1 = D(ais) + ait1,s + a1 s a;.

A partir de I'inégalité |D(a)| < | D|| |a| < Ala|, on démontre par récurrence
que :

Ian—i,s I < )\s—i.

Il suffit de remarquer que :

5s(bi 6’(m)) — Z (Z) Ds—l(bi) §Z+i(m)

£=0
n—1 s

- 5 (2 0) 2ot ) v
Jj=0 \£=0

pour obtenir :

IG5l < _max D=4 B[P AT b7 < max  ATHTI b
0<i,j<n—1 0<i,j<n—1
0<e<s

et le résultat annoncé.

1=-2 : supposons la condition 2 non satisfaite. Nous pouvons donc
trouver, dans une extension algébrique K de K, un élément z tel que :

= M > A > ||D).
2| = max (Ja:|""*) > A > || D]
L’opérateur 6 se prolonge a ’espace vectoriel K® k M, et est représenté
dans la base

1 1 o
F= {m, p ® 6(m),..., g ®6 1(m)}

de celui-ci par la matrice :

0 z 0 0
_Db» -
G: . 2 0
0 —(n—2)D£z) 2
T

La norme spectrale de § étant indépendante de la base nous la
calculons dans la base F. Comme

i D
|z| = maxt % (2) ‘,
z P

> ID)l > |
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le lemme 1.4 s’applique et donne :
IG%l = IG||* = |2]°.

La matrice G; = Mat(6°, &) satisfait la relation de récurrence (2). Nous
affirmons alors que :

Gs = G°ll <[2° et ||Gs]l =[Gl = |2I°.

En effet d’une part c’est évident pour s = 0 et d’autre part, si la premiére
inégalité est vérifiée pour s, alors la seconde aussi et :

1Gas1 = G+ = [ D(Gs) + (Gs — G*) G|
< sup(| D] [21*, 1G5 = G*|l |2]) < [z[***.

Autrement dit, nous avons :
6%l = 12I°

et par suite :

6llsp = |zl

ce qui contredit la condition 1. O

2. Opérateurs différentiels p-adiques.

2.1. Eléments analytiques.

A partir de maintenant k est un corps ultramétrique de caractéristique
nulle, complet, algébriquement clos, de caractéristique résiduelle p > 0 et Q
est une extension de k, complete, algébriquement close, dont ’ensemble |Q)|
des valeurs absolues est R, et dont le corps des restes Q0 est transcendant
sur k.

Pour chaque r € R% nous choisissons un nombre ¢, de {2 tel que :
+

It =7, (Vai,...,am € k) Hiaiti = max(|a;| r*)
=1

(il est facile de constater qu’un tel nombre existe).
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Dans tout cet article r; et r; sont deux nombres fixés tels que
0 < r1 < 79. On note H Panneau des éléments analytiques dans la
couronne :

C={zeQ;r <|z|<ra}
a coeflicients dans k, c’est-a-dire le complété, pour la norme :
£l = sup | f ()],
zeC
de l’anneau des fractions rationnelles & coefficients dans k sans pole dans
C.

Pour chaque nombre r de [ry,rq], on définit une valeur absolue sur
Panneau ‘H en posant :

Fle =151 { = sup 17@)] i €lrs,mal}.

|z|="r
Le résultat suivant est classique ([1] corollaire 4.2.8 ou [21] corollaire 5.4.9) :
2.1. PROPOSITION. — La fonction p — log | f|er est continue et convexe
sur lintervalle [r1,73]. o

En particulier on aura :

Il = max (|£lr, , |fIr,)-

d
Nous noterons D la dérivation T de H. On vérifie facilement que :

1 1
1Dl = T [ Dllrsp =w v

2.2. Corps des restes.

o o

Nous noterons H le corps des quotients de H. Les éléments de H

sont des fonctions méromorphes bornées dans la couronne C. En particulier
elles n’ont qu’un nombre fini de poles dans cette couronne. Autrement dit

pour chaque élément a de H il existe un polyndme P de k[z] tel que Pa
appartienne a H.

Pour chaque nombre r de [r1,73], la valeur absolue | - |, se prolonge

o
au corps H . Posons :

O,={aeH, lar <1}, P,={aeH, lalr <1}, H, =O,/P
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et, étant donné un élément a de O,, notons a son image dans H,. Par

o
construction, le corps k(x) est dense dans H pour la valeur absolue | - |,.
Pour étudier le corps des restes H,. il suffit donc de considérer des éléments
de k(x). Deux cas sont & envisager :

— Sir n’appartient pas & ’ensemble |k| des valeurs absolues de k, le corps
’H est isomorphe au corps k. En effet, le corps k étant algébriquement
clos, le groupe |k| est divisible et aucune puissance entiere de r ne lui
appartient. L'image P d’un polynéme P de O, dans ﬁr n’est autre
que P(0).

- §’il existe un nombre a, de k tel que |a;| = r, le corps H, est
isomorphe au corps k(z), 'isomorphisme étant donné par z/a,. — .

Seul le deuxiéme cas nous intéresse réellement. Nous choisissons, une
fois pour toutes, et pour chaque 7 de |k|, un nombre a, de k tel que |a,| = r.
Nous posons :

z=z/ay, D=

de telle sorte que, pour tout élément a de O,, on ait :

D(a) = a, D(a).

Pour chaque place dek,c est a-dire pour chaque élément v de ku{oo}
nous posons x, = (z — v) (resp. x = ) et nous munissons le corps k(z)
de sa valeur absolue ‘v-adique” deﬁnle par I:vul,, = 1 (resp. l%o|oo =2).

Nous posons aussi D, =z, D. On trouve alors :

1D, = ID, llvsp = 1.

2.3. Rayons de convergence dans les disques génériques.

Soit M un H-module différentiel de dimension n. Nous noterons avec
un indice r les quantités associées & la norme ||, par exemple nous noterons
T la taille associée & la norme | - |,.

L’action de § se prolonge de maniére évidente en un opérateur (encore

o
noté §) sur le H-espace vectoriel

./\O/l=7c:l OnM.
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o
Soit £ une base de M et soit r un nombre de l'intervalle [ry,rz].
Posons :

G, = Mat(8°, £).

Ces matrices sont entierement déterminées par la récurrence (2) & partir
de la matrice G = G; = Mat(6,€) et, si t est un point de la couronne C,
on vérifie aisément que la matrice :

[e ]

Ucs(z) =) Glt)

s=0

(z—1t)°
s!
est ('unique) solution de ’équation différentielle :

d
) iz Ut =G Uzt UG,t(t) =1

En particulier, si z est dans le disque de convergence de Ug ¢, on aura :
U,» () = Us o(z) - Ug ().

Par construction, la matrice Ug,, est analytique dans le disque

. -1 .
“ouvert” de centre t, et de rayon liminf |Gs/s!||- /% Nous sommes amenés
8§—00

& définir le rayon de convergence de M au bord du disque D(0,77) en
posant :

RM,r)=w ||(5|[T_ép = min (liminf |G, /8! /¢, 7).
’ §—00

2.3. ProposITION. — La fonction p — log R(M,eP) est concave sur
lintervalle [logry,logra].

Démonstration. — L’enveloppe supérieure de fonctions convexes étant
convexe, il résulte de la proposition 2.1 que la fonction :

p = 10g||Gller = max log||Gijller

est une fonction convexe sur [ry,72]. La limite supérieure de fonctions
convexes est encore convexe donc la fonction

. 1
o(p) = timsup (  1og |G /.0

est convexe et il en sera ainsi de — log R(M, e”) = max(g(p), p). a
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Cette proposition montre que la fonction r — R(M,r) est continue
sur I'intervalle |r1, 72 . Pour démontrer qu’elle est également continue aux
points r; et ro nous avons besoin d’une étude plus approfondie qui sera
l'objet du prochain paragraphe.

2.4. Polygone de convergence.

Dans ce paragraphe nous donnons une construction géométrique des
rayons de convergence dans le cas des équations différentielles.

Soit M un H-module différentiel de dimension n. Supposons qu’il
existe un vecteur m de M tel que & = {m,8(m),...,6" 1(m)}. Nous
définissons les fonctions G, ; de H par la relation :

(8) = 58 Z G, i 6 (m

Soit 7 un nombre de [r1,r2]. On a, pour s >0 :

T.(6°/s\,&) = max |G3+Jﬂ|1‘

0<1,5<

On note :

p(r) = lim inf T, (6°/s!,€)* = liminf ( max |Gl )_1/8

§—00 0<i<n

le rayon de convergence des solutions de M au voisinage du point générique
t, de telle sorte que l’on ait :

R(M,r) = min(p(r),).

11 résulte du théoréme de majoration effectif de Dwork et Robba [15] (voir
aussi [5] proposition 4.4.3) que 'on a, pour r1 < r < ro :

p(r)* |Gs,ilr < s p(r)i
ol on a posé :

-1 v(n—1)
= max 81...8n-1|7" < s )
s 0<s1<~~-<sn_1ssl n-1]7 <

Comme les fonctions G,; appartiennent & H, pour 71 < |z| < 7o, elle

s’écrivent :

o0
z) = Z Gs,uxe.

b=—00
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Par définition de la norme |.|, (y compris pour 7 = r; ou r3), on trouve,
pourri T <y

(9) p("")s Te |Gs,i,lll < Vs p(r)i'

Soit alors A un nombre rationnel. Nous posons :

1 rt
fo) = sup - log(—z. G ,',e)
seN, teZ S Vs p("')l l > l
£=s), 0<i<n

et nous considérons l’enveloppe convexe P de l’ensemble des points du
plan de coordonnées (A, f(A)), c’est-d-dire l'intersection des demi-plans
d’équation y < azx + b contenant au moins 1’'un de ces points.

2.4. ProPoOsSITION. — Pour r1 < r < 719, la droite d’appui de P
T

de pente log ( —3) rencontre 'axe des ordonnées au point d’ordonnée
r

—log(p(r))-

Démonstration. — Il résulte de la majoration (9) et de la définition
de f que l’on a pour tout nombre rationnel X :

(10) 700 < sup (5 108(™2) ~ log(p(r) ).

2=sx \ S

L’ensemble P est donc contenu dans le demi-plan d’équation :

y<alog (=) ~log(p(r)).

Inversement, si, pour tout rationnel A, on a :

FA) < Xlog ( rf) — log(p)
alors, pour tout s dans N et £ dans Z :
P18 |Gaiel < s p(r)!
c’est-a-dire :
[Gsillr < s p(r) p~°

/s

et, comme lim ’yi =1, on obtient :

p(r) = liminf ( max |Gs,i|r)—1/s >p

8§—00 0gi<n
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et la droite d’équation z log(%z) — log(p) est au-dessus de la droite

d’équation z log ( r_:) — log(p(r))- O

Remarques. — La proposition permet de retrouver facilement la
proposition 2.3. Nous allons voir qu’elle permet aussi de montrer la conti-
nuité aux extrémités de l'intervalle.

Il résulte de la théorie de I'indice de Robba que, lorsque n = 1, les
sommets de P se trouvent en des points d’abscisse entiére. Ceci n’est pas
vrai en général. Nous ne savons méme pas si P a une frontiére affine par
morceaux.

2.5. Continuité du rayon de convergence.

2.5. THEOREME. — La fonction r — R(M,r) est continue sur
I'intervalle [ry,ra).

Démonstration. — D’apres la proposition 2.3, il nous suffit de
démontrer la continuité en r; et ro. Nous le ferons pour 2. Pour r; il
suffirait de changer z en 1/z.

11 résulte du théoréme du vecteur cyclique (voir 3.1) que le H-module

o
différentiel M posséde une base de la forme {m,...,§""1(m)}.
A priori, les fonctions G ; définies par la formule (8) appartiennent &

7?l. Cependant, quitte & augmenter 7, (ce qui n’est pas important puisque
nous nous intéressons & ce qui se passe lorsque 7 tend vers r2), nous pouvons
supposer que les n fonctions G, ; (0 < ¢ < n) n'ont pas de pdle dans la
couronne {r; < |z| < ra}, c’est-a-dire appartiennent & H (il en est alors de
méme des fonctions G ; pour s > n). Dans ces conditions, nous sommes
dans la situation étudiée dans le paragraphe précédent. Nous reprenons les
notations utilisée dans celui-ci.

Comme R(M,r) = min(r, p(r)), il suffit évidemment de démontrer
la continuité de la fonction p(r). La démonstration de la proposition
2.3, montre en fait que la fonction log(r) — log(p(r)) est concave sur
lintervalle [r1,72]. La fonction p(r) est donc continue inférieurement en
r9. En particulier, elle a une limite en 73 et :

p(rz) < lim p(r).

T—T9
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Il résulte de la proposition 2.4 appliquée pour r = ry, que 1’on a :

sup f(A) = —log(p(rz2)).
AeQ

Mais, en faisant tendre r vers r; dans la majoration (10), on trouve, pour
tout nombre A :

FN) < = lim log(p(r))
d’ou on déduit :
~log(p(r)) < — lim log(p(r))
c’est-a-dire :
p(ra) > lim p(r).

On a donc p(rz) = lim p(r) et la fonction p(r) est continue en 7. m|
T—T2

3. Bases cycliques.

3.1. Définition.

Soit M un K-module différentiel de rang n. On appelle vecteur
cyclique tout élément m de M tel que les vecteurs m,§(m),...,6" 1 (m)
forment une base de M.

Le résultat suivant, qui est classique (voir [12] par exemple), va

]
nous permettre de construire des bases de M jouissant de propriétés
remarquables.

3.1. ProposiTiON. — Si K est un corps, tout K-module différentiel
posséde au moins un vecteur cyclique. O

3.2. Taille et rayon de convergence.

La taille de 'opérateur §é et le rayon de convergence de M sont reliés
de maniere indirecte. Le théoréme 1.5, appliqué & la valeur absolue | - |,
nous permet d’expliciter le cas des bases cycliques. La proposition suivante,
et en particulier la partie 3, est essentiellement due & Katz.
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3.2. PROPOSITION. — Soit r un nombre de [ri,72], soit m un
vecteur cyclique de M, soit b un élément de H et soit &, la base
o
{m,b6(m),...,b" 16" (m)} de M.

1) On a, pour tout entier s , T (6%, Epmp) < A° max(c® 1, c!™"), ott I'on
a posé A = max(r~t,w R(M,r)71) et c=\|b|,.

En particulier, si R(M,r) > wr, alors, pour tout entier s et pour tout
élément b tel que |bl, =7, on a T,(6°,Emp) < T7°.

2) Si, pour une base £ de .K/i, on aT,.(6,€) <r~%, alors R(M,r) > wr.

3) Soit £ une base de M telle que T,.(6,€) < r~1, alors R(M, ) > wr
si et seulement s’il existe un entier sg tels que T,.(6%,&) < r~% .

Démonstration.

' o
1) Etant donné un vecteur cyclique m, il existe des éléments a; de H
tels que :

n—1
§"(m) = an_i 6'(m).
1=0

Autrement dit, on a un isomorphisme
o

M = H[D|/H D] (D"—ian_iD’).
=0

D’une part, on a A > r~! = ||D||, et d’autre part A > w R(M,r)"! =
|6]lr,sp, si bien que la condition 1) du théoreme 1.5 est satisfaite. La
condition 3) de ce méme théoréme donne alors :

T (6%, Emp) < A° max (A [B]-)"1, (A [B-)'™™).

Si R(M,r) > wr etsil|b,=r,onal=r"1etc=1,cequi donne
immédiatement :

(6%, Emp) <7,
2) Par hypothese on a :

max(| D|r, T+(6,€)) <

[ |
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En utilisant la formule (2) on obtient par récurrence T,.(6°,€) < r~° c’est-
a-dire :

16]r,5p < ma.x(r‘l,wr"l) =771

3) Par définition, pour que R(M,r) > wr, il faut que T,.(6%,&)r®
tende vers 0 lorsque s tend vers linfini. Il existe donc un entier sq tel que
ce nombre soit inférieur a 1.

Réciproquement, posons G = Mat(6%,€). Comme
r|Gllr =rT(6,€) < 1,
la relation (2) montre que la suite
r* |Gsllr = r* T, (6%, )

est décroissante. En particulier elle est majorée par 1 et, en choisissant un
nombre ¢ tel que ¢ = p" > so, on aura r?|Gy||, < 1. Posons :

p=max(|p|, r?||Gyll-) <1=r|Dll.

La formule de Leibniz :

g
q .
Gnrig = (Z) DY(Ghg) Go-i
=0
permet d’obtenir :
r(h+ia ||G(h+1)q”r < /”'hq ”th”r < Nh+1
et par suite, avec hg < s < (h+1)g :
PGl < T [ Giglly < < ple=0/s
cest-a-dire R(M,r) > rw p'/? > rw. a

3.3. Polynomes différentiels
ayant un grand rayon de convergence.

Toujours grace au théoréme 1.5, mais maintenant appliqué a la valeur
absolue | - |, nous précisons la forme de la matrice qui représente § dans
une “base cyclique”.
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n— .
3.3. ProposITION. — Soit L = D™ — Y a,—; D* un polynéme
=0

d1fferent1e1 de H (D], so1t r un nombre de 11ntervaHe [r1,72] et soit M
le H-module différentiel H D]/ H [D]- L. S1 (M r) > wr, il existe un

polynéme différentiel unitaire P = D™ — Z bn—; D* de k(z)[D] tel que :
=0
1) Les seules singularités de P sont réguliéres et se trouvent en 0, a
infini et en des points (3; tels que |B;| = r pour tout i et |3; — 8| = r pour
i#].
2) Les exposants de P sont dans Z.

3) On ala;|l, <r~%et|a; — by, < 77"

Démonstration. — Notons § l’action, a gauche, de la dérivation D sur

M Par définition du rayon de convergence (§2.3) on a ||é||,sp < r~! =
| D||-. Le théoréme 1.5 2) affirme alors que |a;|, < r~°.

Nous commencons par étudier 'image du polynéme L dans le corps
des restes.

Si r n’appartient pas au groupe des valeurs absolues de k, comme
|zt a;|, < 1, nous pouvons considérer l'image b, de z'a; dans le corps
‘H, = k et nous posons :

n—l_ ) )
— Z b,_,x~ " D"

=0

Clairement les seules singularités du polynome différentiel P sont régulieres
et se trouvent en 0 et & l'infini .

Si r appartient au groupe des valeurs absolues de k, comme
|ot a;]r < 1, nous pouvons noter b I'image de o} a; dans le corps H et
nous posons :

Considérons leH -module différentiel M = H  [D]/H,[D]- P . Nous notons
& (resp. §,) l’actlon a gauche de la dérivation D (resp D,)sur Met T, G £)
la taille associée & la valeur absolue | - |, de H, = k(z) et & la base £ de

M.
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Dans la base £ = {1,D,... ,5n_1} de M, l'opérateur 6 est
représenté par la matrice 5 = a? G,,. s. Comme || = r, d’apres la propo-
sition 3. 2 3) on sait qu'il existe un entier sg tel que ||a° Ga, s, |lr < 1. On
adonc 6’

La proposition 1.1 permet d’écrire, pour toute place v et tout entier s :

1,68 = || Y7 G,
=1

d’ou il résulte que :

< max ||x Gl
1<i<so

16, lv.sp < 1= D, [l

Le théoreme 1.5 s’applique donc a notre situation avec A = 1 et donne :
TU (Sua‘?u) < 1

ot F, désigne la base {1,D,,..., D '} de M.

Il résulte de la proposition 1.2 que cette majoration est encore valable

dans la base 8— ={l,z,D,. z D" } Autrement dit la matrice :

l/

1 0
- 1 .
G, =Mat(6,,& ) 1 0
__nO_ i n—2 1 o
z, b, -+ z,b, -+ n—-1+4z,b

a une valeur absolue v-adique au plus égale a 1. Donc ses coefficients sont
dans k[[z,]] (resp. dans k[[1/z]] pour v = co). Donc b, a au plus un pole
d’ordre i en v. Dans ce cas aussi Popérateur P n’a que des singularités
régulieres.

Soit v un point singulier de P. Rappelons que les exposants du
polynoéme différentiel P a la place v sont les valeurs propres de la matrice
Lt ul s s —

C, = G,(v). Posons G, ; = Mat(z, 6 ,Szv). En s’inspirant de la relation
(2), on vérifie facilement que ’on a :

v

G,,=G, G,,.,=2,D@G,)+(G,,—s)G
et on obtient par récurrence :

G,,(v=C

y v

(C,—1)---(C,—s+1).
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Comme 5,,’30 = 0, on trouve que les valeurs propres de C, sont entiéres.
Autrement dit, les exposants de P sont des entiers.

Pour obtenir la proposition il suffit de “relever” le polynéme P en un
polynéme P de k(z)[D] vérifiant les conditions 1) et 2). Ceci est possible
car un tel polynéme est entierement déterminé par ses points singuliers,
ses exposants et un certain nombre de parameétres complémentaires la seule
condition a respecter étant que la somme des exposants doit étre égale a

2n(n—1)(p — 1) ot p désigne le nombre de points singuliers de P ([16]

15.4). 11 nous suffit de préciser comment relever les points singuliers. Si'g8
est un tel point, on le releve en 8 = B si 8 = 0 ou oo et en un élément [

de k tel que || =r et B/a, = (3 sinon. O

3.4. Petites bases cycliques.

Nous rappelons maintenant un résultat qui montre l’existence de
bases cycliques “proches” de toute base donnée.

3.4. PROPOSITION. — Soit r un nombre de I'intervalle [r1,r2] et soit
[}
€ une base de M. Si R(M,r) > wr, pour tout € > 0, il existe un vecteur

cyclique m de M tel que 'on ait, pour tout b de H tel que |b|. =1 :

1te ox " n-1 ) = |(n — o
OulEns &) < Y5 maxt. T ) gt =[in- 00 IT (7))

Cette proposition est démontrée dans [8] dans le cas ol 1 = 1 et
ou R(M,1) = 1. Comme remarqué dans [9], la proposition 3.2 1) permet
d’étendre la démonstration au cas R(M, 1) > w. Le passage du cas r = 1 au
cas général est immédiat par “homothétie”. On conjecture que le résultat
reste vrai avec g(n) = |(n — 1)!| (voir [9] pour une étude détaillée de cette
conjecture). O
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4. Frobenius : existence locale.
4.1. Suppression des singularités apparentes.

o
Notre premier résultat compare les bases de M et celles de M.

4.1. PROPOSITION. — Soit r un nombre de l'intervalle [rq, 73], et soit
€ une base de M . Il existe une base B de M telle que ©,(B,&) = 1.

Démonstration. — Soit F une base de M, posons G = Mat(4, )
et F' = Mat(6, F) et soit H la matrice de changement de base telle que
F = H[G].

Le théoréme sur la décomposition des matrices en facteurs singuliers
([4] théoréme 3.2 ou [5] proposition 5.4.3) affirme que l’on peut trouver
deux matrices K et L telles que :

H=LK, |K|.|K !Y-=1 K €Gl(nk(z)), LeGl(n,H).

Comme la matrice L™! appartient & Gl(n,H), B = L™1(F) est une base
de M et on a, d’une part, Mat(§,B) = L™}[F] = K|[G] et d’autre part
©r(B,€) = | K|, K~ - =1. .

Il n’y a aucune raison pour que la base B que nous venons de
construire soit indépendante du nombre r. Nous interprétons ce fait en
disant qu’il n’y a pas (ou que nous ne savons pas construire) de base qui
soit bonne globalement.

4.1. CoroLLAIRE [Dwork-Frobenius]. — Soit r un nombre de I'intervalle
[r1,72]. Si R(M,7) > wr, il existe une base £ de M telle que T,.(6,€) < r~1.
Si R(M,r) < wr, pour tout nombre « de |k| tel que a > w R(M,r)7 1, il
existe une base £ de M telle que T,.(6,€) < a.

Démonstration. — Si R(M,r) > wr, on pose b = z. La proposition
3.2 1) donne T.(8,Emp) < 7L Si R(M,7) < wr, on reprend les notations
de la proposition 3.2, et on choisit pour b un élément de k tel que :

1
A< bl < A7! (9) T
o .
(ceci est possible car |k| est un sous-groupe dense). On trouve 1 < ¢! <
a/\. cest-a-dire T.(6,Emp) < . 1l suffit alors d’appliquer la proposition
4-1 a la base Ep, p. O
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4.2. Bases localement bonnes.

4.2. PROPOSITION. — Soit r un nombre de I'intervalle |ry,ro| tel que

o
R(M,r) > wr. A tout vecteur cyclique m de M on peut associer une base
€ de M et une matrice M & coefficients dans k[z] telles que I'on ait :

1) ©,(&,Eme) =1,
2) |z G — M|, <1, pour G = Mat(6,E),
3) | M||- <1 et la matrice M(0) est nilpotente.

Démonstration. — Notons G, , la matrice qui représente I’opérateur

§ dans la base Eny = {m,z6(m),...,z" 16" (m)} de M. D’apres
la proposition 3.2 1), on a || Gpm |- < 1. Par ailleurs il résulte de la
proposition 3.3 qu’il existe une matrice N (associée au polynoéme différentiel
P) & coefficients dans k(z) telle que :

— N n’a pas de podle dans le disque |z| < r,
— les valeurs propres de N(0) sont entieres,
- |z Gme — N|»r < 1.

D’apres la proposition 4.1, il existe une base B de M telle que :
0,(B,Emg) = 1.

En posant B = Mat (6, B), on constate (voir §1.2) que les coefficients de
la matrice x B sont dans O,. Rappelons que, par construction, ils sont
aussi dans H. Comme r; < r < rg, les coefficients de la matrice z B sont
donc dans k[z,1/z] (nous supposerons que r appartient & |k|. Sinon les
raisonnements que nous allons faire deviennent triviaux).

Quitte & faire une homothétie sur la base B, on peut supposer que la
matrice H de changement de base (entre £ et B) vérifie |H ||, =|H |, =1.
On a alors | det H|, = 1 et la réduction H de la matrice H est une matrice de
Gl(n,ﬁr) = Gl(n, k(z)). Décomposons la matrice Hen facteurs singuliers
(voir [4] lemme 2.1 avec k muni de sa valeur absolue triviale et A = {0}).
On obtient deux matrices K et L telles que :

- K € Gl(n, k[z,1/z)),
~ K est une matrice triangulaire (disons supérieure pour fixer les idées),

|
— L et L n’ont pas de pole en 0,
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- H=KL.
Considérons alors la matrice :
[ —— [EE— e —
R=zD(L)L +LNL =zLloyGnyl
—_—1— e — p—
=zK [arB]|=-K zD(K)+K zBK.
On constate, & partir de la deuxiéme expression, que les coefficients de la
matrice R appartiennent a k[x,1/x] et, & partir de la premiére expression,
que la matrice Rna pas de pole en zéro. En particulier, ces coefficients n’ont

de pdles qu’a l'infini. Ce sont donc des polynémes. De ll)lus on constate que
les valeurs propres de la matrice R(0) = L(0) N(0) L ~(0) sont entiéres.

Maintenant nous choisissons une matrice R & coefficients dans k[z] qui
releve la matrice R de telle sorte que R(0) ait des valeurs propres entiéres.
Par ailleurs, remarquant que les termes dlagonaux de la matrice K sont
des monémes en  (car inversibles dans k[x,1/z]), nous choisissons une
matrice triangulaire K & coefficients dans k[z, 1/z] qui reléve la matrice K
et dont les termes diagonaux sont des mondmes en z. Le déterminant de K
est alors un mondme en z, donc K appartient & Gl(n, k[z,1/z]) c’est-a-dire
aussi & Gl(n,H). De plus on a ||K||, = |[K7!|, = 1.

On peut maintenant effectuer des “opérations de cisaillement”sur la
matrice R qui permettent de diminuer de 1 les valeurs propres de R(0)
(voir [8] Proposition 2.3 dans le cas r = 1). Comme les valeurs propres
de la matrice R(0) sont dans Z, on se raméne ainsi au cas nilpotent. Plus
précisément, on construit une matrice C de Gl(n, k[z, 1/z]) telle que :

- lCll» HC_lur =1
- M =z C[L R] € Gl(n, k[z]) et M(0) est nilpotente.

Soit £ la base construlte a partir de B par le changement de base
associé a la matrice C K~!. Comme ces matrices sont “unimodulaires”,
trouve :

< O0r(€,Emz) < 0,(€,B)0,(B,Eme) =1,
et la condition 1) est vérifiée.

La condition 2) se déduit de la relation :

2G=2CK-1B]=2CK '|&B|=2C[z R =M.
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Remarque. — En changeant x en 1/z, on peut obtenir une proposition
analogue dans laquelle les coefficients de la matrice M sont dans k[1/z].

4.3. Existence locale du Frobenius.

Dans ce paragraphe nous construisons un antécédent de M , pour le
foncteur de Frobenius, sur une petite couronne entourant la circonférence
de rayon r.

Soit I C [ry,72] un intervalle. Nous notons H; ’anneau des éléments
analytiques sur la couronne C; = {z € Q;|z| € I}. Plus généralement, soit
r un nombre de 'intervalle I et soit A = {a;} un ensemble fini de points de
C, tels que |a;| = 7. Nous notons H4 1’anneau des fonctions méromorphes
sur la couronne C; n’ayant comme singularité que des péles aux points «;.
En particulier H; = H? . Lorsque r = 71 ou r = rq, cette distinction est
sans objet et on a H4# = H; quelque soit ’ensemble A.

Nous notons ’H‘Iw (resp. H}/’, H¥) ’anneau des éléments analytiques
sur l’ensemble (C; — A)P (resp. (Cr)P, CP) image de Cr — A par P'application

z — zP et nous posons :
L)

MP = M @y HE Mp =M ®3 H.

Afin de simplifier nos énoncés, nous dirons qu’une base F d’un ’H’I“-
module différentiel M}“ est ®-représentée, en un point p de I, par la matrice
Fsi:

a) les coefficients de la matrice F' sont dans ’H'Iw,
b) Mat(6,F) = paP~! F(aP),

c) il existe une matrice V,, analytique dans le disque |[z—t5| < R(M, p)?,
telle que F = D(V,) V,! et que la matrice V,(t3) soit inversible.

4.3. PROPOSITION. — Soit r un nombre de I'intervalle [r1, 2] et soit m

un vecteur cyclique de /\o/l Si R(M,r) > wr, il existe un intervalle ouvert
I contenant r, un ensemble fini A et une base F de Mf‘, ®-représentée, en
tout point p de lintervalle I N [ry,rg], par une matrice F' (indépendante de
p) telle que ©,(F,Emy) =1 et |F|l» < |p|~L1r7P.

Démonstration. — Soit G la matrice qui représente l’opérateur 6 dans
la base £ construite & la proposition 4.2 et M la matrice associée.
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Définissons une suite de matrices M par les relations :
My =1, Mgy =2 D(Mg)+ Ms (M —s).

Les coefficients de la matrice M, sont des polynémes et on vérifie sans peine
que :

1) M- <1 l2® Gs — Ml < [M|I7 <1, (s>0)

ol G, est la matrice définie par la relation (2). Comme R(M,r) > wr, il
existe un entier sg tel que :

|z%° G ||~ < 1.
C’est-a-dire aussi :
[ Mo lr <1,
et la proposition 3.2 3), appliquée au k(z)-module différentiel

N =H [D)/ H (D] - %M

donne R(N,r) > wr.

Les fonctions R(M,-) et R(N,-) étant continues, on peut trouver un
intervalle ouvert I, contenant r, tel que ’on ait pour tout nombre p de
In [7‘1, 7‘2] .

min(R(M, p), RN, p)) > wp.
Nous considérons maintenant les matrices :
3 1 (€-1)° =, 1 (€-1)°
H=Y2G, = Y =—=> e R=Y M, - Y =—~.
] ]
s=0 p ¢P=1 5 s=0 p ¢r=1 s
Il est bien connu que les nombres :
1 (C-1)°
= Z e
P ST s!

sont des entiers ([8] proposition 2.6). Par ailleurs, d’apres la définition du
rayon de convergence, pour tout nombre p de I N [ry,r3] on a :

lim o Gull, =0 Jim 104, = 0.

Les séries qui définissent les matrices H et R sont donc convergentes pour
la norme || - ||, et les coefficients de ces matrices appartiennent & H;. En
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fait les coefficients de la matrice R sont analytiques dans un disque centré
en 0 et de rayon strictement supérieur & r.

Maintenant, les coefficients de M, sont des polynomes et :
M;(0) = M(0) (M(0) — 1) --- (M(0) — s +1),
ol M(0) est une matrice nilpotente. Il vient alors ([8] Proposition 2.8) :

R(O):ZMS(O)% > =0 _;

s!

Les majorations (11) montrent que :

1=|det R(0)| < |detR|, < |R|I} <1

|det H — det R|, < ||H — R|, max(||H||-, ||R|l-)"™ <1
d’ol1 on déduit :
|det(H)|, = |det R|, = 1.
Autrement dit, la fonction det R appartient & H et est non nulle. Elle n’a
donc qu’un nombre fini de zéros sur la couronne C;. Quitte & restreindre
encore l'intervalle I, nous pouvons supposer que ces zéros sont tous sur

la circonférence |z| = r. Dans ces conditions, la matrice H appartient &
Gl(n, H#) pour un ensemble fini A.

Nous considérons maintenant la base F de M obtenue & partir de
la base £ par la matrice H. Comme :
IH [l = [H lr =1
ona:

@r(]:a gm,z) = @r(f, 5) er(gagm,z) =L

Soit alors un nombre p de l'intervalle I N [ry,r2]. Comme R(M, p) >
wp, Papplication z — zP = z est une surjection du disque |z—t,| < R(M, p)
dans le disque [z — 5| < R(M,p)P, dont chaque fibre a exactement p
éléments (voir [2] lemme 3.1). La matrice Ug +(z), définie par la formule
(7), étant analytique dans le disque |z — t,| < R(M, p), la formule :

Vy(z) = % S Uey, (2)

rP=z
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définit une matrice V, analytique dans le disque |z — t5| < R(M, p)P.
On remarque alors que, pour |z — t,| < R(M,p), on a :
1 1 - -
H(@)= - Y Use(Ca) = = Y Uc,, (o) UG} (2) = V(@) Ugh, ().
p ¢P=1 p ¢r=1 i "
En particulier, on trouve :
Vo(th) = H(to)
qui est donc une matrice inversible.
Posons alors :
F=DV,)V,"
Dans la base F, Popérateur § est représenté par la matrice H[G] et on a :
Unic), (€) = H(z)Ua,t, (x) H™(t,) = V,(aP) H™(t,)
c’est-a-dire, pour |z —t,| < R(M,p) :
paP~! F(aP) = D(V,(aP)) V,(aF) ™! = H[G].

Les coefficients de la matrice H[G] appartenant & ’H}“, on en déduit, par un
argument classique ([6] proposition 5.1 ou [2] lemme 3.2), que les coefficients
de la matrice F' sont des éléments de wa. On constate aussi que la matrice
F est indépendante de p et la base F est bien ¢-représentée par la matrice
F en p.

Finalement on a :
[Fllre = |1F(@P)|lr = p| = v P |HG]]
<lpl 't PO, F) Glr < |p| 7P

4.4. Antécédent.

La majoration de la matrice F' donnée dans la proposition précédente
est en fait une conséquence de la ®-représentation, comme le montre le
résultat suivant :

4.4. PROPOSITION. — Soit r un nombre de lintervalle I C [r1,r2] et A
un ensemble de points de valeur absolue r. On suppose que R(M,r) > wr.
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Si F est une base de M‘I“, ¢-représentée en r par une matrice F' alors,
la matrice F' représente I'opérateur 6 dans un H’Iw—module différentiel N
tel que R(N,rP) = R(M,r)P. En particulier, il existe une matrice K de
Gl(n, H*) telle que | K[F]|l» < |p|~tr?.

Démonstration. — Reprenons les notations de la proposition 4.3 et
considérons le ’H?-module différentiel N' = (’H‘IM’)” pour lequel I’action de
6 est définie par la matrice F.

D’apres I'unicité de la solution d’un systéme avec condition initiale,
ona:

Upp(z) = Vr(2) V(D).

Autrement dit, le rayon de convergence de la matrice V, n’est autre que
R(N,7P). On a donc, par hypothese :

R(N,7rP) > R(M,7)? > (wr)? = |p|wrP.
Par ailleurs, on trouve :
Up op—1 F(ar) e, (8) = Vi(aP) V1 (D)

cest-a-dire R(M,r) > R(N,rP)Y/P. Donc R(N,rP) = R(M,r)P.

Finalement, d’apres le corollaire 4.1, légérement modifié de fagon a
tenir compte des poles de F', appliqué au module différentiel N, il existe
une matrice H de Gl(n, 'wa) telle que :

|HE]lle < max(o ROV, )™, 77P) < fpl ',

5. Frobenius : existence globale.
5.1. Unicité de ’antécédent.

5.1. PROPOSITION. — Soit 7 un nombre de intervalle I C [rq,72] et
[e]
soit F et G deux bases de M, ®-représentées au point r par les matrices

F et G. Si R(M,r) > wr, il existe une matrice H de Gl(n,’;{}p) telle que
F = H[G)].
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Démonstration. — Quitte & faire sur F et G le changement de base
indiqué par la proposition 4.4, on peut supposer que :

IFlle <lpl™' 7%, [IGllre < lp| 7P

Comme F et G sont deux bases du méme module différentiel M4, il existe
o

une matrice K de G1(H ) telle que :
paP~! F(2P) = K[pxP~! G(zP)].

La matrice K s’écrit, de maniére unique, sous la forme :
?
p—1
K= E z* K;(zP)
=0

ol les coefficients des matrices K; appartiennent & 'H;W’. La formule (3)
s’écrit alors :

pzP F(zP) pilxi K;(zP) = S__:lixi K;(zP)
i=0 i=0
+ px*t? D(K;)(zP) + paP G(zP) z* K;(zP)
ce qui donne, pour 0 < i< p:
pzFK;,=iK;,+pxD(K;)+pzGK;
d’oll, pour 0 < i< p:
|Killre = ||i Killre = |p| |z F K; — 2 D(K;) — 2 G Ki|p» < || Killre

c’est-a-dire K; = 0. Et la proposition est démontrée avec H = K. O

Remarque. — Dans la notion de ¢-représentation, une condition
du type “existence de la matrice V,.”, c’est-a-dire précisant le rayon de
convergence de ’antécédent de Frobenius, est essentielle comme le montre
I’exemple suivant (en dimension 1) :

pour lequel on a la relation :

paP F(aP) = 27! = z[pxP~! G(zP))
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montrant que pxzP~! F(zP) et pxP~! G(zP) représentent I’opérateur § dans
deux bases d’'un méme module différentiel.

La solution “z'/P ” ayant un rayon de convergence w|p|rP dans le
disque générique de rayon rP, la condition R(M,r) > wr = (w|p|rP)'/?
apparailt comme la meilleure possible pour éviter ce phénomene.

5.2. Elimination des singularités apparentes.

La proposition suivante permet, grice & une hypotheése légérement
restrictive, de supprimer les singularités introduites dans la proposition
4.3.

5.2. PrRoOPOSITION. — Soit r un nombre de lintervalle [ry, ] et soit

m un vecteur cyclique de ./\O/I Si R(M,r) > |p|*/?r, il existe un intervalle
ouvert I contenant r et une base F de M|, ®-représentée, en tout point p
de l'intervalle I N [ry, 5], par une matrice F (indépendante de p) telle que
Or(F,Emya) =1 et |[Fll» < [p|~'r7P.

Démonstration. — D’apres la proposition 4.3, il existe un ensemble
fini A et une base F de M}‘ qui a les propriétés demandées. Pour montrer
que l'on peut prendre A = @, nous choisissons une base F correspondant
a4 un ensemble A ayant un nombre minimum de points et nous montrons
que ce nombre est nul.

Supposons donc que A contienne un point « et montrons que A n’est
pas minimum.

Soit a un point de A et soit H, ’ensemble des éléments analytiques
dans le disque D(a,r) = {z € O |z — | < r} . Comme R(M,r) > wr
et comme le module différentiel M n’a pas de singularité dans le disque
D(a,r), le théoréme classique d’existence d’un antécédent de Frobenius
(proposition 4.7.6 de [5] qui est un cas particulier de la proposition 4.3),
apres changement de variable x — x — o, montre qu’il existe une base
Fo du module différentiel M ® H,, et une matrice F,, & coefficients dans
'anneau HY des éléments analytiques dans D(aP,rP) telle que :

a) Mat(6,F,) =p(z — a)P~! Fy((z — )P + oP),

b) il existe une matrice V, analytique dans le disque |z—tP| < R(M, )P,
telle que F, = D(V) V™! et que la matrice V(tP) soit inversible.
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Définissons, comme d’habitude, les matrices Fy, s de H, par la for-
mule :

Fa,O=I ) Fas+1:D(Fa,s)+Fa,sFa

de telle sorte que V(z) = Z F, s(t?) (z — tP)*. La condition b) dit alors

que, pour tout nombre p(R(M r)P,on a:
Jim (0 [[Fas ) = 0

Avec nos hypotheéses, ceci sera vrai, en particulier, pour p = |p|rP. Or, pour
|z| <r,ona:

-1
(z — )P — 2P —aP| = lPX: (1:) i a7 < |p|rP.
i=1
Il en résulte que la série :
- ((z — Q)P — 2P + aP)?
M(@) = 3 Fa(a) -
s=0

est convergente pour la norme ||.||-. En particulier, les coefficients de la
matrice M appartiennent & H,. Comme, de plus, on a M(a) = I, la

o ]
matrice M appartient & Gl(n,H,) ot H, désigne le corps des fractions
de H,.

Maintenant, si « et y sont des points proches de ¢£, I'unicité de la
solution d’une équation différentielle avec condition initiale montre que :

oo

> Faslr) T2 v

s=0
on a donc, pour z? et donc (z — &)? + o, suffisamment proche de ¢2 :
M(z) = V((x — a)? + of) V1(zP).
On en déduit que :
DM(zx) =p(z — )Pt F,((x — @)P + o) M(z) — M(x) paP~! Fp(aP).

D’apres la relation (2), cette formule exprime que, dans la base G obtenue
a partir de la base F, par le changement de variable associé a la matrice

o
M~1(zP), le module différentiel M est ¢-représenté par la matrice F,,. La
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proposition 5.2 dit alors qu’il existe une matrice H de Gl(n, 'ﬁt}p) telle que
F = H[F,).

Le théoréme sur la décomposition des matrices en facteurs singuliers
([4] théoreme 3.2 proposition 5.4.3) appliqué au disque D(aP,rP) et & son
complémentaire nous donne deux matrices K et L telles que :
H=LK, |Llw ||IL7 =1, KeGl(nHY), LeGl(nH?)

ol H,, désigne ’ensemble des éléments analytiques ayant toutes leurs singu-
larités dans D(a,r) et & l'infini. Maintenant, on constate que la matrice :

DIK)YK*+KF,K ' =K[F,|=L'[F]=-L'D(L)+ L 'FL
a des coefficients dans H¥ N (K'Y + H{Y) = ’H}A‘a}w et vérifie :
| K[Falllr» < max(r~?, | Ll L7 lre | Fllre) < [p| =777
et, dans la base obtenue & partir de F, par la matrice K(zP), le module
différentiel est ¢-représenté par la matrice K[F,].

Nous avons donc construit une base de M{~* qui a toutes les
propriétés voulues. L’ensemble A n’était donc pas minimum. O

5.3. Recollement des Frobenius.

Nous commengons par un résultat de décomposition des matrices en
facteurs singuliers qui généralise un peu le résultat classique.

LEMME. — Soit J = [a, 8] un intervalle, soit r un réel tel que0 < r < 3
et soit H une matrice de Gl(n,H ). Il existe deux matrices L et K telles
que :

1) H=LK,

2) L appartient & Gl(n, H{q,o0[);
3) K appartient & Gl(n, Hjo g)),
4) K|, =K =1.

Démonstration. — Aprés homothétie de rapport p, le théoreme 3.2 de
[4], affirme que, pour tout p € [«, (], il existe une décomposition H = L; K
avec L1 € Gl(n,H[a,0[), K1 € Gl(n,Hjog)) et | Kill, = ||K1_1||p = 1.

Lorsque r appartient a I'intervalle J on obtient la proposition en prenant
p=r.
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Si r < «, nous appliquons & nouveau ce méme théoréme & la
matrice K;. I existe une matrice Ly € Gl(n,Hjg,oo[) €t une matrice
K3 € Gl(n, Hj 5)) vérifiant | Kz, = [|K5 |- = 1 telles que K; = Ly Ko.
Le lemme est démontré avec L = L1 Ly et K = K. O

5.3. PROPOSITION. — On suppose que R(M, p) > |p|*/? p pour tout
nombre p de lintervalle [ry,r3]. Soient I et J deux intervalles contenus
dans [r1, 2], d’intersection non vide, et soit v un nombre de I'intervalle I.
Soit F (resp. G) une base de My (resp. M ;) dans laquelle I'opérateur é
est ¢-représenté, en tout point de I (resp. J), par la matrice F (resp. G).
Il existe une base € de Mjyy , telle que ©,.(E,F) = 1 et dans laquelle
Popérateur 6 est ®-représenté, en tout point de I U J, par une matrice E.

Démonstration. — Nous faisons la démonstration dans le cas ou
J = [o, 0], avec 7 < [, le cas 7 > « se traitant de maniére analogue
(ou en changeant z en 1/z).

D’apres la proposition 5.1, comme I NJ # @, il existe une matrice H
de Gl(n, H’fﬂ ;) telle que G = H[F]. Nous appliquons le lemme & la matrice
H et au nombre 7P . Nous obtenons ainsi une matrice L de Gl(n, H{a» oo[) €t
une matrice K de Gl(n, Hjo ge)) telles que H = LK et ||K||r» [| K~ |l» = 1.
Nous posons :

E = K[F] = L7[G]

et nous notons £ la base obtenue & partir de la base F par le changement
de bases associé & la matrice K (zP). Il vient :

©,(&, F) = K @®)- K~ @P)lr = 1K lre [ K lre =1

et Mat(6,£) = pxP~! E(zP). Les coefficients de la matrices E appartien-
nent, comme ceux des matrices K,K~! et F, & H’II’ et, comme ceux des
matrices L,L~! et G, & ’H‘Jb. Ils appartiennent donc a H}/’U ;- Finalement,
soit p un nombre de I (resp. J). Notons V, la matrice associée a la
matrice F' (resp. G) et vérifiant la condition c¢) dans la définition de
la ¢-représentation. Comme la matrice K appartient & Gl(n, ’H}D) (resp.
Gl(n, Hf’,’)), on constate que la matrice KV, (resp. L™! V,) peut étre
associée & la matrice E pour satisfaire cette condition. O
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5.4. Antécédent global.

5.4. THEOREME. — Supposons que R(M,p) > |p|'/?p pour tout
nombre p de lintervalle [r1,r2]. I existe un unique H¥-module différentiel
N tel que :

1) il existe une base F de M et une base F¥ de N telles que :

Mat(M, F)(z) = pxP~ Mat(N, F¥)(P).
2) On a R(N,p) = R(M, p)P pour tout nombre p de I'intervalle [r1,rs].

De plus, si v est un nombre de 'intervalle [r1,r2] et £ une base de M, on
peut choisir la base F de M de telle sorte que :

3) O,(F,€) < %(J;—)g max(1, Tn(z 6, €))L

4) Trr (26, F¥) < [p| .

o
Démonstration. — Nous choisissons un vecteur cyclique m de M qui
satisfait la condition de la proposition 3.4 pour le nombre 7 et la base £.

Soit J ’ensemble des intervalles ouverts I de [r1, 73] tels que le H;-
module différentiel M possede une base F dans laquelle ’opérateur é est
¢-représenté, pour tout nombre de I, par une matrice F'.

Soit Z I’ensemble des intervalles de J qui contiennent r et tels que
I’on puisse choisir la matrice F' de telle sorte que :

a) Op(F,&nz) =1,
b) |Fll» <lpl7tr7P.
Au vu de la proposition 4.4, le théoréme sera démontré si nous

prouvons que Z contient 'intervalle [r1,r2]. On aura en effet, pour la base
F correspondante :

O (F,€) = 0,(F, Em ) Or(Emss &) < 13(-;—)5 max(1, Ty (¢ 6,€))" .

L’unicité du module différentiel N étant assuré par la proposition 5.1.

La proposition 4.3 affirme d’une part que Z n’est pas vide et d’autre
part, que tout point de l'intervalle [r, 73] est contenu dans un intervalle

de J.
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D’apres la proposition 5.3, si I est un intervalle de Z et J un intervalle
de J alors I U J appartient a Z. En effet, avec les notations de cette
proposition et en supposant que la matrice F' satisfait les conditions a)
et b) ci-dessus, on trouve immédiatement :

lzp 22~ E(@P)|lr < ©,(&, F) |ep 2?7~ F(zP)|, = |pl 7 ||F||;» = 1
c’est-a-dire :
1Bl = |E@P)ll, =77 p| " lzp 2P~ E(2P)]l, <77 [p| ™"
et aussi :

1<0,(6,Emz) <Or(E,F)Or(F,Emyz) =1.

L’intervalle [r1, ro] étant compact, il est recouvert par un nombre fini
d’intervalles de J et il suffit d’un nombre fini d’unions du type précédent
pour pouvoir conclure. O
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