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SUR LA STRUCTURE HERMITIENNE
DE LA RACINE CARREE DE LA CODIFFERENTE

par Christine BACHOC

Introduction.

Un corps de nombres K est naturellement muni d’une forme quadra-
tique sur Q non dégénérée qui est la forme x — TraceK/Q(xz). On sait
qu’il existe au plus un idéal fractionnaire unimodulaire pour cette forme;
s'il existe, il est noté Ag et est caractérisé par la relation : A% = Dy’
Celle-ci justifie son appellation de “racine carrée de la codifférente” (voir

[E1], [E2], [BE]).

Lorsque K est galoisien sur Q et de degré impair, ’existence de cet
idéal est assurée; de plus la relation précédente montre qu'’il est stable sous
I’action du groupe de Galois G du corps. Le couple formé par 'idéal Ax
et la forme Traceg /q(z?) est alors un Z[GJ-module hermitien (le groupe G
est un groupe d’automorphismes de la forme quadratique Trace K/Q(:cz)).
On dit que deux Z[G]-modules hermitiens sont Z[G]-isométriques s’il existe
entre eux un isomorphisme de Z[G]-modules qui soit aussi une isométrie
des formes quadratiques.

Le but de cet article est de décrire un représentant de la classe de
Z|G)-isométrie de l'idéal Ag, dans le cas ol le groupe G est abélien et
de degré impair. Dans ce cas, le corps K est totalement réel, donc la
forme quadratique TraceK/Q(:c2) est définie positive. On parle alors de
Z|G]-réseau plutdt que de Z[G]-module hermitien.

L’étude de cet idéal a débuté dans la thése de Boas Erez ([El]).
Celui-ci a caractérisé les extensions abéliennes K de Q pour lesquelles

Mots-clés : Corps de nombres — Forme trace — Réseau.
Classification A.M.S. : 11R33.
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(Ak, Traceg g(2?)) est Z|G]-isométrique & 'anneau de groupe Z|G] muni
de la forme usuelle Y~ Agg — > /\3; ce sont les extensions peu ramifiées,
c’est-a-dire pour lesquelles le deuxieme groupe de ramification est nul en
tout nombre premier.

Ensuite, dans [BE] et [B] des extensions avec ramification sauvage
sont considérées. Plus précisément, ces deux articles couvrent le cas o,
pour tout nombre premier p, le groupe d’inertie en p est soit d’ordre
premier & p, soit un p-groupe. On y donne une description du Z[G]-réseau
(Ak, Tracekg(2?)) et on montre en particulier que sa classe de Z[G]-
isométrie ne dépend que de la ramification dans K.

Un point commun & ces résultats est que, dans ces cas, l'idéal Ag
est libre sur son ordre associé. Or, dans [Bu], David Burns montre que ce
n’est pas un fait général, contrairement a I’anneau des entiers de K dont il
est bien connu qu'il est libre sur son ordre associé (théoréme de Leopoldt).
Un calcul d’indices lui permet de donner explicitement la classe sur ’ordre
maximal 9 de l'algebre Q[G] de M Ak . Celle-ci n’est pas toujours triviale;
le plus petit corps K pour lequel cela arrive est de degré 39 sur Q, en
supposant le nombre premier 13 totalement ramifié dans K.

Expliquons pourquoi la situation ou 'idéal A est libre sur son ordre
associé est la plus simple : supposons que Ax = A.x = {A(z),\ € A}.
Alors, le lemme suivant montre qu’il suffit de connaitre pour tout caractere
x de G la valeur de (z|x)(z|x) pour obtenir un représentant de la classe de
Z|G]-isométrie de Ak :

LeMME 1.1. — Soit K un corps de nombres galoisien sur Q de
groupe de Galois G et soit © appartenant & K tel que K = Q[G].x. Alors
I'isomorphisme de Q[G]-modules :

QG — K
A= A(z)

est une isométrie lorsque K est muni de la forme Trace g(2?) et Q[G] de
la forme Ty (sA\\) avec

s= Y (@) (zX)ex,
x€G
ou

(th) = x(g7Ha(t)

geG
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est la résolvante de t en x et Ty est la forme linéaire sur Q[G] définie par :

T1( ) /\gg) .

geG

Démonstration. — 11 suffit de montrer, pour tout g,g’ appartenant
a G, I'égalité suivante : Traceg g(g(z)g'(z)) = Ti(sgg ™). Or c’est une
conséquence de :

s=Y (e)(@lx)ex = Y Tracex/q(g(z)r)g

xeC 9€G
qui se vérifie aisément. 0
Par ce lemme, on obtient alors la Z[G]-isométrie :
(Ak, Tracek /g (2?)) ~zia) (A, Ti(sAX))

avec

s= ) (@h)hde.

x€G

C’est en fait la méthode adoptée dans [BE] et [B]. Ce lemme montre aussi
que le théoreme de Leopoldt contient assez d’informations pour déterminer

la classe de Z[G]-isométrie de 'anneau des entiers de K (voir le corollaire
1.4).

Dans le cas général, afin de contourner cette difficulté, nous procédons
de la facon suivante : on définit d’abord un idéal Ix contenu dans Ag, et
assez “proche” de celui-ci (par exemple, si un seul nombre premier est “trés
sauvage” dans K, c’est-a-dire si un seul nombre premier n’est ni modéré,
ni peu ramifié dans K, alors Zx est & peu de choses pres le systéme de
racines de Ag ; voir Exemples 1.9). L’objet du paragraphe 1 est de décrire
le réseau (Zx, Tracek q(z?)).

Le réseau dual T}, = Ii_(lD;{l a la propriété d’étre, en tant que Z[G]-
module, libre sur son ordre associé Ak . La description de Ak, et la donnée
d’un générateur explicite de T}, sur Ag suffit donc & déterminer sa classe
de Z[G]-isométrie (théoreme 1.7). Celle-ci ne dépend que de la ramification
dans K.

Pour cela, nous appliquons conjointement le théoreme de Leopoldt
([L]) et le théoreme 2 de [E2] & un idéal J;, d’une extension L de K, dont
la trace sur K est égale & T}, (paragraphe 1.4).
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Une fois déterminée la classe de Z[G]-isométrie du sous-réseau
(Zk, Traceg g(x?)) de la racine carrée de la codifférente, on procede de
la fagon suivante : parmi les réseaux L tels que Iy C L C I}, Ak est
déterminé par un “métaboliseur” M du quotient T'(Zx) = I}, /Tk (c’est-a-
dire un sous-groupe de T'(Zx) égal & son orthogonal pour la forme induite,
voir le paragraphe 2.1).

La classe de Z[G]-isométrie de Ax modulo les Z[G]-isométries stabi-
lisant Zx ne dépend que de I'orbite de M sous I’action des Z[G]-isométries
de T . Celle-ci est déterminée au théoreme 4.1.

Le schéma de la démonstration est le suivant : le quotient T'(Zx) est
étudié au paragraphe 2.2. On se ramene a la situation locale. Si F' est un
localisé de K, un élément de 'orbite du métaboliseur correspondant & Ap
sous le groupe des Z,[D]-isométries de Zp est déterminé au théoreme 3.4.
Dans la démonstration de ce théoréme intervient de fagon essentielle un
calcul d’indices tout a fait analogue & celui de D. Burns dans [Bu]. Ensuite,
on globalise les résultats locaux dans le paragraphe 4.

Le paragraphe 5 est consacré & la comparaison des Z[G]-réseaux
(Ak, Traceg g(z?)) lorsque K décrit les extensions abéliennes de Q de
degré impair.

Parmi les résultats antérieurs sur la structure de Z[G]-réseau de la
racine carrée de la codifférente, nous utilisons ici seulement le théoréme 2
de [E2] relatif au cas d’une extension cyclique d’ordre p de Q.

Les définitions suivantes seront utilisées dans toute la suite : soit R un
anneau principal ou un corps (on aura R = Z,Q, Z,,Q,,Fp) et soit k son
corps des fractions. Soit G un groupe; un R[G]-module hermitien V' est un
R[G]-module, tel que k®V soit muni d’une forme bilinéaire symétrique non
dégénérée b(z, y) telle que le groupe G laisse b invariante, c’est-a-dire : pour
tout z,y € V et pour tout g € G, b(g(x),g(y)) = b(z,y). Par exemple, V
peut étre un sous-R[G] module de k[G]. Les formes G-invariantes sur k[G]
sont du type A — T1(sAX) ou Tj est la forme linéaire T1(}" A\,9) = A1,
X — X Papplication linéaire déduite de I’application de G dans G qui & un
élément associe son inverse, et s un élément de k[G] vérifiant § = s. En
particulier, T (AX) = Y A2 est la forme usuelle sur k[G].

geG

On dit que deux R[G]-modules hermitiens sont R[G]-isométriques
s'il existe entre eux un isomorphisme de R[G]-modules qui soit aussi une
isométrie des formes bilinéaires (et on note V' ~pg(g V').
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Enfin, si R = Z ou bien Z,, le dual du réseau V est V* = {x €
k® V|b(z,V) C R}; c’est encore un R[G]-réseau. On dit que V est entier
si V. C V*, et dans ce cas, 'indice [V* : V] est le discriminant de V. On
dit que V est unimodulaire si V = V*.

Remerciements. — L’auteur remercie David Burns pour de profitables
discussions avec lui. Les résultats de son article [Bu] m’ont été fort utiles
pour ’établissement du théoreme 3.1.

1. Le Z[G]-réseau (Ig, Traceg q(z?)).

Dans ce paragraphe, on définit l'idéal Zx contenu dans Ag et on
détermine sa classe de Z|G]-isométrie (théoréme 1.7). En particulier, son
réseau de racines, c’est-a-dire le sous-réseau engendré par ses éléments de
longueur 1 et 2 (la longueur d’un élément est la valeur prise par la forme
quadratique Traceg /Q(:c2) sur celui-ci), est déterminé & la proposition 1.8.

1.1. Notations et définition de Zg.

Le corps K est toujours galoisien de groupe de Galois G sur Q et
de degré impair. L’ensemble P des nombres premiers ramifiés dans K est
la réunion disjointe des ensembles P.,, Py, Ps qui sont respectivement
I’ensemble des nombres premiers modérés, peu ramifiés mais non modérés,
et ramifiés mais non peu ramifiés dans K. Pour un nombre premier p,
on note son degré de ramification ex/q(p) = rpp™* avec 1, premier a p;
rappelons qu’alors r, divise p—1, et que le groupe d’inertie en p est cyclique.
On désigne par ¢k (p) le produit des idéaux de K au-dessus de p. On aura
besoin de distinguer dans I’ensemble [P, les sous-ensembles P o et P, ; qui
sont respectivement I’ensemble des nombres premiers p appartenant a P
tels que m,, soit congru & 0 et 1 modulo 2. Soit f le conducteur de K. Alors

f =TI p™*! et extension Q(Cs)/K est modérée.
p€EP

DEFINITION 1.2. — On pose Ik = [] ¢k (p)"» Ak avec

pePs
p”_lrp +1 simp=1 (mod 2)
2np = . 117)1,—_ 1
L Tp simp, =0 (mod 2).
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Le réseau dual du réseau (Zg,Tracex q(z?)) est le réseau (Zj,
Traceg q(z?)) avec I, = I, D' Il est bien sir équivalent de déterminer
la classe de Z[G]-isométrie de Zx ou celle de Zj.. Dans ce but, nous
allons montrer que I} est libre sur son ordre associé Ax et en donner
un générateur (théoréme 1.7). Comme, d’une part, la définition de A
est analogue a celle de 'ordre associé a ’anneau des entiers donnée par
Leopoldt, et que, d’autre part, le théoreme de Leopoldt intervient de
fagon cruciale dans la démonstration du théoréme 1.7, nous consacrons
le paragraphe suivant & un rappel de ce théoreme.

1.2. Le théoréme de Leopoldt [L], [Le].

Soit k une extension abélienne de Q, de groupe de Galois G. Leopoldt
décrit I'ordre associé 0y, de ’anneau des entiers Ok, montre que Oy est libre
sur son ordre associé et exhibe explicitement un générateur Ty de Oy sur Qi
(on trouve dans [Le] un générateur simplifié par rapport & celui donné par
Leopoldt dans [L]; c’est celui que nous utiliserons). On a donc Oy, = Q. Ty.

Nous utilisons les notations de [Le].

Soit f le conducteur de k, et soit :

D(f) = {d € N tels que ( I1 p)/d, d/f, d# 2(4)}
peP—{2}
et pour tout n € N :
gin)= [[ »~™.

vp(n)>2

La relation d’équivalence sur le groupe des caractéres de G définie
par :

X ~ Y <= q(fx) = q(fy)

a pour classes d’équivalence les ensembles :
@y = {x € G tels que ¢(fy) = ¢(d)}, d € D(f).
On définit encore :

Ga= () ker(x) ; ka=k""
XEPq
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Les idempotents ¢4 = Y. e, appartiennent & l'algebre Q[G] et
X€®q
permettent de définir Pordre suivant :

Q=Y  ZGle.

deD(f)

(Rappelons que e, = el Z x(g)g™1). Soit finalement :

1
Gl 7=

T = > Traceg(c,) k,(Ca)
deD(f)

ol (Cx)ken est un systéme projectif de racines de I'unité.

THEOREME 1.3 [L], [Le]. — Avec les notations ci-dessus, on a :

Or = Q. Ty

Il est intéressant de remarquer qu’en fait, le théoréeme de Leopoldt
donne non seulement la structure de Z[G]-module de I'anneau des entiers,
mais également sa structure de Z[G]-module hermitien :

COROLLAIRE 1.4.
(Ok, Tracey/q(z%)) ~z(g) (R, T1(sAX))

avec

s= Z [k : ka)? Z Fxex-

deD(f) X€Pa

Démonstration. — D’apres (2), (5) et Théoreme 1.b de [Le], on a :

(T =k kel () (- £)700

d
fx

et comme

T0)7(X) = fxo

il vient :

(1) (Telx)(Telx) = [k« ka]® fx-
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Le lemme 1.1 permet de conclure. O

1.3. I}, est libre sur son ordre associé; théoréme de structure
pour le Z[G]-réseau (g, Traceg g(z?)).

Dans ce paragraphe, le degré de K sur Q n’est pas nécessairement
impair, mais on suppose que le nombre premier 2 n’est pas ramifié dans K.
On conserve les notations du paragraphe 1.1.

On définit des idempotents de ’algebre de groupe Q[G] de la fagon

suivante : soit
p)
do=[]» ][ »
PEP,, pEP,, UP,

et
Ds(f) = {d € N tels que do/d et d/ f}.
Pour tout entier k, on pose

e(k)= [ »=®.
€P

PrEls
vp(k)>2

Soit G le groupe des caracteres de G; on dit que deux éléments x et 1 de
G de conducteurs fy, fy, sont équivalents si gs(fy) = ¢s(fy). Les classes
d’équivalence de cette relation d’équivalence sont les ensembles

U, ={x¢€ G tels que as(fy) = gs(d)}, d € Dy(f).

Si e, est 'idempotent de C[G] associé au caractére x de G on définit :

ey, = ., ey. Cesidempotents sont dans Q[G].
XEV¥4

On définit encore :

Gy, = () ker(x); Ky, = K%
x€¥q
et lordre de lalgebre Q[G] :
AK = Z Z[G]e\pd.

deD,(f)
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Remarques 1.5.

1) Les ordres Qg et Ak sont construits de fagon tout a fait semblable;
pour Ag, on “ignore” simplement les nombres premiers qui sont peu
ramifiés dans K. Si 2 n’est pas ramifié dans K et si aucun nombre premier
n’est pas ramifié dans K, ces deux ordres sont égaux.

2) Explicitons quelques cas particuliers. Si Py = @, alors Ag = Z[G).

Si P, = {p}, alors D,(f) = {dop*,0 < k < m,}. Soit, pour tout k, P
le sous-groupe d’ordre p* du groupe d’inertie en p de K. Si H est un sous-

1 R .
groupe de G, on pose ey = —= ». h. Alors, grace au lemme 1.6 suivant,

\H1 vt
on voit facilement que : ey, =ep, ,etey, . =e€p, , —e€p, ., pour
0

1 < k < mp. Avec la convention ep, = 0 si k > my,, + 1, on trouve pour
Pordre Ak :

Ak = Z Z[G](ePi - €P1‘+1)’

0<i<my
Nous aurons besoin des propriétés suivantes :

LeEMME 1.6. — Soit d € Ds(f). Alors :
(1) W4 est non vide.
(2) K¢, =KnQ()
(3) [K:Ky,]=f/d
Démonstration. — On paraphrase la démonstration du lemme 1 de
[Le]. Soit X (n) le groupe des caractéres de (Z/nZ)*. On identifie X (n) au

groupe des caracteres du groupe de Galois de Q(¢, ). Le corps K correspond
a un sous-groupe X de X(f).

Pour tout nombre premier p et tout entier m, X (p™*!) est le produit
direct de X (p) et d’un sous-groupe cyclique d’ordre p™ noté Y (p™). Le
groupe X (f), est lui produit direct des X (p™»+1!).

Ceci permet de définir la projection 7 :

T X(f) = [[Ye™).

pEPs

L’expression du conducteur f, d’un caractére x appartenant a X (f)
([Le],(1)) montre que la restriction de m & X est surjective (f est le ppcm
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des f, lorsque x parcourt X), et que, pour tout x, ¢ appartenant & X(f),

4s(fx) = as(fy) & 7(x) = 7(¥),

d’our (1). Il est équivalent de montrer (2) ou de montrer que le sous-groupe
engendré par ¥, et noté < Uy > est égal & X N X (d).

L’inclusion < ¥4 >C X N X(d) est évidente. Réciproquement, soit y
un caractere de K appartenant & X (d). Alors son conducteur divise d. Soit
x' un élément de Uy; il est facile de voir que, comme gs(x) divise gs(x’),
m(x) appartient au sous-groupe engendré par 7(x’).

Alors, si 7(x) = 7(x')*, m#(xx"" k) = 7(x’) et donc x appartient &
< Uy >.

L’égalité (3) se déduit directement de (2). O
On suppose désormais que le degré de K sur Q est impair.

Avec les définitions de 'introduction et des paragraphes précédents,
nous sommes en mesure d’énoncer le théoreme de structure pour le Z[G]-
réseau (Zg, Tracek g(z?)).

THEOREME 1.7. — Soit K une extension abélienne de Q de degré
impair.
(1) II existe un élément explicite tx de K tel que I}, = Ag .tk.

(2) L’application A — \(tx) induit la Z|G]-isométrie :
(T Tracek g(2?)) ~zia) (Ak, Ta(s™'AN))

avec

= > a/f 3 (11 p)ex

deDs(f) XE¥Yy PEPs
fo

(3) Par dualité on a :

(IK,TraceK/Q(a:z)) ~ZG) ( @ Z[G]ewd,Tl(SAX)>
dEDs(f)

avec
Z|G)®¥e = {\ € Z|G) tels que leg, = A}

(cette somme est une somme orthogonale de Z[G|-réseaux).
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La démonstration du théoreme 1.7 est ’'objet des paragraphes 1.4 et
1.5. En particulier, I’élément tx est donné au paragraphe 1.5. On définit
une extension L de K, abélienne sur Q, et un idéal J; de L tel que
T} = Tracer;x(Jr). On applique ensuite les théoremes de Leopoldt et
de B. Erez pour montrer que cet idéal est libre sur son ordre associé et
pour en donner un générateur.

Le systeme de racines d’un réseau entier est I’ensemble des vecteurs
sur lesquels la forme quadratique prend la valeur 1 ou 2 (il est souvent
confondu avec le réseau que ces vecteurs engendrent). La proposition
suivante donne le systéme de racines de (T, Traceg g(x?)). Les notations
sont celles de [CS]. La somme orthogonale de k réseaux isométriques a R
est notée RF.

ProprosiTION 1.8.

1) Pour d différent de dy, (Z[G]°¥4,T1(sA\)\)) est pair et son rang est
égal au cardinal de 4. Ce réseau a pour minimum 2 si et seulement si les
deux conditions suivantes sont remplies :

(i) g¢s(d) est une puissance d’un seul nombre premier p

(if) pour tout q € Ps 1 et pour tout x € Vg, g divise f,
— [G:G\pd/p]
et dans ce cas, (Z[G]*¥4,T1(sA\\)) ~ A, .
2) Pour d = dy, le réseau (Z[G]°¥4,Ty(sA\)) est impair. I représente

1 si et seulement si P ; est vide, et dans ce cas il est isométrique au réseau
ZHwa:Ql,

Si P51 est non vide, son systéme de racines est A{f':_ﬂl, ou H =
Gal(Ky,/Q) et J est lintersection des groupes d’inertie des nombres
premiers appartenant a Py de I'extension Ky,/Q (avec la convention :

Ay = 2).

La démonstration de la proposition 1.8 est ’objet du paragraphe 1.6.

Exemples 1.9.

1) Supposons que Py = @. Alors Tx = Ak, Ax = Z[G] et s = 1.
On retrouve 1'énoncé du résultat de B. Erez ([E1]) : si 'extension K/Q
est peu ramifiée, alors on a la Z[G]-isométrie : (Ag, Tracek q(2?)) ~zq)
(ZIG], Ty(AN)).

2) Supposons que Ps = {p}. L’ordre Ak a été explicité au point 2) de
la remarque 1.5.
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La proposition 1.8 montre que
(T, TraceK/Q(xz)) ~ Ry ® A’;_l

ot k = |G| =[G : Pp,] et Ry est le terme correspondant & dy dans les
notations du théoreme 1.7(3). Sim, =0 (mod 2), Ry ~ ZEFml (c’est le
point 2) de la proposition 1.8). Si m, =1 (mod 2), notons G’ = G/Pp,,
et C le sous-groupe d’ordre r, de G’ qui est I'image du groupe d’inertie en
p. Alors, on voit par le théoréeme 1.7 que

Ro ~zic) (ZIG'), Ti(((p — Dec + 1)AN)).
En termes de réseaux, Rg = R[IG,:C], ou R; est un réseau de rang 7,

p—1

de discriminant p, dont une matrice de Gram est (s; ;) avec s;; =
T
p

Sii#jets = —
Tp

minimum 2 et contient la somme orthogonale < pr, > @Arp_l, ou < prp >

désigne le réseau de rang 1 et de discriminant pry,.

+ 1 si + = j. Remarquons que R; est impair, de

Or, on peut vérifier facilement que, dans les deux cas, Ry = I;P m o=
A™ . Clest donc un invariant de la classe de Z[G]-isométrie de Ag. Quant
au terme A’;_l, c’est un systeme de racines contenu dans A}{_ep ™ et de
méme rang. Si p # 3,5, A’;_l n’est contenu dans aucun autre systeme de
racines de méme rang, donc c’est le systéme de racines de A}(_e” ™ et c’est
encore un invariant de la classe de Z[G]-isométrie de Ag. Sip =3 ou 5, il
peut étre contenu dans une somme de Eg ou de Eg. Mais, si p = 3 ou 5,
alors r, = 1, et I'extension K/Q est un cas particulier de celles qui sont
étudiées dans [BE] et [B]. Comme on le montre dans ces articles, le systéme
de racines de Ak est effectivement, lorsque p = 3, soit une somme de Eg,
soit une Eg.

1.4. L’extension L de K et 1’idéal 7.

Soit k, l'unique sous-extension de degré p sur Q de Q((,2). Soit
7=1/( II »*)- On pose

pEPr

L=Q(¢s) H kp.

pEP,,
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Alors K est inclus dans L et L est le composé arithmétiquement
disjoint des corps L, avec L, = k, pour p € P, et L, = Q(Cpmp+1) pour
p € P, UP;. Il est donc légitime d’identifier L et le produit tensoriel de ces
corps. On pose :

Jo=[[7®
p/f
avec
p~E 0L, sip € P
_ -1 sipeP
j(p) P mqu+2 pmptl_,mp P P
p~ "z B 2 sipe Py UPso

ou ‘B est I'unique idéal de L, au-dessus de p.

LeMME 1.10.

Tk = Tracer x(JL)-

Démonstration du lemme 1.10. — C’est un calcul facile. De la
connaissance de la suite de ramification de L/Q et du fait que ’extension
L/K est modérée, on déduit la valuation en @x (p) de I'idéal Ag, et donc

de I;(- = H ¢K(p)_n”.AK.
pEPs
mp+
On trouve que la partie au-dessus de p de Zj, est égale & : p‘pTl Ok
mp+2

. N rpp TP A1
Sip € Py, cta:pE gx(p)iT sipe P,y

On conclut ensuite en utilisant la formule : si J = [[¢r(p)®» est
p

un idéal de L alors Tracer x(J) = [[¢x(p)» avec pour tout p, t, est
I3

+6p

s
égal a la partie entiere du quotient : ou 6, est la valuation en

P
o1 (p) de la différente relative de L/ K et e, est le degré de ramification de
L/K ([U]). 0

Soit G, le groupe de Galois de L sur Q. On a défini au paragraphe
1.3 Pordre Ay, de l'algebre Q[G]. Remarquons que 'ensemble D;( f) relatif
a L est le méme que celui de K.

Soit 7 1'élément de Q((,) vérifiant m2 = (—1)%1]). On pose

tL‘—’Htp

p€eP
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avec

p~ 11+ ’I‘raceQ(sz)/kp(gpz)) sip € Py

7n2+1
tp=4p "% T, sipePsy
mp+2
p- ,,2 7rTLp sipe P
avec les notations du paragraphe 1.2.
LemMmE 1.11. — Avec les notations précédentes,

JL=Ap.tp, = {)\(tL),/\ € AL}

et, pour tout x € CfL, si xy € Uy,

-1

b= [ | 35

PEPs 1
P)ffx

Démonstration. — Comme L est le produit arithmétiquement disjoint des
Ly, le groupe G L est le produit direct des groupes de Galois G, ; leAgroupe
des caracteres G, est le produit direct des groupes de caracteres G, et le
conducteur f, d’un carafctére x de G, est le produit des conducteurs f,,
des composantes x, € G, de x. L’ordre Ay, s’identifie donc avec le produit
des ordres A, de Q[GL,].

De plus, sit = [] t, avec t, € Ly, alors, pour tout caractere x de Gy,
peP

(t|x) = II (tp|xp)- Il suffit donc de démontrer que, pour tout p appartenant
peP

aP, J(p) = Ar,.t, avec, pour tout x € GALP, et si x € ¥y,

‘1%2 sipePsret x=1

i

ipelP, et 1
(o)) = sip€Po et x#

sip € Py,

sip€Pp UPgp.

H
Q_Lb &L:»

1) Si p € Pp, alors on vérifie facilement que J(p) est la racine carrée
de la codifférente de L,. D’apres le lemme 2.e de [E2], J(p) = Z(GL,|.tp

avec, pour tout caractere x de Gr,,, (t|x)(tplx) = 1. Or A, = Z[G,].
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2) Si p € P, 1, alors on applique le théoréme de Leopoldt. D’apres la
mp+l

remarque 1.5, Q= A, ; donc J(p) = Ap,.t, avect, =p~— 7 Tp,.

Si x est un caractére de Gr,, (t,|X)(tplx) = p~ ™+ (T, |X)(T¢, |X).

Comme le conducteur de L, est p"»+!, I'ensemble D,(f1,) est égal &
{p,p?,...,p™**1}. Donc, si d € Ds(fL,) et si x € Uy n'est pas le caractére
trivial, alors f, = d (par contre, si x =1 alors f, =1 et d = p).

La formule (1), le lemme 1.6(3) et les remarques précédentes établis-
sent la formule annoncée.

3) Supposons enfin que p € P, UP; 0. L’idéal J (p) de Ly = Q((mp+1)

mp+2

est engendré par p~ 7~z . Donc, d’apreés le théoreme de Leopoldt et la
remarque 1.5,

mp+2 m 2

ot
Jwp)=p "2 wlAr, Tr,={p" "2 nATr,),A\€AL,}.

Nous allons montrer que

mp+2 mp +2

Jp)=Ar,p” 3 7Ty, ={\p~ "2 nTL,),\€AL,}.

Soit, pour 1 < k < my, P I'unique sous-groupe de Gal(L,/Q) d’ordre
p*. D’apres le point 2) de la remarque 1.5, les idempotents définissant A L,
sont : 1 —ep,,ep, —ep,, ©y€Pp, 1 ~ €Pp »€Py -

Ils appartiennent tous & lalgebre Q[Gal(L,/Q((p))], donc vérifient :
pour tout 2 appartenant & Ly, e(rx) = me(x). Sig € G, alors g(7) = £.
Donc, si A € Z[GL,], alors pour tout x appartenant a L,, il existe
N appartenant a Z[Gr,] tel que A(mz) = mA'(z). Finalement, on a :
Ap,.wTy, =7nAp,.TL,, d’ou Pexpression annoncée de J ().

Il nous reste & calculer (t,|x)(t,|x)-
(tp1X) (t1x) = p~ "2 (n T, |x) (T, [x)-
Soit xo l'unique caractere d’ordre 2 de G,. Alors on voit facilement
que :
(nTp,x) = (TL,[xX0)-

De plus, les conducteurs de x et de xxo sont égaux, sauf si y = 1
auquel cas f, =1 et f,,, = p. Les caractéres x et xxo appartiennent donc
au méme ¥g, et de plus : fy,, = d. Compte tenu du fait que =7 = p, on
conclut comme au 2). O
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1.5. Fin de la démonstration du théoréme 1.7.

Soit H le groupe de Galois de l'extension L/K. On note toujours

en =1/|H| 3 h.
heH

Par le lemme 1.11, J;, = Ap.tp. Par le lemme 1.10, I}, =
Tracer,x (Jr). Donc :

I;( = TraceL/K(JL) = IHIeH(jL) = ALeH.TraceL/K(tL).

Dans l'isomorphisme entre les algebres Q[Gleq et Q[G] donné par :
Q[Grlen — Q[G]
gey — g modulo H
Pordre Apey est envoyé sur Ag. En posant
tx = Tracer /i (tL)
on a donc :
Iy =Axtx

avec, si x est un caracteére de G, c’est-a-dire un caractere de G dont le
noyau contient H,

-1

(trl)Exl) = Ech)l) = | I »| 5

peﬂi’syl
P{fx

cette derniere égalité provenant du lemme 1.11. On conclut ensuite avec le
lemme 1.1. a

1.6. Démonstration de la proposition 1.8.

Posons Ry = (Z[G]°¥4,T1(sA)\)).

1) d # dp. Le réseau Ry est pair car ¥4 ne contient pas le caractere
trivial, ou encore parce que Ry C Ax N{z € K, Tracegg(z) = 0} (voir le
lemme 10.2 de [E1]).

Supposons les conditions (i) et (ii) réalisées. Posons g,(d) = p*.
D’apres la définition de Wy, x € ¥y & ¢5(fy) =pF & fy/d et f, {d/p; or
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> ex =eg,, d’aprés le lemme 1.6(2), donc :
fx/d

ey, = egwd - eG‘I’d/p .

De plus, seg, =d/f > ey, = ;eq,d, d’apres la condition (ii) et
x€E¥q IG‘I’dl
le lemme 1.6(3). On a donc :

)

Ry ~ziq) (Z[G) 7% vars Ti(ON).

1
’ |G‘I’dl

. , . - L A GG,
Or ce dernier réseau est isométrique a A, 4P’ grace au lemme

suivant, et grace au fait que [Gy, : Gy,,,] = p (lemme 1.6(3)) :

LEmME 1.12. — Si H et H; sont deux sous-groupes de G tels que
H, C H, alors

I R ;
(e (TN 2 A

et les vecteurs minimaux sont les (g9 — ¢')|Hilen, avec gHy # ¢'H; et
gH =¢'H.

Réciproquement, supposons que le minimum de R, soit 2. Si le
caractére x appartient & Wy, alors il est non trivial, et son conducteur

divise d. Or
E ex = €Gy, — €G;
fx/d
x#1

donc

Ra C (Z[G]“%a ™) Ty (sAN)).

Si s est un élément de Q[G] vérifiant § = s, on montre facilement
que la forme T;(sA)) est positive si et seulement si x(s) est positif pour
tout caractére x de G, et que les éléments A de Q[G] isotropes, c’est-a-
dire tels que Ti(sAX) = 0 sont ceux pour lesquels x(\) = 0 dés que
x(s) = 0. Cela montre en particulier que, pour le s du théoreme 1.7,

T1 (S)\X) Z

| Tl(erd A)). Or d’apres le lemme 1.12, le minimum du
Wy

_ 1
réseau (Z[G)““va ee)

e lTl()\X)) est 2, et est atteint sur les éléments
Wq




636 CHRISTINE BACHOC

(9 — 9)|Gy,lecy, avec gGy, # ¢'Gy,. Une condition nécessaire pour
que R, ait pour minimum 2 est donc que I'un au moins de ces éléments
appartienne a Z[G]*%a.

Posons © = (9 — ¢')|Gy,leq,, avec g'g™" ¢ Gy,

z € Z[G]*%e & xey, = x

& (g—g)ey=0si x ¢ ¥y et Gy, C ker(x)
sggte ﬂ ker(x).
XE¥q
Gy , Cker(x)

d

Une condition nécessaire pour que Ry ait pour minimum 2 est donc
que cette derniere intersection soit différente de G'y,. Montrons que cette
condition n’est pas réalisée si ¢s(d) a deux diviseurs premiers. On a :

ﬂ kery = ﬂ kery = ﬂ Gy,

X¢¥y XEY 31 d’/d

Gy, Ckerx d'/d, d'#d d’#d
or, si d a deux diviseurs premiers distincts, on peut trouver dans D,(f)
deux entiers d’ et d” divisant d et tels que d/d’ et d/d" soient différents

de 1 et premiers entre eux. Alors, grace au point (3) du lemme 1.6,
Gy, NGy, =Gy,

On a donc gs(d) = {p}, et ey, = egy, — €Gy,, - Toujours d’apres le
lemme 1.12; pour que le minimum de Ry soit 2, il faut et il suffit que Ry
contienne un élément de la forme z = (9 — ¢')|Gy,lec,, avec g’g“1 ¢ Gy,

gg! € Gy,,,, et z isotrope pour la forme T1(< G lecwd>)\)\>
Vg

Cette derniere condition conduit & demander que x(z) = 0 pour tout
x appartenant & E = {x € U4|3¢ € Psilg t fy}, cest-a-dire que
gg7te Nyeeker(x).

Or, lindice [Gy,,, : Gy,| est égal & p d’aprés le lemme 1.6(3), donc
Gy, et g'g~! engendrent Gq;d/p. Si l’ensemble E est non vide, et si x
appartient a E, on aurait donc Gq;d/p C ker(x), soit x € ¥y, ce qui
contredit le fait que x € ¥,. L’ensemble E est donc vide, ce qui est la
condition (ii).

2) d = dy. Alors x € Vg4, si et seulement si f, divise dy, donc
ev,, = erdO et

= (Z[G) %40 | Ty (sAN)).
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En posant G’ = G/Gy,,, on voit facilement que

Ray, ~zic) (Z[G'), T1(s'AN) avec 5" = Z ( H p) ey

XEVy “PEPs 1

P'ffx
SiPs 1 = &, alors

Ry, ~zic) (ZIG'), Ty(AX) ~ 2/ ¥ao],

Si Ps1 # @, montrons que le minimum de R4, n’est pas égal & 1 :
comme la forme Tj((s’ — 1)A)) est positive, un élément de carré scalaire
égal & 1 de Ry, serait un élément g appartenant & G’ et isotrope pour la
forme T1((s’ — 1)A)), c’est-a-dire tel que x(g) = 0 deés que x(s') # 1. Or
x(g) = 0 est impossible.

Le minimum de R4, est donc au moins 2. Un élément de carré
scalaire égal & 2 est de la forme g + ¢’, avec g £ ¢’ isotrope pour la
forme Ti((s' — 1)A)), c’est-a-dire tel que x(g = ¢') = 0 dés que x € E.
Comme 'ordre de G est impair, il est impossible d’avoir x(¢g + ¢') = 0.
Un élément de carré scalaire égal & 2 est donc de la forme g — ¢/, avec
gg ! e pepﬁ ) ker(x). Cette derniére intersection est égale a l'intersection

Pffx
des groupes d’inertie en p de l'extension Ky, /Q lorsque p parcourt Py 5,

et on voit facilement que ces éléments forment le systeme de racines
annonceé. ]

1.7. Compléments sur le groupe des Z[G]-isométries
de (Ik,Tracek g(z?)).

Dans ce paragraphe, nous mettons en évidence un sous-groupe du
groupe des Z[G]-isométries de (Z, Trace g(¢?)) dont nous aurons besoin
au paragraphe 4.

On a défini au paragraphe 1.4 une extension L de K, et un idéal [J, de

L tel que : Jr = [] J(p). Supposons maintenant que p appartienne a Ps.
peP

Au cours de la démonstration du lemme 1.11, on a vu que J(p) = A, .t,.
Le point 2) de I'exemple 1.5 montre que I'ordre Ay, est égal & :

ALP = Z Z[GLp](ePz‘ - ePz+1)

0<i<my
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ol P; est le sous-groupe d’ordre p* de G L, e qui conduit & la décomposition
en somme directe orthogonale :

j(p)= @ Z[GLP](epi—ele).tp.

0<i<m,

Pour tout € = (¢, €1, ..., €, ) appartenant a {£1}m»*+1 Papplication
fp,e définie dans cette décomposition par :

fp,e( Z xi)= Z €;T;

0<i<my 0<i<my

est une Z[Gyp,]-isométrie de (J(p),Tracer, ,q(2?)). L’ensemble de ces
Z|Gy,]-isométries forme un groupe isomorphe & {£1}™r*1

Comme le réseau (Jr,Tracer g(z®)) est le produit tensoriel des
(J(p), Tracer /o(2?)), on obtient un groupe de Z[Gp]-isométries de Jp
isomorphe & [] {£1}™*! en considérant 'ensemble des f = T[] fp.

pEPs pePs
lorsque les € parcourent les {£1}™»*1. Ce groupe sera noté Is.

Comme Zj, = Tracer x(JL), et que les éléments de Is sont des
Z|G]-isométries, ils stabilisent Zj, et forment donc un sous-groupe du
groupe des Z|G]-isométries de T, (et donc de Zg).

2. Réseau et forme de torsion.

2.1. Généralités.

Soit R un Z-module ou un Zy-module hermitien entier pour la forme
bilinéaire symétrique b(x,y). Le groupe fini T(R) = R*/R est muni de la
forme bilinéaire symétrique induite par celle de R :

T(R) x T(R) — Q/Z (ou Q,/Z,)

(z,9) = b(@,9) = b(z,y).
Elle est non dégénérée, c’est-a-dire qu’elle induit un isomorphisme
entre T(R) et Homz(T(R),Q/Z) (ou Homgz, (T(R),Qp/Zy)). Si U est un

sous-groupe de T'(R), on note U+ = {z € T(R)|b(x,U) = 0} 'orthogonal
de U pour b.

Soit s la surjection canonique s : R* — T'(R); il est bien connu que
lapplication L — s(L) établit une bijection entre I’ensemble des réseaux
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L tels que R C L C R* et ’ensemble des sous-groupes U de T(R) avec les
propriétés suivantes : L est entier si et seulement si U C U+ et dans ce
cas [L* : L] = [U* : U] (cf [Ba]). En particulier, L est unimodulaire si et
seulement si UL = U. On dit alors que U est un métaboliseur de T'(R).

Si, de plus, R est un Z[G]-réseau, alors le groupe G agit sur T(R)
et conserve la forme b. Les Z[G]-réseaux L vérifiant R C L C R* sont en
bijection avec les sous-groupes U stables par G.

Une isométrie de R conserve nécessairement R*; d’ou un homomor-
phisme du groupe des isométries de R dans celui des isométries de (T(R), b).
Deux réseaux L et L’ intermédiaires entre R et R* sont échangés par une
isométrie f de R si et seulement si les sous-groupes U, U’ de T(R) corres-
pondants sont échangés par l'isométrie de T'(R) induite par f. Il se peut par
contre que L et L’ soient isométriques sans qu’aucune isométrie entre eux
ne stabilise R. Cette situation est évitée si, par exemple, R est un systéme
de racines non plongeable dans aucun autre systéme de racines.

Exemple 1. — R = Ry L Ry avec T'(R;) ~ Z/pZ ou p est un nombre premier
impair. Alors la forme b est & valeurs dans %)Z/ Z; on la remplace par pb qui

est & valeurs dans Z/pZ. Ainsi T(R) est un plan vectoriel sur le corps fini
a p éléments muni d’une forme quadratique non dégénérée. Il y a alors soit
aucun sous-espace isotrope non réduit & {0}, soit deux droites isotropes,
échangées par 'image de 'isométrie de R donnée par : 1 + 22 — 21 — Z3.
Les deux réseaux unimodulaires définis par ces deux droites isotropes sont
échangés par cette méme isométrie.

Exemple 2. — Idéaux de F,[G]. Soit G un groupe cyclique d’ordre n impair.
On pose n = p™r et on suppose que r divise p — 1. Nous aurons besoin
d’une description des idéaux de Fp[G] totalement isotropes pour la forme
T1(A)) (c’est-a-dire des idéaux sur lesquels la forme est nulle).

Posons G = P xC ou P est d’ordre p™ et C' est d’ordre r. On identifie
I'algebre IF,[G] avec le produit tensoriel sur IF,, des algebres F,[P] et F,,[C].

Soit o un générateur de P ; Panneau F,[P] est un anneau local, d’idéal
maximal I'idéal d’augmentation

A=SA=) gl Y A =0p =F,[P|(1-0).

geP gerP
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Les idéaux de F,[P] sont les A¥ pour k = 0,1, ...,p™. La dimension de A*
sur IF, est m — k.

Comme 'ordre de C est premier & p, anneau F,[C] est semi-simple.
Comme r divise p — 1, les caractéres de C' sur une cloture algébrique de F,
sont a valeurs dans Fy,. On note C' leur groupe. Alors

Fp[C] = @IF,,[C]@G = @Fpe@
oeC 6eC
et tout idéal de F,[C] est la somme de certains Fpeg.

Le lemme suivant décrit les idéaux de F,[G] :

LEMME 2.1.

1) Tout idéal de Fp[G] est de la forme :

J = P(A* ®F, Fpep)
ocC

avec kg € {0,1,...,p™}.
2) L’idéal J est isotrope pour la forme standard T} (A)) si et seulement
si:
p"+1
2
ko + kg-» > p™ pour tout § € C' — {1}.

ky >

3) L’idéal J est isotrope et maximal pour 'inclusion si et seulement

si les inégalités précédentes sont des égalités. Dans ce cas, sa dimension sur

n—1
F, est .
P 2

Démonstration. — Soit J un idéal de F,[G]. En tant que F,[C]-module,
celui-ci est semi-simple. Donc J = @ Jey. Fixons 6 € C'; soit p(J) = {z €

9eC
F,[Pllz ® eg € J}. Alors p(J) est un idéal de F,[P] et Jey = p(J) ® Fpep.
Comme p(J) est une puissance de l'idéal d’augmentation A de F,[P], on
obtient I'expression de 1).

Comme le groupe G laisse la forme T} (A)) invariante, les sous-espaces
Jeg et Jeg sont orthogonaux si @' est différent de §~1. 1l est facile de voir
que Jeg et Jeg-1 sont orthogonaux si et seulement si A* et A*o-1 le sont,
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et que l'orthogonal de A* pour T;(A\) dans F,[P] est A™~*. On obtient
alors les conditions de 2) et 3). O

2.2. Description de T(Zk); réduction a la situation locale.

Nous voulons décrire le Z[G]-module de torsion T'(ZTx ) = Zj; /Zx muni
de la forme induite par la forme Tracef g(z?). Notons :

Ix = [[ex " 5 Ax=]]®x®™ ; Ti =[] 2x®™

peP peP pEP
ol t, = up + nyp avec les notations de la définition 1.2.

En tant que Z[G]-module, T} /I ~ & (Px(p)*/Pk(p)'). Les
pEP
termes de ce quotient correspondant a un nombre premier n’appartenant

pas a Ps sont nuls. Chaque terme de cette somme directe est annulé par p :
en effet, d’apres la donnée de n,, il est facile de vérifier que p®x (p)® C
@i (p)tr. De plus, cette somme est orthogonale pour la forme induite par la
forme Traceg /q(z?), que nous noterons T'(z, y) : en effet, si p et ¢ sont deux
nombres premiers distincts de P, on peut trouver une relation de Bezout
1 = pu + qu. Alors, si z,y sont deux éléments de T'(Zk) tels que px = 0 et
qy=0,ona:T(z,y) = (pu+q)T(z,y) = ul(pz,y) +vI(z,qy) = 0.

Comme le réseau Ag est unimodulaire, I'image de la racine carrée de
la codifférente dans T'(Zk ) par la surjection canonique est un métaboliseur
de T(Zk). On voit que celui-ci est la somme orthogonale de métaboliseurs
des quotients @ (p)*» /@ x (p)tr, qui sont les images de ®x (p)¥».

Notations. — Pour tout nombre premier p appartenant a P, on fixe
un idéal P de K au-dessus de p. Les notations Kgq, Dy, Ip désignent
respectivement le complété de K en ‘B, le groupe de décomposition et
d’inertie en ‘B. On définit de facon évidente les idéaux Ak, Tk, de Kgp.
Ce sont les complétés de Ag, Zx en B. Ils sont naturellement munis d’une
structure de Zj,[Dg]-module hermitien pour la forme Traceg, g, (2?). Le
quotient T'(Zk,) = Tk, /Tk, est muni de la forme induite par la forme

Tracek, /q, (x?) (& valeurs dans %ZP/ZP = %Z/Z).

Par ailleurs, soit k£ un corps, G un groupe et H un sous-groupe de

G. Soit (V,b(z,y)) un k[H]-module hermitien. Soit V' = V ® k[G] le
k[H]

k[G]-module induit par V. Alors V' est muni d’une structure naturelle de
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k[G]-module hermitien pour la forme b(x,y) obtenue par linéarité a partir
des formules suivantes : pour tout g, ¢’ € G et pour tout z,y € V

- b(z,g'g y siglgteH
b(x®g,y®g’)={0( ) siglg-! ¢ H.

Remarquons que, en tant qu’espace hermitien, (V’, I~)) est la somme ortho-
gonale de [G : H| sous-espaces isométriques & V. Dans la suite, tout module
induit d'un module hermitien est, sauf mention explicite d’une autre forme,
muni de cette structure de k[G]-module hermitien. La forme b est appelée
forme induite de b.

ProproOsITION 2.2. — Pour tout nombre premier p appartenant a P,
soit P un idéal de K fixé au-dessus de p. Alors :

T(Ik) ~zq) @ (T(Zky) ®F, D) FplG]).
pEPs
Si s (respectivement s,) est la surjection canonique s : Ix — T(Zk)

respectivement s, : Ik, — T(Zk,)), alors par I'isomorphisme précédent :
P P » b

s(Ak) ~ziq) @ 5p(Aky) ®F,[Dy) FplG].
p€EPs

Démonstration. — Fixons un nombre premier p appartenant a P,. On a
une isométrie canoniquement définie de Q,[G]-modules hermitiens :

a : K®eQ, — Ky ®q,|D) Q,[G]

ou K ® Q est muni de la forme Qp-linéaire déduite de TraceK/Q(xz), et
Ky ® Qu[G] est muni de la forme Trace,, g, (z°) décrite ci-dessus.

La restriction de « induit les Z,[G]-isométries de Z,[G]-modules
hermitiens suivantes :

a Ak ®z Ly — Aky @z, (0] ZplG]

a Ty Qg L, — I}}m ®z,|D) Zy|G)

a Ik ®z Ly — Iky ®z,D) ZplG].
Par passage au quotient on obtient :

Tk ®2 Ly/Ik ®z Lp ~¥,[c) Liy/Try O, (D) FplG]
Ax ®z ZP/IK ®z Ly ~F,[G] AK(,;/IK‘;; ®F,[D] ]FP[G]
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otl les quotients sont munis des formes T correspondantes et les modules
induits des formes induites. Cela termine la preuve. | O

Remarque. — Par la proposition précédente, nous sommes ramenés a
déterminer le métaboliseur de T'(Zk,,) correspondant & Ag,,. C’est 'objet
du paragraphe suivant.

3. Le métaboliseur de T'(Zr) associé a la racine carrée
de la codifférente dans le cas d’une extension F' de Q,.

Dans ce paragraphe, F' est une extension finie de @, galoisienne de
groupe de Galois D et de degré impair. Le nombre premier p est impair
(en effet on se restreint aux corps F' qui sont des complétés de K aux
places appartenant & P, et méme & Ps). On note I le groupe d’inertie de
I’extension. Celui-ci est d’ordre e = p™r avec r divisant p—1, et est cyclique.
Soit, pour tout i tel que 0 < i < m, P; le sous-groupe de I d’ordre p® et
soit C' le sous-groupe de I d’ordre r. Pour tout sous-groupe H de D, on
pose eg = = > h avec la convention ep, = 0sii>m+ 1.
|H| neh

L’idéal Ar est la racine carrée de la codifférente dans F'; 'idéal Zg
est défini par : Tp = P"* Ap ot n, est donné a la définition 1.2. Ce sont des
Z,[D]-modules hermitiens pour la forme Tracep,q, (¢?). La forme induite

par celle-ci sur le quotient T'(Zr) = Z}./ZF est a valeurs dans %ZP /Zyp (on

se restreint au cas ou p appartient a Py ; alors ce quotient est non nul et est
annulé par p, voir paragraphe précédent); on obtient une forme a valeurs
dans Z,/pZ, ~ F, en la multipliant par p, que I’on note encore T'.

Le couple (T(Zp),T) est donc un Fp[D]-module hermitien. Sa struc-
ture est décrite a la proposition 3.2.

3.1. Description de (T(Zr),T).

La localisation du résultat du théoreme 1.7 montre que 'on a une
Zp|D)-isométrie explicite :

3) (I}, Tracer)q, (%)) ~z, (0] (Do<icmZplI](ep, — €p,,,),
Ti(sAX)) ®z,1) Zp[D)
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Z pi(ePz’ - ePi+1) sim=0
0<i<m (mod 2)
avec s =

Z pi(eP-; - ePi+1) +pm(epm - 61) +pm—1e[ sim=1
0<i<m—1 (mod 2).

La proposition suivante décrit le F,[D]-module hermitien (T'(Zr), T).

ProposITION 3.2.

(T(Zp),T) ~, (D] (1<§B<m(FP[I/Pi]7 ~T1(AN) & A,) ®, 1) Fp[D]

{0} sim=0 (mod 2)

avec A, = p— 1:52)
T

(Fp’m — —

sim=1 (mod 2).

Démonstration. — Pour tout sous-groupe H de I, notons sy la surjection
canonique : sy : I — I/H. Soit R un anneau quelconque, sy s’étend par
linéarité sy : R[I] — R[I/H] et application suivante :

(4) R[Iley — R[I/H]

Aeg — sp(A)

est un isomorphisme de R[I]-modules, et méme une isométrie si R[I]

— 1 —
est muni de Ti(aegAN) et R[[/H] de Tf?lTl(sH(a)/\)\) (pour tout a
appartenant & Fr(R)[I]).

Le terme A, est la contribution du dernier terme de la somme ortho-
gonale dans (3). Lorsque m = 0 (mod 2), celui-ci est (Z,[I]ep,., T1(ep,, AN))
qui est par (4) Z,[I]-isométrique & (Z,[I/Py], T1(AX)). Ce dernier réseau
est unimodulaire, donc il donne {0} dans T'(Zr). Lorsque m = 1 (mod 2),
ce dernier terme est Zp[I]-isométrique a

(ZP[I/Pm],Tl«%eI/pm +(1- e,/pm))AX)>.

Posons J=1/P,,; J est d’ordre r. Le dual de ce réseau est ((p-1)e+1)Z,[J].

L’homomorphisme A — 3" A, modulo p induit un isomorphisme :
geJ

Zp[J)/((p — Vey + 1)Zy[J] — Zp/pZp ~ Fy.
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De plus,

-1 -1
4 +1= _P modulo Z
pr pr

Tl(%eJ-F(l—eJ)) =—

-1
p 22
r

donc la forme induite sur F, (multipliée par p) est 2 — —
(rappelons que r divise p — 1).

Il reste & examiner la contribution des termes Z,[I](ep, —ep,,,) pour
0 <i<m—1. Grace a (4), il suffit de considérer le cas i = 0, c’est-a-dire le
Zy[I)-module hermitien (Z,[I)(1 —ep,), T1(AX)). Son dual est Z,[I](—¢#1).
On vérifie que I'application :

Zp[I|(1 = ep,) — Fpll/ P1]

l—epl E Sp SP1

gel

ou s, est la réduction modulo p, induit une F,[I]-isométrie du quotient
ZplT)(1 = ep,) /T, 1))

muni de la forme induite par 77 (AX) (multipliée par p) sur F,[I/P;] muni
de =Ty (MN). O

Remarque. — Remarquons que la dimension de T'(Zr) comme F,-espace
vectoriel est paire. C’est une condition nécessaire pour l’existence d’un
métaboliseur, qui est ici un sous-espace totalement isotrope maximal au
sens de ([L], chapitre 1). Le sous-paragraphe suivant décrit celui qui est
associé & Ap.

3.2. L’image de Ap dans T'(Zp).

On voit a la proposition 3.2 que la structure de F,[D]-module hermi-
tien de T'(Zr) ne dépend que de la ramification dans F. C’est aussi vrai
plus généralement pour un corps global K.

Par contre, le métaboliseur de T'(Zr) associé & Ap va dépendre de la
nature du corps F', comme le montre le théoreme 3.4, et ce pour les mémes
raisons qui faisaient que la structure de module sur I'ordre maximal de Ag
ne dépendait pas uniquement de la ramification dans K ([Bu]).
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Nous rappelons quelques notations de [Bu] : soit m une uniformisante

de F. L’application :

C—F

g g(m)/xm
est un isomorphisme de C' sur un sous-groupe de racines de l'unité du
corps résiduel F de F, indépendant du choix de 7 ([S], chapitre IV ).
Soit Cloc = Hom(C, @;) le groupe des caracteres locaux de C (en fait
Cloc = Hom(C,Qy) car l'ordre de C divise p —1). Soit xr 1'unique élément
de Cioc induisant par passage au corps résiduel I'isomorphisme ci-dessus.

Alors, pour tout caractere x de C’loc, il existe un entier u, défini modulo r
tel que

—Uy

X=Xr
Nous aurons besoin du lemme suivant :

LEMME 3.3.

(1) Sii est pair et 0 < i < m, alors le réseau Ay " est unimodulaire. De
fagon équivalente, ep, appartient & I'ordre associé a Ap.

(2) Sii est impair et 0 < i < m, alors le réseau A;P" est de discriminant
pf, ot f est le degré résiduel de F /Qp.

(3) Pour tout caractére x de Cloc €t pour tout 1 <i < m,

[A;?Pi_l_epi)ex : I;“epi_l_epi)ex]
pf&;lﬂ' sii=1+ [27” ] (mod 2)
= fpm—i -1
D 2 sii= [—2—%&] (mod 2).

Démonstration. — Les points (1) et (2) s’établissent facilement : en effet,
A7 = Ap N FP qui se calcule grice & la formule de [U] rappelée dans la
démonstration du lemme 1.10. Pour le point (3), on a :
ep, € i1
[A(eF’i—1_eP¢)e . I(epi—1‘epi)e ] _ ['AFPl ' €x :IFP eX]
r o * [AF ex  Ip ey

Ensuite, le calcul de [A} 7 e, : Ty ‘e, ] est tout & fait analogue & celui
du lemme 19 de [Bu]. Grace aux expressions explicites de Ap et Zp, on
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calcule la valuation de A7" = Ap N FP et de Z,* = Zp N FP. Puis on
utilise le lemme 15 de [Bu], exactement comme dans la démonstration du
lemme 19. O

Nous sommes en mesure d’énoncer le théoréme décrivant le métabo-
liseur de T'(Zr) associé & Ap.

THEOREME 3.4.

1) L’image de Ap dans (T(Zr),T) par I'isomorphisme de la propo-
sition 3.2 est de la forme M ®p, (1) Fp[D], ot M est un métaboliseur de
<@< F,[I/P;] & A, stable par I, avec :
1<i<m

(1) M= ® Mag_1.

(2) Mok_1 est un métaboliseur I-stable de F,[I/Pay_1] & Fp[I/Poy) si

m+1
k< ——;
2

M,,, est un métaboliseur I-stable de Fp,[I/Py])®A, sim =1 (mod 2)
m+1
et k= ——.
2
(83) Mak—1 est égal & 'un des deux métaboliseurs contenant la somme
orthogonale Sak._1 @ Sk, ot, pour m =1 (mod 2), Sp+1 = {0}, et
pour tout i < m, S; est I'idéal de F,[I/P;| totalement isotrope pour
—T1(AX) donné par les formules suivantes :

k= .
Si= @ (A;" ®r, Fpep)

6eC
avec
mt
ki; = P 5
m—1 o 2,u
5 P 2+ 512514-[70} (mod 2)

m—i __ 9
kg, = A sii= [—7:3] (mod 2)

ot les notations sont celles du lemme 2.1; A; est I'idéal d’augmenta-
tion de F,[P,,/P;] et 6 — 0 est I'isomorphisme de Coc sur C déduit
du passage au corps résiduel.
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2) Le groupe des Zy,[D]-isométries de Zr est transitif sur 'ensemble
des métaboliseurs de (T'(Zr),T) de la forme M ®r, (1) Fp[D], et tels que M
vérifie les propriétés (1), (2), (3).

Démonstration. — On commence par établir le lemme suivant :

LEMME 3.5. — Par la Z,|D]-isométrie (3), I'image de I'idéal Ap est
de la forme

R ® Z,[D
2 p[D]

ott R est un Z,[I]-module hermitien unimodulaire pour la forme T} (sA)).

Démonstration du lemme. — Reprenons la démonstration du théoreme 1.7.
On a défini un idéal J;, = [] J(q) de L = [] Lg tel que Tracer/x(Jr) =
q€P gqeP
Tj,. De méme, on peut définir un idéal By = [] B(g) de L tel que

q€P
Tracer x(Br) = Ak avec By C Jr. Pour cela, on prend B(q) = J(q)

w} — vanx(Ax) (U)),

si g € P, UP,,, et B(q) = QF avec
eL/K(Q)

ce qui est toujours possible.

Soit B I'idéal de K au-dessus de p tel que F' = Kg. On choisit dans
L un idéal p au-dessus de B3, et dans chaque L, on considére p N L,. La
localisation respectivement en ces idéaux sera notée par des primes (donc

F=K'). Alorsona: J;, =[] J(q) et B, = [[ B(q)". Si q # p, alors Lj,
q€eP q€P
est non ramifiée, et :

J(@) = B(q)' = Zp[Gr, ]ty
Si ¢ = p, alors J(p)’ = A.tp, avec :

A= Z ZP[GL;](ePi - ePi+1)’

0<i<m

et on peut poser B(p)' = M.t, ot M est un certain Z,[G'r, |-module inclus
dans A.

Il vient alors :

J=\ > Zp[GL;,](epi-epm)Zp[écb Z,[Gr) | o

0<i<m %]
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et
By=(M & ZyGr]).tr.

/
P Lp

En prenant la trace sur F', et compte tenu du fait que G L, est le
groupe d’inertie de L', et donc que, si H est le groupe de Galois de L’ sur
F, alors GL;H/H = I, on obtient :

Ir= Z ZP[I](ePi - ePi+1) Zﬁ)]] ZP[D] 1K

0<i<m
et

Ap = (R ® Zy[D]).tk
Zp(I]

pour un certain Z,(I]-module R. Par le lemme 1.1 (ou du moins sa version
locale) on obtient le résultat. O

Démonstration du théoréme. — Notons f la Z,[D]-isométrie (3). En posant
M = f(R), les lemmes 3.3 et 3.5 établissent le point (1) avec

My ® ]F,,[D] =f(A;P2k—2—€P2k)'
Fp (1]

En posant
€P;_17€EP;
Sz IF,(?I] IF;D[D] - f(AF‘ )9
le point (2) du lemme 3.3 montre que S; est un idéal de Fp,[I/P;] totalement
isotrope pour T1(AX), et tel que [Si* : S;] = p. Il est donc totalement
isotrope et maximal pour l'inclusion; d’apres le lemme 2.1, il existe des
entiers k@,i tels que :

k= .
S; = _@h(Aie'l ®Fp 65).
oecC

Supposons momentanément les entiers kz, connus. Le quotient
S| ® S5i./Sok—1 ® Sax, est isomorphe & Z/pZ x Z/pZ, donc un méta-
boliseur M vérifiant

Sok—1D Sop, C M C SQJ"k__l (&) SQch

est de la forme : M = Sop_1 ® Sox + Fp(xak—1 + z2k), avec z; € Sil et
T1(zok—1Tok—1) + T1(x2kT2r) = 0. On voit facilement que, si le couple
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(T2k—1,2k) est une solution, (et on sait qu’il y en a puisque M existe),
alors toute autre solution conduit & M = Sop_1 @ Sar + Fp(Tor—1 + Tor)
oua M = Sop_1 @ Sop + Fp(wor—1 — Tox).

Ces deux métaboliseurs sont échangés par toute F,[D]-isométrie de
T(Zr) dont la restriction & Fp[I/Pox—1] ®Fp[I/Pox] est : c+y — x—y (ou
z+y— —x+Yy).

Les Zy[D]-isométries de Z;. définies par : Y. z;— Y. €x; avec
0<i<m 0<i<m
€; € {1} dans la décomposition Z, ~ & Z,[D](ep, — ep,,,) forment
0<i<m
un groupe isomorphe & {£1}™*! et clairement transitif sur ’ensemble des

métaboliseurs de T'(Zr) de la forme M = &) Moy tels que Mog_1

1<ks[#52]

vérifie la propriété énoncée en (3).

Pour terminer la démonstration du théoreme 3.4, il suffit maintenant
de calculer les entiers k@,i' Remarquons que ceux-ci ne dépendent que de la
structure de Fp[I]-module de S;. On a les isomorphismes de Fp,[D]-modules
suivants :

e

Si ®r, (1) Fp[ D] ~p,p) At T T

~ €p;,_,—€p; €p; 1 €EP;
~r, 0] ® Ap’ ‘eo/ @& Ip' "eq

6€Cioc 8€Coc
ep,_l—ep. CP'_;[—eP‘
~F,[D] _EBA(.AF1 ‘eo /Iy ‘eg)
oecC

donc, pour tout 6 € C ,

Si€§ F(X[’I] ]FP[D] 'l’IFp[D] A;Pi-—l —ep; ee/I;Pi-—l_ePi €p.
P

En particulier,

ep.

ep. ,—e€p
169 ZIFl !

i

Card(Sie-e—F@[)I] ]FP[D]) = pfkg,i — [A;Pi—l_ 69]

et cette derniére expression est donnée par le lemme 3.3. O

4. Le métaboliseur de T(Zx) associé a la racine carrée
de la codifférente.

Dans ce paragraphe, nous déterminons le métaboliseur de T'(Zk)
associé a la racine carrée de la codifférente de K, aux Z[G]-isométries de
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Tk pres. Nous utilisons les notations et les résultats des propositions 2.2 et
3.2 qui décrivent le couple (T'(Zx),T).

TaEoOREME 4.1. — Soit K une extension abélienne de degré impair
de Q. Pour tout nombre premier p, soit B un idéal de K au-dessus de p;
les notations Dy, Iy désignent respectivement le groupe de décomposition
et le groupe d’inertie en ‘P.

1) Le métaboliseur s(Ag) appartient a ’ensemble des métaboliseurs
de (T(Zk),T) de la forme :

P MPB) ® F,[G]

peP, Fp [I‘v]

ot M(*B) est un métaboliseur de @& F,[Ip/P;]| ® A, stable par Iy, et
1<i<m
vérifiant les propriétés (1), (2), (3) du théoréme 3.4 (appliqué & F = Kg).

2) Le groupe des Z[G]-isométries de Tk est transitif sur I'ensemble
des métaboliseurs de (T(Zx),T) décrit en 1).

Démonstration. — La premieére partie du théoréme découle directement des
propositions 2.2, 3.2, et du théoréeme 3.4. Il reste a montrer que le groupe
des Z|G]-isométries de Tk est transitif sur les métaboliseurs de T'(Zx ) ayant
les propriétés (1), (2), (3). Soit

M= €D M(F) & FlC]

pE]Ps P[I‘-p]
et
N = @ N(B) ® }FP[G]

peP, ]FP[I‘B]
deux tels métaboliseurs. On a vu, dans la démonstration du théoréme
3.4, que, pour tout p appartenant a Py, il existe ez € {£1}™»*! tel que
Iisométrie fyp o, de Tk, donnée par : fig o, (D 2:) = D ep,iz; dans la décom-
position T, ~ @ Z,[Dgl(ep, — ep,,,), échange M(P) ® Fp[Dyp] et
0<i<m Fp[Iy]

N(‘B) Fp@[%] ]Fp[D‘B]-

Soit maintenant, avec les notations du paragraphe 1.7, I’élément f

du sous-groupe Is des Z[G]-isométries de Tx défini par f = [] fp.ep-
pEPs
Nous allons montrer que, par localisation, f induit sur Zk, une Z,|Dgl-

isométrie de la forme : = +— ugp fip o, (), Ol up est une unité de Z,[Dy].
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Si cela est vrai, alors il est clair que, pour tout p, la localisation de f
échange M(P) ® F,p[Dyp] et N(P)
Fp [Tp]

la, démonstration.

® TFp[Dg], et nous aurons terminé
Fp[Iy]

Revenons donc & la construction de f du paragraphe 1.7. Cette Z|G]-
isométrie de Zx est en fait la restriction d’une Z[GL]-isométrie de Jr,, qui
est le produit tensoriel de Z[Gr,|-isométries de J(p) (les fp e,). Fixons un
nombre premier p appartenant a Py, et localisons les extensions considérées
au-dessus de p; on note par des “primes” les localisés. Si ¢ est différent de p,
alors J(q)" ~ (Zy[G L], T} 1(AX)) puisque L/, est non ramifiée sur Qp, donc
la localisation de f, ., ne peut étre que de la forme f; ., (z) = v, olt vg est
une unité de Z,[Gr,]. Si g =p, alors J(p)' ~ @&  Zp[Grl(ep, — ery,,)

0<i<my,

et, dans cette décomposition, fp,Em(Z x;) = Y epix;. Il est clair alors que
la restriction de la localisation de f & Tk, est bien de la forme annon-
cée. O

5. Questions de classes de Gg-isométries.

Dans ce paragraphe, on s’intéresse, lorsque K parcourt les extensions
de Q abéliennes de degré impair, au probléme de la comparaison des réseaux
(Ag, Tracek p(z?)).

Soit @ une cloture algébrique de Q. On suppose les extensions de Q
plongées dans Q. Soit Gg le groupe de Galois de Q/Q. Alors, on peut
considérer tout couple (Ag, Tracer,g(z?)) comme un Z[Ggl-réseau, et
on se demande naturellement quand les racines carrées de la codifférente
relatives & deux corps K et K’ sont Z[Gg|-isométriques. En fait, les
résultats de cet article ne répondent a cette question que si ’on se restreint
aux Z[Ggl-isométries conservant les sous-réseaux Zg, & moins que Ps(K)
soit réduit a un seul nombre premier. Plus précisément :

TuEOREME 5.1. — Soit K et K’ deux extensions abéliennes de degré
impair de Q contenues dans Q, telles que Gal(K/Q) ~ Gal(K'/Q). Il existe
une Z|Ggl-isométrie f : Ax — Ak, telle que f(Ix) = Ik, si et seulement
si:

(1) PS(K) = PS(K/)‘

(2) Pour tout nombre premier p appartenant a P, ex,q(p) = ek /q(p)-
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(3) Pour tout nombre premier p appartenant a P, tout idéal P de K
divisant p, et tout idéal P’ de K’ divisant p, X, = XKy, (notations

du paragraphe 3.2).

Si, de plus, Ps(K) = {p}, et si p est différent de 3, alors toute Z|Gg]-
isométrie f de Ax sur Ag: est telle que f(Tx) = Tk.

Démonstration. — Supposons que Ak et Ak soient Z[Gg)-isométriques,
et que, par cette isométrie, 'image de Tk soit Zx+. En particulier, Zx et
Tk sont isométriques, donc leurs discriminants sont égaux. En utilisant la
proposition 1.2, on voit facilement que cela est équivalent aux conditions
suivantes : Ps(K) = Ps(K'), Pso(K) = Pso(K'), Psa1(K) = Ps1(K'),
et, si ex/q(p) = rp(K)p™» (%) | alors ex/(P) = ex/o(p) sip € Py et
mp(K) =mpy(K') sip € Psp.

De plus, pour tout p € P, o, et tout 0 < i < my, les Zp|Gol-réseaux
Z, ® Ay et Z, ® Ay sont isométriques. Le lemme 3.3(2) montre que
cela implique 7, (K) = 7,(K'), ce qui complete les conditions (1) et (2) du
théoreme.

Réciproquement, si (1) et (2) sont réalisées, alors le théoréme 1.7
décrivant la structure de Zx montre que Zx et Zx+ sont Z[Gg)-isométriques.
Identifions ces deux réseaux via l'isométrie, en un méme réseau Z. S’il
existe une Z[Gg]-isométrie de 7 transformant Ax en Ag-, alors les images
respectivement de Ax et Ags dans T(Z) sont en particulier F,[Ggl-
isomorphes. Ceci est équivalent a ce que les idéaux S; du théoréeme 3.4
associés respectivement & K et K’ soient Fj[Ggl-isomorphes, ou encore &
ce que les entiers k@,i respectifs soient égaux (en effet, ces entiers donnent
les dimensions sur F, de S;ez, donc sont des invariants de la classe de
F,[Ggl-isomorphisme des S;). L’égalité de ces entiers est équivalente a la
condition (3) du théoréme (on peut remarquer que, comme r, divise p — 1,
I’élément X i, ne dépend pas du choix de I'idéal P de K au-dessus de p).

Réciproquement, si (3) est réalisée, alors les S; associés & K et K’
sont égaux, et les réseaux Ax et Ags sont Z[Ggl-isométriques d’apres le
théoreme 4.1.

Finalement, supposons que Ps(K) = {p}, et soit f une Z[Gg|-
isométrie de Ax sur Ag:. Alors, on a vu précédemment que Py (K') = {p}.
Le point 2) de 'exemple 1.9 montre que, si p est différent de 3, alors Zx

est égal & la somme orthogonale de A;{Pm" et du systeme de racines de

1—
Ay “Fmr Comme f est une Z[Gg|-isométrie, 'image par f de A;Pm” est
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€Pp, . N . 1- m ;
.A;, *, et 'image par f du systéme de racines de Aj e est égal au

N . 1 —€Pmp .
systeme de racines de Ay, 7. L'image par f de Tx est donc Zg-. O
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