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QUELQUES CONTRE-EXEMPLES
POUR LA L.S.-CATEGORIE
D’UNE ALGEBRE DE COCHAINES

par Elhassan IDRISSI

I. Introduction.

Soit k un corps de caractéristique quelconque. Une k-algébre de
cochaines (4,d) est une k-algébre différentielle graduée (en abrégé a.d.g.),
concentrée en degrés positifs ou nuls et dont la différentielle est de
degré 1. On suppose de plus que H°(4) = k, H'(4) = 0 et pour tout
i, dim H'(A) < . Lexemple standard d’un tel objet est I'algébre
C*(X;k) des cochaines singuliéres a coefficients dans k d’un CW-
complexe 1-connexe de type fini X . Halperin et Lemaire [S] ont introduit
les invariants numériques

Acat (4), [Mcat (A) et rMcat (A4)
tels que:

i) max (IMcat (4),rMcat (4))< Acat (4)).

ii) Si A = C*(X;k) alors Acat (4) < cat (X),
ou cat (X) désigne la cétégorie de Lusternik-Schnirelmann de I’espace
topologique X . Elle est définie par:

cat (X) < n si X peut étre recouvert
par (n+1) ouverts contractiles dans X .

Lorsque l'on se restreint aux algébres de cochaines commutatives
graduées alors

IMcat (A) = rMcat (A)

Mots-clés : Modéles minimaux - Catégorie de Lusternik-Schnirelmann.
Classification A.M.S. : 55M30 - 55P50 - 55U15.
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et la valeur commune de ces invariants est notée Mcat (4). En outre
K. Hess [6] a démontré que si k = Q alors,

*) Mcat (4) = Acat (A4).

Ce résultat associé a celui de Jessup [7] démontre la conjecture de
Ganéa

cat (XxS™) = cat(X) + 1
pour les espaces rationnels.

Notre premier exemple montre que pour les algébres de cochaines
quelconques,

IMcat (4) # rMcat (A),

bien que H(A) soit une algébre graduée commutative.

Afin d’¢tendre les résultats de Hess et de Jessup en caractéristique
non nul, Ndombol [2] introduit I'invariant biMcat (4), pour les algébres
de cochaines quelconques et établit que

(**) Acat (A) = biMcat (A).
Dans I’exemple 1V, nous montrons que
rMcat (4) # biMcat (A4) et IMcat (4) # biMcat (4).

Finalement, nous nous plagons dans le contexte de la L.S.-catégorie
d’un homorphisme dans la catégorie des a.d.g. Les invariants précédents
se généralisent (cat (id,) = cat (4)) et 'on a

e(f) < max (IMcat (f),rMcat (f)) < biMcat (f) < Acat (f).

Ceci nous permet, dans 'exemple V, de montrer que le résultat (**)
de Ndombol ne sé¢tend pas a la catégorie d’un homomorphisme
d’algébres de cochaines. Signalons que lorsque k = @Q, il existe une
application continue qui induit au niveau des cochaines un homomor-
phisme tel que Acat (f) # biMcat (f) [8].

Je remercie J. C. Thomas, qui m’a donné des indications fort utiles
pour I’élaboration de ce travail.
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I1. Définitions.

Soit k un corps de caractéristique quelconque. Les espaces vectoriels
et les algébres considérés sont sur k et nous écrirons simplement ® au
lieu ®.

k

1. Rappels.
Soient (7'(V'),d) un T-modéele minimal [5], B une algébre de cochaines
et
f:(T(V),d) - B

un morphisme d’a.d.g. Alors f induit sur B une structure naturelle de
T(V)-module a gauche (resp. a droite, de bimodule) différentiel gradué.
On note 7°"(V) I'idéal différentiel de T(V) engendré par les produits
des ¢léments de V' de longueur supérieure a n, on note encore d la
différentielle induite par d sur le quotient 7(V)/T”"(V). D’apres [5], il
existe un modéle minimal de la projection P:T(V) —» T(V)/T "(V),
qui est unique a isomorphisme pres :

TV) £, TOV)/T"(V)

i ~ |y
TVe W)

ou P est la projection canonique: T(V) - T(V)/ T "(V).

2. Définitions.

Acat (f) (resp. biMcat (f), IMcat (f), rMcat (f), e,(f)) est le plus
petit entier naturel n tel qu’il existe un morphisme r: T(V® W) - B
d’algébres différentielles (resp. 7'(¥)-bimodules différentiels, 7(V)-modules
differentiels a gauche, T(V)-modules différentiels a droite, d’espaces
vectoriels gradués différentiels), tel que ri = f.

Soient h: A — B un morphisme d’a.d.g. et V: (T(V),d) > A, un
modéle minimal de 4, au sens de [5] on pose:
(Acat (h),biMcat (h),IMcat (h),rMcat (h),e.(h))
= (Acat (h\{), biMcat (h\), IMcat (W), rMcat (h\), e, (hV)).
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En particulier: si & = id, on trouve [5], [2]:
(Acat (h),biMcat (h),IMcat (h),rMcat (h),ex(h))
= (Acat (4),biMcat (4),IMcat (4),rMcat (4),e,(A)).
Des définitions il résulte clairement :
e(f) < max (rMcat (f),[Mcat (f) < biMcat (f) < Acat (f)).

Pour calculer effectivement ces invariants, il faut disposer d’une
factorisation { qui soit maniable. Remarquons a ce propos que le
morphisme d’a.g., V: TW@® W) > T(V)/T>"(V), est une résolution
semi-libre au sens de [1], [4] dans la catégoric des T(¥)-module a
gauche (resp. a droite).

Pour la suite, nous avons besoin de la construction explicite d’une
résolution de T(V)/T>"(V) comme T(V)-module a gauche (resp. a
droite, de bimodule).

Soit (T(V),d) un T-modéle minimal. Posons M = s(V®"*') ou
s: V> V est 'opérateur de suspension, de degré — 1, défini par
(sV)yr = ymtt,

3. Résolution semi-libre de (T(V)/T>"(V),d) comme T(V)-module
différentiel a gauche.

Considérons I'isomorphisme de k-espaces vectoriels gradués :
a: TN M->T"V);, a® sx| — (=D ® x, |a| = degré de a.

On étend la différentielle d de T(V) a une différentielle & sur
T(V) ® (k®M), en posant pour tout ae T(V), et tout sx e M :

3(a®sx) = (a—a 'da)(a®sx) .

D’apres [3], (T(V)®(k®M),d) est une résolution semi-libre de
(T(V)/T>™(V),d) comme T(V)-module différentiel a gauche.

Le morphisme
F:(T(VM®k®M),d) - (T(V)/T>"(V),d)

défini par :
FITV)® k=P ® id, Flk@ M =0,

est un quasi-isomorphisme.
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4. Résolution semi-libre de (T(V)/T>"(V),d) comme T(V)-module
différentiel a droite.
Considérons l'isomorphisme de k-espaces vectoriels gradués :
aMQTWV)->T"(V); sy®a->y®a.

On étend la différentielle d de T(V) a4 une différentielle & sur
(kM) ® T(V), en posant pour tout ae T(V), et tout sx e M :

8(sx®a) = (@—a " 'da)(sx®a).

De méme ((k®@M)RT(V),8) est une résolution semi-libre de
(T(V)/T>"(V),d) comme T(V)-module différentiel a droite.

5. Résolution semi-libre de (T(V)/T>"(V),d) comme T(V)-bimodule
différentiel [2].
i) Un morphisme de T'(V)-bimodule différentiel
h: (TNRk®sV)QT(V),d)) - (T(V),d)
est obtenu en posant:
h(1®1®1) = 1

h(1®sv®1) = 0; pour tout ve V
et

d,wRI®) =dv ® 1 ® 1,
d(1®I®Y) =1 1 ® dv,
(1) =r1®1®1 -1 1®v — S,
ou lapplication S: T*(V) » T(V) ® sV ® T(V) est définie, pour tout

Uy, ...,0, €V, par:

SR Qv =1 ® s, 0, ® -+ ® vy

m—1

+ Z (—1)‘”1"’“'*“’1’—1‘01 ® e ® vj—l ® SUj ® Vjsq ® [ ® [/

j=2
+ ("‘1)’01I+"‘+|”m‘1"U1 ® - Qvpy sV, 1.

il) Une structure de 7'(V)-module a droite sur 7(V) ® (k®@M) est
donnée par :

@®) #d =a.d ® 1
(a®sx) # a' = a.0”'(x®a’),

avec ae T(V), a eT(V), sxe M.
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Alors
a) (TNRKDM)) @ r (TR (k®sV)RT(V))
= (T(V)RQkDSVOMOMRsV)RT(V)), D)

b) F ® r(vyh est une résolution semi-libre de T(V)/T>"(V) comme
T(V)-bimodule différentiel.

¢) D vérifie les relations :

D(1®sv®1) = d,(1®sv®1)
D(1®sx®1) = 6(1®sx®1)
D(1@sx®sv®1) = x ® sv ® 1
a ' da(1®sx) ® sv ® 1
(D" (1®sx) # v® 1
F(D¥IRsx) ® 1 Qv
+ (DY (= DI((1®sx) # Si dv) ® sv; @ (Si(dv))

ij

+

avec: ve V, sx e M, sve sV, v; désigne une base homogene de V', et
Si, Si sont les endomorphismes de T(V) définis par :

Sdv=7Y Sidv) ® sv; ® Si(dv) e T(V) @ sV & T(V).

i

Du lemme de relevement [1], on déduit :

6. PROPOSITION. — Avec les notations précédentes,

a) IMcat (f) < n si et seulement si il existe un morphisme
r: T(V) ® (k®M) —» B de T(V)-modules différentiels a gauche tel que
ri = f.

b) rMcat (f) < n si et seulement si il existe un morphisme
r: (kM) ® T(V) » B de T(V)-modules différentiels a droite tel que
Fi= f.

¢) biMcat (f) < n si et seulement si il existe un morphisme

~

R: T(V) ® kOM®sVOM@sV) ® T(V) - B

de T(V)-bimodules différentiels tel que Ri = f .



LA CATEGORIE D'UNE ALGEBRE DE COCHAINES 995
Alors le résultat de B. Ndombol [N] se généralise en :
7. PROPOSITION.

a) IMcat (f) < n si et seulement si il existe un morphisme
r: T(V) @ (k®M) > B de T(V)-modules différentiels a gauche tel que
r(l®el) = 1.

b) rMcat (f) < n si et seulement si il existe un morphisme
F: (k®M) ® T(V) > B de T(V)-modules différentiels a droite tel que
Fl®1) = 1.

c) biMcat (f) < n si et seulement si il existe un morphisme

R:T(V) ® kOMPsVOM®sV) ® T(V) - B
de T(V)-bimodules différentiels tel que R(1IQ1®1)=1 et R(1®sv®1)=0.

III. Exemple ou /Mecat (id,) # rMcat (id,) .

1. On construit un 7-modéle minimal 4 = (T(V),d) dont la
cohomologie est une algébre graduée commutative. L’espace vectoriel V
est muni d’une nouvelle graduation V = @ V, telle que pour n > 2

nz1
on a:

AdViw) = T’ (Vicn-1) @ V@ V@ - @ V1))
('B TZ(V(2)® Tt @V(n—l))) @ [V(l)a T(V(<n~l))] )

ou
V(Si) = V(l) ('B V(z) (‘D s @ V(j)

et [V, T(V<)] désigne le sous-espace vectoriel de T'(V) engendré par
des éléments de la forme vx — (—1)""xv; avec ve Vi, x e T(V;)
et dx =0.

On pose :
V., Pespace vectoriel engendré par deux éléments a et a’:
lal =2 =|d'|, da =0 =dad.
Vs lespace vectoriel engendré par deux éléments b et b’
b =3 =|b|, db' = a'.a, db = a.d

Vi = s{lx] € H+(T(V(1)@ V) lx € T>3(V(1)@ V)@V ,®V2)
® T*'(Vey®WVay, TV (<)} -
d: Vigy = T’ (Vy®@Vi) @ Viy®Vig) @ T’ (Vig) @ [Viay, T(Vi<)]
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est une section de la restriction a

T>*(Vay @ V) @ (Voy @ Vo) © T'(Vep) @ [V, TV <))
de la projection
p: TVyy®V) nKerd » HTWV 1, ® V) -
Vin = s{lx] € H* (T(Vi<p-1)1x € T7*(Vicn-1)
@ Vay®@Vey® - ®Viu-1))
DT'Ve® - ®Vu-1)

@ [V(l)a T(V(sn— 1))]} '

d: V(n) - TZS(V(Sn—l)) @ (V(l)®(V(2)@ te @ V(n—l)))
@ TZ(V(z) @ tee @ V(n—l))@[V(l)a T(V(sn—l))]

est une section de la restriction a

T>*(Vicn-1) ®@ Voy®@Vey®@ - - @ Vin-1y))
(‘B TZ(V(Z)@ e @ V(n—l))@[V(l)9 T(V(sn—l))]

de la projection
p: T(V(S,,_l)){ n Kerd - HT(Vi<p-vy) -
2. H(T(V)) est commutative, en effet si [x], [y] € H(T(V)) alors par
construction
Xy — (_1)1xliyfyx
est un bord.

3. Montrons que [Mcat (T(V)) = 2.

On a IMcat (T(V)) = 2 car d(a) = 0 et a® n’est pas un bord. Reste
a montrer que [Mcat (T(V)) < 2.

D’aprés le corollaire, il suffit de construire un morphisme
r (T kedM),d) - (T(V),d)
de T(V)-modules différentiels a gauche tel que r(1®1) =1, avec
M = s(V®). On note (i,i,,i;) le tridegré dun élément
5(x,®x,®x3) € s(Vip®Viy®Vy,) = M et on ordonne les triplets par

Pordre lexicographique inverse. La différentielle, &, baisse le tridegré
des éléments de k ® M.

Construisons r, par récurrence sur le tridegré.
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Soit (x,y,z) de tridegré (1,1,1) alors x, y, z € V;, et par conséquent
dx = dy = dz = 0.

D’autre part, la définition de 3 montre que:
P(1®s(x,®x,®0x35)) = r(X,.X5.X3) = X;.X,.x5 € T*(V).
Par construction de d, il existe v e T(V) tel que:
ro(1®s(x;,®x,®x5)) = dv.
On pose r(1®s(x;@x,®x3)) = v.
On remarque que v ¢ Vi, car v # 0 et |[v] = 5.
Supposons avoir construit r en tridegré (iy,i,,is) < (p,q,t) tel que:
rd = dr,
et considérons (x,,x,,x,) de tridegré (p,q,t) alors
r(1®s(x,®x,®x)) = r(x,.X,.X,@1 — o~ ' d(x,.x,.%,))
= X,.Xg.%, — r(@” 1 d(x,.%,.X,)).
Posons: d(x,.x,.x) = Y, i ® y/ ou yi est un mot de longueur 3 et

y; est un mot de longueur > 1. Comme r est 7(V)-linéaire a gauche,
nous obtenons :

rS((1®s(x,®x,®X,)) = X,.%g.- X, — ’(a"l(z yé@yé'»
= Xp.Xg. Xy — <Z(—1)'Y"y§.r(l®sy;’)>.

Or, d’aprés I'hypothése de récurrence dr 8(1®s(x,®x,®x,)) = 0.
Pour des raisons de degré, r(1®sy;) ¢ V,,, par suite
r3((1®s(x,®x,®x))) € T* (V) ® (Vi ® T>*(V)).

Alors, par construction de (T(V),d) il existe ve (Vi ,@®T>%(V)) tel
que :
ro(1®s(x,®x,8x,)) = dv.

On pose: r(1®s(x,®x,8x,)) = v.

D’ou I’existence de r.
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4. Vérifions que rMcat (T(V)) > 2.

Supposons que rMcat (T(V)) < 2. D’apres le corollaire, il existe un
morphisme 7: (k®M) ® T(V) - T(V) de T(V)-modules différentiels a
droite avec, F(1®1) = 1 et M = sV®3,

Calculons F(s(a®a®a)®1) ;

dr(s(a®a®a)®1) = rd(s(a®a®a)®1)
=r(1®ad

=qa3.

D’ou 7(s(a®a®a)®1) = v avec v e Vi, dv = a°.
Maintenant calculons r3(s(a®a®b)®1) :

r3(s(a®a®b)®1) = r(a®a®b—s(a®a®a)@a’)

-=a%’b —v.d,

qui ne peut pas €tre un bord. D’ou la contradiction.

IV. Exemple ou biMcat (4) # IMcat (4),
et ou biMcat (4) # rMcat (A).

1. On construit un 7-modéle minimal 4 = (T(V),d) tel que:

V=&V, AV, =0 et dVy < T?*(V,) pour i>2.

i>1
Plus précisément, posons :
Va = ka @ ka’ et Vey = s(T*(Vaw))

avec |a|=2=|d|, da=0=da, si veV, alors v =s5"'(w),
we T3V.), on pose: dv = w

Vg = s{ixle H' (T(V0y® V) 1 x € T (Vy@®V2)} -

d: Vg - T7*(Vy,@Vy) est une section de la restriction a T7*(V,® V(z)
de la projection
p: TVy®V) NnKerd > HIT(Vy,®Viw)).
Viy = s{lxle H' (T(Vi<i-n)) | x € T7*(Vi<i-1)}.
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d: Vi » T?*(Vi<;-1) est une section de la restriction a T23(V ¢, y)
de la projection

p: T(Vi<i-n) nKerd - H(T(V<i-y)).

2. Montrons que biMcat (T'(V)) > 2.
Sinon, d’apres le corollaire, il existe un morphisme,
R:T(V) ® k®OM®sVOM®sV) @ T(V) » T(V)
de T(V)-bimodules différentiels tel que RI®I®1) =1 et
R(1®sv®1) = 0.

Alors,
RD(1®s(a®a®a)) = R(a®a®a)

= qg8.

D’ou par construction, R(1®s(a®a®a)) = b avec b e V, et db = a®.

RD(1®s(a®a®a’)) = R(@*d®1®1)

= a%a’
et R(I®s(a®a®a’)) = b’' avec b’ € V,, et db’ = a’a’. Par suite,

RD(1®5(a®a®a)®sa’'®1) = R(@*®sa’'®1 —a®s(a®a®a’) ® 1
+1® s(a®a®a)®a’)
= ab + ba'.
Or ce dernier élément ne peut pas étre un bord car dV < T>%(V).
D’ou une contradiction.

3. Montrons que IMcat (T'(V),d) = 2.

Comme 2 = nil (H(T(V)) < IMcat (T(V)), reste a montrer que
IMcat (T(V),d) < 2.

Soit M = sV®’. On va construire par récurrence un morphisme
r: T(V) ® (k®M) - T(V) de T(V)-modules differentiels a gauche tel
que r(I1®1) = 1. Posons: s(x;®x,®x;) € M est de tridegré (i,,i,,i;) si
x;€Vuy;j=1,2,3. Onnote M., 'espace vectoriel engendré par
les éléments de tridegré < (p,q,t).
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Soit s(x,®x,®x;) € M de tridegré (1,1,1) alors x;€ Vy,, dx; = 0.
Alors,

rD(1®s(x;®x,®x3)) = r(x;.x,.x,®1)

= xl . x2 . X3 .
Par construction, il existe y € ¥V, tel que:

dy = rD(1®s(x;®x,®x3)) .
On pose :

r(1®s(x;®x,®x;)) = y.

Supposons avoir construit r pour tout générateur s(x;®x,®x,) de M
de tridegré < (p,q,t), et tel que dr = rD.

Soit maintenant s(x,®x,®x,) € M de tridegré (p,q,t).
rD(1®s(x,®x,®x,)) = r(x,.x,.x,®1—a ' d(x,®x,®x,))
= Xp.%Xg.X, — r(0” 1 d(x,®x,8x,)) .
Puisque d(V) = T>%(V), alors d(x,.x,.x;) = Y. y; ® yi avec y; est un

mot de longueur 3 et y; est un mot de longueur > 2. Alors
rD(1®s(x,®x,®xX,)) = X,.Xg.X; — r(a“(Z y;®y2’>)
= XpXg. Xy T (Z(-l)lmy;J(l@Sy;’))‘

D’ou rD(1®s(x,0x,8x,)) € TZ*(V).

Comme D(1®s(x,®x,®x,)) e T(V) ® (k®M.,,), daprés I'hy-
pothese de récurrence on a:

drD(1®s(x,®x,®x,)) = 0.
D’ou par construction, il existe y € V' tel que:
rD(1®s(x,®x,®x,)) = dy.
On pose r(1®s(x,®x,®x,)) = y, d’ou lexistence de r.
Conclusion : IMcat (T(V),d) = 2.

De méme, on trouve rMcat (T(V),d) = 2.
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V. Exemple ou biMcat (f) # Acat (f).

Soient (7(V),d) un modéle libre minimal, et n un entier arbi-
traire. Considérons  une  factorisation de la  projection
p:(T(V),d) - (T(V)/T""(V),d).

(T(v),d) 2, (T(V)/T""(V),d)

\ ~ |y

(T(V)uT(W),D)

(U désigne le coproduit dans la catégorie des k—a.d.g.).

Soient U un espace vectoriel isomorphe a T (W),
y:U 5 TH(W)
un isomorphisme d’espaces vectoriels, et B: T+ (W) — U l'inverse de y.
On définit une différentielle & sur (7'(V) u T(U)), en posant :

d(v) = d(v) si veVl,
d(u) = (i[duP)dy(u) si uelU,

alors & est une dérivation, en effet :

8% (v) = d*(v) = 0, si veV.

3%*(u) = 3((iduB) dy(w))
= (iduB) d(dy(w))
=0, si uelU.

Remarque. — 8(U) appartient au sous-espace vectoriel T(V) v (k®U)
de T(V) v T(U). '

LemME 1. — Soit linclusion j : (T(V),d) - (T(V)uT(U),d). Alors
biMcat (j) < n.

Preuve. — Soit 'inclusion r: (T(V)uT(W),D) - (T(V)uT(U),9),
r =id U B. Clairement, r est un morphisme de T(V)-bimodules
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différentiels. On a donc le diagramme commutatif ci-dessous :

(r(v),d) £, (T(V)uT(U),9)
(T(V)VT(W),D)

et par définition biMcat (j) < n.

Considérons le cas particulier suivant: n = 1, T(V) = T(a) avec
lal = 2.

LEMME 2. — Soit j comme dans le lemme 1, alors :
i) biMcat (j) = 1.
il) Acat(j) = 2.

Preuve. — Un simple calcul nous donne,
(T@uT(W)) = (T(@UT(ws, wy, ws)UT(W')),
avec: |w;| = iet [W|=5s1iweW.

Dw, = d°
Dw, = a.w; — w;.a

Dwy; = wy.wy — a.wy, — wy.a.

i) Montrons que biMcat (j) = 1.

biMcat (j) # O car j*: H(T(a),d) -» H(T(a)uT(U),d) est non nulle.
D’aprées le lemme 1, on a alors biMcat (j) = 1.

ii) Montrons que Acat (j) = 2.

Supposons que Acat (j) < 1, par définition, il existe un morphisme
d’ad.g.

£ (T(@uT(W),D) - (T(a)uT(U),d)
tel que /i = j d’ou 4(a) = a.
Et pour des raisons de degré on a:

{/ (ws) = B(ws)
{(wy) = B(wy) + Aa?, rek
Z(ws) e T(V) v (k@U),
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mais,
8/ (ws) = £D(ws)

=£L{(W;@W;— a®@w,—w,®a)
= B(ws).B(wy)—a.B(w)—B(wy).a — 2Aa’

qui ne peut pas €tre un bord car 3(7(a) U (k®U)) < (T(a)u(k®U))
et [ul =6 si ue T>*(U).

D’ou la contradiction.
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