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RESIDUS DES CONNEXIONS A SINGULARITES
ET CLASSES CARACTERISTIQUES

par Daniel LEHMANN

1. Introduction.

Donnons nous :

— une variété différentiable V,

— unentier k21,

— une triangulation différentiable K de V,
— une partie fermée S de V telle que

SNsk*! K=¢
(skK' K désignant le i-squelette de K),
— un groupe de Lie G,
— un G-fibré principal différentiable E — V|
-une connexion w sur la restriction Ey_g du fibré E a

I'ouvert V — S (une telle connexion sera encore appelée ‘“‘connexion
a singularités” sur E, d’ensemble singulier 'S).

Puisque I'inclusion naturelle sk**~! K CV induit un isomor-
phisme H'(V,R) — H'(sk**"'K,R) pour i<2k-2, 1la
théorie de Chern-Weil ordinaire appliquée 4 E,wy), ou U
désigne un voisinage tubulaire de sk** 'K dans V — S, montre
que les classes caractéristiques réelles de E peuvent se calculer a
partir de la connexion a singularités «w en dimension i <2k — 2.
Nous allons montrer qu'il en est encore ainsi pour i = 2k : ce sera
I’objet de ce que nous appellerons le ‘“‘théoréme des résidus’ pour
la connexion a singularités w. Ce théoréme des résidus présente
Pintérét de coiffer simultanément 2 aspects, a priori assez distincts,
de la théorie des classes caractéristiques :
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— supposant S = @, on retrouve évidemment la théorie clas-
sique de Chern-Weil permettant de calculer les classes caractéristiques
réelles 4 I’aide de la courbure d’une connexion.

“1g de E au 2k — 1 squelette est

triviale, il existe une section différentiable o0 de E;;, ou U désigne
un voisinage tubulaire de sk** 'K dans V ; prenant alors pour
S Tl'ensemble V — U, et pour w la connexion plate i singu-
larités définie par la trivialisation o (caractérisée par o*w = 0),
le théoréme des résidus fournit, si. G est compact connexe, un
cocycle  u, €Z**(K,m,,_,(G)®R) qui est Iimage par
Ty 1(G) — 7w, (G)®R du cocycle obstructeur d la possibi-
lit¢ de prolonger o 4 sk**K. [Si m,,_,(G) est sans torsion, la
nullité de cette obstruction est suffisante pour que o soit prolon-
geable & sk**K].

Par exemple, si V est orientable compacte et de dimension 2,
si G=S8S0(Q), etsi k=1, les 2 cas particuliers précédents cor-
respondent au théoréme de Gauss-Bonnet et au théoréme de Hopf
exprimant la classe d’Euler du fibré comme égale respectivement
a la courbure totale d’une connexion métrique ou a l'indice d’une
section a singularités isolées. La formule de Riemann-Hurwitz pour
les revétements ramifiés apparait aussi comme un cas particulier du
théoréme des résidus.

— si la restriction E ,,.
Isk

Si 'on suppose maintenant que le fibré E lui-méme n’est défini
qu’au dessus de U=V — S, et pas seulement la connexion w, on
peut encore définir les résidus, au moins si m,,_,(BG) =0; on
verra qu’ils sont alors étroitements liés aux S-caractéres de Chern-
Simons [8].

2. Rappels et notations.

Pour toute variété différentiable W, on notera Ajg (W) son
algébre de de Rham.

Notons @ [l’algébre de Lie d’'un groupe de Lie, G, ¥(G)
I’espace vectoriel des polyndomes homogénes P de degré k sur @
(ou applications k-linéaires symétriques @ x @ X ....a—— R)
qui sont invariants par la représentation adjointe de G sur .
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Pour tout G-fibré principal différentiable p: E — V et
toute connexion w sur V, on notera: A, : I¥(G) — ALk (V)
I’application de Chern-Weil, 4 valeurs dans les 2k-formes fermées,
et T, : (G) — Af,’f{'(E) I’application *‘de transgression” (cf.
[2]) qui vérifie :

6y dT,,(P) = p* A, (P)

Si wg,...,w, désigne une famille de r + 1 connexions sur
E, on notera :
By, ... 0, (G — ARFT(V)

..... w

I’application linéaire définie en [1] telle que

r .
(ii) d. Awo ..... w, = Z (_ 1)’ Awo ..... [~ TR w,
i=0
En particulier, pour r =0, A, =, et
(lll) d. Aw,wl = >\w: - )‘w

Rappelons comment sont définies les applications T et

w

A“o ,,,,, w, ' pour tout polynome P€I1*(G), on définit une 1-

forme & (resp. @ = W(wg,..., w,)) sur E x [0,1] (resp. sur
E x A") a coefficients dans & en posant :

./ 0
@ (5)=0
[resp g BiExitg.....tpy = 2 LW 0<g <l
i=0 r
=1
i=0
B (s)xar =0 (z €B)].
On pose alors :
1 . - 1
T,®)=f P od Q=do+-0As
0 2

1
et ou f) : A5 (E x [0,1]) —> A2 '(E) désigne I'intégration
le long de la fibre” [0,1] [resp. Awo wr(P) = Ji’ )\Z)(P) ou

.....
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Jfr : AR (E x A") — AZL7(E) désigne Pintégration “le long de
la fibre” A"].

La formule (i) est en fait purement algébrique, et s’applique
en particulier a D’algébre de Weil W(G) = A(g*)®S(¢¥): elle
gécrit  dT, (P) =PEI(G) =[S*@"I® on w, désigne
I'unique connexion sur W(G).

Si 'on considére le G-fibré principal de base un point
(G — point), muni de son unique forme de connexion 6 (qui
n’est autre que la forme de Maurer-Cartan de G), on a au contraire
dTGG(P) =0, car la connexion 6 est plate. [La (2k — 1)forme
fermée T, (P) sur G est en fait biinvariante]. On dira alors que
P est normalisé (et 'on notera PEI%(G)) si la forme fermée
Ty G(P) a ses périodes enti€res.

Pour la triangulation différentiable K de V, on notera:
J:Apr(V) — C*(K, R) Tintégration des formes différentielles :

(J(@),c) = f o. Rappelons que  induit en cohomologie un
isomorphisme® d’algébres graduées  [¥]: Hix (V) = H*(K,R)
(de Rham).

3. Résidus des connexions avec singularités.

Donnons nous (V,k,K,S et G) comme dans l'introduction,
p : E— V un G-fibré principal différentiable, et w une connexion
a singularités sur E d’ensemble singulier S.

[En disant que K est une triangulation différentiable de V,
nous sous-entendons en particulier que chaque i-simplexe c : Al— V
est un difféomorphisme sur son image c(AY), Cclest-a-dire admet
une extension ¢ 4 un voisinage ouvert w, du i-simplexe type A’
dans P’espace affine de dimension i qu’il engendre, qui est un dif-
féomorphisme —au sens ordinaire — de w, sur une sous-variété
¢ (w,) de V].

Soit ¢:A** — V un 2k-simplexe de K et s une section
différentiable de E définie au-dessus d’un .voisinage Wc de c(A%)
dans V. [Une telle section existe, puisque c(A%*) est contractile!].
A tout polynéome P € *(G) ,- associons le nombre
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Rés,(w,P) = [ A, ()
3¢ s

(appelé résidu de (w,P) par rapport a ¢), ou w, désigne la
connexion plate sur E]VV associée 4 la trivialisation définie par

s, et caractérisée par la crelation s*(w,) =0, la (2k — 1)-forme
Aws'w(P) n’étant évidlemment définie que sur Pintersection
W, NV —S des domaines de définition de w, et w ; on re-

marquera, puisque SNsk?* 'K = @, que 9dc a son support
dans w, NV —§.

LEMME 1. — La définition ci-dessus du résidu ,ne dépend pas
du choix de la section s.

Notons en effet s, et s, deux sections de E définies au-
dessus d’un méme voisinage WC de ¢(A%*) dans V.

D’aprés la formule (ii) du § 2,ona,sur w, NV —§:
Awsl ,w(P) - Awso ,w(P) = A“"’so""’sl(P) + Cobord

et par conséquent,

/ By w® = [ By w® == By i ®)-

[

Soit @ la connexion sur Em x [0,1]— W, x [0, 1] telle que
c

( Gmcx{:} =tw, + (1 -1w,
( 5(:7)=0.

1
Par constru‘ctlon de A“’so"“’sl , A“’So""sn(P) = ][(; )\Q(P) sur w,
et par conséquent .

Sy g, ®= [ Ma® = [ extory N ®

x[0,1]
+ f N, (P) - f N, -

Puisque A_(P) est fermée, f A.(P) =0. Puisque
w ) a(cx[(),lR w
ws, et w; sont des connexions plates, wy P)= )\ws P)=0;
0 1

et finalement jac Aws wg (P) = 0, d’ou le lemme.
[ 1
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4. Théorie de Chern-Weil pour les connexions a singularités.

Avec les notations du § 3, on associe, a4 tout G-fibré principal
différentiable E — V, & toute connexion w 4 singularités sur E
d’ensemble singulier S inclus dans V — sk**~ 'K, et 4 tout polyndme
PEI*(G), une 2k-cochaine simpliciale Rés(w,P)€C*(K,R)
en posant, pour tout 2k-simplexe ¢ de K :

(Rés(w,P),c) = Rés,(w,P).

Notons Rés(w) : I¥(G) — C**(K,R) I’application linéaire
P — Rés(w, P).

THEOREME 1 (théoréme des résidus). —

(i) L’application Rés(w) prend ses valeurs dans I'espace
Z** (K, R) des cocycles de C**(K,R).

(ii) Notant  [Rés(w)] : I¥(G) — H**(K,R), lapplication
induite par Rés(w) en cohomologie, [ S]] ! o [Rés(w)] est égale
a 'homomorphisme caractéristique de Chern-Weil
A IFG) — H;’;(V), et est donc en particulier indépendante des
choixde K,S et w.

(iii) Si w est une connexion sans singularité sur E(S = @),
Rés(w) = So )‘a .

Soit g un (2k + 1)-simplexe de K et notons s une section
de E au-dessus d’un voisinage W, de g(A%*') dans V. On a

alors :
(d Rés(w,P),g) = (Rés(w, P), 3> = [ A, ,(B)=0,
ddg s’

d’ou la partie (i) du théoréme.

Puisque I’homomorphisme caractéristique A :I1¥(G) — H,z;‘R(V ,R)
est induit, 4 partir de n’importe quelle connexion « sans singularité
sur E, par I'homomorphisme )‘a 15 (G) — ZAzD'f{(V), la partie
(ii) du théoréme résultera immédiatement, ainsi que la partie (iii), du

LEMME 2. — Pour tout connexion w sans singularité,

doJgoA = (SoA,) — Rés(w)

w,W)y_g

(en particulier, Jo )‘m = Rés(w)).
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En effet, pour tout 2k-simplexe ¢ de K et tout polynome
Kk . =

PEFG), ona: ((dosol, g, )®),c)= L Busy_s®.
Soit s une section différentiable de E au-dessus d’un voisinage

w, de c(A?*) dans V. D’aprés la formule (i) du §.2, on a, sur
w,NV_S: Doy s®V=—4, [P)+A4, 5 o +cobord et,

par conséquent, f Aw,a,v S(P) = f A (P) — Rés.(w,P).
dc - doc

wg, W v _g

Puisque w, et @ sont définies au-dessus de tout Wc, qui
contient c(A%*¥),

fa Byay @ =] dB 5 ®) = L 2® - f Ao, (P)

= [ A ®) = (o2 @),
[puisque w, est plate, )\ws(P) =0].

Le lemme en résulte. Ceci achéve la démonstration du théoréme.

5. Théorie de I’obstruction.

Supposons Emﬂk—‘x trivial. Soit U un voisinage tubulaire
ouvert de sk** 'K dans V, S=V _-U, o une section différen-
tiable de E;; définissant la connexion w, sur E,; telle que
0*(w,) = 0. Soit ¢ un 2k-simplexe de K et PEI*(G).

THEOREME 2. — (i) Rés(w,) = 0, si 0 e2k—1x admet un pro-
longement différentiable O sur un voisinage de sk**K dans V.
(ii) Rés, (w,,P)E Z, si P est normalisé (Rés(wa,P)EC”‘(K,Z)).
Si O 2k—1y S€ prolonge en une section & sur sk’*K, on
peut supposer que 0 est la restriction d’une section différentiable
définie sur un voisinage de sk>*K dans V. Pour calculer
Rés, (w,,P) = j; . Aws‘wo(P), on peut alors prendre pour s la
section o elleeméme. Puisque A, , (P)=0, on en déduit
ag’™ra
Rés,(w,,P) =0 si o se prolonge a sk**K d’ou la partie (i) du
théoréme.
Posons s=0.g ou g :Wc NV —8S — G est une application
différentiable. On a alors: 0*(w,) = g*(85) sur Wc NV -S, ou
0; désigne la forme de Maurer-Cartan de G.
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- 1
On en déduit: A4, , (P)= Jf \y(P) ot & désigne la
connexion sur E,Wcm,_s x [0, 1] définie par

"~’-’1wcn(v_S)x{:] =tw,+ (1 -1 w,
~f 0
—) =o.

Puisque 0*[tw, + (1 — 1) w,] = to*(w,) = 1g*(0;)
1
on en déduit J{ )‘&(P) = g* ToG(P) et, par conséquent
Lc Awa, wS(P) = jgl Ge) T,,G(P) est un nombre entier si P est norma-

lisé, ce qui achéve la démonstration du théoréme.

Remarque. — Notons Q*(G) = I*(G)/ .9, I'G).F(G) e
r+s=

r,s>»1
groupe abélien des indécomposables et Q%k(G) I'image de I;(G)

dans Q% (G) par passage aux quotients. Le groupe HomZ(Q%" G),2)
sera noté w4 _,(G) et appelé (2k —1)°™ groupe de pseudo
homotopie de G. [Si G est réductif et connexe, on sait ([4] [5])
que 7¥%_,(G) est isomorphe au groupe Ty, 1(G) modulo torsion,
c’est-a-dire 4 la partie libre du (2% — l)iéme groupe d’homotopie
de Gl]. '

Il est clair que I'application [, ]: 1¥(G) — H* (K, R) passe
aux quotients modulo les décomposables. D’aprés la partie (ii) du
théoréme 2, u,, (PYEC™(K,Z) si P est normalisé. On en déduit
donc un élément [p,]€Homz(QZ*(G),H*(K,2)) = H* (K, 7},_,(G))
qui définit entiérement ’homomorphisme caractéristique en dimension
2k.

En particulier, si Euk’k— 1 st trivial,

I’homomorphisme caractéristique en dimension 2k est entiérement
caractérisé par un élément [ua]EH”‘ (K,wfk_,(G)) dont la nullité
est une condition nécessaire pour que El.vkzk X soit trivial.

COROLLAIRE. — Soit ¢ : A* —> V un 2k-simplexe de K, s
une section différentiable de E définie au-dessus d’un voisinage w
de c(A’k) dans V, et s' une section différentiable de E définie
seulement au-dessus d’un voisinage u de c(3A%*) dans V .

Onaalors : Rés,(w,P) = Awww(P) + Rés (w, , P).
dc
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En outre, Rés (wy,P) = ‘/; . A, wg(P) est un nombre entier,
si P est normalisé.

En effet, au voisinage de ¢ (aAz"), on a, d’aprés la formule
(ii)du §.2 : Aws’w - Aws“w =A + cobord, d’ou

Wg W

RéSc(OJ , P) = ja‘ Aws»,w(P) + /; Aws:‘-'-’sl(P) .
¢ c

La seconde partie du corollaire résulte immédiatement du théo-
réme 2, appliqué a E,, avec 0 =",

6. Exemple G = SO(2), dimV =2,k =1.

Supposons V compacte et orientée, soit E — V un SO(2)-
fibré principal différentiable, K = (T,,...,T,...,Tg) une trian-
gulation de V par des triangles T,, S, une partie fermée de I'in-
térieur de T, (éventuellement S, =¢®), S= U S, et w
une connexion sur Ey _g. LEASE

Soit s, une section de E au-dessus d’un voisinage ouvert w,
de T, dans V ne rencontrant pas S, pour p#A, et soit
Wy, =syw sur wy, —S,. [Si F —V désigne le fibré vectoriel
de rang 2 associé 4 E, il existe une base orthonormée (A, ,B,)
du module des sections de E,WA, s, = (A, , B,) et la dérivée co-

variante associée 4 w est définie, pour tout champ de vecteurs Z
sur w, — S, , par les relations

(VzB, = + w,(Z) A,
VzA, = — w, (Z) B, ].
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Posons : Ry(@) = = [
osons : Ry (w) = 5 ar,

Le théoréme des résidus s’écrit alors :

F
THEOREME 3. — 2 R, (w) =<{x(E),[V]), ou x(E) désigne
=1

A
la classe d'Euler de E .
Notons en effet X I’application :

< 0 JC) X 1
_.) x
27
—X 0

Il est connu (cf. [4] par exemple) que X E1;(SO(2)) et que
la classe caractéristique correspondante est la classe d Euler. Le théo-
réme 1 du § .4 permet alors de conclure.

Remarque. — Pour démontrer le théoréme 3, il suffit que le
fibré vectoriel orienté F —> V soit défini au-dessus de tout V;
mais il n’est pas nécessaire que la métrique riemannienne sur F soit
définie en les points m, (autrement dit, il n’est pas nécessaire que
la SO(2)réduction E du GL'(2, R)-fibré principal E — V associé
i F soit définie en les points m,). Cette remarque est utilisée dans
le cas particulier 3 ci-dessous.

Cas particuliers.

1) S=¢@ . La connexion w est alors définie sur tout V, et
dwy, =Q,, , od £ désigne la 2-forme de courbure. Puisque w,

est définie dans tout T,, on peut apphquer la formule de Stokes :

f ff . On a alors fonﬂ [ @, et

theoreme des resxdus devient le theoreme de Gauss-Bonnet

— [ 2= x®,vp

2) Soit A une section différentiable du fibré vectoriel F — V
4 singularités m,,...,m, isolées. Soit U=V — {m,,...,m,} et
B 1la section de F au-dessus de U telle que (A(m), B(m)) soit
un repére orthonormé direct de la fibre F,, de F en chaque point
m€U. Soit 0 =(A,B) la section de E; définie par A et B
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[si V désigne la dérivation covariante associée 4 la connexion w,
sur E définie par o*(w,) =0, il revient au méme de dire :
vZ, vz;A=0, V;B=0].

Soit K une triangulation de V telle que sk'K N{m,,....m}=0.
Supposons en outre, quitte a subdiviser davantage la triangulation,
que chaque triangle T, de K contienne au plus 1 point singulier
m, en son intérieur [si T, ne contient pas de point singulier en
son intérieur, on notera m, n’importe quel point intérieur & T,].
Soit s, = (Ay,B,) une section différentiable locale de E,, (ou
w, désigne un voisinage de T, ne rencontrant {m,,...,m,} qu’en
m,) et 0, :w, — {m}—>SO(2) [Ilapplication différentiable
telle que :

A =cosb, .A, +sinb, . B,
- B=—sinf,.A, +cosb,.B,.
On a alors :
V2B, =d0,(Z). A,

‘ VZAA = —"da)‘(Z) . BR N

soit : w, = df#, . On en déduit par conséquent que le résidu

1 1
R, (w) = ﬂ b, w, = '2—;‘/;1.)\ do,

est égal 4 l'indice I(A,m,) =1(B,m,) de la section A (ou de
la section B) par rapport au point m, . Le théoréme des résidus
devient donc ici le théoréeme de Hopf (cf., par exemple, [3])

g

I(A,my) =<(x(E), [VD)
1

3) Soit f: V— W une application différentiable de degré
d entre surfaces compactes orientées. Supposons qu’il existe un
ensemble fini de points S = {m,,...,m,,...,m,} de V tel que
f soit de rang 2 sur V — S (et derang O sur S), et supposons qu’en
chaque point m,, f ait un indice de ramification égal a ’entier n, .
Nous allons voir que la formule de Riemann-Hurwitz pour les revé-
tements ramifiés

d- Xw = Xv +2 (ny, — 1)
A
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apparait aussi comme une application du théoréme des résidus
(xv et xw désignant respectivement l'invariant d’Euler Poincaré
de V etde W).

Nous allons en effet prendre pour F le fibré image réciproque
f~'T(W) — V, et le munir de la connexion métrique a singularités
V définie de la fagon suivante : soit v® une connexion sur T(V)
respectant une métrique riemannienne g, ; I’application linéaire
tangente 4 f définit un isomorphisme de fibrés vectoriels
TV)y L f'TW)y =Fy ot U=V-S; on définit
alors V comme la connexion a singularités sur F, d’ensemble
singulier S, égale 4 f'(V°) [la métrique riemannienne sur F n’est
elle-méme définie qu’au-dessus de U, mais peu importe pour le
théoréme des résidus, ainsi que nous I’avons déja remarqué]. Soient
alors (A, ,B,) une base orthonormée du module des champs de
vecteurs sur un voisinage U, de m, dans V, et w, la 1-forme
sur U telle que VB, = w,.A, (on suppose évidlemment que
m, €U, dés que u#N). Notons (A,,B)) les sections de

Fly_ {m,} obtenues par I'isomorphisme f g
f'(A)=4A, sur U, — {m},
f'(B,) =By "

D’aprés le corollaire du théoréme 2,
. 1 '
Rés,, () =2~ [ Lo AL my)

(ou m, est intérieur au triangle T, d’une triangulation K de V
dont le 1-squelette ne rencontre pas S, et dont chaque triangle
contient au plus 1 point singulier).

1

Mais I(A),m) =n, =1, =— 2, f wy, =xy d’aprés le

théoréme de Gauss-Bonnet et m X oty

; Rés,,, (V) = {x(f~'TW), [VD) = {f*X(T(W)), [V])
=AX(TW)),fou[VD =d -Ax(TW)), (WD) =d - Xw ,

d’ou la formule de Riemann-Hurwitz.

(Le cas ou F — V est le fibré tangent a été étudié plus en
détails dans [6]).
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7. Résidus des fibrés a singularités et caractéres différentiels .
de Chern-Simons.

Dans tout ce §, on se donne (V,k,K,S,G) comme dans
I’introduction, mais on suppose maintenant que le G-fibré principal

E >U que l'on se donne en plus n’est défini qu’au-dessus du
voisinage U=V — S de sk** 'K dans V. [On dira encore que
E est un “fibré 4 singularités” sur V, d’ensemble singulier S]. Soit
w une connexion sur E.

On sait, en général, que les groupes d’homotopie du classifiant
BG de G n’ont que de la torsion en dimension impaire. On fera ici
I’hypothése supplémentaire :

Tyu_1(BG) =0

Soit PEI*(G) et u € H*(BG, 2) tels que w(P) = r(u) dans
le diagramme I*(G) > H**(BG, R) <— H**(BG, Z) (ou w désigne
I’'homomorphisme de Chern-Weil universel, et r le changement de
coefficients Z — R).

Le polyndme P est alors obligatoirement normalisé (P € I'i (G)).
On notera Sp ,(w): Z,,_,(U) — R/Z le S-caractére correspondant
(cf. [8]).

Soit ¢:A*® — V un 2k-simplexe de K, et s une section
différentiable de E définie au-dessus d’un voisinage w,, de c(aA”‘)
dans U. [Prenant pour w,, un voisinage tubulaire de c(9A%) dans
U, une telle section existe toujours, puisque nous avons supposé
Ty 1(BG) = 0 et que la restriction du fibré E a4 w, est donc
triviale]. A I'aide de cette section, on peut encore définir le nombre

foau,.®.

Bien que le lemme 1 ne se généralise pas, et que par conséquent
le nombre ci-dessus dépende en général de la classe d’homotopie de
la section s, nous allons voir que sa classe modulo Z n’en dépend
pas.

Plus précisément, on a le

THEOREME 4. — (i) Le nombre j;c A, .w(®P) ne dépend que
de la classe d’homotopie de la section s.
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(ii) La classe modulo Z du nombre ci-dessus (notée Rés,(w,P))
ne dépend pas du choix de s,

(iii) Rés (w,P) = (SP,“(w) ,0c) (0c estuncyclede U),
(iv) Le fibré EI a2k—1 ddmet une extension E d un voisinage
tubulgire U de sk*K dans V.

On a alors Rés (w,P) = classe modulo Z de Rés, (@,P)
(ou @ désigne la restrictionde w d UnU)

Soient s, et s, deux sections différentiables de E au-dessus
d’un voisinage w,, de c(®A%) dans U. Il existe une unique fonc-
tion différentiable g: w,,—> G telle que s, = s,.g et on a alors :

sg(w,o) =0
5o (w, ) = g*(0¢)
so(tw, + (1 - D w, ) =g*(th)
et By, ioy, ) = 8" (Tp (P)).
Puisque, d’aprés la formule (u) du §.2,
dA P) = Aw’l,w(P) - Aw W@+ Aw Ws,(P)’

w_‘.o,w,l.w(

on en déduit : fa A, W) - fa A, w® = [ T, ®.

8,(3¢)
Si s, et s, sont homotopes, la fonction g:w,—> G est
homotope & une application constante et g,(dc) est un bord, d’ow

la partie (i) du théoréme. Dans le cas général j; P T, G(P) est un
entier, puisque P est normalisé, d’ou la partie (ii). *

Notons (E,— B, w,) un G-fibré différentiable E, dont
la base est G-classifiante pour la dimension de U, muni d’une
connexion w, universelle pour les connexions sur les fibrés de
base dim U : une telle connexion universelle existe d’aprés Narasimhan
et Ramanan (cf. [7]).

Soit f: U—> B, une application classifiante pour la connexion
(projection d’un morphisme f:E —E; tel que w=f "'(wo)).

On a alors, par naturalité : (S, ,(w), dc) =<(S, ,(w,),f,(3c)).
Puisque (foc, ) ~0, il existe f, :A™ —> B, tel que
(feoe,m)~ (foo1) (od o désigne linclusion 3A™ < A%).:
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on en déduit f,(dc) = 0f,, et, par définition des S caractéres (cf.
18D, (S,.4(00), 3£ = [ A () modulo Z.

f,
A% x G ————— E,

Soit

f
A B,
un homomorphisme de G-fibrés principaux différentiables au-dessus
de f,, et s, une section différentiable arbitraire du fibré trivial
A% x G — A%,

On a alors : dAwso, f:;'(wo)(P) = (P) et, par conséquent,

)\f;(wo)
‘/; c Aoy (P) = j; . Awso‘w(P), d’ou la partie (iii) du théoréme.
La partie (iv) est évidente, une fois remarqué que l’hy;lg)thése

Ty, (BG) = 0 implique Iexistence d’une extension [ de

fxskz"—lx 4 sk®™K: il suffit alors d’appliquer le théoréme 1 i

(E, &) pour conclure.

Remarque. — Cette extension f n’est pas unique, en général,
méme a homotopie prés.
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