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ESTIMATIONS POUR » DANS DES DOMAINES
NON PSEUDO-CONVEXES

par Maklouf DERRID]J

1. Introduction.

Le probléme de ’estimation sous-elliptique pour d dans
des domaines pseudo-convexes a été l'objet, ces derniéres
années, d’une étude systématique et d’importants résultats
ont été obtenus par J. J. Kohn, en particulier dans le cas de
domaines a frontiére analytique réelle ([8], [9]). Une inter-
prétation géométrique des hypothéses de J. J. Kohn est
donnée dans ([1], [4]).

Hormis les cas d’une estimation sous-elliptique avec

1 .. 4. .
e = étudié par L. Hérmander [6], le cas de domaines non
pseudo-convexes reste a4 étudier. Pour obtenir une estimation
sous-elliptique I’estimation suivante intervient fortement

%* \
2

ou

< C(Joul + 13*ul + lul) vu e 2°1(V n Q)

2y

(voir les notations et définitions dans la suite). Cette esti-
mation qui est satisfaite dans tout domaine pseudo-convexe,
ne I’est pas toujours dans un domaine non pseudo-convexe.
Aussi avons-nous cherché a trouver une condition nécessaire
et des conditions suffisantes pour obtenir cette estimation.
Dans la recherche de conditions suffisantes nous avons évidem-
ment été guidé par la premiére condition nécessaire. Ces
conditions suffisantes paraitront sensiblement plus fortes que
cette condition nécessaire; mais elles permettent d’avoir
une estimation plus forte que I’estimation *, estimation
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qui permet d’avoir une estimation sous-elliptique, moyennant
une hypothése supplémentaire naturelle.

Cependant une de nos conditions suffisantes, a savoir la
condition (7.1) nous parait étre la bonne condition liée &
Pestimation *. En effet, nous montrons que cette condi-
tion (7.1) est nécessaire pour avoir l'estimation *. En
particulier on obtient une classe de domaines (théoréme 7.1.)
pour laquelle la condition (7.1.) est nécessaire et suffisante
pour Pestimation *.

Nous remercions le Professeur J. J. Kohn pour ses remarques
et commentaires.

2. Notations et définitions.

Donnons quelques notations et définitions; pour plus ample
information nous renvoyons a [5].

Soit un ouvert de C", défini par une fonction r de
classe C*, c’est-a-dire:

Q = {r <0} reC(C"
dr =1surdQ.

Notre travail étant purement local, on sélectionne un point

zo € 0Q et l'on peut toujours supposer bgzt (z) # 0.
Soit (L, ..., L,_;, L;) un systéme de champs de vecteurs
holomorphes tel que:

1) Les champs L, sont indépendants.

11) Les champs L,, ...,L,_; sont tangents a 2Q et L,
est transverse. On peut prendre, par exemple, les champs
définis par:

=0 0. ,n—1.
0z, 0z, 0z, 03

5 or o .

L - ——— T

n

ce systéme est le systéme standard. _ o
Alors le systéme (L, ...,L,,,L;,...,L,L —L,)
est une base du complexifié de I'espace tangent & 2Q . Par
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suite on peut écrire :

[L.,L,] = ¢,(L, — L,) modulo (L , ..., L,y , Ly, ..., Loy)

pour t,je{l, ..., n—1}.

La matrice (c;) est la matrice de la forme de Levi dans
la base (L,,...,L,;). Soit, maintenant (e,, ..., o,)
le systéeme de (1, 0) formes, dual du systéeme (L,, ... L,).

Alors toute (0, 1) forme u s’exprime par:

n
u= Y uw, u; étant des fonctions.
i=1

On considérera des fonctions de classes C*. Dans la base
(@, ..., ®,) les expressions de d et d* sont données par:

(Ciu)oy ueC”

du =

1

=

21) du= 3 (L, — L))o, A o, + R, si u= Y uo,
Jj<i i=1
ou R est un reste ne contenant pas de dérivées des u,.

13

Si V est un voisinage de z,, définissons 21V n Q),

comme I’ensemble des (0, 1) formes u= Y ww,, avec
i=1

u,€eC2(VNQ) et u,=0 sur d2Q. Alors on a, au sens L2
R*u,¢) = (u,d)Vue 21 (V N Q),¥weC(V NnQ).
Alors
22) Fu=— S Lu+R si u=3 ugy,

i
i=1

ou R est un reste ne contenant pas de dérivées des u; .
Notons aussi Q(u, ¢) = (du, d¢) + (d*u, d3%0) + (u, ¢)
pour _
u,ve 24V .n Q).

3. Calcul de Q(u,¢), pour ze2*(VNQ).

Ce calcul se trouve dans [2], [3]. Nous le reproduisons
succinctement pour rendre le texte « self-contained ». D’apreés
Pexpression (2.1) on a

lou|® = ” 3 Ly, — Euj”2 + 0(lul® + JullLul) .

j<i
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D’autre part:

H 2 r‘fui - Eiujlr = Z ||tiujllz — 2 (_I:,ui s Eiuj) .
I<i i#j i#j

Par intégration par partie, on obtient, en notant
ILul? = g "_I-—Ji'-‘g/"2
- (r‘,lui ’ Ii“j) '
= (Lir‘jui_, uj) + 0(Jlu)® 4+ [ul llI—Jull) _
= ([Li, Lylwi , w) + (LLaw , w)) + O(ful® + JullLul)
= [\ Gl — (Law, L) + 0(lul®,+ Jul|Lul)

en posant ¢; =0 si ¢ ou j vaut n.
D’autre part, d’aprés ’expression (2.2), on tire

[3*ul® = (z Lo, 3 L,u,> O(Jul® + [ullTul)

I L) 2 T 2 (Liw; , Lywy) + O(Jul® + ul|Luf)

=2
—; Ll + 2 Joa culul?
+ 3_:4} (Liw , Ljwy) + O(lul® + lullLul) .
En regroupant les expressions de [du|? et [d*u|2, on
obtient
(3.1)  [oul® + o*u|® = llfull2

+ S fog ety + 0wl + ul T -

EJ—
CororLrLAIRE. — Si Q est pseudo-convexe au voisinage

de z,, Destimation * est satisfaite.

n—1

Cela découle de (3.1) et de Z j;g cywu; > 0.

4. Une premiére condition nécessaire
pour Pestimation *.

Nous notons 2;, ..., A,_; les valeurs propres de la forme
de Levi dans V, que nous choisissons continues dans V.
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TutoriME 4.1. — Supposons Uestimation * satisfaite au
voisinage de z, € dQ . Cela implique Uassertion suivante :

a) Sott N(z) = 0, ..., N _1(3) = 0.
b) Soit il existe au moins deux valeurs propres, notées Ay , A, ,
telles que 2;(z) < 0, Ay(z) < 0.

Démonstration. — Supposons donc qu’il existe o > 0
tel que, o < 1

o|Lul? < Q(u, u) Yue 24V n Q).
D’apres (3.1), 11 découle :

n—1

o|Lul* < |Lu|® + Z ﬂ,ﬂ ey + 0(lwl® + [ul[Lul) .

Donc, pour tout ¢ > 0, 1l existe C, > 0 tel que

(4.1) ,2_1 oo uity < (1 — o + )| Tuf2 + Cul® .

Si Pon choisit & = —, (4.1) devient, avec Gy = Cgpq:

2
n—1

62) =3 [ o < (1 - —) ITul® + Collul?,
. Vue 221V A Q).

Si I'on suppose que a) n’a pas lieu, alors il existe une valeur
propre, notée A, telle que 2(z) < 0. Choisissons la forme u
par u = we;, 4 € 2(V N Q). Alors (4.2) devient:

“s) — [ el < (1 - —) ITal® + Coltal?s
vu,e 2 (VNnQ).

Maintenant, on peut supposer que c¢;; = A\ (%) + o(1)
(en diagonalisant au point z, la matrice de Levi).
Par suite (4.3) devient:

(4.4)  — M(z0) fig lml® + 0 ( [ig [wal®)
<1 - —) ITwl® + Clug® -
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Comme 2,(z) < 0, on a l’assertion suivante:

Lemme. — Il existe une constante o, > 0 et un petit voisi-
nage V de z, tels que

—x¢%)>(1—~%>(%co—%d%0

o<f |ul|2<<fﬂf It Vi, €2 (V Q).
2Q 2 2Q

Démontration du lemme. — Elle est élémentaire; cela revient
a montrer qu’il existe oy, assez petit tel que

(1)) F-3)

ou encore
3 2—o¢
— > 2
1(50) = 2 Gy 5 ’
ce qui est possible car — Ay(z) > 0. o, étant ainsi choisi,

il suffit de choisir V assez petit pour obtenir la deuxiéme
négalité du lemme.
Par suite (4.5) entraine

(4.6) oo [iolml? < ILwl® + [ M(z)lwl® + Cluyl?;
Yu, e 2(V N Q).

Cette inégalité entraine d’aprés [6] (voir aussi [5]) que

n—1 _ — O Si A = 0
69 — M(%) < 21 As(2) ou A= 3~ A, si 1; <0
j= ’

On voit alors aisément qu’il doit exister une deuxiéme valeur
propre, notée A, telle que Ay(%) < 0. Le théoréme est ainsi
démontré.

Remarques.

1) Nous savons, d’aprés la caractérisation de L. Hérmander

de Yestimation sous-elliptique —% » que le cas b) donne juste-
*

ment non seulement I’estimation , mais aussi I’estimation
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1 -
5 Donc dans la recherche de conditions suffisantes pour
avoir * | quisoient nouvelles, on doit avoir

MNzZ) 20e=1,...,n—1.

2) D’autre part, si I'on veut de plus écarter le cas des
domaines pseudo-convexes au voisinage de z,, on doit avoir
une condition sur certaines valeurs propres. Pour préciser,
nous allons diviser en deux parties I’ensemble des valeurs
propres.

1) Soient A;,...,%, les valeurs propres qui ne sont
> 0 dans aucun voisinage de z, .

2) Soient Aq, ...,A,_; celles quu sont > 0 dans un
voisinage de z,, V. Alors nécessairement k > 2: en effet,
si 'on suppose k =1, alors il existerait un point z €V
tel que

M(z) < 0
A(z) 20, ..., 0 4(7) 20

ce qui contredit ’estimation * dans V.

3) Soit Q mnon pseudo-convexe au voisinage de z,, ne
vérifiant pas la condition b) du théoréme. Alors

M) =0, ..., N(z) =0.

En effet dans le cas contraire 1l existerait une seule valeur
propre A, telle que A(z) < 0, ce qui contredirait Iesti-
mation *.
Par suite les cas intéressants a4 étudier sont ceux qui sont
tels que Ay(zg) = ... = A (3) = 0.
On peut résumer par la :

ProrosiTioN 4.2. — Soit Q non pseudo-convexe au voisinage
de z,, vérifiant Uestimation *, mais non la condition b)
du théoréme 4.1. Alors les valeurs propres %, , ..., N, sannulent

toutes en z,, et k > 2.

CoroLLAIRE. — Les seuls domaines de GC® qui vérifient
Pestimation * sont les domaines pseudo-converes.

13
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5. Etude du cas de C3.

Nous étudions d’abord ce cas, car il y a deux valeurs propres
et onavuque k> 2, doncici k=2.

Pour introduire notre condition suffisante, remarquons qu’il
est naturel de supposer plus, a savoir la maniére dont 2; et A,
vont s’annuler en 1z, ; car ’estimation * fait intervenir
tout un voisinage de z, .

Notons T = A; + A, = trace de la forme de Levi.

TutoriME 5.1. — Soit Q wun ouvert de C", de classe C~ .

Supposons qu’il existe un voisinage V de z, et une fonction
réelle o de classe C' sur V, a valeurs dans 10, 1[ telle que

A = 62T dans V 1=1,2.
Alors on a Uestimation sutvante (plus forte que ( *))
3
(54) ITul*+ 5 ILul* < CQ, ) Vue 39(Vy 0 )
=1

ot V, esttel que Vo = V,.

Démonstration. — Partons de (3.1), que nous réécrivons
Q(u, u) = |Lu|?
+ 3 foq e+ 01wl + [ullTul) vue (Y A1)
Mais

llfniujllz 2 ”O'Eiujnz + 11 — ")Eiuj“2 .

D’autre part comme V, = V, il existe deux constantes
positives a et b telles que

c>a, 1—6>b sur V,.
Donc

ll_ﬁiujllz = bllfiu,-llz -+ I|(°)fa.~ujllz .
Mais on a, par intégration par parties
[ GI—-‘iujuz = “Ei(cuj)uz =+ 0(f|w)?)
= ILfow)I* — [ cdowl® + O(lul® + [ul|Tul) .
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On applique cela avec i,j =1,2, et compte tenu de (3.1)
on a:

2
Qu,u) > bITul® + [, 3 eud, — [iq @ Tlwl* 4 [wl?)
i, j=1

+ 3 [Li(ou)l® + O(lul® + Jul|Lul)

i, j:l

Ihypothése que A; > ¢>T entraine que 'on a

Jua

D’autre part
ILi(ou)® > oLi(u)l* + O(lul?) > allLiw|®* + O(]w|?) .

De cela, 'inégalité (5.1) découle aisément.

i, J=1

_zw@—&mwumw&>w

Prorosition 5.2. — Supposons que les valeurs Ay et A,
sont < 0 dans V et qu'il existe deux constantes positives
A et B telles que

AN, < 2, < Br, dans 'V
alors on peut trouver une constante o € 10, 1] telle que
N = 6T dans V.

Donc Q satisfait a Uestimation (5.1) au voisinage de z, .

Démonstration. — On cherche o tel que
G
A2 o(h A Rg) = 2 1—o Ay
he = 6(h + Ag) <= A, >T‘i——xl
) — O
il suffit que: ——— > L et —— > A . Un tel o cxiste
1—o¢ B 1—o

dans 10, 1] .
Remarques.
1) S1 Pon veut que o soit une constante dans 10, 1],

on doit avoir: soit A; = X, dans V, soit A; et A, gardent
le méme signe dans V; En effet, comme
1—o¢ c

AN 2 A 2
c ! 2 1 —o6

)‘17
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sl on suppose que A, prend en un point une valeur positive
et en un autre point une valeur négative, on devrait avoir
=9 _ , C’est-a-dire ¢ = i, ou encore que A = A,
c 1—o 2
dans V.
2) L’estimation (5.1) est dite « maximale »; elle permet
d’étudier des questions de régularité analytique globale et
Gevrey (voir [2], [3]). Elle permet aussi d’avoir le :

Cororraire 5.3. — Soit Q satisfaisant les hypothéses du
théoréme 5.1. Supposons de plus qu’il existe un crochet L,
formé a partir de (L, Ly, Ly, Ly) tel que <L, dr)(z) # 0.

Alors Q satisfait @ une estimation sous-elliptique en z, .

Démonstration. — Cela vient de 'inégalité (5.1) et des
travaux de L. Hormander [7] et J. J. Kohn [10] sur I'existence

2
de >0 tl que X Jul? < CQu,u) Vue 2%V NQ).

CororLraIRE B.4. — Soit Q borné, & frontiére analytique
réelle, satisfaisant aux hypothéses du théoréme 5.1. Alors Q
satisfait en z, & une estimation sous-elliptique.

Démonstration. — D’aprés le corollaire 5.3, 1l s’agit de
montrer qu’il existe L e Lie (L, Ly, Ly, Ly) tel que L a
une composante sur T = L, — L; non nulle. Sinon, d’aprés
le théoréeme de Nagano, 1l existerait une variété analytique
réelle S = 2Q telle que les champs Ly, L,, L;, L, soient
tangents a S (S de dimension 4). Alors S serait une
variété analytique complexe, ce qui est absurde car Q est
borné, a frontiére analytique réelle.

6. Cas général n > 4.

TutoriMe 6.1. — Supposons que la matrice de Levi peut
prendre la forme <‘8 g) dans un voisinage V de z,,

ot Ay, ..., A\, sontlesvaleurs propresde A et Ny, ..., Ay
celles de B . Supposons qu’il existe une fonction o€ C(V),
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a valeurs dans 10, 1] telle que:
k
l,-?czT’:crz(X )\j> dans V; 1=1,...,k.
Jj=1
A 2> ofT dans V; j=k+1,...,n—1.

Alors Q satisfait au voisinage de z, a Uestimation suivante :

64) ILuft + S Ll < CQuu, ) vae 9V, 0 T);

Vo = V.

Démonstration. — La démonstration est analogue au
cas de €3, aux différences suivantes: si 'on note
o= (uy, ..., %), u = (W4, ..-,u,) 1 viendra dans la

manipulation de I'expression (3.1)
k n—1
2 fcijuiﬁj — T2+ X fcijuiuj — o*T'[u"]?
i,j=1 i Jj=k+1

et cette quantité sera positive, d’apres les hypotheéses faites.
Le reste est analogue au cas de C3.

Prorosition 6.2. — Supposons que la matrice de Levt peut
prendre la forme 0 g (*) o Ny, ..., 7, sont les valeurs
propres de A et Ny, ...,N_y celles de B. Supposons de

plus que :
Hryn<0,...,0 <0 dans V;
2) 3A > 0,B > 0 telles que
A < 2 < By v(t,j)e {1, ..., k}.
Alors on a Uestimation (6.1).

Démontration. — Ici comme T' < 0 dans V et que
A 2 0? J=k+1,...n, Phypothése 2, > o*T" est: triviale.
Donc il suffit de montrer qu’il existe o € ]0,1[ (constante)
telle que

A = 6T =1, ... k.

Ceci se fait comme dans la proposition 5.2.

(*) Cela veut dire qu'il existe une base L;,...,L,; telle que la matrice de
Levi (c;;) dans cette base est telle que ¢;; =0 si j>2k+1 et i <k
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CororLLAIRE 6.3. — Supposons que Q satisfait les hypo-
théses du théoréme 6.1 et qu’il existe un crochet L formé a
partir des champs Ly, ...,L,, L;,...,L, tel que

(L,ory(z) #0. Alors Q satisfait en z, & une estimation
sous-elliptique.

Démonstration. — Elle est la méme que celle du corollaire 5.3.

CoroLrLAIrRE 6.4. — Supposons que Q satisfait aux hypo-
théses du théoréme 6.1. avec k=n — 1 et que Q soit borné
a frontiére analytique réelle. Alors Q satisfait en z, & une
estimation sous-elliptique.

Démonstration. — Elle est la méme que celle du corollaire 5.4.
Revenons maintenant sur ’hypothése que la matrice de Levi

A 0\ .
peut se mettre sous la forme 0O B ou Ay, ...,A, sont

les valeurs propres de A et Ay, ...,7A_; celles de B.
On peut donner une condition suffisante, & savoir:

Prorosition 6.5. — Supposons que les valeurs propres

M1 s « - - » Moy SONL strictement positivesen z, et Ay, ... A\ <0

dans V . Alors la matrice de Levt peut prendre la forme <g g)

ol Ay, ..., A, sontles valeurs propres de A et Ny, ..., N,
celles de B .
Démonstration. — On part de la base (L, ... L,,).

D’autre part, on peut supposer, en diagonalisant au point z, ,
que ¢;(%) = 3,a;. Cherchons alors une nouvelle base
(Ly, ..., L,,;) danslaquelle la matrice de Levi aura la forme
voulue, en posant

L=L i>k4+1
n—1
Li=L+ Y «l 1 < k.

l=k+1

n—1
Ona c;=c¢;+ ¥ aycy, st 1 >2k+1,7<k. On veut
1=k+1
que ¢;; =0 pour ¢ > k41,7 <k.
On obtient ainsi un systéme k(n — 1 — k) équations i
k(n — 1 — k) inconnues qu’on peut résoudre de fagon unique
car le déterminant est non nul au voisinage de z,, car
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¢y(%) = 8;a;; . D’autre part on a que «¢;;(z) = c¢;y(z), et
a; #0 st 1> k.

Donc les valeurs propres positives sont celles de la matrice B
et les autres celles de A .

Nous pouvons donner un exemple d’ouvert Q tel que la
matrice de Levi vérifie les hypothéses du théoréme 6.1, sans
que Ay, ..., A,y solent strictement positives.

n

Soit Q = {r <0} avec r= Y |z|* —|7|* —1,];,l e N*

k+1
2 = (%, ...,%) k>2. Prenons z,=(0,...,0,z,=1).
S1 l'on prend la base standard de champs holomorphes,
a savoir
= —— = — — i=1,...,n—1
0z, 0z, 0z, 0z
L =y

n

O B
ou B contient les valeurs propres > 0. Vérifions que les
valeurs propres A, , A, (en prenant k = 2) de A vérifient
I’hypothése du théoréme 6.1. Un calcul simple donne :

en = 2P 7?22 — (|22 4 (0 — 1)]=|%)}
Caa = U221 2|% 2| — (|2]* + (I — 1) zl*)}
cis = Y22z 5 {l|2]* — (1 — 1)} .
Il est aisé de voir que T =|Z|2{l|z|>? — (I 4+ 1)} <0 et
qu’il existe o e ]0,1[ tel que (Au,u) > oT'|u|?.
Exemple ou on a en plus une estimation sous-elliptique :

@ = }(la* 4 1710 = ) (la* + 121 — ) < 0f 5

’

2 = (%, ...y %), = 3.

. . . . . A O
il est aisé de voir que la matrice de Levi a la forme >

C’est une couronne aplatie. Alors, d’apres le corollaire (6.4),
on a une estimation sous-elliptique, en un point tel que z’ = 0.

7. Cas ou la condition ; > oT',0€]0, 1]
est nécessaire et suffisante pour avoir Pestimation *.

On va montrer que pour une large classe de domaines,
au voisinage de 0, on a 'estimation * si et seulement si
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il existe o€ ]0,1] tel que A, > ¢T’. De maniére plus précise
on a le

TatoriME 7.1. — Sotent Ay, ..., \,_; les valeurs propres
(continues) de la forme de Levi au voisinage de 0. Pour tout
point z€ V notons

n—1

— T = 3 4702
0 si Az) >0

NE =T 0@ s afe) < 0.

Alors Uestimation * dans V entraine qu'il existe o e ]0, 1]
tel que

(7.1) A 26T sur V.

St de plus, il existe une base (L, ..., L,_;) telle que les
hypothéses du théoréme 6.1. soient vérifiées, cette condition (7.1)
est nécessaire et suffisante.

 Démonstration. — Nous allons utiliser un lemme, que nous
avons démontré dans [2]. Notons A la matrice de Levi.

Lemme 7.2. — Soit A, une des valeurs propres. Pour tout
ouvert V; < V| il existe un ouvert non vide o, o NdQ #* & ,
tel que o = V et il existe un (n — 1) uple (uy, ..., u,_;) de
fonctions C* dans o tel que
A Au=2Nu sur o, u= (uy...,u_)

[ul2=1.

Démonstration du théoréme 7.1. — Soit z, e V. D’apres le
lemme 7.2, il existe un ouvert o non vide, aussi proche que
Pon veut de z, et u=(uy, ..., u,_;) tel que ueC(w)

Au=rNu.
Supposons qu’il existe ¢ > 0 tel que

(7.2)  ¢|Lu|?® < Q(u,u) Yue 23V Nn Q).

Alors en prenant w = ¢, = (19, ..., 4,19, 0) ol ¢ € P(w)
et en utilisant (4.2) on obtient :

Jo = redt < (1= ) VEogl® o+ Golol Vo (o)
2Q
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ce qui donne puisque L¢, = ¢Lu + ul, et |u|? =1
13) [ =l < (1= 5) Lol + Culel? Vo  9(o).
0

Soit alors 2z un point quelconque de « . En utilisant les

lemmes 3.2.14 et 3.2.20 de [5], (7.3) va entrainer que
1

C
)

(7.4) - Ma) < = T'(z) .

Avant de continuer la démonstration faisons ces quelques
remarques :

1) Pour montrer (7.4), le lemme 3.2.20 de [5] n’est pas
suffisant, i1l faut le modifier en remplagant la constante ¢
par la fonction ;. Mais en raisonnant au voisinage de z,
et en transcrivant la démonstration du lemme 3.2.20, on arrive
a I'inégalité :

— @) [ e <Y

1 . i 1 cn—l
2

3y P

bzk

—2L

ce qui entraine (7.4), par le lemme 3.2.14 de [5].

2) 1l est important de noter que ¢ ne dépend pas de o .
Il provient de (7.2).
Maintenant comme T’ est continue, et comme

— ——1—; Nz € —T'(3) Vieo,
=3
by : 1 !
o trés proche de z,, on obtient — . AN(zg) < — T'z) .
1 — 5 )
D’ou le résultat, Vzye V en prenant ¢ =1 — o

Si, de plus la matrice de Levi, dans une base convenable,
vérifie les hypothéses du théoréme 6.1, le résultat de ce méme
théoréme entraine que la condition (7.1) est aussi suffisante.
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