GENEVIEVE POURCIN
Sous-espaces privilégiés d’un polycylindre

Annales de l'institut Fourier, tome 25,n°1 (1975), p. 151-193
<http://www.numdam.org/item?id=AIF_1975__ 25 1_151_0>

© Annales de 'institut Fourier, 1975, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales de I’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique ’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AIF_1975__25_1_151_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Inst. Fourier, Grenoble
25,1 (1975), 151-193

SOUS-ESPACES PRIVILEGIES D’'UN POLYCYLINDRE
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INTRODUCTION

Soient U un ouvert de C" et K = K, x ... x K, un polycylindre
dans U, i.e. un produit de n compacts convexes de C d’intérieur non
vide. Soit B(K, E) I’espace de Banach des fonctions ccgntinues de
K dans un espace de Banach E qui sont analytiques sur K ; on note
B(K) I’'algebre B(K , C) on a alors

B(K , E) = B(K) &_.E

Pour tout faisceau analytique cohérent F sur U on sait qu’il
existe des résolutions finies libres de F au voisinage de K ; pour
une telle résolution £. de F on note

B(K, £) =B(K) ® H (K £).
et on introduit I’espace
B(K, F) = coker (B(K,2,) > B, £))) ;

il ne dépend pas de la résolution choisie.

On rappelle que par définition ([1] § 7) K est F-privilégié si le
complexe d’espaces de Banach B(K, £) est exact direct ; il en est
alors de méme pour toute résolution. On peut définir de fagon ana-
logue une notion de privilege L? [4].

Enfin on note Gy I'espace analytique banachique des quotients
de B(K)" admettant une résolution finie directe construit dans [1].
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On obtient essentiellement trois résultats : un critére local de
privilege pour les faisceaux analytiques cohérents (§ 3), la propriété
universelle de Gk (§ 4) et la construction d’un espace de morphismes
(§ 9) utilisé dans certain probléme de modules.

Plus précisément on montre que pour qu’un B(K)-module (ne
provenant pas nécessairement d’un faisceau analytique cohérent défini
au voisinage de K) soit de résolution finie directe, il faut et il suffit
que localement sur K il admette des résolutions finies et soit séparé
(théoréme 2.3 § 2 et 3). L’hypothése locale s’exprimant commo-
dément en termes de faisceaux, on est amené a introduire les By-
modules (§ 3) dont les faisceaux analytiques cohérents fournissent un
cas particulier et 4 donner une généralisation du théoréme de Dolbeault
(§ 1) analogue a celle donnée par A. Douady ([1] § 6).

Ensuite on considére des situations relatives au-dessus d’un es-
pace analytique banachique S, ce qui nécessite l'introduction d’une
structure fonctée sur Sx K (§ 4) ; on obtient alors une notion de
S-anaplatitude pour certains sous-espaces fonctés de S x K et en re-
prenant la construction de [1] on donne alors la propriété univer-
selle de Gy (§ 4-VI). Enfin au § 5 on considére un sous-espace
foncté S-anaplat Y de Sx K et un espace analytique X “relative-
ment de présentation finie au-dessus de S”’, par exemple un espace S
anaplat a fibres de dimension finie, et on munit U MOR (Y(s) , X(s))
d’une structure analytique universelle. S8

Cet article est la partie essentielle d’un ensemble de travaux

utilisant les techniques de privilége [7]-[8]-[9] et est présenté comme
theése de doctorat és-sciences mathématiques a la Faculté d’Orsay.

Je tiens a remercier A. Douady sans qui ces travaux n’auraient

8

pas vu le jour et 4 lui exprimer ma reconnaissance pour lintérét
des problémes qu’il m’a posés et les nombreux conseils qu’il m’a
toujours généreusement donnés.

Je tiens aussi 4 exprimer ma gratitude a J.L. Verdier qui a su
m’encourager a la rédaction de cet article.

Notations

— On rappelle qu’une suite exacte d’espaces de Banach

ELFSG
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est stricte (resp. exacte directe) si I'image de g est fermée (resp.
les noyaux et images de f et g sont facteurs directs).

—Si K=K, x...xK, est un polycylindre de C" on note K
la frontiére topologique de K et K=K, x...x K, la frontiére
distinguée. Pour tout x = (x,,...,x,) dans K on note

L ={ie{1,2,...,n | x, €K}

et m, : K= C* la projection.

— Enfin K désigne l’intérieur de K dans C” ronais pour tout
polycylindre L contenu dans K et différent de K, L désigne, sauf
mention contraire, l'intérieur de L dans K.

1. LES FAISCEAUX By |(E)

Soient K un polycylindre compact de C" et E un espace de
Banach. Pour tout ouvert U de C” on note Byg(U, E) I’espace deos
fonctions continues de U N K dans E qui sont holomorphes sur U N K
et on munit cet espace de la topologie de la convergence uniforme
sur les compacts ; c’est un espace de Fréchet. Pour tout espace
de Banach T on note

Bk, (U, E) = L(T, Bx(U , E))

On définit ainsi un faisceau Bk r(E) concentré sur K et on aen
particulier

H°(K , Bg,r(E)) = L(T, B(K, E)).

Enfin on note respectivement By et By pour By (C) et B (C).
Remarque. — On rappelle qu’une suite d’espaces de Banach
O>-E->F—~>G—0

est exacte directe si et seulement si pour tout espace de Banach T

0-L(T,E)-» I(T,F) > I(T,G) =0
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est une suite exacte. C’est pourquoi on introduit les faisceaux By
pour tout T ; ces faisceaux ne sont utilisés que dans la démonstration
du théoréeme 2.4.

PROPOSITION 1.1. — Pour tout polycylindre compact L dans K,
ona:

a) H(L, By (E)) = lim L(T, B(L, , E))

ou (L), est un systéme fondamental de voisinage de L dans K formé
de polycylindres compacts contenus dans K

b) Vg>0 HYL,By(E)=0

On utilise la démonstration du théoréme de Dolbeault faite
dans ([1] § 6). Soit L un polycylindre et U un ouvert de C".
Pour toute suite (i, i,,...,i,) de {1,2,...,n} on désigne par

QK,il s ip(U , E) (resp. Q,.1 ,..., i (L,E)) l'espace des formes
différentielles

fdz; A...Ad?,.p

ol f est une fonction continue de U N K (resp. L) dans E telle que

pour toute suite (j,, ..., ]'q) disjointe de (i, , ..., ip) dans{1,2,...,n}
09 o
la dérivée __fa_ au sens des distributions sur U N K a valeurs
Z, ...0Z
71 Tq
dans E proviennent d’un élément de &K N U, E) resp. €(L, E)).
On munit Qi1 .. ip(L , E) de la norme
0if
"f" = sup —_—
(igseeorigh 0lig e ip} =10 E)z,-l ... az,.q L
Q°(L, E) correspond 4 la suite vide et on note
vp €{1,...,n} Q’(L,E) = ® Q,-...ip(L,E)
1<ij<...<i,<n !

Q”(L)

et on considére la différentielle

Q”(L,0)

Vp 0<p<n-1 3:Q°L,E)~> Q"”'(L,E).
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Etant donné que &L, E) = &(L) ®.E et que le foncteur — &_E
est exact & gauche on a :

Q”(L, B) = Q°(L) &,E.

On démontre alors comme dans ([1], § 6 théoréme I) que le
complexe d’espaces de Banach

0~ B(L,E) > Q(L,E) >...> Q"L,E)~> 0 (D

est exact direct. Ceci permet de définir une résolution fine du
faisceau By r(E). En effet on note

Qk,1,iy,..., ip(U »B) = (T, Q. ip(U , E))

.....

Qﬁ,T(U,E) = @ QK,T,il,...,ip(U’E)

1<i<...<i,<n

et Qf r(E) les faisceaux ainsi définis. Alors, comme tout point de
K posséde un systéme fondamental de voisinage dans K formé de
polycylindres, on déduit de la suite exacte directe (1) une suite
exacte de faisceaux

0 = By, r(E) = Qg r(E) (2)
Compte tenu de (1) et (2) on obtient déja que
Vg>0 H'K,Bg (E)=0

L ’assertion (a) résulte du- fait que si U et V sont deux ouverts de
K tels que

UDL,DV
les morphismes de restriction
Bx(U, E) = B(L,,E) > Bg(V,E)

sont continus.

On a de méme

H°(L, Qg +(E)) = lim (T, Q°(L,, E))

et lassertion b) se déduit alors de (1).



SOUS-ESPACES PRIVILEGIES D'UN POLYCYLINDRE 157

COROLLAIRE 1.2. — Pour tout polycylindre L dans K on a
Vqg>0 HY(L,Bg(E)) =0

Ceci se déduit de I’assertion b) de la proposition 1 par un argu-
ment classique de limite projective. [6].

N.B. Dans le cas du privilége L2, pour tout ouvert U on note Fe (L)
I’espace de Hilbert des fonctions holomorphes sur K N U et de
carré intégrable, muni de la norme L2. On obtient ainsi un faisceau
€. Comme toute suite exacte courte d’espaces de Hilbert est directe,
il est inutile d’introduire des faisceaux 3y . Il est démontré dans
([4]1 11,1) a 'aide d’un résultat de Hormander I’analogue de la propo-
sition 1 pour les faisceaux J€.

2. B(K)-MODULES PRIVILEGIES.

DEFINITION 2.1. — On appelle B(K)-module faiblement privilégié
(resp. privilégié) un B(K)-module de Banach admettant une résolution
finie (resp. finie directe), c’est-d-dire un B(K)-module Y tel qu’il existe
une suite exacte de B(K)-modules

d d, o
0->BKYp—-5..—-BK)">Y~>0 A3)
ou Im d, est fermée (resp. pour tout i, d; est direct).

Le théoréme 2.4 ci-dessous montre 1’équivalence du privilége
et du priviléege faible.

Par exemple si F est un faisceau analytique cohérent défini au
voisinage de K pour lequel K est F-privilégié, Y = B(K , F) est un
B(K)-module privilégié. De plus B(K , F) détermine enticrement le
Bx-module By ©, F.

Soient E et T deux espaces de Banach ; si £; = Q;i" on note

By 2, (E) = Bi(E)"
By 1% =BK,T(C)ri
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On dés'igne par £. (resp. Bg £. (E) , Bg 1 £.) le complexe de fais-
ceaux sur K (resp. K) défini par (3), et par B(K, £.) la suite (3).
On pose

By (E) = coker [Bx#,(E) = By £,(E)]
By r = coker[Bg 1 £, = B¢ 15l

Les faisceaux ainsi définis ne dépendent pas de la résolution
choisie.

Enfin pour tout polycylindre M dans K on pose
BM,£)=B(K,£) ® BWM)
B(K)

DEFINITION 2.2. — Soit Y un Bg-module. On dit que Y est loca-
lement K-privilégié si pour tout point x de K il existe un poly-
cylindre P voisinage de x dans K et une résolution By-libre finie L.
de Y au voisinage de P telle que le complexe B(P,L.) qui s’en
déduit soit exact direct.

On se propose de démontrer les deux théorémes suivants :

THEOREME 2.3

a) Soit 'Y un B(K)-module. Les deux propriétés suivantes sont
équivalentes

i) Y est K-privilégié

ii) Y est faiblement K-privilégié
et alors By est localement K-privilégié et H(K , By) = Y.

b) Soit Y un Bg-module. Les deux propriétés suivantes sont
équivalentes

i) le B(K)module H°(K,Y) est K-privilégié et Buo(x yy =X

ii) le faisceau Y est localement K-privilégié.

THEOREME 2.4. — Soient Y un B(K)-module privilégié et B(K , £)

une résolution directe de Y.

i) Le complexe de faisceaux Byf.(E) est une résolution du
By-module By (E).
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ii) H°(K , By(E)) = Y & E
iii) v g >0  HYK,By(E) = 0.

Remarques

— On déduit du théoréme 2.3 une correspondance biunivoque
entre B(K)-modules privilégiés et Bx-modules localement K-privilégiés ;
on montrerait alors aisément a I'aide de la proposition 1.1 que
I’on définit ainsi une équivalence de catégories.

— On rappelle que si
Fs > Gy - Hg
est un complexe de fibrés banachiques triviaux sur un espace topo-
logique S et si en un point s, de S la suite

f(sg) 8(sg)
—_— G —

F H

est exacte stricte (i.e. ker g(sy) = IM f(sy) et Im g(s,) fermée) il
existe un voisinage U de s, dans S tel que pour tout s dans U la
suite

19 629

F
est exacte stricte ([3] théoréme 3.5.1).

Le plan de la démonstration des théorémes 2.3 et 2.4 est le
suivant : on démontre tout d’abord la proposition 2.5 ci-dessous,
puis le théoréme 2.4 ; la démonstration compléte de 2.3 est donnée
au § 3.

PROPOSITION 2.5. — Soit Y un B(K)-module admettant une réso-
lution finie B(K, £.). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) la suite exacte B(K , £.) est directe,
ii) Y est séparé,

iii) tout point x dans K posséde un systéme fondamental de voi-
sinages polycylindriques (L) dans K tel que pour toutn, Y @ B(L,)
soit L, -privilégié. B8O

A) Démonstration de 2.5. — il est clair que (i) implique (ii).
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1) Montrons que (ii) implique (iii) :
o

Soit a un point de K et ¢ dans [0,1] ; on note K, I'image de K
par ’homothétie m, :

myix)=tx + (I - Ha

et f, = fom, pour tout f dans B(K). Alors pour tout ¢ on définit a
partir de (3) un complexe d’espaces de Banach

d
0 - BK)? & . Lo pgy© )
qui est encore exact strict pour ¢ assez voisin de 1 (Remarque 2.2).

LEMME 2.6.

«) Pour t assez voisin de 1 dans [0,1] le complexe d’espaces
de Banach B(K,, £) est exact strict en degrés strictement positifs.

(<]

B) Le complexe de faisceaux By R. est acyclique sur K.

En effet on remarque que le complexe B(K; , £2.) est exact strict
si et seulement si le complexe (4) I’est ; d’ou l'assertion (a). La
démonstration de (f) est identique a celle de ([1] § 8 lemme 1.b) :
(B) résulte de (a), du fait que pour tout 7z, < 1

Q(K,o) = lim B(K,)
t>to
et du théoréme A de H. Cartan.

Compte tenu du théoréme d’existence des voisinages privilégiés
et du fait que By g est un faisceau analytique cohérent, il résulte
de l'assertion () du lemme que iii) est vrai en tout point de K.

Soient maintenant x un point de K

K =1T]K

ielx
et K" tel que K = K' x K". Alors
x=(x',x") avec x" € k"

Enfin pour tout ©-module F on note F(x') sa restriction a{x"} x K".
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LEMME 2.7.

o
@) Le faisceau By(x') g est analytique cohérent sur K"

B) Le complexe de faisceaux %.(x')g. est une résolution de
By(x") g

(o) résulte du fait que
B(K) = B(K' x K") = B(K', B(K")).

L’assertion (f) se démontre comme le lemme 2.6 (f) compte
tenu de D’assertion ii) de la proposition suivante.

PRroPOSITION 2.8. — Soient E, F, G trois espaces de Banach et
P un polycylindre compact de CP. Soient f (resp. g) un élément
de B(P, L(E, F)) (resp. B(P, L(F, G)), ?et Eles applications induites
par f et g :

~ ~

B(P,E)i’ B(P,F)L> B(P,G) ™)
et a un élément de P. Alors

i) si ?est strict, f(a) est strict

il) si la suite (*) est exacte et si fet E sont stricts, la suite

f(a) g(a)
—_—

E F— G

est exacte.

iii) si f est dans OK ,L(E,F)) et si x est un élément du dual
F* de F nul sur Im f(a), alors pour tout vdans Im f, x © v est O(z — a).

Démonstration. — Soit h une fonction pic en g, c’est-a-dire un
élément de B(P) tel que h(a) = 1 et
Vs¥*a |h(is) <1

Pour tout morphisme ¢ d’espaces de Banach on note g(yp) sa
conorme

lp(x) N

q(0) 2 d(x, ker )
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On remarque que ¢ est strict si et seulement si g(yp) est stricte-
ment positive. Il suffit donc de démontrer I'inégalité :

1D <q(r@).
Soit € > 0 et u un élément de E tel que
d(u, ker f(a)) = 1.
If@).ull < q(f(a)) + €
Pour tout entier n soit v I’élément de B(P) défini par
v,(s) = h"(s).u

Pour n assez grand

17N < If@) .ull + €
On déduit alors de I'inégalité
d(, ; ker 7) =1
que q(f) < q(f(@) + 2e.

Démontrons ii) : soit ¥ un élément de ker g(a) ; on considére
la suite (v,), de B(P, F) définie par

v,(s) = h"(s). u
Il résulte du choix de %z et du fait que g(a).u = 0 que

lim gv,) =0

n—s o

Le morphisme ‘g étant strict, on a alors

lim d(v,,ker g) =0

n—soo

ou encore lim d(v,,Im 7) =0

n—+o

On en déduit alors que

lim d@,(a),Im f(a)) = 0.

n— oo

Etant donné que v, (@) = u et que Im f(a) est fermé d’aprés i),
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u est donc dans Im f(a) ; ce qui termine la démonstration de ii).

Enfin I’assertion iii) résulte du fait que I’élément x o f de
O(K,E') est nul en a

Pour terminer la démonstration de 2.5 on utilise le lemme suivant.
Soit P un polycylindre compact.

Soient E et F deux espaces de Banach. Pour tout ouvert U dans
P on note E; (resp. Fy) le fibré trivial de fibre E (resp. F) sur U. On
appelle morphisme de fibrés banachiques de E; dans F; toute appli-
cation de U dans L(E, F) continue sur U et analytique sur U N f’
On démontre alors de maniére analogue a ([2] § III) le

LEMME 2.9. — Soient E, F, G trois espaces Banach et

E, > F, £ G,
deux morphismes de fibrés analytiques banachiques sur P tels que

go f=0. Soit x un point de P tel que

f(x) 8g(x)
—_—

E— F G

soit exact direct.
Alors il existe un voisinage de U de x dans P tel que

a) Ey > Fy = Gy est une suite exacte scindée de morphismes
de fibrés

b) Pour tout polycylindre L dans U la suite
B(L, E) > B(L,F) = B(L, G)

est exacte directe.

Fin de la démonstration de : ii) implique iii). — 11 suffit de
montrer I’existence d’un systéme fondamental ¥ de voisinages de
x dans K formé de polycylindres L tels que le complexe d’espaces
de Banach B(L, £.) soit exact.

Soit & un systéme fondamental de voisinages B_Y(x')ll"(,,-privilégiés
de x" dans K". Pour tout L" dans & il résulte de I’assertion (8) du
lemme 2.7 que le complexe B(L" , £.(x')) est exact direct. On déduit
des données (3) un complexe de fibrés banachiques B(L" , £.) au-
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dessus de K' dont la fibre en un point quelconque ' de K’ est
B(L" ,£.(»")). Ce complexe étant exact direct en x’, il résulte du
lemme 2.9 Iexistence d’un voisinage U de x' dans K’ sur lequel le
complexe de fibrés est exact direct et tel que pour tout polycylindre
L' dans U le complexe d’espaces de Banach

B(L',B(L",£)) = B(L'x L", £)

soit exact direct.

Il suffit alors de prendre pour % I’ensemble des polycylindres
voisinages de x dans K et de la forme L = L' x L" avec

L'Ccu L"e€s
2) Montrons : iii) implique i) :
LEMME 2.10. — Si Y est localement K-privilégié, (ie. si 2.5 iii)
est vrai) alors

@) le complexe de faisceaux By  %. est acyclique

B) pour tout ouvert V
EY,T(V) = L(T, }iy(v))
Y) Y est séparé.

— Soient x € K et (L,) un systtme fondamental de voisinages
de x dans K pour lequel les complexes d’espaces de Banach B(L, , £.)
sont exacts directs. Posons

Y, = coker [B(L, , £,) = B(L,,£,)] ®))
Y, est un espace de Banach et pour tout Banach T le complexe
L(T,B(L,,#)) > LT,Y, >0

est exact.

De plus on a 1.1

(By 1£.); = lim L(T , B(L, , £.)) (6)

d’ou I’assertion («).
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— Démontrons (f) : soit G le faisceau défini par
G(V) = I(T, By(V))

pour tout ouvert V. Il suffit de vérifier que le morphisme naturel
de faisceaux

Byr > G

est un isomorphisme sur les fibres. Soient x € K et (L,), comme
ci-dessus ; on déduit de (6) et de la suite exacte

(B_K,TBl)x - (B_K,Tﬁo)x - (Ey”[)x -0
que

(By 1) = lim L(T,Y,)

a

Il reste a montrer que
G, =lim (T, Y,)
Or pour tout « on a un n:orphisme de restriction
L(T,Y,) > L(T,By(Ly)
et du fait que 1.2
Vg>0  H'L,,BQ =0

o
On a aussi par restriction, pour tout L; contenu dans L, un
morphisme

o
(T, By(L,) = L(T, Yy)
L’assertion résulte alors du fait que

G, = lim L(T , By(L,))
a

— Démontrons (y) : il résulte de I'assertion () et de la pro-
position 1.1 que H°(K,EY) =Y. Soit alors (L,), une famille de
polycylindres dans K dont les intérieurs recouvrent K et tels que
les complexes B(L, , £) soient exacts directs. On a un diagramme
commutatif d’applications continues :
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Y=H(K,By)—L — » MH(L,,By)
j
ny,

ou les Y, sont définis par (5) et i, j, k sont les restrictions ; i est injec-
tive car By est un faisceau, donc j est injective. Comme IT Y, est
séparé et j continue, on en déduit que Y est séparé.

Fin de la démonstration de 2.5. — Compte tenu de I’assertion
(v) du lemme 2.10, il suffit de montrer que si Y est un B(K)-module
privilégié la suite exacte B(K,£.) est directe. Etant donné que
pour tout ouvert V contenant K

By(V) =H(K,By) =Y
on déduit de Il’assertion () du lemme 2.10 que
H°(K,By 1) = (T, Y)

I résulte alors de I'assertion () du lemme 2.10 et de la
proposition 1.1 que pour tout espace de Banach T le complexe
0~ IL(T,B(K,£)) > L(T,Y) > 0 est exact et par conséquent

0->BK,L)=>-Y >0

est exact direct.

B) Démonstration du théoréeme 2.4.

Soient Y un B(K)-module privilégié et E un espace de Banach.
Il résulte du théoréme 2.4 que tout point de K posséde un systéme
fondamental de voisinages (L,), tels que B(L, , £.) soit exact direct.
Les complexes

B(L,.£.(E)) = B(L, , £) ée E

sont dont exacts directs. L’assertion i) est alors une conséquence
de l’assertion (a) de la proposition 1.1. Les assertions ii) et iii) se
déduisent alors de i), de la proposition 1.1 et du fait que B(K , £.)
est exact direct.
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Mentionnons pour terminer ce § une propriété bien agréable
des B(K)-modules privilégiés :

ProposITION 2.11.
a) Soit 'Y un B(K)-module privilégié. Le morphisme
p : H(X,By(E)) > H°(K, By(E))
est injectif continu d’image dense.

b) Soit F un faisceau analytique cohérent défini au voisinage
de K ; les morphismes de restriction
p : B(K,F) ~> F(K)
p' : F(K) - B(K,F)
sont injectifs continus d’image dense.

En effet soit a un point de K et m : [0,1] x C* = C" défini
par

m,x)=tx+ - t)a
Soit K, = m, K et B(K , £. (E)), le complexe

r dEam dfiom r
0~ B(K,E)? 2 ... — B(K,E)°
ou df.': = d, ®_I;. On définit ainsi un complexe de fibrés m*B(K , £. (E))
sur [0,1] dont les fibres sont les B(K , £.(E)), et qui est exact direct
pour ¢ = 1 donc sur un voisinage de 1 dans [0,1]). Notons Q le fibré
localement trivial défini par

Q = coker [m*B(K , 2,(E)) = m*B(K , £,(E))]

Soit alors f un élément de H°(K,By(E)) tel que p(f) = 0 ; m*f
définit une section s de Q nulle pour ¢t < 1 donc

f=s51)=0

et p est injective d’ou (a), les autres assertions étant évidentes.

“Démontrons” (b) : on obtient I'injectivité de p en appliquant
(a) 3 Y = B(K, F). La démonstration de linjectivit¢ de p’ est ana-
logue a celle de (a).
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3. Bg-MODULES LOCALEMENT PRIVILEGIES.

Cas particulier des faisceaux analytiques cohérents définis
au voisinage de K.

On se propose de mettre en évidence le caractére local des
notions introduites au § 2.

Remarques

1) Soit Y un Bg-module localement K-privilégié 2.2 ; par défi-
nition tout point x de K possede un voisinage polycylindrique P
tel que le B(P)‘module B(P) _ ® H°(P,Y) est P-privilégié.

H™(P,Bk)

Il résulte donc de 2.4 que pour un tel polycylindre P et toute
autre résolution L'. de Y sur P, le complexe B(P,I_J.) est exact
direct et tout point de P posséde un systéme fondamental de voi-
sinages (P,), ou les P, sont des polycylindres tels que B(P,, , L.) soit
exact direct.

2) Soit Y un Bg-module admettant localement des résolutions
By-libres finies. Il résulte facilement de la démonstration du théo-
réme des matrices holomorphes inversibles donnée dans [1] et de la
proposition 1.1 que Y admet une résolution By-libre finie L. sur K
telle que le complexe

H°(K,L) > H'K,Y) - 0
soit acyclique.

On munit H°(K,Y) de la topologie quotient de H°(K, L,) ;
elle ne dépend pas de la résolution choisie. Enfin Y étant cohérent
sur K, H°(K , Y) est canoniquement muni d’une topologie de Fréchet.

THEOREME 3.1. — Soit Y un By-module admettant localement
des résolutions libres finies. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

i) le morphisme de restriction
H°(K,Y) - H(K, Y)

est injectif continu.
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ii) H*(K , Y) est un B(K)}-module privilégié et Byo vy-Y
iii) Y est un Byg-module localement privilégié.

iv) pour tout x dans K il existe une résolution L. de Y au voi-
sinage de x telle que L. (IL (x)) soit acyclique en x.

équivalence de i) et ii) : H°(I% , Y) étant un Fréchet, il résulte de i)
que H°(K,X) est séparé donc privilégié d’aprés 2.5, d’ou ii). La
réciproque est une conséquence immédiate de la proposition 2.11.
L’équivalence de ii) et iii) résulte de 2.5.

équivalence de iii) et iv) . Soit x un point de K ; on note

K'=TTK, K'=T]K,
i€, il

etx =(x',x")eK x K".

Montrons que iii) implique iv) : soit L. une résolution de Y
sur un voisinage de x et (P,), un systéme fondamental de voisinages
de x formé de polycylindres P, = P, x P! tels que les complexes
B(P, ,L.) soient exacts directs. On déduit alors de la proposition
2.8 que les complexes B(P) ,L.(x')) sont exacts et iv) résulte
alors du fait que

L.(x"),. = li_rp B(P, , L.(x").
n

Montrons que iv) implique iii) : soit L. une résolutionde Y
sur un voisinage P = P' x P"" de x dans K telle que L.(x') soit une
résolution du faisceau cohérent X(x')“';... Il résulte du théoréme des
voisinages privilégiés [1] I’existence d’un systéme fondamental (P:,')
des voisinages de x"' dans P" tel que pour tout n, B(P", L.(x")) soit
exact direct.

L’assertion se déduit alors du lemme 2.9 appliqué au complexe
de fibrés B(P, ,L.) sur P'.

Remarque. — Si Y est localement K-privilégié, pour tout point
x de K et toute résolution L. de Y au voisinage de x, L. (m,(x)) est
acyclique.

Démonstration du théoréme 2.3.

a) Y vérifie les hypothéses de 2.5, d’ou I’équivalence de i) et ii).
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Il résulte alors de 2.4 P’existence d’une résolution de By sur
K ; on déduit ensuite de 2.5 iii) que By est localement K-privilégié
et de 2.4 que H°(K,By) = Y.

L’assertion b) résulte du théoréme 3.1.
Cas des faisceaux analytiques cohérents. — Soit U un ouvert

relativement compact contenant K et F un faisceau analytique cohé-
rent sur U. Pour tout entier p soit

K® ={x €K | Card I, > p}

KM = K est la frontiére topologique et K™ = K la frontiére dis-
tinguée. Soit

S,(F) ={x € U | prof, F < p}
On sait que S,(F) est un sous-ensemble analytique de U de dimen-
sion < p.

Enfin on dit que F est localement K-privilégié si tout point
de K posséde un systéme fondamental de voisinages dans K formé de
polycylindres privilégiés pour F au sens de [1].

Remarque. — Dans le cas du privilege L?, compte tenu du N.B.
du § 1, la démonstration des assertions ci-dessous est rigoureusement
la méme ; elle est laissée au lecteur. Si O > O° > F = O est une
présentation de F au voisinage de K on note

H(K , F) = coker [H*(K , 3€}) - H°(K ,5€})]

THEOREME 3.2. — Les propriétés suivantes sont équivalentes
i) pour tout entier p, 0 < p < n, on a
(pt+1) =
S,(F) N KD = ¢
ii) pour tout x dans K , F est w -plat en x.
iii) F est localement K-privilégié.
iv) K est F-privilégié.

v) By 68 F est K-privilégié.
~u
vi) le morphisme de restriction B(K , F) > H°(K , F) est injec-
tif continu.
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vi') le morphisme de restriction HKK , F) - H°(Iz , F) est injectif
continu.

vii) B(K , F) est séparé.
vii') H(K , F) est séparé.

Démonstration du théoréeme 3.2

A) Equivalence de i) et ii).

Il est évident que ii) implique i). La réciproque utilise le lemme
suivant :

LEMME ([5], III 5). — Soit V un ouvert de C°P x C? et w : V = CP
la projection. Soit F un faisceau analytique cohérent sur V et Z
l'ensemble analytique de non m-platitude de F. Soit k = 0.

On suppose que la profondeur de F est supérieure @ p + k en
tout point de V. Alors les fibres de w, sont de dimension strictement
supérieure a k en chacun de leurs points.

Montrons que i) implique ii). La démonstration se fait par récur-
rence descendante sur Card I,. On déduit de i) que F est libre au
voisinage de K™, donc vérifie ii) pour tout point x de K.

Supposons ii) démontré pour tout point de K®P*1 et soit x vé-

rifiant
Card I, = p.
On note
K'=T]K , K'=TT K,
i€l il

et m au lieu de m,. Soit s un élément de K'® et y un élément de
{s} x K". Si Card I, est supérieur ou égal a (p + 1), on déduit de
Ihypothése de récurrence que F est Il -plat en y, donc a fortiori
II-plat. Par conséquent, si Z désigne le sous-ensemble de U de non
I-platitude de F, la fibre de Z en s ne rencontre pas K''!) et est

donc de dimension au plus O dans K". Il résulte alors de I’hypothése
et du lemme que Z ne rencontre pas {s} x K"

B) Montrons que ii) implique iii)

C’est une conséquence de “platitude et privilége” et du théoréme
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d’existence des voisinages privilégiés [1]. En effet soit
x=(x",x")EK'® x K" CCPxCP.

F étant w_-plat, pour tout polycylindre L' contenu dans K" et

F(x')-privilégié, il existe un voisinage V de x' tel que pour tout

polycylindre L' contenu dans V, L' x L"” soit F-privilégié¢ ([1] § 7

proposition 6).

C) Démonstration de : iii) implique iv)

LemME 3.3. — Si K est localement F-privilégié, le B(K)-module
B(K , F) admet une résolution finie.

En effet soit £. une résolution du faisceau F au voisinage de
K ; il suffit de montrer que B(K , £.) est exact. Compte tenu de la
proposition 1.1 il suffit de montrer que le complexe B £. est acy-
clique, ce qui résulte de I’hypothése par un argument identique a
celui du lemme 2.10 ().

Il résulte alors de 2.5 appliqué au B(K)-module B(K , F) que
iii) implique iv).

L’équivalence de iv) --- vii) résulte du théoréme 3.1.

D) Démonstration de : vii) implique i).

La démonstration se fait par récurrence sur n, le cas n = Q étant
trivial. Supposons donc le théoréme vrai en dimension strictement
inférieure a4 n. Quitte a restreindre U on se donne

B, > LB > F->0

une présentation de F sur U. Soit K =K' x K" CCxC" ' et a
un point de K'. On déduit de I’assertion i) de la proposition 2.8
et de I’hypothése de récurrence que, pour tout entier p

0<p<n-1 SP(E(a)) N K"®P+) = ¢, nH
F(a) (K") = B(K" , F(a)) est injective. )

Nous allons montrer que F est pr,-plat en tout point de{a} x K"
et alors le théoréme résulte de (1) et du fait que

vx €{a} x K"  prof F = prof F(a) + 1
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Pour montrer que F est pr,-plat en tout point de {a} x K", il
suffit de montrer que (z —a)-lg(x) : F(K) = F(K) est injective.
Soit donc ¥ un élément non nul de F(K), montrons

(z —a) u#0.
Soit u un élément de B(K, £,) déduit de ¥ ; notons
f:BK,£) -> B(K, £)
f: B(K" , 2(a)) = B(K" , £ (@)

et u, lélément de B(K", 2,(a)) défini par u ; il résulte de (2)
et du fait que @ est non nul que u, n’est pas dans Im f,. Puisque Im f,
est fermée, il existe un élément x de F' nul sur Im f, et tel que

X(u,) # 0.

Soit alors (k,), une suite de O(K’) convergeant dans B(K')
vers un élément A et telle que, au voisinage de g,

h,(z) =00z — a)
h(z) = 0(/z —a)

pour un détermination donnée de /z —a sur K(¥*).

Il résulte de (2.8-iii) appliqué a x et a4 h.u que h.u n’est pas dans
Im £ On ne peut donc avoir (z — a)u = 0 car sinon la suite (h,u),
serait dans Im f qui est fermée.

Et le théoréme est démontré.

4. STRUCTURE FONCTEE SUR S x K ET PROPRIETE
UNIVERSELLE DE LA GRASSMANIENNE Gy

I. Structure fonctée associée a une B(K)-algébre privilégiée.

DEFINITION 4.1. — On appelle B(K)-algébre privilégiée toute al-
gébre quotient de B(K) qui est un B(K)-module privilégié.

(*) Par exemple, soit (a,), une suite convergeant vers a sur une demi-
droite de CK ; on peut choisir une détermination de \/z — a et \/z — a, sur K

zZ —a

de sorte que 4,(z) = réponde a la question.
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Soit Y une B(K)-algébre privilégiée ; on note |Y| le support
du faisceau By et pour tout espace de Banach E et toute section f

de By(E) on note | f| 'application continue sousjacente de |Y| dans
E.

Soit B(K , £.) une résolution de Y
BK,2):0->BK)?”—> ... BK) > Y~>O0

le complexe B(K,£.) est exact direct ainsi que B(K ,£.(E)) pour
tout espace de Banach E.

DEFINITION 4.2. — Soit U un ouvert d’'un espace de Banach E.
Pour tout ouvert V de K on pose

By(V,U) ={f€H(V,By(E)) ; Ifl (IYINV)CU}
et on appelle By (U) le faisceau d’ensembles ainsi défini.

On se propose de montrer que I’on peut ainsi définir un foncteur -
U - By(U) sur la catégorie des ouverts d’espaces de Banach et appli-
cations analytiques et a valeurs dans la catégorie des faisceaux d’en-
sembles sur K. La démonstration se fait comme dans([1] § 3 n° 1)
et utilise essentiellement le lemme suivant qui n’est qu’une variante
de ([1] lemme 1 loc.cit.). Soit fy, ..., f, un systéme de générateurs
de l'idéal I tel que Y = B(K)/I ; on note f I’élément (f,,..., )
de B(K)”.

LeMME 4.3. — Soient S un ouvert de K x C? contenant Y x {0}

et n une application continue de S dans E qui est analytique sur
£ N (K x CP) et nulle sur K x{0} N §2.

1l existe un voisinage V de |Y| dans K tel que pour tout x dans
V (x, f(x)) € Q et que la fonction g définie par g(x) = n (x, f(x))
ait une image nulle par la restriction

H°(V , Bg(E)) = H°(V, By(E))

On définit ainsi un espace foncté Y = (Y|, By( )) dit associé
a la B(K)-algébre privilégiée Y. On dit aussi que Y est un espace
foncté K-privilégié. Enfin pour tout couple d’espaces fonctés (Y , Z)
on note MOR(Y, Z) I'ensemble des morphismes d’espaces fonctés
de Y dans Z.
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D’autre part tout espace de Banach est muni de sa structure
fonctée canonique, et I’espace annelé associé a Y est (]Y| , By).

PROPOSITION 4.5. — Soit Y un espace foncté K-privilégié.

a) Pour tout espace de Banach E I’ensemble MOR(Y , E) s’iden-
tifie @ H°(K , By(E)).

b) Si E est de dimension finie, MOR(Y , E) est I’ensemble des
morphismes d’espaces annelés de (IY| By) dans E.

a) résulte de la définition des structures fonctées ; la démons-
tration est analogue a celle de ([1] § 3 n° 2 proposition 1).

b) montrons que H°(K , By(E)) s’identifie 4 ’ensemble des mor-
phismes d’espaces annelés de (]Y|,By) dans E. Soit f un élément
de H°(K,By(E)) ; daprés 2.4 il se releve en un élément f de
B(K , E) = B(K) _E. Cet élément f définit canoniquement un mor-
phisme d’espaces annelés de (K, Bg) dans E et par restriction un
morphisme ¢(f) de Y dans E.

Lapplication ¢ : H°(K , By(E)) > MOR(Y , E) ainsi définie est
bijective ; en effet soit g = (g',g"") : (IYl,By(£)) > (E,Og) un
morphisme d’espaces annelés et soit Y(g) I'image de l'identité de E
par

g"(E) : H°(E, Og(E)) = H°(IY|, By(E))

Pulsque (IY1), By),g est un espace analytigue la restriction de
Y(g) a K N'Y détermine le morphisme g sur K NY ([1] §3n°2
proposition 1). Il résulte alors de 2.11 que

¥ : MOR(Y , E) > H°K, By(E))

et ¢ sont deux bijections réciproques.

COROLLAIRE 4.6. — Soit Y un espace foncté K-privilégié. Soient
E et F daux espaces de Banach (resp. de dimension finie), U un
ouvert de E et g : U = F une application analytique. Soit X = g~ '(0).

L’ensemble des morphismes de Y dans X s’identifie a I’ensemble
des morphismes (resp. des morphismes d’espaces annelés) de Y dans
U tel que gof = 0.
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La démonstration est analogue a celle de ([1] § 3 n° 2 propo-
sition 2). Par recollement on en déduit le corollaire suivant.

COROLLAIRE 4.6". —Soient Y un espace foncté K-privilégié et X
un espace analytique de dimension finie. MOR(Y , X) est l’ensemble
des morphismes d’espaces annelés de Y dans X.

II. Définition d’une structure fonctée canonique sur S x K.

Dans tout ce qui suit K est un polycylindre compact de C”
et (S,0q) un espace analytique banachique. On sait étendre le
foncteur Og a la catégorie des espaces de Fréchet et applications
linéaires continues ([4] § 7).

DEFINITION 4.7. — Pour tout espace de Banach E on note Bg,(E)
le préfaisceau sur S x K défini a partir de

Bsxk(S'x L, E) = Og(S', Bg(L, E))

pour tout ouvert S' de S et tout polycylindre L de K , i désignant
lintérieur de L dans K. On note Bg, g le préfaisceau d’algébres Bg,  (C).

PROPOSITION 4.8.
i) Le préfaisceau Bg,((E) est un faisceau.
i) Vg>0 H? (5} xK,Bg,k(E) = 0.
iii) Og,z est la restriction de Bg,x a Sx K.
Démonstration. — Soient L un polycylindre dansoK et (L,) une
suite croissante de polycylindres compacts recouvrant L ; alors
By(L,E) = lim B(L, , E)
n
les morphismes B(L,,, E) = B(L,_,,E) étant denses, et par conséquent

0s(S', By(L , B)) = lim O(S’, B (L, , E)).
n

— L’assertion i) résulte alors du fait que Bg(E) est un faisceau,
que pour tout L,S = OS(S BK(L)) est un faisceau et de ([3] §7
lemme 5).
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— On démontre de méme que les préfaisceaux ngK(E) définis
a partir de

$'x L= 04(8',Q"(L,E)) = lim O4(S'; Q°(L,, E))
n

sont des faisceaux (les notations étant celles du § 1). Il résulte alors
de Passertion a) de la proposition 1.1 et de la suite exacte directe
Q'(K, E) une résolution fine Qg, x(E) de Bg,«(E) telle que le complexe
HO({s} x K, Qs,k(E)) soit exact, d’ou ii).

— L’asserti%n iii) résulte du fait que pour tout polycylindre

L contenu dans K on a un diagramme commutatif canonique ([1] § 5).

Ogycn(S x L)

.

res. Os(S, B(L))

Osxcn(S x L)

ce qui termine la démonstration de la proposition.

D’autre part, a toute section f du faisceau Bg, «(E) sur un ouvert
W correspond une application sous-jacente |f| = W = E. Alors pour
tout ouvert U de E on note Bg,x(U) le sous-faisceau d’ensembles de
Bg,k(E) formé des sections a valeurs dans U. En particulier pour tout
ouvert S’ de S et tout polycylindre L de K, on a

Bo(S'x L, U) ={f€ Og(S", Bx(L, E) | If1(IS') C Bg(L, U)}.
Soit (L,)) une suite croissante de polycylindres telle que
i=vuL,
(B(L,, U)),, est un systeme projectif dans la catégorie des ouverts
d’espaces de Banach, les fléches étant les restrictions ; on déduit

alors de la structure fonctée de S un systéme projectif d’ensembles
(Os(S', B(L,, ; U)), tel que

Bs(S'x L, U) = lim Og(S', B(L, , U))

Soient maintenant V un ouvert d’un espace de Banach F et
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¢ : U = V une application analytique. Il lui correspond un systéme
projectif de morphismes

(B(L,,U) 23 B(L,, V)

dans la catégorie des ouverts d’espaces de Banach et applications
analytiques, d’ou un systéme projectif d’applications

(0s(S', B(L,, U) 5 0y (s', BL,, V)

et par conséquent une application
©* 1 Boy(S'x L, U) > Bgy(S'x L, V).
On montre alors aisément que (S x K, Bg,x(.)) est une structure

fonctée sur S x K.

Remarques. — Soient f: S = T un morphisme d’espaces analy-
tiques banachiques et E un espace de Banach. Pour tout polycylindre
L dans K on a alors un morphisme

fe + Ox(B(L, E)) > f, Os(B(L, E))
d’ou par passage aux limites projectives un morphisme de faisceaux
Bk (E) = f, Bsuk(E).

On associe ainsi canoniquement a f un morphisme d’espaces
fonctés

~

F i (SXK,Bggl() > (Tx K, Bpgl)

— Enfin pour tout Bg,x-module de présentation finie F on note
Fg ou f*F le Bg,x-module image réciproque de F par f.

III. Bg,x-modules S-anaplats.

Soient K un polycylindre compact de C” et S un espace ana-
lytique banachique. Pour tout Bgg-module F de présentation finie
ét tout point s de S on note F(s) le faisceau sur K tel que

_E(s)x = Es,x ® _BSxK,s,x EK,x

Enfin on note B(K)g le fibré trivial sur S de fibre B(K)".
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DEFINITION 4.9. — On dit qu’un Bg,module F est S-anaplat
en (s, x) s'il existe au voisinage de (s, x) une résolution Bg,-libre
finie L. de F pour laquelle L. (s) est exact au voisinage de x et si le
By-module F(s) est localement K-privilégié (3.1) en x.

Alors pour toute résolution libre finie L. de F, L. (s) est exact
- - - o
au voisinage de x. De plus on remarque que si x est dans K, F est
S-anaplat en (s, x) au sens de [1].

D’autre part il résulte du théoréme des matrices holomorphes
inversibles de H. Cartan généralisé dans ([1] § 3 théoréme 2) que
si F admet localement des résolutions finies, F admet des résolutions
finies au voisinage de {s} x K.

Il résulte alors des théorémes 2.5 et 3.1 que F est S-anaplat
au-dessus de s, si et seulement si il existe une résolution L. de F au
voisinage de {s,} x K pour laquelle le complexe H°(K , L. (s9)) est
exact strict. Ce complexe est alors exact direct et pour s assez voisin
de s,,F est S-anaplat en s et les espaces de Banach HO(K,lj(s))
sont les fibres d’un fibré analytique banachique localement trivial
sur S noté B(K, F).

ProrosITION 4.10.

a) Soient F et G deux Bg, -modules S-anaplats, L. > F et M. > G
deux résolutions de F et G sur un voisinage de {s} x K. Alors tout
morphisme f : F > G se reléve au voisinage de {s} x K en un mor-
phisme f. : L. > M.

b) Si F EA G 5 H est un complexe de Bg,-modules S-anaplats
en (s, x) tel que
1) (s)
F(s)— G(s)— H(s)
soit exact au voisinage de x et si coker g(s) est localement K-privilégié
au voisinage de x, il existe un voisinage de (s, x) sur lequel F A G N H
est exact.

c) Pour tout morphisme f : T —> S d’espaces analytiques bana-
chiques et tout Bg-module F S-anaplat, f* F est T-anaplat.

— a) est une conséquence classique de I’assertion ii) de la pro-
position 4.8.
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— Soit L. (resp. M., N.) une résolution de F (resp. G, H) sur
un voisinage de (s, x) de la forme U x P ou P est un polycylindre
privilégié pour F(s), G(s) , H(s) et coker g(s). On déduit des données
et de a) un complexe

LiMm SN
et il en résulte un complexe de fibrés banachiques
B(P,F) - B(P,G) - B(P, H).

Ce complexe est exact direct en s donc sur un voisinage de s.
On en déduit alors que

H°{s} x P,F) = H°({s} x P,G) = H°({s}x P, H)

est exact ; 'assertion b) résulte alors de I’assertion ii) de la proposi-
tion 4.8 et du théoréme A qui s’en déduit.

— c) résulte alors du fait que si L. > F est une résolution de
F 7* L. est acyclique d’aprés b).

IV. Structure fonctée associée 4 une Bgy-algébre S-anaplate.

Soient Y une Bg,g-algébre S-anaplate et E un espace de Banach.
Soient s un point de S et

d
4
Bssk > Bsxk > Y > O

un début de résolution Y sur un voisinage ouvert U de s. On déduit
de d un morphisme de faisceaux de Bg,-modules

d(E) : B[ (E) ~ By,(E)
et on note
By(E)y = coker d(E).

Il résulte de la proposition 4.8 que les faisceaux ainsi définis
au voisinage de chaque point de S ne dépendent pas des résolutions
choisies et se recollent en un faisceau noté By(E) sur Sx K et
concentré sur le support de Y. On démontre alors a l'aide d’un
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lemme analogue au lemme 4.3 que Y = (|Y|, B(.)) est une structure
fonctée dite associée a la Bg,g-algébre S-anaplate Y ; on dit aussi
que lespace foncté Y est S-anaplat.

V. K-fibrés privilégiés sur S.

4.11. — Soit Z un fibré analytique en B(K)-modules de Banach sur S.
On dit que Z est K-privilégié si pour tout s dans S il existe un voi-
sinage U de s et une résolution finie de Z sur U par des fibrés triviaux

(*) 0 > BK)? > ... > BK)? > Zy > O
— Alors au voisinage de chaque point de S la suite (*) est
scindée et Z est localement trivial.

Si F est un Bg, g-module S-anaplat le fibré B(K , F) est K-privi-
1égié. Réciproquement on se propose d’associer a tout fibré K-privilégié
Z sur S un Bg, x-module S-anaplat. Compte tenu de (4.8) on a

Os(U, B(K)) = H(U x K , Bg, )

et par conséquent, pour tout ouvert U de S sur lequel existe une réso-
lution de Z du type (*), il correspond canoniquement a une telle
résolution un complexe de Bg,gmodules

. p d p'o
I_-" . O_)BSXK_)"'_)B_SxK

défini sur U x K. Soit F = coker d ; il résulte du lemme ci-dessous
que les faisceaux ainsi construits se recollent sur S x K.

LEMME.

i) Le complexe L. est acyclique sur U x K.
ii) F ne dépend que Zy; .
iii) F est S-anaplat.
iv) BK,F) = Z;.
Montrons i) : pour tout s dans U, Z(s) = H°(K , F(s)) est K-

privilégié donc localement K-privilégié (2.4) ;tout point x de K pos-
seéde donc un systéme fondamental de voisinage (L,) formé de poly-
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cylindres dans K tels que Os,s (B(L, , L.(s))) soit exact. L’assertion i)
résulte alors du fait que

L, = lim Og, (B(L,,L.(9))).

n

Montrons ii) : par construction le faisceau sur U défini par
V= F(V x K) est le faisceau des sections analytiques de Z; et ne
dépend donc que de Z;;. On déduit alors ii) de (4.8 ii)) par un argu-
ment classique.

iii) est une conséquence immédiate de i) et du fait que Z est
K-privilégié et iv) résulte alors des définitions.

— Enfin on remarque que si F est un Bg,g-module S-anaplat,
le faisceau associé au fibré B(K , F) est égal & F. On a ainsi défini
une correspondance biunivoque entre les fibrés K-privilégiés et les
Bgyk-modules S-anaplats dont on montrerait aisément qu’elle est une
équivalence de catégories ; en effet il résulte de la proposition 4.10
la proposition suivante :

PROPOSITION 4.12.

a) Soient Z et Z' deux fibrés K-privilégiés sur S et L. (resp. L'.)
une résolution de Z (resp. Z') sur un ouvert de S. Alors tout mor-
phisme de fibrés [ : Z —~ Z' se reléve localement sur S en un mor-
phisme f : L. > L'..

b) Si Z = Z' les résolutions L. et L'. sont homotopes.
Enfin il résulte de la construction ci-dessus que si f : T —> S
est un morphisme d’espaces analytiques et Z un K-fibré privilégié

sur S, si F désigne le Bg, g-module anaplat associé a Z, alors le fibré
K-privilégié sur T associé a f* F est 'image réciproque f*Z du fibré Z.

VL. Propriété universelle de la grassmanienne Gy .

Soit Gk l'espace analytique banachique des quotients séparés
de B(K) admettant une résolution finie donc directe d’aprés (2.3).

Cet espace est construit dans ([1] § 4).
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Soit Rk le fibré canonique quotient du fibré trivial B(K)" .
G
K
Ce fibré est K-privilégié (4.11) ; on note Ry le _BG, -module
XK

.2 A K
Gy-anaplat associé 3 Rg.

Il résulte de ([1] § 8 n® 5) que pour tout espace analytique ba-
nachique S, les morphismes analytiques de S dans Gy sont en cor-
respondance biunivoque avec les classes d’isomorphismes de K-fibrés
privilégiés sur S.

On obtient donc le théoréme suivant :

THEOREME 4.13. — Pour tout espace analytique S et tout Bg,
module F S-anaplat et quotient de Bg, g, il existe un morphisme
unique f : S > Gy tel que

f*Rg=F
f est l'unique morphisme tel que f*Rg soit le K-fibré privilégié
associé a F.

En résumé pour tout espace analytique banachique S, on a cor-
respondance biunivoque entre :

— les morphismes de S dans Gy,

— les classes d’isomorphismes de K-fibrés privilégiés sur S quo-
tients de B(K)g,

— les classes d’isomorphismes de Bg,g-modules S-anaplats et
quotients de Bg,k.

5. L’ESPACE MORg (Y, X)

Dans tout ce paragraphe S est un espace analytique banachique.

DEFINITION 5.1. — Soit f : X = S un morphisme d’espaces anu-
Iytiques banachiques. On dit que X est relativement de présentation
finie au-dessus de S si pour tout x dans X il existe

— un voisinage ouvert X' de x dans X,



184 G. POURCIN

— un voisinage ouvert S' de f(x),

— un ouvert U de S' x CP, un morphisme h : U C? et un S'-
isomorphisme de X' sur h='(0).

On dit qu'un tel ouvert X' est un ouvert de coordonnées de X.

Soient K un polycylindre compact de C" et Y un sous-espace
foncté S-anaplat de Sx K associé a une Bg,g-algébre By (§ 4-IV).
Soit X = S un espace relativement de présentation finie au-dessus
de S.

On note MORg(Y, X) P’ensemble des S-morphismes d’espaces
fonctés de Y dans X.

Soit Fy le foncteur contravariant sur la catégorie des espaces
analytiques au-dessus de S qui a tout T — S associe

Fy(T) = MOR (Y , Xq).

On se propose de montrer que ce foncteur est représentable.

I. Cas ou X =8 x CP.

Il résulte de la structure fonctée de Y que
MOR(Y , C?) =H°(IY|, ByY
de méme
VsE€S MOR(Y(s),CP) = H°(K, By(s))?

et est aussi ’ensemble des morphismes d’espaces annelés de Y(s) dans
CP (4.5).D’autre part notons B(K , Y) le S-fibré analytique banachique
associé a Y et Hg(B(K, Y)) le faisceau des sections de ce fibré.

PROPOSITION 5.2. — Le S-fibré B(K, Y)Y représente le foncteur
FSXCP'

En effet soient s un point de S et
Bsxk = Bsxk > By > O

un début de résolution de By au voisinage de {s} x K ; il résulte de
(4.8) que
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H(s} x K, By) = coker (Og ((B(K)") = Og ,(B(K))
On déduit alors de la suite exacte directe de fibrés banachiques
B(K); = B(K)g = B(K,Y) > O
que
H°({s}x K, By) = Hg ((B(K, Y))
et par conséquent
MOR(Y, C?) = MOR4(S, B(K, Y)?). )

D’autre part, si f : TS est un morphisme d’espaces ana-
lytiques banachiques, f*Y est T-anaplat (4.10) et

B(K,f*Y)=r*BK,Y). (2)
On déduit alors de (1) et (2) que
MOR(Y;, CP)

MOR(T, B(K , f*Y)?) = MOR((T , f*B(K, Y)?)
MOR(T, B(K , Y)?) 3)

]

d’ou la proposition.

On note

m . YB(K,Y)p g CP

le morphisme universel ; il correspond a I’identité de B(K , Y)? dans
I’égalité (3) écrite pour T = B(K , Y)?.

II. Cas ot X est un ouvert de coordonnées.

Soit U un ouvert de S x C?. On note B(K,Y,U) 'ouvert de
S-fibré B(K, Y)? formé des couples (s, f) tels que

—s€E€S
~ fEH(K, By(s)?)
= 11 (Y(s)D) C U(s)

Soit my; la restriction du morphisme m au-dessus de B(K, Y, U).
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On déduit alors de (5.2) le
COROLLAIRE 5.3. — Le couple (B(K,Y ,U),my) représente le
Joncteur Fy.

Soient # : U— C? un morphisme et X = A~1(0). Pour tout
T, h induit une application

Fy(T) = MOR (Y, Up) > MOR(Yy, T x C?) = Fg,c q(T)
f = hof

On en déduit un morphisme de foncteurs h : F; = Fg,cq et
par conséquent un S-morphisme

h,:BK,Y,U) ~ B(K, Y)?.
Soit alors MOR4(Y , X) I’espace analytique A3'(0) ; on note
my . Y xg MORg(Y , X) = X xg MOR4(Y , X)
le morphisme induit par my; ; on déduit alors de (5.3) la

PROPOSITION 5.4. — Le couple (MORg(Y , X) ,my) représente le
foncteur Fy.

On remarque que compte tenu de (4.6) I’ensemble sous-jacent
a l'’espace MOR((Y, X) est I'ensemble des couples (s, f) ou s est
un point de S et f un morphisme d’espaces annelés de Y(s) dans
X(s). '

III. L’espace des petits morphismes.

Soit X ™ S un espace relativement de présentation finie au-
dessus de S.

DEFINITION 5.5. — Soit f: T = S un morphisme d’espaces analy-
tiques ; on appelle petit morphisme de Y1 dans X; tout T-morphisme
g : Yy > X tel que pour tout t dans T, l'image par g de Y(f(¢))
soit contenue dans un ouvert de coordonnées de X (5.1). On note
F;(T) leur ensemble.
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On définit ainsi un foncteur Fy sur la catégorie des espaces
analytiques au-dessus de S et on se propose de montrer que ce
foncteur est représentable.

PROPOSITION 5.6. — Soient X et X, deux ouverts de coordonnées
de X ; soient

S, =n(X,) S, =mn(X)).
i) Si X, est contenu dans X,, l'unique morphisme
f: MORg (Y, X,) = MORg (Yg, , X;)
tel que f* My, = my, est un plongement ouvert.

ii) X; N X, est un ouvert de coordonnées de X au-dessus de
S; NS,.

i) résulte de (5.4) : en effet soit M 'ouvert de MORSz (YSz » X3)

formé des couples (s, f) tels que f(Y(s)) soit contenu dans X, :on
déduit de la propriété universelle de MORSl (YSl , X;) un morphisme

g: M- MORSl (YSl ,» X;) qui est réciproque de f.

ii) soient U un ouvert de S x C? et i : X, > U un plongement
fermé ; soit V un ouvert de U tel que i~ (V) = X, N X, ; i induit
un plongement fermé de X, N X, dans V.

Soit maintenant & la famille des ouverts de coordonnées de X.
On pose

0 — []
IMg(Y , X)I = x,kéz IMORg/(Yg , X' |

S'=n(X")

Il résulte de (5.5) que les structures analytiques des espaces
MORg/(Ygr ,X") se recollent sur IMg(Y , X)| ainsi que les morphismes
mye.

On note Mg(Y , X) espace universel obtenu, Zg I’espace foncté
MJ(Y , X)-anaplat image réciproque de Y par le morphisme cano-
nique M3(Y, X) = S et my : Z3 = M3(Y , X) x5 X le petit morphisme
obtenu en recollant les myr. Il résulte alors de (5.4) et de (5.6) que le
couple (M3(Y , X) , my) représente le foncteur Fy.
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On a donc la

PROPOSITION 5.7. — Soient T = S un morphisme d’espaces ana-
lytiques et f : Y = Xp un petit morphisme. Il existe un S-morphisme
unique.

g: T~ MY,X)

tel que

g*mx =f

IV. Cuirasses Y-privilégiées.

Soit K un polycylindre et Y un Bg-module privilégié. On appelle
cuirasses Y-privilégiées de K la donnée de

— un ensemble fini d’indices I et deux familles (K;) et (K})
indexées sur I de polycylindres Y-privilégiés dans K,

— pour tout couple (i, j) de I x I une famille finie (K,.,-a)aeAu

de polycylindres Y-privilégiés tels que
a) Viel K CK,
b) K = igl Ki
¢) pour tout (i,j) on a
K;NK)C anA,.,. K, C K, N K,

_ Soient maintenant S un espace analytique banachique, Y un
espace foncté S-anaplat et Q une cuirasse de K. L’ensemble S, des
points s de S pour lesquels Q est Y(s)-privilégiée est un ouvert de S.

Pour tout i, j, a on note

— ' —
Y, = Xlslxxi Y; = X]slxK}

Yij, = Xlslxx(,.,a

Z?7 lespace M3(Y, , X)-anaplat universel et m, : Z) - X xg M3(Y;, X)
le petit morphisme universel. On définit de méme Z;" ,m;

IR
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On déduit alors de la proposition 6.1 des morphismes

hy @ Mg(Y;, X)is, —>ina Mg (Y0 > X)s,

i, 0
s Mg(Y;, XDy, -»ina M2(Y s Xy,
tels que

(P} - h)*my, =m;  au dessus de S, x K,

ainsi que les égalités analogues avec h{. Soit alors MQ le noyau de
la double fléche

(I A, LAY T M(Y,,X) 3 1T M(Y

i,j,a

X)

ija>
et soit Z I’'image réciproque de Y par le morphisme canonique
M@ - S.

Il résulte alors de la construction ci-dessus que les morphismes
Myy; s recollent en un petit I\_/[Q-morphisme

m:Z*MQxSX.

DEFINITION 5.8. — Soient T un espace analytique au-dessus de
S et f: Y= X, un T-morphisme. On dit que f est petit relativement
a Q si pour tout t dans T, Q est Yp(t)-privilégié et si pour tout
i dans 1 l'image par [ de Y (t) N K, est contenue dans un ouvert
de coordonnées de X.

Soit M, I’ensemble des points ¢ de MQ tels que Q soit Z(¢)-
privilégiée ; c’est un ouvert de M? et la restriction de m a M, définit
un morphisme petit relativement a Q

my : Zimy > M, xg X.

LEMME 5.9. — Pour tout espace analytique T au-dessus de S,
et tout morphisme f : Y —> X petit relativement a Q, il existe
un morphisme canonique ¢(f) : T > M, tel que

a) p(NN*m =f
b) pour tout morphisme k : T' > T

o(fp) =e(f) o k
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Pour tout i dans I, on déduit de la proposition 5.7 un mor-
phisme ¢,(f) : T > Mg(Y,- » X) ; le morphisme II ¢,(f) se factorise
en un morphisme ¢(f) : T - M,; d’ou a). L’assertion b) résulte
de la fonctorialité des @,(f).

V. Une cure d’amaigrissement pour M, .

(Méthode éprouvée et infaillible die a ([1] § 9) dont nous suivons
scrupuleusement le mode d’emploi !)

En appliquant le lemme (5.9) au cas ot T =M, et ou f est
'identité de Z,,, on obtient un morphisme 6 : M; = M, tel que
6 o 6 =0 et que pour tout T-morphisme petit relativement a Q
f: Yy~ X oon ait

o(f) =0 o o(f).
Soit alors M? le noyau de la double fléche
(0,Ly): M; 2 M,.

De plus on déduit de Z et de m un espace M@-anaplat Z? et
un morphisme m? : Z? > MQ xg X petit relativement 2 Q. Le triplet
(MQ s z° s mQ) est universel ; plus précisément on a :

PROPOSITION 5.10. — Pour tout espace analytique T au-dessus
de S et tout T-morphisme f : Y1 —> X, petit relativement a Q il
existe un S-morphisme unique ¢ : T = MQ tel que

p*mQ =f.

V1. Construction de I’espace universel MOR4(Y , X).

LEMME 5.11. — Pour tout S-morphisme f : Y = X et tout point

s de S il existe une cuirasse Q de K et un voisinage S| de s dans
S tel que fq soit petit relativement a Q.
1

La démonstration est immédiate compte tenu de (2.3).
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Il résulte donc du lemme (5.11) que I’ensemble MORg(Y , X)
est la réunion des ensembles sous-jacents aux espaces M? pour toute
cuirasse Q. On déduit alors de la proposition (5.10) P’existence et
l'unicité :

— d’un espace analytique banachique MOR((Y , X) au-dessus de S

— d’un morphisme I : y —> MOR( (Y, X) xg X

ol y désigne I'image réciproque de Y par le morphisme canonique
MOR (Y, X) = S, tels que pour toute cuirasse Q, IMQ| soit ouvert
dans MOR(Y , X) et que

(M_O_BS(X 3 X) s Vo m)l |MQ| = (MQ bl ZQ > mQ)-
Il est clair que le triplet (MOR4(Y , X),y, ) représente le

foncteur Fy. On a donc le théoréme suivant :

THEOREME 5.12. — Pour tout espace analytique T au-dessus de
S et tout T-morphisme f: Y = Xq, il existe un S-morphisme unique
h: T > MORg(Y, X) tel que
h*m=f
En particulier on a

F5(T) = MOR{(Yy, Xp) = MOR(T , MOR(Y , X))

VII. L’espace universel Mg(K , X).

Soit S un espace analytique banachique et X un espace analy-
tique au-dessus de S relativement de présentation finie. Soient Gy
la grassmannienne des quotients séparés de B(K) admettant une
résolution finie et Rg I’espace foncté Gyg-anaplat universel (§ 5). On
pose

Mg(K , X) = MORg,, » (S X Ry, XX Gy)

et on note yx et M x 'espace et le morphisme universels associés
a Mg(K, X). On déduit alors de la propriété universelle de (Gg , Ry)
(4.12) et de (5.12) le théoréme suivant.
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THEOREME 5.13. — Pour tout morphisme d’espaces analytiques
h : T =S, tout sous-espace foncté Y de T x K et tout T-morphisme
f: Y = X il existe un S-morphisme unique

k:T > Mg(K,X)
tel que
k*yx =Y
k*my, = f
En effet soit #, : T = Gk le morphisme tel que
hiRg =Y.

Alors le morphisme (h, h;) : T = S x Gk fait de T un espace

au-dessus de S x Gy . 11 suffit donc d’appliquer le théoréme (5.12) au
triplet (T, Y, f).

Remarque. — L’ensemble sous-jacent a I’espace Mg(K, X) est
I’ensemble des triplets (s, Y, f) ou s est un point de S, Y un sous-
espace privilégié de K (§ 4.I) et f un morphisme d’espaces annelés
(4.5) de Y dans X(s).
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