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QUELQUES CONDITIONS D’EXISTENCE
DE FEUILLES COMPACTES

par Claude LAMOUREUX

Les feuilletages & étudiés sont des feuilletages de codi-
mension 1, transversalement orientables pour simplifier I’ex-
posé, transversalement C? sauf mention contraire, et tangents
au bord éventuel X de la variété connexe X qu’ils
feuillettent.

L’un des objets de ce travail est de démontrer le théoréme
suivant :

TaktoriME 1. — Soit (M));e; une famille d’ensembles fermés
saturés d’un feuilletage F d’une variété X, tels que ' IMt est
i€eJ
vide pour tout sous-ensemble infint J de 1 (*). Nous notons #
la réunion l ,Mi. Alors toute feutlle relativement compacte
— i€l .
de ® — & est une feuille compacte.
La conclusion du théoréme 1 s’applique a toutes les feuilles
de # — # lorsque X est, par exemple, une variété compacte.
Considérons en particulier le cas d’'une réunion %' de
feuilles compactes d’une variété compacte: 1’enveloppe [5]
# — # de R’ est une réunion de feuilles compactes d’aprés
le théoréeme 1; donc %’ est encore une réunion de feuilles
compactes. Nous avons donc 13, pour les feuilletages transver-

(*) Cette condition est évidemment vérifie lorsque les ensembles M; sont
deux a deux disjoints.

13
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salement C? des variétés compactes, une nouvelle démons-
tration d’une propriété bien connue due & Haefliger [1],
cf. théoréeme p. 386 de [2], qui permet de réduire la démons-
tration du théoréme de stabilité totale de Reeb [9] & celle du
théoréme de stabilité locale.

L’énoncé du théoréme 1 nous a été suggéré par ’étude des
phénomeénes de captage dans les variétés X compactes ou
non compactes, simplement connexes [3] ou de la forme
X" X I par exemple [4]. Nous avons obtenu pour ces variétés,
ainsi que pour les variétés X de groupe fondamental une
extension finie de Z [6], des théorémes similaires dont les
démonstrations valables pour des feuilletages seulement CI,
voire (9, sont toutefois fort différentes [4, 7].

En ce qui concerne les feuilletages des variétés compactes,
nous obtenons aussi les:

CororLLAIRE 1. — La réunion des ensembles minimaux
d’un feuilletage # d’une variété compacte est compacte.

TatoriME 2. — Un feuilletage F d’une variété compacte
rn’admet qu'un nombre fini d’ensembles minimaux exceptionnels.

Ces deux résultats permettent de mieux comprendre la
structure des feuilletages des variétés compactes. Le théoréme 2
a déja trouvé une application directe dans I’étude de la struc-
ture des feuilletages transversalement analytiques des variétés
compactes (Hector, theése, 9 juin 1972, p. 97), cf. [12].

Le théoréme 2 montre que par un nombre fin1 de tourbillon-
nements de Reeb on peut toujours ramener 1’étude d’un feuil-
letage # d’une variété compacte a celle d’un feuilletage #'
dont tous les ensembles minimaux sont des feuilles compactes.

Une transversale fermée homotope a zéro d’un feuilletage
d’une variété quelconque ne rencontre qu'un nombre fini
d’ensembles fermés saturés minimaux du feuilletage [3];
cette propriété reste vérifiée pour toute transversale fermée
d’un feuilletage d’une variété compacte lorsque les feuilles
compactes du feuilletage sont toutes isolées.

Enfin, toujours d’aprés le théoréme 2, un feuilletage d’une
variété compacte possédant une infinité d’ensembles compacts
saturés deux 4 deux disjoints et non vides, posséde des feuilles
compactes.
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Le plan de ce travail est le suivant: nous démontrons au
paragraphe 1 ces trois lemmes:

Lemme 1. — Une feutlle ¥ d’un feuilletage topologique F
est compacte si et seulement su la condition suivante est réalisée :
la feuille F n’est pas captée, au sens de [4] ou [D], et son adhé-
rence contient une feuille compacte.

Lemme 2. — Soit z, un point d’une feuille compacte G
d’un feutlletage topologique F. Il existe un voisinage ouvert ¥
de z, dans X tel que 'adhérence de toute feuille de F rencon-
trant ¥ contient une feuille compacte et que toute feutlle non
captée de F rencontrant ¥ est une feuille compacte. Si G
est une feutlle compacte isolée, on peut choisir ¥ tel que U'enve-
loppe F —F de toute feuille F de & rencontrant ¥ et
différente de la feuille G, contient la feuille compacte G.

LemMme 3. — Une feuille F d’un feuilletage # dont I’'adhé-
rence contient un ensemble minimal exceptionnel compact E
est une feuille captée.

La démonstration des lemmes 1 et 2 utilise les ouverts distin-
gués réguliers de Reeb [9]; le lemme 2 n’intervient que dans
la démonstration du théoréme 2. Le lemme 3 résulte du
lemme 12.1 de Sacksteder [10].

Nous pouvons alors démontrer au paragraphe 2 la carac-
térisation suivante des feuilles compactes et quelques-unes
de ses applications :

CARACTERISATION DES FEUILLES COMPACTES. — Soit £
un feuilletage d’une variété X connexe vérifiant Uune des trous
propriétés suivantes :

— F posséde une feuille non partout dense;
— & posséde une feuille dont I'holonomie n’est pas triviale;
— X nlest pas compacte.

Alors une feutlle F relativement compacte de F est compacte
st et seulement si elle n’est pas captée.

Les démonstrations du théoréme 1, du corollaire 1 et du
théoréme 2 occupent le paragraphe 3.
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Pour éclairer le contenu des théorémes 1 et 2, nous présen-
tons au paragraphe 4 une remarque concernant la caracté-
risation des feuilles compactes, puis

— un feuilletage #! d’une variété non compacte M2
qui contient une réunion £ de feuilles fermées dont 1’enve-

loppe # — # est non vide et ne contient aucune feuille
fermée; de plus la réunion de tous les ensembles fermés saturés
minimaux de #! n’est pas fermée;

— un feuilletage %2 d’une variété non compacte qui
posséde une infinité d’ensembles minimaux exceptionnels;
volr aussi & ce sujet la remarque 6;

— une famille (#3)y_,.. de feuilletages de variétés My
compactes, connexes, sans bord, qui est telle que le feuilletage
F% a exactement N ensembles minimaux exceptionnels
et n’a aucune feuille compacte.

Remarquons que les exemples connus possédent un seul
ensemble minimal exceptionnel provenant d’un sous-groupe
convenable de Diff? (3'), ou bien possédent des feuilles
compactes provenant d’un recollement de plusieurs variétés
compactes & bord admettant un seul ensemble minimal excep-
tionnel. Ce dernier procédé permet d’ailleurs de construire pour
tout entier N et sur toute variété compacte orientable de
dimension 3 un feuilletage C* ayant exactement N
ensembles minimaux exceptionnels.

1. Démonstration des lemmes 1, 2 et 3.

Une feuille compacte F n’est pas captée, cf. [5], et son
adhérence contient une feuille compacte. Pour démontrer le
lemme 1, il suffit de démontrer la réciproque de cette affir-
mation. Considérons une feuille compacte G adhérente a
une feuille non captée F; nous pouvons supposer G diffé-
rente de F.

Soit # un recouvrement fini de la feuille G par des
ouverts distingués réguliers au sens de Reeb [9], U, ...,
U, ..., Uy: l'adhérence de chaque U; est ainsi contenue
dans un ouvert distingué du feuilletage. Nous pouvons supposer
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que chaque U; contient exactement une plaque de la feuille G.
Nous fixons un point-base z, de G dans U; n G.

Nous considérons les chaines finies de plaques du recou-
vrement % induit par % sur G, dont les plaques initiale
et finale sont U; N G: puisque le recouvrement #%; de G
est fini, 11 nous suffit pour la suite de considérer une famille
finie de telles chaines fermées v;, ..., v;, ..., yx a laide
de laquelle on pourra écrire toutes les autres.

Il existe alors un voisinage ouvert ¥ de z, dans X tel
que, pour tout point x de ¥, chaque chaine fermée v,
ainsi que la chaine inverse yj?, est relevable en une chaine
v;(x), resp. yjYx), de plaques de la feuille F, de # qui
contient .

S’il existe une de ces chaines, notée v, telle que vy(z) est
définie et n’est pas une chaine fermée de la feuille F,, alors
la feuille F, est captée : soit en effet une application continue ¢
de [0, 1] x St dans X, transverse a %, telle que
(0 X S') estunlacet contenu dans la réunion des plaques de ¥
dont le relevé dans F, d’origine z est contenu dans la
réunion des plaques de y(z) et n’est pas un lacet; une théorie
topologique de Poincaré-Bendixson pour t*(#) conclut alors
au captage de la feuille F, de #. Pour plus de détails,
cf. chap. III, 3 de [7].

Nous notons par P, la réunion des plaques des chaines
Y1(@), - .., vj(@), ..., yr(z) pour une feuille F, rencontrant ¥
au point 2. Si1 F, n’est pas captée, P, est une réunion finie
de plaques de # d’apres ce qui précéde: P, est alors rela-
tivement compacte dans F, et dans X. On peut supposer
que 'ouvert ¥° a été choisi de telle facon que ’adhérence de
chaque plaque de P, dans F, est contenue dans P,, puisque
chaque ouvert de % est régulier et puisque % est un recou-
vrement fini. Donec P, est fermé dans F, et dans X.

Or P, est évidemment un ouvert non vide de la feuille F,,
donc P, est exactement la feuille F, qui est une feuille
fermée relativement compacte de #. Le lemme 1 est donc
démontré.

Afin de démontrer le lemme 2, nous reprenons le voisinage
ouvert ¥° de x, de la démonstration du lemme 1. D’aprés
ce qui précéde, toute feuille non captée F de # rencontrant
¥ est une feuille compacte. Soit F une feuille qui rencontre
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¥ en un point = et qui est différente de la feuille G. Nous
pouvons supposer que ¥ est un ouvert distingué de F et
considérer un segment I = [0, 1] plongé dans ¥, transverse
a #, dongine z, =0 et d’extrémité z = 1. D’aprés ce
qui précéde, 'une au moins des chaines v,(z), ..., yx(z),
Y, z), ..., yg(x) n’est pas une chaine fermée si F n’est
pas une feuille compacte. Donc la feuille F recoupe I en
un point z strictement compris entre 0 et 1. Cette cons-
truction peut &tre répétée une infinité de fois et montre que
I N F estinfini lorsque F n’est pas compacte. Posons dans
ce cas z = Inf (I N F); nous pouvons évidemment supposer
z # 0 sans restreindre la généralité.

La feuille H de & contenant z n’est pas la feuille F,
sinon la construction précédente serait applicable au point z
et fournirait un point de F dans ]0, z[, contrairement a la
définition de z.

La feuille H, quiest adhérente & F d’apres ce qui précede,
est compacte: sinon elle rencontrerait 10, z[, d’aprés la
construction faite ci-dessus pour F, et la feuille F rencon-
trerait & nouveau ]0, z| contrairement a la définition de z.

Lorsque la feuille G est isolée, nous pouvons de plus choisir
le voisinage ouvert 7 de telle fagon qu’il ne rencontre qu’une
feuille compacte, la feuille G, et la totalité du lemme 2 est
démontrée.

Remarque 1. — 1l résulte directement du lemme 2 qu’une
feuille compacte posséde un voisinage saturé S(F) tel que
tout ensemble minimal de # rencontrant S(F) est réduit
a une feuille compacte.

Remarque 2. — 11 existe des feuilles non captées, dont
Penveloppe est constituée d’une feuille fermée non compacte,
qui ne sont pas fermées, cf. les spirales d’un voisinage ouvert
convenable d’un cycle-limite A d’un feuilletage analytique
auquel on a retiré un point de A.

Le lemme 3 résulte du lemme 12.1 de [10]. En effet tout
ensemble minimal exceptionnel compact E d’un feuilletage
transversalement orientable et transversalement de classe C2
contient une feuille H portant un lacet d’holonomie mono-
tone de part et d’autre; puisque E adhére a la feuille F, on
vérifie que la feuille F est une feuille captée par la feuille H.
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Remarque 3. — Les feuilles du feuilletage C* de Denjoy
sont des feuilles non captées dont I’adhérence contient un
ensemble minimal exceptionnel compact.

2. Démonstration de la caractérisation des feuilles compactes.

Nous avons déja vu qu’une feuille compacte n’est pas captée :
une feuille compacte est évidemment relativement compacte.
Réciproquement, considérons une feuille F relativement
compacte non captée d’un feuilletage & transversalement C2
d’une variété X connexe.

L’adhérence de F dans X est un compact saturé non
vide de # qui contient au moins un ensemble minimal
compact E. Rappelons que E peut étre X, ou une feuille
compacte de &, dans les autres cas il est dit exceptionnel.
Le lemme 3 montre que E n’est pas exceptionnel.

Lorsque E est réduit & une feuille compacte, la caracté-
risation des feuilles compactes que constitue le lemme 1
montre que la feuille F est une feuille compacte.

Si E estlavariété X toute entiére, alors X est compacte :
toutes les feuilles du feuilletage sont partout denses dans X;
enfin le feuilletage % est sans holonomie, c’est-a-dire que
toute feuille de # est d’holonomie triviale: sinon il exis-
terait une feuille H portant un lacet d’holonomie monotone,
et comme F est partout dense dans X, on vérifie qu’elle
serait captée par la feuille H. Ces propriétés ne peuvent pas
étre vérifiées toutes les trois simultanément, par hypothése,
donc la feuille F est compacte et la caractérisation annoncée
est démontrée.

Applications. — Une feuille non captée d’un feuilletage &
d’une variété compacte X est alors automatiquement
compacte lorsque le feuilletage contient une feuille compacte,
éventuellement située dans le bord X (ou plus généralement
lorsqu’il contient une feuille non partout dense dans X),
mais aussi lorsque le feuilletage # a de ’holonomie: c’est
le cas, d’aprés des résultats de Reeb, Sacksteder, Tischler,
Moussu lorsque X n’est pas fibrée sur S!, lorsque le groupe
fondamental de X n’admet pas de quotient abélien libre de
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rang strictement supérieur & 1, lorsqu’il n’existe aucun
entier fixe p(#) > 2 tel que la suite

0 > my(F, @) -2 my(X, @) — Z6P - 0

soit exacte pour chaque feuille F de # d’injection ¢ dans
X, lorsque le feuilletage induit sur le revétement universel X
de X n’est pas un feuilletage produit F X R, etc...

3. Démonstration du théoréme 1, du corollaire 1
et du théoréme 2.

Les propriétés des feuilles captées et la caractérisation
démontrée au paragraphe 2 permettent de passer a la démons-
tration des résultats annoncés dans I'introduction.

Démonstration du théoréme 1. — Soit (M;);e; la famille
d’ensembles fermés saturés du feuilletage # de la variété X
intervenant dans ’énoncé du théoréme 1. Remarquons immé-

diatement que l'existence d’une feuille F dans # — %
implique que la réunion £ n’est pas fermée dans X, et
que 'un des ensembles fermés saturés de la famille (M),
est &4 la fois non vide et différent de X. Le feuilletage #
posséde une feuille non partout dense et la caractérisation du
paragraphe 2 montre qu'une feuille de &# est compacte si et
seulement si elle est relativement compacte et non captée.
Pour démontrer le théoréme 1, il suffit donc de montrer que

toute feuille relativement compacte de £ — # est une

feuille non captée. Supposons plus généralement que # — 2%
posséde une feuille F captée par une feuille H. En considérant
plus attentivement la définition d’une feuille captée, on vérifie
que la feuille F posséde un voisinage ouvert saturé #
composé de feuilles captées par la feuille H.

Puisque la feuille F est dans ’enveloppe # — % de la
réunion des ensembles saturés M; qui sont fermés dans X,
il existe un sous-ensemble infin1 I’ de I et une suite de points
(T)ier telle que x; appartient & M; N # pour tout élé-
ment ¢ de I'’. La feuille F;, de # contenant xz; est
alors captée par H pour tout élément ¢ de I'. Or chacun
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des ensembles (M;);e; est fermé et la feuille H est dans

Padhérence de chaque feuille de la famille (F));cp, donc la

feuille H appartient a4 P'intersection | IMi, ou I’ est un
ier

sous-ensemble infini de I. Cette contradiction démontre le

théoréme 1.

Remarque 4. — Une forme trés particuliére prise par le
théoréeme 1 dans le cas d’une variété compacte est la suivante :
Penveloppe d’une réunion de compacts saturés deux a deux
disjoints est une réunion de feuilles compactes.

Démonstration du corollaire 1. — La remarque 4 s’applique
a la réunion # de tous les ensembles minimaux du feuilletage
de la variété compacte considérée, car deux ensembles mini-

maux distincts sont disjoints. Donc # — # est une réunion
de feuilles compactes; puisqu’une feuille compacte est
un ensemble minimal contenu dans ., il en résulte que

M — M est vide, donc que # est compacte.

Démonstration du théoréme 2. — La remarque 4 s apphque
également a la réunion .#,, de tous les ensembles minimaux
exceptionnels du feuilletage d’une variété compacte, mais
cela ne permet pas de démontrer le théoréme 2. De méme le
lemme 3 montre que «, est une réunion dénombrable,
mais ne permet pas de démontrer que c’est une réunion finie.
Supposons que le feuilletage # posséde une infinité d’en-
sembles minimaux exceptionnels distincts et choisissons
exactement un point dans chacun d’eux. Soit 2 un point
d’accumulation de l’ensemble infini ainsi obtenu. Si la
feuille F, de &# contenant x était captée par une feuille G,
la feuille G serait contenue dans une infinité d’ensembles
minimaux exceptionnels distincts deux a deux, d’aprés un
argument déja utilisé lors de la démonstration du théoréme 1;
or cela est impossible. Puisque le feullletage F posséde des
feuilles exceptlonnelles la caractérisation démontrée au para-
graphe 2 s’applique : il en résulte que la feuille non captée F,
est compacte. Le voisinage ouvert saturé S(#) de F, intro-
duit dans la remarque 1 qui suit la démonstration du lemme 2
ne rencontre aucun ensemble minimal exceptionnel, d’ou la
contradiction désirée. Le théoréme 2 est démontré.
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4. Remarque et exemples.

Ce paragraphe contient une remarque concernant la carac-
térisation démontrée au paragraphe 2 ainsi que la construction
des feuilletages #!, #2 et #3 annoncés dans 'introduction.

Remarque 5. — Nous avons mis en évidence dans des feuille-
tages C® de variétés non compactes de groupe fondamental
de type fini [8] des feuilles non captées qui peuvent étre propres
non fermées, et des feuilles non captées qui peuvent étre denses
non partout denses.

Construction de #'. — Considérons un ensemble de points
deux & deux distincts (z,),e; d’une feuille F d’un feuilletage
linéaire ¥ de T2 ayant une pente irrationnelle, tel que les
réunions l ’a:,, et l ’as,, définissent chacune exactement

n>0 n<o
un bout de F et admettent z, comme unique point d’accu-

mulation dans T2. Le feuilletage %' est par définition le
feuilletage induit par &£ sur la variété ouverte

M =Tt — |_J =
nez

on vérifie que le feuilletage #' posséde les propriétés indiquées
dans l'introduction.

Construction de #2. — Considérons un feuilletage de T2 X I
tangent au bord et admettant une feuille non compacte.
Nous faisons une opération de tourbillonnement de Reeb
a ce feuilletage, mais en remplacant le feuilletage de la compo-
sante de Reeb par un feuilletage de Raymond admettant un
ensemble minimal exceptionnel; puis nous recollons entre eux
le long de leurs bords une infinité d’exemplaires de ces variétés
feuilletées. Nous obtenons un feuilletage £2 de T2 X R
ayant la propriété indiquée dans l'introduction.

Construction des F3%. — Pour #3 nous prenons par exemple
le feuilletage de Sacksteder [11]de M;=S8'XM; qui posséde un
ensemble minimal unique E; exceptionnel. En reprenant les
notations de [11], nous considérerons un point z de St
appartenant & 15/3, 2[. Nous pouvons supposer que g est
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croissante sur [5/3, 2] et que g(z) % x. Alors [z, g(z)]
rencontre toutes les orbites de G non contenues dans C et
ne rencontre pas C. Le saturé d’une transversale fermée =,
obtenue a partir du segment [z, g(z)] est alors M; — E,.

Introduisons maintenant une notation commode : soient ¥
et ¥’ deux feuilletages C* et tangents au bord de variétés M"
et M'* admettant respectivement les transversales fermées <
et t'. Considérons les complémentaires respectifs dans M
et M’ de voisinages tubulaires ouverts suffisamment petits U
et U de v et «': ce sont deux variétés N et N’ a bord
munies de feuilletages %, et ¢, transverses le long des
composantes du bord introduites n, et ng: ny et ng; sont
difféomorphes & St X S"2 et sont trivialement feuilletées.
On peut alors recoller N et N’ entre elles a 'aide de I'iden-
tité 1:my — ng; on obtient ainsi une nouvelle variété que nous

noterons M‘ ,M'; elle est munie d’un feuilletage C~
Tt

tangent au bord que nous noterons ¥ l ’ ¥' et elle admet au
Tt

moins une transversale fermée, notée v U ' par abus de
langage, provenant d’une transversale fermée standard de
ng = ng = St X S"2,

Nous posons M, =M, U M et #3= 37"‘;’U F'3, ou

T T4TY

(M;, #'}) désigne un second exemplaire de (M;, #3}). Le
feuilletage #3 posséde les propriétés annoncées, pour N = 2,
et une transversale fermée 7, (par exemple 7, U 1) dont
le saturé est le complémentaire dans M, de la réunion des
deux ensembles minimaux exceptionnels de #3.

Pour N > 3, nous posons

MN=M1UMN—1 et F}= f?Uf%_l,

TaTN—1 T4TN=1
avec Ty — T v TN—9-

Remarque 6. — a) Enrecollant entre eux une infinité d’exem-
plaires de (M;, #}) de la facon indiquée ci-dessus le long de
7, et d’une seconde transversale fermée contenue dans
M, — E, — 7,, on obtient une variété non compacte admet-
tant un feuilletage C” sans feuilles fermées possédant une
infinité d’ensembles minimaux exceptionnels.
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b) Toute feuille de #% non contenue dans un ensemble
minimal, c’est-a-dire toute feuille du saturé de <y, contient
dans son adhérence les N ensembles minimaux exceptionnels
de #% (elle est donc captée par au moins N feuilles
différentes).
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