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CARACTERISATION
DES ESPACES VECTORIELS ORDONNES
SOUS-JACENTS AUX ALGEBRES
DE VON NEUMANN

par Alain CONNES

Soit M wune algébre de von Neumann (rappelons que M
est en particulier une algébre involutive), ’'espace vectoriel M,
muni de l'ordre correspondant au cone Mi = {y*y, y e M}
est ’espace vectoriel ordonné sous-jacent & M.

Le but de cet article est de caractériser la classe d’espaces
vectoriels ordonnés ainsi obtenue. L’un des outils essentiels
de cette caractérisation est la théorie de Tomita-Takesaki [10].

Dans [1] et [3], H. Araki et auteur ont associé indépen-
damment a tout vecteur totalisateur et séparateur &, pour
Palgébre de von Neumann M dans # le cone

PP = (AVM, £},

ou A désigne 'opérateur modulaire ([10]) du triplet #,
M, &,. De plus quand M est un facteur le double cdne

g’a v — 9’2 coincide avec I'ensemble des vecteurs (M, Jg)
positifs au sens de Woronowicz [11]. Le résultat principal

obtenu ci-dessous est la caractérisation des cones &g par
trois propriétés géométriques: autopolarité, homogénéité,
orientabilité. Un cdne #* dans # est autopolaire quand
Ht={Ee#, <§, 7> >0Vnes#t}. Un cone autopolaire #*
est orientable quand le quotient par son centre de l’algébre
de Lie involutive du groupe des transformations linéaires du
cone est une algébre de Lie involutive complexe.
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Un cone autopolaire #+ est homogéne quand pour toute
face F de s#+ Yopérateur Pr — Pr. appartient & I’algébre
de Lie du cone, ou Py désigne le projecteur orthogonal sur
le sous-espace engendré par F et FL la face orthogonale
a F.

Dans la premiére section nous caractérisons les formes her-
mitiennes positives non dégénérées s(w, y) = (A3 n (x)&,,
To(y)€e> (0 @ est un état normal fidéle sur M) par la
propriété d’autopolarité: s définit un isomorphisme de M.
sur une face de M}, propriété qui ne met en jeu que l'espace
ordonné sous-jacent & M.

Dans la deuxiéme section nous comparons les complétions
{M+}; de M: relatives aux diverses formes autopolaires s
sur M et montrons l'unicité du céne {M.:}; obtenu et

Pégalité {M.}, = 9’??. La notion de déphasage spatial
(élément de M’ associé a tout couple &;, &, de vecteurs tota-
lisateurs et séparateurs pour M dans #) conduit aux résultats

que nous avons annoncés dans [3]. En particulier pour (+#,
M, &) donné, tout état normal ¢ sur M s’écrit ¢ = o

5

pour un unlque € € P,
Dans la troisiéme section nous montrons le principal résultat

annoncé dans [3]: quand M est un facteur, 9’?0 détermine
le couple (M, M’). Puis nous explicitons le groupe des trans-

b

formations linéaires de £y (une telle transformation est

nécessairement continue car 9’2 est faiblement complet),
ainsi que son algébre de Lie: au centre prés c’est 'algébre de
Lie des dérivations de M, ce qui détermine une orientation Iy
de 3’? associée & M.

Dans la quatriéme section nous montrons que .4’5 est
homogene en mettant les faces fermées en b1]ect10n avec les
projecteurs de M. Puis nous déterminons les orientations

possibles de 9’?0: quand M est un facteur et M % C il
y en a deux: Iy et Iy = — Iy, quand M est abélienne
il n’y en a qu’une. ’

Enfin dans la cinquiéme section nous associons une algébre
de von Neumann a tout céne autopolaire homogéne orienté #+.
Quand #+ est de genre dénombrable (cf. définition 5.8
ci-dessous) elle admet un vecteur totalisateur séparateur &,
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tel que #+ = 9’? Cela achéve d’établir 1’1somorphlsme de
la catégorie des algébres de von Neumann avec celle des cdnes
autopolaires homogénes orientés et conduit & une caracté-
risation des algébres de von Neumann comme espaces vecto-
riels ordonnés (Pb posé dans [8]).

1. Formes autopolaires sur I’espace vectoriel ordonné associé
a une algébre de von Neumann.

Soit E, E+ un espace vectoriel complexe ordonné (i.e. E+
est un cone convexe dans E). On suppose que E+ est
saillant et que E+ — E+ 4 iE+ — E+ = E.

Pour &, £, €E, &, — &, e E+ on écrit &, < &,; et pour
toute famille (£,)qer d’éléments de E, on note V&, (resp. A&,)
le plus petit majorant (resp. plus grand minorant), s’il existe,
de la famille (§,)qer. L’élément £ est une unité d’ordre
quand V9 > 0, 3n > 0 tel que n < nE. Soit E* le dual
algébrique de E; on notera E} le cone des formes linéaires
positives sur E+.

Soient E, E+ un espace vectoriel ordonné complexe, s
une forme sesquilinéaire sur E; nous notons s* 'application
de E dans E* qui, & £ €E associe sf, défini par

st(E) =s(£,8), VEekE.

Deérinition 1.1. — On appelle forme autopolaire sur Uespace
vectoriel ordonné complexe E, E+ toute forme hermitienne
positive non dégénérée s telle que U'image de E+ par s*
soit une face de EX.

On note alors s, l'espace de Hilbert complété de E, =,
Pinjection canonique de E dans -, et #; la fermeture
de «,(E*).

Prorosition 1.2. — Sotent E, s, v,, #5 comme ci-dessus.
a’) E,meHT=>CE, 7 20

b) 0 < € < m=-[&] < [n].

c) n,(E+) est une face de #7}.

d) n(z) > 0 <=2 > 0, vz e E.
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e) Pour tout x € Et+ la forme linéaire s7 est normale au
sens sutvant: pour toute famille filtrante décroissante (y,)ser
d’éléments de E*t, telle que Ay, =0, ona s¥(y,) - 0 selon I.

f) Si zeE+t est une unité d'ordre, la forme linéaire sz

est fidéle :

Démonstration. — Pour z,y € E+ ona s(z,y) = s/ (z) > 0,
les assertions a) et b) en résultent facilement.

Soient z € Et+ et £ e s#; tels que & < n,(z). Pour tout
yeE posons {¢(y) = n(y), &. On a ¢eE} ¢ <5
donc il existe un X € E+ tel que s = ¢. Ainsi 7,(X)=¢§
d’ou ¢).

Soit ze€ E tel que 7(z) > 0. Comme E+ engendre E
il existe des z;€ E+, =1, 2, 3, 4, tels que

T =2, — &3 + 1(r3 — 2y),
de plus u, étant injective ona z3 — 2, =0. On a
")s(x) < ns(xl)

donc d’aprés (c) 1l existe X e Et+ tel que w,(z) = 7(X)
dou z=X > 0.

Montrons e). Le convexe [0, n,(y)] est faiblement compact
d’aprés (b), pour tout y e E+. On peut donc supposer que
s(y«) converge faiblement vers un £ > 0 quand « — oo.
Soit [voir ¢)] X e Et+ tel que 7(X)=2§&; d’aprés d) on a
X < y, pour tout «, donc X =0 et & =0.

L’assertion f) est immédiate.

TutoriMmeE 1.3. — Soient M, M [Pespace vectoriel ordonné
associé a une algébre de von Neumann M et 1 lunité de M.

Pour toute forme linéaire positive normale fidéle ¢ sur M,
il existe une forme autopolaire unique s telle que s} = .

Remarque 1.4. — L’élément 1 de Mt est une unité d’ordre
(Vz > 0, 3n tel que z < nl); le théoréme 1.3 reste valable
pour toute unité d’ordre h de M., car l'application
x — h~Y2gh-12 est de maniére évidente un automorphisme
d’ordre de (M, M+), remplacant h par 1.

Nous employons les notations usuelles de la théorie de
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Tomita-Takesaki. A ¢ correspondent #,, w, &, Ag, Jo, S?,
D% (cf. [10]).

Lemme 1.5. — Soit ¢ wune forme linéaire positive normale
fidéle sur Ualgébre de von Neumann M; alors la forme sesqui-
linéaire s vérifiant

(1) s(z, y) = (AP me(2)By, o(y)Ee>

est une forme autopolaire sur M telle que s; = o.

Démonstration. — 1l est clair que s est hermitienne, posi-
tive et non dégénérée car A, est positif et non singulier. Soit !
Iapplication de 71:4,(M)+ sur la face de ¢ dans M}, qui a
y € (M), associe la forme linéaire z — (my(z )E?, yEe)-
Comme J?n?(M2+J? = mo(M),, on voit que I'application qui
d& x>0 associe [(Jymy(z)J;) est un isomorphisme de M.
sur la face de ¢ dans M. On vérifie que cette application
n’est autre que s* grice a I'égalité:

(mo(2)Ep,  Jomo(2)Jeled = (AP To(2)Ey, To()Ee)

pour tout =z, z € M.

Rappelons qu’un isomorphisme de Jordan « de ’algébre M,
sur I’algébre M, est une bijection linéaire de M; sur M,,
avec a(xy + yz) = «(z)a(y) + «(y)a(z) pour tous =z, y € M.
Rappelons un lemme connu [7] :

Lemme 1.6. — Sotent M, et M, des algébres de von
Neumann, « une bijection linéaire de M; sur M, telle que
a(M) =My et «(l) =1; alors « est un isomorphisme de
Jordan de M, sur M,.

Dans la suite de la démonstration du théoréme 1.3, nous
désignons par s une forme autopolaire sur M, par ¢ la
forme linéaire positive normale fidéle ¢ = si et par ¢t la
forme autopolaire associée & ¢ par (1).

Lemme 1.7. — Il existe un automorphisme de Jordan «
de M tel que
(2) s(z, y) = tx, a(y))

pour tous z, y € M.
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Démonstration. — En effet Papplication (t*)-1s* de M
dans M+ a un sens car s*(M;) = Face de ¢ dans
My = t*(M.).

On applique alors le lemme 1.6 en utilisant I’égalité st = .
Lemme 1.8. — Il existe un unitaire U e £(D¥) tel que
(3)  s(@ y) = (AFme(0)8y, Umg(y)Ee> Vo, y e M.
Démonstration. — 1l faut prouver que l’application

“q:(?/)acp g 7‘?(“(?/))'5?

de m,(M)£, dans = (M), estisométrique pour la norme du
domaine D% de S.. Il suffit donc de montrer que pour tout
xeM avec z=2% ona

Img(x(z)Eell e = Img(2) 8ol 1€ [ mg(a(@))Eoll = | mg(w)Esl
On a

I n?(a(x))‘i?""‘ = <£q>> “?(“(x))25@> = <E?, "iy(“(xz))gﬁ
= s(1, 2%) = s(2?, 1) = 9(2?) = | me(x)Eqll*.

Lemme 1.9. — Soit P, la restriction a DF de Uopérateur
A1 4+ AL, Alors P, et P,U sont des opérateurs positifs
? 9 ? ? P P
de D% dans D%, et U =1.

Démonstration. — Comme 0 < (14 )7 < 1/2 pour
t > 0, P, a un sens; de plus pour & e D on a

(P&, B>, = <Pk, &) + (AF*PeE, AF*E) > 0.

Pour & et & dans DF on a (P, e = (B3, E9).
Ainsi pour €M on a

(A Ty ()8, Umg(2)Ee> = (my(x)Eg, PoUmg()EpD

et comme le premier membre de cette égalité est positif, on a
montré que P,U qui est un opérateur borné, est positif de
D% dans DZ%.

L’unicité de la décomposition polaire, dans I’espace D7,
montre que U =1 et achéve la démonstration du théo-
réme 1.3 en utilisant I’égalité (3).
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Remarque 1.10. — Soient s une forme autopolaire sur
Palgébre de von Neumann M, A une bijection linéaire de M
sur M telle que A(M:) = M+; alors la forme

(, y) > s(Az, Ay)

est autopolaire. Nous étudierons en 2.8 une réciproque de
ce fait.

2. Comparaison des formes autopolaires
sur Pespace vectoriel ordonné associé a une algébre
de von Neumann.

TutorimE 2.1. — Sotent s, et s, deux formes autopolaires
sur Ualgébre de von Neumann M; # , H#; H,, H: les
espaces de Hilbert ordonnés assoctés.

Il existe une tsométrie U de o, sur #, telle que

Uxs = #%.

La démonstration utilise plusieurs lemmes qui ont leur
intérét propre.

LemMe 2.2. — Soient M une algébre de von Neumann dans
Vespace #, &, et &y des vecteurs totalisateurs et séparateurs
pour M, #, un espace de Hilbert de dimension 4, de base ¢
i, =1, 2, F le facteur engendré dans s, par les ey,
e = dpcy, I le facteur engendré par les f; ou

fijekl = 8uskj-

Sotent X = H @ Hgyno =& @1 + 8 ®eap, P=MRF
et U, Uisométrie de # dans A telle que U ;& =E @ g,
VEe#,1,] =1, 2.

Le vecteur v, est totalisateur et séparateur pour P dans o
et Uingolution S, associée & P et ny vérifie:

(4) Sn, = U11SE,UT1 + UzlsE,, E,UE + U12SE, s,,U’é‘l + Uzst,U;2

ou Sg ¢, désigne la fermeture de Vopérateur défint sur ME,
par Uégalité :

(5) S, ¢, 28y = x*E;  pour tout x € M.
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Démonstration. — Soient zy;eM; i,j=1,2, 2 =Zz; ® e,

On a
TNy = T138&1 @ €11 + Tyabe @ €12 + Ta18y @ a1 + 292y ® ey

ainsi 7, est totalisateur et séparateur pour P dans .

Soit « € D%, « = Zq; ® g;. Soit (X,) une suite d’élé-
ments de P tels que Lim X,7y =« et Lim Xjn, = S,«.
Posons

Xo=0a,Qe;+ b, Qe+ ¢ @ey 4+ d, @ e
On a alors Xj=a; @ ey + 6 @ ep + b7 @ eg + dr @ e

et les égalités:
Lim a,%, = a4, Lim b8, = a4, Lim ¢,&; = oy, Lim d,&; = «y,
et
Lim ap8; = (Sya), Lim b7&; = (Spo)e;, Lim i€y = (Sya)ys,
Lim dr¢, = (Sy2)se d’ou Pinclusion

Sy, = UpaSe Uit + Uy S, 5, Ute + Uiy, £, Uz + U S Uz,

L’inclusion inverse est immédiate.

Lemme 2.3. — Avec les notations du lemme 2.2, soit
St b = Je AL,
la décomposition polaire de S¢ ¢, On a alors

(6) Jno - UllJE‘U’IFl + U21JE‘, £, ;2 -+ U12JE,, £ ;1 + U22JE,U;2
<7) Ann = UIIAE,U;I + UzlAE,, E.U;1 + UleE., E,U;2
+ UzzAE,Uzz

Démonstration. — Par construction, le second membre de (6)
est une isométrie de o sur A et le second membre de (7)
un opérateur positif auto adjoint dans . Il suffit donc de
vérifier I'égalité S, = J, A3?, ce qui est immédiat.

LemMe 2.4. — Avec les notations des lemmes 2.2 et 2.3, il
existe une unitaire unique v € M’ tel que

(8) ol ® €)dy, =9 ® fra
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et on a:
(9) Jeut = 936y Jet, = Jeo*, Jg, = oJeo®
Démonstration. — On a J; =1 donc
Je e de e = Je 6 Je e =1
Pour §;es#,1,7j=1,2 ona: .
Jn(1 @ enn)Ju (B8 ® &) = & ® en + (Jg, 8.Jz, £8n) @ eare
De méme Jo(1 ® eg)Ty, =1 @ foy. Comme '
Ja (1 ® e)Jp, €M @I

il existe un unitaire ¢ € M’ tel que J, (1 ® ey)J,, = ¢ ® fia-
On obtient -» .

11«(1 &® 321)(5 ® ey) = Jm@ ® 321) = JE,,E.E ® €12
Jn(1 ® ea1)Jn I (€ ® 1) = (v ® fr2) It @ enn = "*_IE.E ® €12

pour tout & € #. De méme,

JEEE & €99 = Jm(E ® 822) = Jm(1 ® 321)‘]71&]110(& ® z':12)
= (V ® f12) JE,"*‘E ® g9 = VJE,"'*E: X €99

d’ou les égalités (9). L’unitaire unique ¢ défini dans
le lemme 2.4 sera noté Oyu(%,, £;) (déphasage spatial de %,
par rapport & &,;). On montre facilement que pour tout triplet
€1, &, &3 de vecteurs totalisateurs et séparateurs pour M

dans # on a 0(&;, &) = 0(&;, &;)0(E,, &;).

LemMmEe 2.5. — Sotent #, M, &, et &, comme dans le lemme
2.2, u un unitaire de M'

a) On a O(uk,, &) = ub(&,, &,). S _
b) Si 0(8y, &) =1, posons J = J; = J;, (9) et &= Ja*J
pour tout x €M alors (10) (x&*&,, £,)> > 0 pour tout z € M.

Démonstration. — a) On a Sy, g = uSy, ¢, Jur, r, = ule, £
d’ou @) en utilisant (9). ' ‘

b) Montrons (10) c’est-a-dire montrons que pour tout
zeM on a <(x;, Jz*E> > 0. On a Jo*%, = Jii ¢Sy, g‘wﬁl
donc I'inégalité cherchée résulte de la posmwte de I’ operateur

At
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DeriniTion 2.6. — Soient M une algébre de von Neumann
dans o, &, un vecteur totalisateur et séparateur pour M,
Je, Uinvolution isométrique correspondante, et pour tout x € M,
& = Jea*Je.

On pose QE = {xz*E,, e M}~ et .@g est appelé céne
autopolaire associé & M et &y (cf. Thm. 2.7).

Le théoréme 2.1 est une conséquence immédiate du théoréme
suivant :

TuatorikMmE 2.7. — Soient M une algébre de von Neumann
dans 5, E, un vecteur totalisateur et séparateur pour M,

J=1Jg et 9"5:1 comme dans la définition 2.6, ¢ = w, et s
la forme autopolaire associée & ¢ par (1).

a) Soit PE = {M+g,}~ ([10]), alors
Pe, = (AP} = {AR'M+Eo )}

b) L’application qui & w,(zx), x €M, associe Af'zE, se
prolonge en une isométrie V de #, sur # telle que

Vo = 28,

c) .@a est un cone convexe fermé autopolaire; autrement dit
(KEy m> 2 0 Vne .@E) <> (£ e .@E).
~d) Soit E € Q”E un vecteur totalisateur et séparateur pour
M, alors 6(E,, &,) = 1.

e) Soit E; un vecteur totalisateur et séparateur pour M tel
que 0(&y, &) = 1; alors &, € Q"E, g»?, = 3’2.

f) Soit @, une forme linéaire positive normale fidéle sur M;

]

il existe un vecteur totalisateur et séparateur &, € P; unique
tel que g = o,.

Démonstration. — a) La restriction de Af* a Despace
vectoriel réel des £ e DE, Sg£ = £ est continue.
L’assertion a) résultera donc de 1’égalité
(UM &)~ = 7,

- Rappelons que & = Mg, est muni d’une structure d’algébre
hilbertienne a gauche ([10]) telle que a&,y€, = xy€, pour
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z,yeM, et (2))* = z*{, pour z € M. Soit # une algébre
hilbertienne modulaire contenue dans &, équivalente & &
au sens de [10]; # est stable par Af, z€ G et pour &, &,,
AfE €, = AFE,ARE,. Le théoréeme de densité de Kaplansky
montre que I’ensemble des yg*&,, y&, € # est dense dans QE,
et que ’ensemble des z*xE,, 28, € # est dense dans M,&,.
Si yE, = A¥'z*E, on a:

yi*Ee = ylyte = (A8 (Al'aE,) = Afta*aks
d’ou a).
b) On a
<7)s(x) ( )> = <A1I4x207 Aléfygo%

donc b) résulte de I’assertion a).

¢) Soit 92" le polaire de 9’2 dans .
On a pour te R [D’égalité

Aiog = 2,

done AR = 20 et ([f(H)AE di)(#E° = 2§ pour toute
feL'(R),f>0

Ainsi lintersection de #¢° avec le domaine de Af est

Bo

dense dans 2%, quel que soit ze C. Pour
1 € Z:° N Don(AF™)

et £¢e g’g on a (Ag”‘n, APPEY = (n, AFEY 2 0
Comme AP?2f = #E° ([10]) on a Ai"n e PE et ye .WE.

d) On a Ele?g, donc (&, zJyzEy> > 0 pour tout
zeM. Ainsi: (S @€y, JraEy> = 0 pour tout ze€M done
{Je St em m> = 0 pour tout 7 € Dom(Sy, ¢,)-

Le lemme 2.2 montre que I’adjoint de S, ¢, est la fermeture
de l'opérateur de domaine M'E, qui & y&, ye€ M’ associe
y*E,. Pour ye M ona

{y*&,, Jeyto> = (&4, (Js.sto)Js,(Js.st,)Eo> >0

donc on a {((JgSg £)*n, n> > 0 pour tout =wn dans le

domaine de (J; St ¢)*. Par unicité de décomposition polalre
de Sg ¢ ona Jpr =J; etd).
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...e) Le lemme 2.5 b) montre que Jz = Jg; d’aprés 2.7 ¢),

g, est limite d’éléments de la forme zE*E, car £, € .@’E“.

Pour tout yeM, yy*E, est limite d’éléments de la forme

yij*5*E, = ya(yx)*~ &, donc est dans 9"5::.

* L’égalité’ 9"2 = .4’2 en résulte.

") L’existence de &, résulte facilement du lemme 2.5 a)
et de e). Soit £, tel que wr, = o, avec &, séparateur et
totalisateur pour M. Il existe alors un unitaire uwe M’ tel
que &, = uf;. Lelemme 2.5 a) montre qu’alors 0(&,, &,) = u.

En particulier (d)) st &, € g"a ona u=1 et & =E&,.

CororLAIRE 2.8. — Sotent M une algébre de von Neumann,
8, et s, deux formes autopolaires sur M, ¢ > 0. Il existe un
h e M, positif et inversible, tel que :

|sy(hah, hyh) — s;(z, y)| < e|z| |yl Vz,yeM

Démonstration. — Solent # un espace hilbertien dans
lequel M admet deux vecteurs séparateurs et totalisateurs &,
et £, tels que:

92 = 57’?, si(®, y) = <AFwE, &0, 1=1,2, =, ye M.
Soit J =J; = J¢; pour z, yeM on a
$3(x, y) = <&y, Jy*&y) = (alyJg,, &)
et pour heM, h = h*
s;(hxh, hyh) = (hxhJhyhJ&,, &,> = (xJyJhIJRJE,, hJIRJE,)

Le corollaire 2.8 résulte donc du lemme suivant:

we LEMME 2.9. — Soient M, §,, J, .4"5:: comme dans 2.6 alors :
P8 = (hJhJEy, h e My}~

* Démonstration. — Soit y € My 1inversible, montrons que
Af*yE, est limite d’éléments de la forme bJbE,, be M.
Soit  u = On(y'2Ey, &); on a ueM, u*y?t, =%E, € .@a
Solent a = u*y'? et (a,) (n € N) une suite d’éléments de M,
analythues pour le groupe d’ automorphlsmes modulaires o,

de «, et de la forme ff oa)dt avec f, >0,
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f. € LYR), telle que a, - a, quand n — oo, pour la topo-
logie * forte.

On a af, = ff )Atak, donc A} &069’5, Yrn o ot

b, = 6;4(a,). Ainsi b, € #E et b, > 0.
On a JbE, = A?b,E, = Ago a,gy donc

b JbJE = Alata,, B

converge vers A}a*af, = AlyE,, quand n — oo.

3. Groupe des transformations linéaires -
du cdone autopolaire associé a une algébre de von Neumann.

Soient M; une algétbre de von Neumann dans #;, §;

un vecteur totalisateur et séparateur pour M, .#j = .@g
le cone autopolaire correspondant. ,

TratoriME 3.1. — (Isomorphismes d’algébres).

Soit ® un isomorphisme de Ualgébre M, sur Ualgébre M2
(pas nécessairement un * -isomorphisme). Il existe alors une
application linéaire L = Lo unique de #y sur. #5 telle
que: ®(x) = LaL* Vz e M,.

TatortMeE 3.2. — (Isomorphismes de Jordan.)

Soit a un * -tsomorphisme de Jordan de Ualgébre M; sur
Ualgébre M,. Alors il existe une isométrie unique U, de #;
sur #H; telle que <(a(z)&, &) = <zU*E, UzE> pour tout
E ey ettout e M.

TutoriMe 3.3. — (Isomorphismes des espaces ordonnés.)

Soit L une bijection linéaire de #; sur #5 etsoit L= UT
la décomposition polaire de L.

Il existe un isomorphisme de Jordan unique o: de:- M; sur
M, tel que U = U,.

Il existe un opérateur positif inversible unique: h eM, tel
que T = hJhJ. :

TatorimE 3.4. — Sotent M une algébre de von Neumann
dans #, &, un vecteur totalisateur et séparateur pour M,
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H+ = 9’2 et 3e Z(#), J=J;. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) et = H+ pour tout teR.
B) I3 =38J et [5,M] < M.

c) Il existe xeM tel que 8§ = x + JaJ.
Pour tout £ e s, séparateur (et totalisateur) pour M,,
soit by l'application z — b(z) = AY*o€ de M; dans s,

Lemme 3.5. — Soit « un x-tsomorphismede M; sur M,.
Il existe une isométrie U, de #i sur #; telle que:

a) pour tout & € H#{ séparateur et totalisateur pour M,
on a, pour tout € M,:

<anEn Ua.E> = <°‘_l(x>£.'; E>

b) Pour tout & comme dans a) on a Ubg(z) = by g(a(x))
‘pour tout x e M,.

¢) On a UuxUj = a(x) pour tout z € M,.

Démonstration. — Soit U, une isométrie de #;, sur #,
telle que «(z) = U,2Ui pour tout ze M,. Comme

0(U,&,, &) e M,

on peut supposer que 0(U,&,, &) =1 donc que U,&, € #,.
Comme U]_M]_UI = Mz on a
Sug, = UiSe U, Jug = UiJe U
donc 9’3‘5‘ = Ulg’g. Ainsi U, = #5; et on a trouvé
une isométrie de H#’;" sur H#; vérifiant c).
On déduit facilement a) et b) de la condition c).

Lemme 3.6. — Soit e un projecteur du centre de M,. On
suppose que H#, = Ky, & = &, et que M, est 'image de M,
par Uapplication B définie par B(z) = ex + (1 — e)Ja*J
pour tout =€ M,.

Alors Uisométrie Ug = 1 vérifie les conditions a) et b) du
lemme 3.5 relativement d U'isomorphisme de Jordan B de M,
sur M,.
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- Démonstration. — On vérifie facilement que #7 = #;.
Soit £ € #7 totalisateur et séparateur pour M,. On a

(B(x)E, &> = <eak, &) + <J(1 — e)a*JE, E)
=<(e + (1 —e))zt, &) = (xt, &)

pour tout zeM,. L’opérateur modulaire relatif & &, et
M, =¢eM; + (1 —e)M; est égal & eAg 4 (1 — e)Af' avee

les notations évidentes. L’égalité 3.5 b) résulte donc de:
ARzt = (eAF* + (1 — e)Ag")(ex + (1 — e)Jz*J)E,

pour tout ze M.

LemuMe 3.7. — Soit U une isométrie de #7 sur #7 telle
que (UzU*E, > = (zt, &) pour zeM, et t e ;.
Alors U =1.

Démonstration. — Soit & un vecteur totalisateur et sépara-
teur pour M avec £ € #7. Alors U*E est un vecteur tota-
lisateur et séparateur pour M car U*f € #7 et la face qu'sl
engendre dans #7 est totale dans ;. Le théoréme 2.7 f)
montre donc que U*E{ = E.

Démonstration du théoréme 3.1. — Le corollaire 4.1.21 de [9]}
montre qu’il existe un * -isomorphisme ®; de M; sur M,
et un opérateur inversible h e M, tels que pour tout z e M,
®(z) = ®,(hah™). Le lemme 3.5 montre qu’il existe une iso-
métrie U de #7 sur #5 telle que

®(z) = (UhJhJ)x(UhJRT)

pour tout z € M,;. Il suffit donc de poser L = UhJhJ pour
obtenir I'assertion d’existence dans 3.1. L’unicité résulte du
lemme 3.7.

Démonstration du théoréme 3.2. — 1l existe ([7], p. 334)
un projecteur e du centre de M, tel que la restriction de «
a M, . soit multiplicative et que la restriction de « a M, ,,
soit antimultiplicative. Il suffit alors d’appliquer les lemmes

3.5 et 3.6 en utilisant l’algébre de von Neumann

Ml,e + M;, 1—e

comme intermédiaire.
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_ Remarque 3.8. — Soient o et U, comme dans le théo-
réme 3.2 et £ € #7 un vecteur totalisateur et séparateur
pour M;. On a alors:

: Ugbe(x) = byg(a(z)) pour tout ze M,

‘- Démonstration du théoréme 3.3. — Soit d’abord U une
isométrie de #;+ sur #5. Le vecteur UE, est totalisateur
et séparateur pour M,; on peut donc supposer &, = UE,.
On a alors U(([0, & ]) = [0, &,] et il existe une application
linéaire « de M; sur M, telle que Ub(z) = bg(a(r))
pour tout x € M; (proposition 1.2 ¢)). Comme « vérifie les
hypothéses du lemme 1.6, ¢’est un * -isomorphisme de Jordan
de M, sur' M,.

Pour tout ze€M,, on a

{a(@)Es, &> = (br(a(x)), &> = (Ub,(2), &>
N == <bf,(x), ‘21> - <.’E£1, €1>

donc UZ&, = &;. On a donc Uybg(x) = by (x(x)) = Ubg(x)
pour tout zeM; et U= U,. Soit L une bijection linéaire
de #7 sur #;; comme #, et H#, sont autopolaires L*
est une bijection linéaire de #3 sur #7 et L*L une
‘bijection linéaire positive de #7 sur #7. Le théoréme
suivant montre qu’il en est de méme de (L*L)* pour tout
a € R et achéve la démonstration du théoréme 3.3.

TutoriME 3.9. — Sotent M une algébre de von Neumann
dans #, E, un vecteur totalisateur et séparateur pour M,

H+ = .@E, Pour tout opérateur positif inversible de # dans
# tel que ToH#+ = H#+ ilexisteun heM tel que T = hJhJ.
“* On vérifie facilement que h est unique et nécessairement
inversible.

. Lemme 3.10. — Soient M, #, £, #+ comme ci-dessus et b
une application linéaire de M dans # telle que b(M+) sout
.une face dense de # .. Il existe alors une isométrie U e L(#)
telle que UHX 1 = H+ etun &, € # 4, séparateur et totalisateur
pour M tels que:

b(x) = Ubg,(x) pour tout x € M.
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Démonstration. — Comme b(M+) est dense dans o+,
Pintervalle [0, b(1)] est total dans . Soit &, = b(1)
et soit z € M; zJzJ;, = 0 implique zJzJ =0 donc z = 0.
Ainsi &, est séparateur et totalisateur pour M, car J&, = &,.
L’application b, by (x) = Af*zE; est un isomorphisme de M+
sur la face de £, dans #*. Il existe donc une bijection
linéaire « de M, sur M. telle que «(1) =1 et que

b(z) = b,(x(7))
pour tout z € M+. Soit &, = Uz'%;; on a
Uabgz(x) = bga“(x) = b(‘/’v)

pour tout z e M.

Lemwme 3.11. — Sotent M, o#, &,, #*+ et T comme dans 3.9.
Il existe alors un &, € #+ totalisateur et séparateur pour M
tel que Uopérateur A‘xE, — AY'zE,, soit borné, inversible et
de module égal a T.

Démonstration. — L’application b = Tby, est un isomor-
phisme de M. sur une face dense de #*+ donc il existe U
et %, vérifiant les conditions 3.10. On a

U*TA%?xE_,o - A%:4x22

pour tout z € M. L’opérateur U*T étant borné et inversible
on a 3.11.

Lemme 3.12. — Sotent P une algébre de von Neumann
dans A, ny un vecteur totalisateur et séparateur pour P,
¢ =uw, et acP tel que la fonction t — of(a) se prolonge
en une fonction analytique z —>of(a) de D_y, = {z€C,
Imze]—1/4, O[} dans M, continue dans D_,,. Alors
pour tout z€P on a

1/4 —_ 1/4
o ya(a)Jy 0% ual, AvizE, = AZtaza®y,.
Démonstration. — Soient te R, zeP,J=J, ona

o,(a)Atx* 0y = A¥ax™xn,
done
o (@) AT 7y = Aitaz*n,
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et
o_ya(a)JAVAzy, = Alltax*y,.

Remplacant z -par az* on obtient
o_yu(a)JAY4ax* n, = Altaza* v,

et ’égalité cherchée.

Lemme 3.13. — Sotent M, #, #+, J comme dans 3.9,
£y, & € #+ séparateurs (et totalisateurs) pour M, ¢; = wy,
@ =, § et s, les formes autopolaires assocides & ¢, et
@y respectivement. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) L’application t — u, = (Dey: Do,), se prolonge ana-
lytiquement & D_,, et continiment a D=, avec |u,] <1
Vze Dy, (cf. [4]).

b) 1AL E,| < |Ag'xE,| Yo e M.

c) sy(z, x) < sy(z, ) Vo € M.

<

d) sy(z, a:) si(z, x) Vo € M4

e) By < & ().

Démonstration. — a) = b). Reprenons les notations de 2.4,
On a 0(&, &)=1, J;, =J; g, = - =J, J,, = ZULJU;

i, ] =1, 2. Par hypothése a =1 ® e, vérifie les conditions
du lemme 3.13 et ([4]) o_ju(a) = u_ys ® e€y. Ailnsi pour
tout zeM

(Ui ® 321)Jno(u—i/4 ® 321>Jli/o4(m @ e11)7o
= A1 ® ea)(T ® e1)(1 @ exg)mg

On a (x ® e;)n = 2€; ® &5; donc le premier membre de
I’égalité ci-dessus s’écrit :

(u_,,4 ® e2) m(u-z/4 ® 621)[JA1/4-7551 ® e11]
= (u—i/4Ju-—i/4'IA%:4le) ® 32
d’ou I’'égalité

(11) 1/4.7/'&2 = u_,/4Ju_,/4JAE‘ x&l

b) = c) et ¢) => d) sont immédiats.

d) = ¢). On a par hypothése <(hJhJE,, &> < (hJRJE,, &>
pour tout he M;. Soit H =hJhJ pour heM;; comme
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H est positif, on a (inégalité de Schwartz):
| < HEy, E2D|% < (HEy, &) (HE,, &)

et comme <(HE,, £,> > 0 et (HE,, £,> < (HE,, E,> il vient:

C(HEy, &) < <(HE;, &) et <RIRJE, & — &) > 0
Le lemme 2.19 montre alors que &, < &; (o).

e) = a). Reprenons les notations de 2.4. On a
Se, &, = JAY:,

donc pour tout zeM,

<A%i.’g,x€1, x> = (Ja*E,, aE,) = (&, JaJat,)
< <&y, JxJzi,).

Ainsi pour tout £ dans le domaine de A}* on a
| E]l < [ARE].

La fonction t— Af ;Af" se prolonge donc analytiquement

a D_;; continiment & D_;, avec une norme < 1.
Pour tout teR et tout £ €, on a

AL EE @ ey = AR(E ® ean) = An(1 ® ea)AT(AT(E @ &)
= (u ® 321)(AE.”5 ® &11).

Ainsi pour tout ¢e R, Af' A = u,

Démonstration du théoréme 3.9. — Le lemme 3.11 montre
que T est le module d’un opérateur de la forme

Az, — AYzEy, v € M.

Les conditions équivalentes du lemme 3.13 montrent, en
appliquant ’égalité 11 que T est le module d’un opérateur
de la forme XJXJ, X eM. On a donc T = hJhJ, ou h
est le module de X.

Démonstration du théoréme 3.4. — a) = b): L’ensemble
D(s#+) des 3 € ZL(#) tels que e®#+ = #"*, ¥t, est un
sous-espace vectoriel réel auto-adjoint de £(#) (formule
de Trotter) on peut donc supposer que 3 = 3* ou § = — §*.
S1 8 = 8* le théoréeme 3.9 montre qu’il existe un groupe a
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un parametre t— h, d’opérateurs positifs inversibles de M
tels que e® = hJhJ Vte R. Dot e®Me® =M et

[5, M] = M.

Si 8 = — 8* 1l existe (théoréme 3.3) pour tout teR un
isomorphisme de Jordan «, de M sur M tel que €? = U,,.
Comme 3§ est borné lapplication ¢ — U, est continue en
norme et le théoréme 3.2 montre que pour tout ¢ > 0 1l
existe f, > 0 tel que pour ¢, [t| < ¢, on ait:

le(z) — 2| < ||

Il est donc clair que le centre de M est invariant par les «,
et, comme «, = («,5)?, que chaque «, est un automor-
phisme de M. On a alors U,MU;!=M et [3, M] <= M.
b) = ¢) Par hypothése I'application z — [3, z] est une
dérivation de M 1l existe donc he M ([9]) tel que

8§ —heM.

Alors 8 — (h 4+ JhJ) commute avec M et M’ donc appar-
tient &4 M N M’ et commute avec J. Il existe donc un
zeM tel que & =z + JaJ.

c) =>a) On a, comme z et JzJ commutent:

ellE+izd) — et.cJet:cJ

4, Propriétés du céne autopolaire associé
4 une algébre de von Neumann.

Prorosition 4.1. — Soient # un espace hilbertien
complexe, H#* un céne convese autopolaire dans H# et
H = (H+ — ).

a) #° est un espace hilbertien réel dans lequel H#+ est
autopolatre.

b) # = #* @ 1H#’ et Uapplication qui & &; + 1&;, &€ #7
assocte J(E, + 18;) = &, — 18, est une involution isométrique
de H# sur K.

c) Pour tout & e #7 il existe £+, E- € #+ tels que

E=¢t—§&, &t &
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~d) Pour toute face F de H#+, Uensemble
Fl={Eex+, &1 n,VneF}

est une face fermée de H.

Démonstration. — a) Pour &, £, € #° ona <&, &) €R.

b) Comme s#* est autopolaire il est total dans s donc
#’ + 1#7 est dense dans #. Pour £;, £, e’ on a
Re(%,, 1£,> = 0 donc 1#’ est orthogonal & #’ pour la
structure réelle sous-jacente & # et H#7 4 1#7 est fermé
donc égal & #.

c) Soient E&* la projection orthogonale de & sur s+,
E- = £+ — £, On a par construction (&=, n) > 0, Vn e #+
donc &~ e s+, E+ | E-.

d) Immédiat.

TutoriME 4.2. — Soient M une algébre de von Neumann
dans o, &, un vecteur totalisateur et séparateur pour M,
#+ = P,

a) Pour toute face F de #+ il existe un projecteur e e M
tel que F = eJeJ#*, on a alors Py = eJeJ, ou Py désigne
le projecteur orthogonal de # sur Uespace vectoriel fermé
engendré par F.

b) Pour tout projecteur e € M, eJeJH#+ est une face fermée F,
de #+ et Py, = elel.

¢) L’application e — F, est un isomorphisme d’ordre de
Uensemble des projecteurs de M sur Uensemble des faces fermées
de H#* et on a F,_,= FL pour tout projecteur e e M.

La démonstration utilise les lemmes suivants:

Lemme 4.3. — Sotent M, #, #+, &, comme dans 4.2.
Pour & e #+ les conditions suivantes sont équivalentes:

a) n 20,81 n=>7n=0.
b) £ est séparateur pour M.
c) & est totalisateur pour M.
d) La face de & dans s+ est dense dans H#+.
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Démonstration. — a)=> b) Soit e un projecteur de M
tel que ef =0 alors <eJeJyn, £) =0 pour tout 7 e #+
et comme eJeJ#+ < #+ on a eJeJ=0 puis e=0.

b) =+>c¢) Ona JE=E et JMJI =M.

c) =>d) S1 & est totalisateur pour M, il est aussi
totalisateur et séparateur, le lemme 2.7 d) e) montre que
97’? = s#*. L’application qui & €M associe A}z définit
alors (2.7 et 1.2) un isomorphisme de Mt sur la face de &
dans s+, d’ou la conclusion.

Lemme 4.4. — Sotent M, #, #+, &, comme dans 4.2 et
neHt, eeM lesupportde «,. Ilexiste § e #+ séparateur
pour M tel que:

a) eAf = A¥e Vte R.

b) eJeJE = .

¢) La construction de Gelfand Segal associée a la restriction ¢
de o, a M, s’identifie au triplet (eJeJ#, n, =) ou, pour
z € M,, n(x) désigne la restriction de z a A = eJeJH#.

d) Le cone autopolaire correspondant au couple =(M,), 7
dans A est H#+ N A = eJeJo#t.

Démonstration. — Soit & =n + (1 —e)J(1 — e)&,. On a
Ee#t. Pour ze M,

Cam, (1 — &)I(L — &) = (1 — (L — )k, Jadn) =0

car
JzJyn e My < es#.
Ainsi

(zk, BY = <z, m) + {z(1 — e)J(1 — e)&, (1 — e)J(1 — e)&,).
Pour ze M4, <(xt, £) = 0 entraine zn =0 et
(1 — e)J(1 — e)y = 0.
La derniére égalité implique
(1 —e)x(l —e)J(1 —e)x(l — e)JE, =0
donc (1 —e)z(l —e) =0
(y € M, yJy& = 0 —> (AL'yE,, y8) = 0 —>y = 0)
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On a montré que & est séparateur pour M, donc totalisateur
pour M (43). Pour zeM, orlex) = <zm, ) = ogze)
donc Afe = eA} VteR.

On a en = v donc eJeJt = .

La condition ¢) résulte des égalités J=J (lemme 2.7),
(xk, £) =<am, 1) YxeM, eJeJé = et de [b]. L’'invo-
lution Jy est donc la restriction de J a A = eJeJ#, ce
qui montre que le cone autopolaire associé & =(M,), n dans 1,
est contenu dans J#*+ N A. Comme le produit scalaire de
deux éléments quelconques de s#* est positif, il est en fait
égal & #+ N, On a eJeJ#+t=#*+* o dou d).

Lemme 4.5. — Sotent M, #, &,, #+ comme ci-dessus.

a) Soit f un projecteur de M, &, et £y des éléments de #+
avec & < Ey (). Alors sv fJfJE, =&, on a [IfJE, =§,
et f& = &.

b) Soit m € #+, e le support de w,, alors F,= eJeJJf‘*
est la fermeture de la face de v dans #+.

Démonstration. — a) On a
(1 —=HIA =D& < L —=NHIA — e (£7)

donc (1 —f)J(1 —f)& = 0. Soient & séparateur et tota-

lisateur pour M, tel que 9’? = #* et e wun projecteur
de M, tels que eJeJE = £;,. Ona,avec y = (1 — f)e

yJyt = (1 — fleJ(1 — f)I2et = (1 — F)I(1 — f)IE, = 0.
Ainsi y=0 et (1 —f)8 =0 donc & = f& = fIfJE,.

b) L’assertion a) montre que F,= eJeJ#+ est une face
fermée de #*+ contenant ». Comme =% est totalisateur et
séparateur pour =(M,) dans o, la fermeture de la face
engendrée par v dans #*+ N A est #+ NA (43). On
a donc montré que F,=eJeJ#+ = H#+ N A est la ferme-
ture de la face de % dans #+.

Démonstration du théoréme 4.2. — a) Pour tout = e #+,
soit F(xn) la face engendrée par 7. On a F=U,F(y)
et la famille des F(y), n € F est filtrante croissante. Pour
tout 7 € F, soit e, le support de o,, le lemme 4.5 montre
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que F(n)=F, donc que Pp =e,Je,J. Pour 4, < n,
on a

(x e M*, 29y = 0) = (2JzJn; = 0) == (29, = 0)

donc e, < e, Soit e=V e, =lime, pour la topologie
forte, quand % — o selon F. Pour & e JeJes#’, on a
£ = Lime,Je,J§ donc Py =2E&. Enfin pour £€F on a

eJeJEn:Z, ce qui montre que Pr = eJeJ. Pour & e Pp#t
on a £ = Lime,Je,JE € UyerF(n) car £ e #+.

Ainsi £ e F. L’inclusion F < Ppo#+ est immédiate.

b) résulte de 4.5 a).

c) L’application e — F, est surjective et croissante. Elle
est injective car e est le support de g, & = eJeJ&, pour
tout projecteur e € M. Soient e et f des projecteurs de M,
avec F,=F, On a eJeJ&, 1L fIfJE, donc felJfeJ =0
et fe=0. Amns1 f=1—e.

TatoriME 4.6. — Sotent M une algébre de von Neumann
dans o, &, un vecteur séparateur et totalisateur pour M,
#+ = PP,

a) Pour toute face F de #+ on a F = FL.
b) Pour toute face F de #* et tout te R ona

eFTr It = A+,
Démonstration. — L’assertion a) résulte facilement de 4.2 a)
c). Montrons b). Soit ¢, € M tel que Py = ¢,Je,J,
Pr. = (1 — €)J(1 — ¢)J.
On a Pp— Pr. = —1+4¢ + JeJ; et pour teR,
s Prs) = g—tgloJete ]

d’ou la conclusion.

ProrosiTioN 4.7. — Sotent # wun espace hilbertien complexe,
H*+ un céne convexe autopolaire dans H#, J comme dans
4.1 b) et D(#+) Densemble des 8 € L(#) tels que

e+ = #+ VieR.
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Alors D(#+) est un sous-espace vectoriel réel, stable par
involution, et stable par crochet (8, 8;) — [34, 85] = 3,8, — 8,9,
de 2(#). '

Démonstration. — Montrons que
81, 8, € D(o#+) = [3,, 8;] € D(o#+).
Soit 83 = [3;, 8;]. On a trés facilement:
t=2(ePeDre—t01e= — 1) — §,

en norme, quand ¢ — 0. Il existe donc une suite (z,) d’auto-

morphismes de #+ tels que =z, =1 —F—L(S3 + o(1)). On
adonc eh#+ = #+ car e» = Lim (z,)". "

n>ow

DériNiTioNn 4.8. — Soient #, #*, J comme ci-dessus,
D(s#+) sera appelée algébre de Lie involutive du céne H#+.

TutoriME 4.9. — Soient M une algébre de von Neumann
dans S, £, un vecteur totalisateur et séparateur pour M,
= PP,

L’application qui & © € M associe x + JzJ € D(#+) définit
par passage au quotient un isomorphisme de U'algébre de Lie
involutive des dérivations de M sur le quotient D(s#+) de
D(s#+) par son centre.

Démonstration. — Pour x €M ona z 4 JzJ € D(o#7) (3.4)
et pour z;,, x, €M on a

(2, + oy J, 2 + J2pJ ] = [24, 23] + J[2y, 2,]]

Le théoréme 3.4 montre donc que 'application z — x + JaJ
est un homomorphisme surjectif de ’algébre de Lie involutive
de M sur D(s#+). L’image du centre de M est donc contenue
dans le centre de D(#*) et la conclusion 4.9 résulte faci-
lement du a) de la proposition suivante :

Prorosition 4.10. — Sotent M, o#, &y, #+ comme ci-dessus.
a) On a Centre D(#+) = { z € Centre M, z = z*}.
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b) Soit F une face fermée de s+, alors
PF+PFL=14=*.#+=F@FJ'¢=‘»’3€

projecteur, ec M N M', tel que F =F.,.
c) Soit F une face fermée de #+ vérifiant les conditions b),
alors :
H =eX ®(1l—e#, M=MoM._. H#t=FeF,
D(s#+) = D(F) @ D(F4).

Démonstration. — a) Soit € M tel que z + JzJ € Centre
D(s#+). Pour tout yeM on a [z, y] + J[z, y]J =0 donc
[z, y] € Centre M et [z, y] =0. Ainsi z € Centre M et
z + JzJ = x 4+ z*. :

b) Comme £ > 0= Psf > 0 pour tout £, on a

#+=F @ Ft

dés que Py + PpL = 1.
Inversement #+ = F @ FL entraine Py 4+ PpL=1.
Soit e un projecteur de M, on a

P, + Pr,_, =1 4 2(eJeJ) — (e + JeJ).
Ainsi Pp 4+ Ppr=1 est équivalent a (e — JeJ)2 =0,
donc & e = JeJ(e — JeJ est normal). Enfin

e = JeJ <= e € Centre M.

¢) La seule assertion & montrer est
D(s#+) = D(F) @ D(F4).

Comme eeMN M, e commute avec tout & e D(#+),
donc 3§ laisse es# et (1 — e)o# globalement invariants.

DériniTioN 4.11. — Sotent # wun espace hilbertien complexe,
H* un céne convexe autopolaire dans #. On appelle orien-
tation de H#+ la donnée d’une structure d’espace vectoriel
complexe sur D(#+), compatible avec la structure d’algébre
de Lie involutive de D(#+).

Une orientation de #+ est donc caractérisée par un
opérateur I, I* = — 1 sur D(#+) tel que

[1819 32] = [31, 132] = I[817 82]
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v3,, 8, e D(o#*) et que I(3*) = — I(3)* V3 € D(s#+). Soient
#, M, E, et #* comme ci-dessus, 'orientation Iy de #+
déduite de la structure d’algebre de Lie involutive complexe
de I’ensemble des dérivations de M, sera appelée orientation
canonique de J#* associée & M.

ProrosiTioN 4.12. — Sotent M une algébre de von Neumann
dans #, &, un vecteur séparateur et totalisateur pour M,

Ht = gza, I, et 1, deux orientations de #*.
Il existe alors une face fermée F = F, e projecteur de

M n M de #+ (vérifiant les conditions 4.11 b)) telle que 1,

coincide avec 1, sur D(F) et que 1, coincide avec — I,
sur D(FY).
Quand M est un facteur Iy et — Iy sont les seules orien-

tations de H+.

Démonstration.. — Soit ] I'isomorphisme canonique de
Ialgebre de Lie des dérivations de M, D(M) sur D(s#+).
On a facilement Centre D(o#+) = {0}. Soit e =1, o I71.
On a

[e81, 8] = €[8y, 82] = [3,, £5,] V54, 8, € D(o#+)
et
[€8y, €8;] = [LI118,, LI318,] = — [I729,, I118,] = [&y, 3,].

Donc pour tout 3 € D(#+) on a 3 — 28 € Centre D(#+),
d’ou €2 =1. Ainst D(s#7*) est la somme directe des deux
1déaux

e ={3eD(#*),ed =38} et e, = {8 e D(o#+), 8§ = — §}.

Comme ¢(3*) = (¢(3))* ces deux idéaux sont autoadjoints.
Solent

M,={zeM, joAdzeeg}, M_,={zecM, joAdree,}
Pour zeM;, yeM_, ona jo Ad[z, y] =0 donc
[z, y] € Centre M

et [z, y]=0. Pour zeM; NnM, jo Adr commute avec
tout 3 € ¢; donc appartient & ¢_;. On a montré que

M,=M AnM
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donc, comme M; est autoadjoint, que M_; est une sous-
algébre de von Neumann de M. De méme M, =M, N M
est une sous-algébre de von Neumann de M, et M; et M_,
contiennent le centre de M. Pour tout zeM on a

JoAdree, + e,

donc il existe x, e My, 2_; e M_; avec x =z, + z_;. Pour
zeM,yeM; ona [z y]=[x, y]eM;. Pour z, yeM,
et zeM on a

[z, ylz = [z, Y]z + 2yz — Y22 = [T, Y]z, + [T, yz2] €M,

Ainsi M, € M;, ou e désigne le plus grand projecteur de
I'idéal bilatére fermé de M; engendré par les [z, y] pour
z, ye€M;. On a e e Centre M; = Centre M. Comme M, ,_,
est abélienne on a M; = M, 4 Centre M puis

M_, = M,_, + Centre M

car M_, = M;. Il en résulte que ¢ vaut + 1 sur D(F,)
et —1 sur D(F,_,).

5. Algébre de von Neumann associée
a un coéne autopolaire homogéne orienté.

Dérinition 5.1. — Soit #+ un céne convexe autopolaire
dans Uespace hilbertien . Nous dirons que H#+ est facia-
lement homogéne quand pour toute face F de H#+ on a
ePFFPrIp+ = ¢+ Vie R (ou Py (resp Py.) désigne la pro-
Jection orthogonale de # sur Uespace vectoriel fermé engendré
par F (resp FL)).

On vérifie facillement que cette condition est équivalente a
)\PFE + (1 —_ PF —_ PF;)E + A—IPFLE eH+ pour tous A > 0, E, = O.
Dans la suite nous écrirons simplement « homogéne » pour
« facialement homogeéne ».

TutoriMe 5.2. — Soit H#+ un céne conveve autopolaire
homogéne dans Uespace hilbertien #,1 une orientation de #+.

a) M = {8, — 18,, 8, € D(o#*), 8, € 1(3,)) est une algébre
de von Neumann dans .
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b) Ona M’ = {5, + i8,, 8, € D(o#+), 8, € I(3,)} et
IMJ = M.

¢) Pourtout €M ona xJxJ #+ < H+.
d) Pour tout £y € #+ tel que (q = 0, 1 L &) =>(n=0).
£, est séparateur et totalisateur pour M, et

- JE°’M #'l' = ya’m.

Lemme 5.3. — Soit #, #* un espace hilbertien muni
d’un céne autopolaire homogéne H+, et soit & € L(#). Les
conditions suivanies sont équivalentes :

a) & € D(o#).

b) J8 =28J et &, 1 >0,8 L n=>38E 1L u.

Démonstration. — Soient £, v comme dans b), alors
Ce®E, 1> ~ t3E, m> qdt—0, (8, 7> # 0

L’implication a) = b) est donc immédiate. Montrons que
b) = a). Il suffit de montrer que @2+ < #+ pour
t>0 et un A > 0. On peut choisir 2, tel que la partie
réelle de tout élément du spectre de A, — 8 soit positive et
que

Red(ho — 8)E, E> > 0, VEes#.

L’opérateur A de o7 dans #’ qu a & e #’ associe
(A — 8) € #7 est monotone au sens de [2]. Il est maximal
monotone au sens de [2] car 1 4 pA est surjectif pour tout
w > 0, et c’est le générateur du semi-groupe t— =D de
contractions de #7. Soit Ee#’, £ =E+ —E- (4.1 ¢))
alors en utilisant b) ona <(AE, & — Et) = (AE-, £-) > 0.
Comme avec les notations de [2] on a A9 = A% pour
tout & e #7, la proposition 4.5 de [2] montre que

=+ < Hp+
pour tout ¢ > 0.

LemMme 5.4. — Soit (#, #*+) un espace hilbertien muni
d’un céne autopolaire homogéne H+.
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a) Soit U un unitaire de # tel que U+ = #+ et que U
commute avec tout & € D(#+) alors U = 1.

b) Soit 8 wun élément du centre de D(#+) alors § = §*.

Démonstration. — a) 1l suffit de montrer que Re(Sp U) > 0
puis d’appliquer le résultat & U" pour tout n. On a

Ux#t+t =+
donc UJ = JU et pour &, &, € #7 |
Re <U(E1 + iaz), £, + 1) = <UEI, &> + <U€2’ €s>

Il suffit donc de montrer que {UE, &> > 0 pour tout & € #7.
Le lemme 4.1 ¢c) montre que & = &+ — &~ avec &+, & > 0,
E+ 1 &-. Soit F la face de &+ dans #*; FL la face
orthogonale contient £-. Comme Py — Pr, commute
avec U, ona Uttt ePp# et UE~ € Pp:oF donc

CUE, &) = (UE*, E+) + (UE~, E7> > 0
b) 11 suffit de montrer que si § = — 38* ona 8§ =0 ce

qui résulte facilement de a) appliqué & ¢® pour tout teR.

Lemme 5.5. — Soient #, #+ un espace hilbertien muni

d’un céne autopolaire homogéne #*, 1 une structure complexe
sur 2(”4-), Ml = {81 + i82, 81 € D(‘#‘I-), 82 € 1(81)},

M_; = {8, — 13,, 8, e D(o#), 8, € I(8;)}.
a) Ona My « M_;,, M_, =< M;.
b) St 8 € D(o#t), 8 = 8* il existe un unique
3, = I4(3) € 1(3)
tel que 8; = — 3,.

c¢) Soient F une face de #+ et 8y = 1/2(1 — Py + Ps.),
er = Or + tI,(3%), &7 = 3r — 1Iy(3F) alors:

(eif)* = i, (57)* = e, e + eF = 28

JegJ =<5, efE =EVEeF, £ =0 VE e Ft
d) XeM; = X+ JXJ e D(s#+),
XeM,;, =X+ JXJ e D(s#t).
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e) M, et M_, sont des algébres.de von Neumann dans 5,
ona M_,=M;, M_;=M, e JM;J =M.

Démonstration. — a) Soient 8,, 8; € D(s#+), 3 - § 'appli-
cation canonique de D(#*) sur D(s#t), 3, € I(3,), 8, € I(35).
On a

[81 + isza 33 — i84] = [81, 83] + [82, 84]
+ i([sz, 83] - [81’ 84])

La bilinéarité du crochet dans D(s+) montre que

[31, 85] + [33, 8:] € Centre D(s#+),
[85, 85] — [3;, 3;] € Centre D(s#+)
([§1, 85] + [I8y, 135] = 0, [I3,, 85] — [8,, I33] = 0)

Ainsi [3; + i3,, 83 — i3,] appartient au centre de ’algébre
de von Neumann engendrée par M; et M_;, donc est nul.

b) On a I(8)* = — I(38) donc 3&; + 387 € Centre D(s#*)
pour tout 3§, € I(3). Alors 8, = 8;-1(8; + 37) vérifie b).
Si 3, et 3§, vérifient b), on a 3§, — 3, € Centre D(#+) donc
8o — 8o = 85 — 8;* (5.4) et §, = 3.

¢) On a 8% = 3¢ donc (eif)* = ¢, de méme (e7)* = 7
en utilisant b), ef 4 e7 = 285, JeFJ = J8pJ — tJ[((35)J = 7.
M:; et M_; sont des sous-espaces vectoriels autoadjoints
de £(#) et (M4y)” commute avec (M_;)”. Pour tout

5, € D(a#+), 8, € 1(5,)

ona J(8 + i8,)J =38, —1d, donc IM;J=M_,, IMJJ=M_1.
Soit ze (My; UM_,) etsoit §=xz+ JzJ. Ona J§ = 3J
et 8§ commute avec Pr — Pp. pour toute face F de #+
donc:

E>0, >0, £ 1L n=>8 1 9

Le lemme 5.4 montre que & € D(o#*) et le lemme 5.6 que
8 = 8*. On en déduit facilement que JazJ = z* pour tout
ze (My; UM_,,). 11 en résulte que pour tout projecteur
e#0,eeM,; ona eJeJ 0. En effet si eJeJ =0 on a

"

ueu*JeJ = 0 pour tout unitaire u de M,,; puis eJeJ =0
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ou ¢ est le support central de ¢ dans M.,;; puis eJeJ =0
et e=0 car JeJ=e. Comme <cf 4 JeiJ =28 et
et € M4y, Sp 28 < [0, 2] Vopérateur auto-adjoint e} vérifie
0<ef <1 Soit £€F, ona

2{eFE, &) = (£, &) 4 (&, =£E)
= (e + Je#J)E, &) = (28¢E, &)
donc et§ = & car (8gE, &) = <&, E). Soit EeFL, on a
de méme 2<eFE, £> = (285, £> = 0 et tf = 0.
d) Soit X eM;, alors 8§ =X+ JXJ vérifie 3J = J3.

Pour toute face F de #+, X commute avec ¢t donc:
El € F = S;“‘X&l - Xgl, gz € F'L = 5?22 = 0

et onaalors X&;, | &, JXE 1 J&,, JXJE, | &, et 38, L &,.

e) Il suffit de montrer que tout élément X de M; est
dans My,. Soit 8, eD(#*) tel que 28, =X+ JXJ
et soient &, € I(3;), X; =8, —18,. On a

X, e M, (X — X))+ J(X — X)J =0
Ainsi
X—X;eM nJIMJ = (M, uM_,) = Centre D(s#+)
—+ i Centre D(o#+).

(Tout élément auto-adjoint de (M, U M_,;)’ vérifie JzJ =2
et zeD(#*) donc z e Centre D(s#+).) Il existe donc
3, e D(o#t), 8;¢€I(3;) tels que X = 8 — 13,

Démonstration du théoréme 5.2. — Les assertions a) et b)
résultent du lemme 5.5 e). Démontrons ¢). Soit d’abord u
un unitaire de M. Il existe un opérateur h = — h* he M
tel que u=-¢" On a uJuJ =e"Je "J = e"¢™ et comme
JrJ commute avec h on a uJuJ =M. Comme

heM ona h-+ JhJeD(s#*) (5.7d)), donc
LIt <

Soit p wun opérateur positif inversible, p e M, écrivant
p=2¢el avec feM, f=[f* on vérifie de méme que

pJeJ#t+ < s+,

Pour z e M, z inversible, il existe un unitaire v € M, un
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opérateur positif inversible p e M tels que = up. On a
alors

2Jx = upJupJ = uJuJpJpJ car JMJ =M.

Enfin pour tout z % 0, il existe une suite (2,),n d’éléments
inversibles de M ([6]) telle que |z,| < |z]| pour tout n
et que xz, > = fortement quand n — oo. Ainsi

zJzJ¢ = Lim z,Jz,J€ € #+ pour tout & e #+.

d) Soit £, € #t telque ne #t, v L E,—>=n = 0. Mon-
trons d’abord que £, est séparateur (donc totalisateur car
JEy = &,) pour M. Soit ¢ € M un projecteur tel que e, = 0.
Pour tout £ € s#*+ on a eJeJE € #+ (c)) et <(eJeJE, E;> = 0
donc par hypothése eJeJE = 0. Ainsi eJeJ =0 et e=0.
Pour tout ze M, on a zJzJ§, € #+ donc

<meJED, £0> > 09

ce qui montre en utilisant [11] thm 4.2 que J est égal & Jg,
Iinvolution isométrique associée a 1’algébre de von Neumann
M dans 5 et au vecteur séparateur et totalisateur £,. Pour
tout xeM on a zJrzJef, € #*+ donc .@E < #*; comme
QPE et #*+ sont autopolaires, on a gg = #+.

DeériniTioN 5.6. — Un céne autopolaire #+ dans H# est
de genre dénombrable quand toute famille de vecteurs - 0
orthogonauzx positifs est au plus dénombrable.

On vérifie facilement que cette condition équivaut a P'exis-
tence d’'un £ > 0 tel que 7 > 0,y L £ =>n = 0.

Tutorime 5.7. — Sotent M une algébre de von Neumann
dans #, &, un vecteur totalisateur et séparateur pour M,

Ht = 9’2, I = I Ulorientation canonique de #+.
Alors Ualgébre de von Neumann associée a #+ et 1 par
le théoréme 5.2 est égale & M.

Démonstration. — Soit 8 € D(o#+), et soit zeM tel que
3 =z + JzJ. Par hypothese I(3) est la classe de

w + Jizd = i(z — JzJ)
modulo le centre de D(s#+).
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Comme z 4 JzJ — ti(x — JaJ) =22 on voit que lal-
gébre de von Neumann associée & #*+ est contenue dans M
(le lemme 4.10 montre que Centre D(s#+) < M). L’inclusion
inverse est immédiate.

TrtoriEME 5.8. — Soit E, E+ un espace vectoriel complezxe
ordonné avec unité d’ordre. Pour que E, Et+ soit 'espace vecto-
riel ordonné sous-jacent a une algébre de von Neumann de genre
dénombrable, il faut et il suffit qu’il existe une forme autopolaire s
sur E telle que le complété {E+}; de E* soit un céne auto-
polaire homogéne et orientable.

Démonstration. — La nécessité résulte de 1.3, 2.7 ¢), 4.6, 4.9.
Inversement soit u l’unité d’ordre de E+ et soit &, = n,(u).

Dans #, = “’)s( ), & vérifie: EefF, E L E,=>E=0.
D’apres 1.2 et 5.2, E+ est isomorphe & la face engendrée par

g, dans QPE,M ou M désigne I’algébre de von Neumann de
genre dénombrable associée 4 une orientation de #} par le
théoréme 5.2. De plus, l'application by, z — A"‘xio est

un isomorphisme de M+ sur la face de £, dans 9?,,1«
(thm 2.7 b) et prop. 1.2 ¢)).
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