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PERTURBATION
DE GENERATEURS INFINITESIMAUX,
DU TYPE « CHANGEMENT DE TEMPS »

par Gunter LUMER (1)

Nous obtenons un théoréeme général concernant la pertur-
bation multiplicative par un opérateur (linéaire borné,
mais pas forcément d’inverse borné), du générateur d’un
semi-groupe fortement continu sur un espace de Banach.
Nous en déduisons un résultat intimement lié au changement
de temps dans les processus de Markov, qui étend un théoréme
de Dorroh (et résout par laffirmative la seule situation qui
restait en doute dans le contexte du théoréme de Dorroh
cité). Comme exemple d’autres possibilités d’application,
nous utilisons ensuite le théoréme général pour obtenir un
résultat sur la perturbation du laplacien dans L*R").

Soit X un espace de Banach complexe. Nous désignons
par B(X) I’ensemble de tous les opérateurs linéaires bornés,
définis partout sur X. Nous dirons que « A est un opérateur
linéaire dans X », si A est un opérateur linéaire avec domaine,
D(A), et image, I(A), dans X. On rappelle qu’'un opérateur
linéaire A dans X est dit dissipatif, si

(1) IAf — Afl = [3f] va > 0, ¥fe D(A).
De fagon équivalente, A est dissipatif, s’il existe un semi-

(*) Les résultats de cet article ont été présentés (parmi d’autres), au cours d’exposés
faits en Mars 1973 au « groupe de travail Deny-Hirsch-Bénilan », & I'Université de
Paris-Sud, Orsay. Le type de perturbation multiplicative traité ici est en un sens
« symétrique » de celui qui intervient dans la théorie de la cogénération, mais présente
des problémes différents. (Les relations entre perturbations « & gauche » et « a droite »
seront reprises ailleurs. Voir référence [L 2], note de bas de page (1).)
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produit-scalaire [,] compatible avec X (c’est-a-dire avec la
norme de X), tel que

(2) Re [Af, f] < 0 VfeD(A)

(« Re » désignant « partie réelle de »). Voir [L-Ph], [H]. Nous
désignerons par 2(X) P'ensemble de tous les opérateurs
dissipatifs dans X.

Etant donné un opérateur linéaire A dans X, nous définis-
sons le « type de A », w(A), par:

(3) o(A) =inf {a e R: A — « € 9(X)},

R désignant les réels, A — « désignant A — «1, 1 = identité
sur X. Il est entendu que si I’ensemble du second membre

de (3) est vide, w(A) = + . Si B € B(X), on sait que, [L 1],
(4) »(B) = lir(r)i (1 + B — 1) = lir;i t7 log |e'®}
(5) o(B) = sup {Re [Bf, f]: [f] =1}

o [,] est un semi-produit-scalaire quelconque compatible
avec X. De (4), on voit que o(— B) < O implique |1 — eB| < 1
pour ¢ > 0 assez petit [d’ou en particulier on a B! € B(X)].
On se servira de ces observations plus loin.

Par « un semi-groupe sur X » nous désignons « une famille
{P}zo d’éléments de B(X) dépendant du paramétre réel
t > 0, de telle fagcon que: P, = PP, pourt, s > 0, P, =1,
et VfeX, {Pf—Pfl -0 quand t—>1¢ > 0, et [t - 0F
pour {, = 0 ». Le semi-groupe {P,} est dit « a& contraction »,
si |PJl <1, vt > 0. Pour les propriétés des semi-groupes,
générateurs, résolvantes voir [H-Ph], [Y].

Par ailleurs, si A est le générateur d’un semi-groupe {P,},
w(A) coincide avec ce qui a été défini comme « type local »
d’un semi-groupe dans [L-Ph] (nous dirons aussi que {P,}
est de type local ® = w(A)). Dans ces conditions:

, .1
(4') ' w(A) = }gg + log | P

Nous allons nous servir aussi d’un résultat de perturbation
connu, voir [Gu], [Gu-L], que nous rappelons immédiatement.
Pour un opérateur linéaire dans X, A, nous écrirons B(A) =0

s1 et seulement si I(A) = X, « — » désignant « fermeture de »,
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(ce cas particulier de la notion « d’indice » — « deficiency
index » — B( ), nous fournit une notation commode).

TutoriEME. — Soit A un opérateur linéaire dans X, dont
Pinverse est défini et borné sur I(A) = D(A™), et soit B € B(X).
Supposons que : '

(6) 1Bl < JATY = (3).
Alors on a:
(7) B(A + B) = 0 st et seulement st B(A) = 0.

Nous aurons parfois & nous servir du dual de X, comme
espace de Banach, que nous désignerons par X*. 51 T € B(X),
nous désignerons par T* 'opérateur adjoint de T [qui appar-
tient a B(X™*)].

Nous allons maintenant établir le théoréme de perturbation
multiplicative mentionné dans le résumé au début de cet
article.

1. TutorimME. — Soit A le générateur d'un semi-groupe
{P}o sur X, et soit BeB(X) avec w(— B) <0 et
o(A), o(BA), < + . Supposons qu’'il existe une suite de
B, e B(X) tels que o(— B,) < 0, limsup, o(B,A) < + o,
et (BB;Y)* — 1* au sens fort. Alors BA est le prégénérateur
d’un semi-groupe de type local «(BA).

Démonstration. — Tout d’abord, nous observens que le
cas général peut étre ramené au cas ou A est dissipatif. En

vertu de (2), (3), (B), si w(A) > 0, o[A — 0(A)] =0,
o[BA — 0(A)B] < ©(BA) < 4 o,

o[B,A — »(A)B,] < «(B,A), donc on voit qu’en remplacant,
au besoin, A par A — w(A), on est ramené & démontrer le
théoréme pour le cas « A est dissipatif ». Nous supposons donc
maintenant A dissipatif. On peut encore supposer sans perte
de généralité que o(B,A) < constante =« > 0, ainsi que

(%) Bien entendu, la norme de A~! est calculée par rapport a D{A™?),

JA=Y = sup {[A7Yf] : fe D(ATY), [f] =1}
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©(BA) < «. Comme BA — « € 9(X), 1l suffira de montrer
en vertu d’un résultat bien connu, [L-Ph], [Y], que

I(n + « — BA)

est dense dans X pour un A > 0 quelconque, pour conclure
que BA est un prégénérateur. Nous allons pour cela d’abord
démontrer que pour chaque n, (A 4+ « — B,A) e B(X),
VA > 0. Puisque o(—B,) < 0, 3¢, 0 <¢, <1, tel que
11 —e,B,l < 1. Par ailleurs, v > 0,

8) (A4 @) A — (6,B,A — g0)] + ¢,B, — 1
= (A 4 g2) e, B [A — (A — &,a)].
Nous pouvons maintenant nous servir du théoréme concer-
nant B( ) =0, énoncé plus haut, car ¢,B,A — c,0 € 2(X)
implique que, Vfe D(A),

IA + ) [A — (eaBoA — eaa)]fl = (2 + ep0) 72,
d’ou 1l suit que
IO+ e) (2 = (eBoA — €))7 > (A + ep2) 72,
et pour un A > 0 assez grand, on aura
11 —&B| < (A 4 g).

Pour un tel A, 1l suit de (8) et du théoréeme concernant B( ),
que B[A — (e,B,A — £,0)] =B[B,(A — (A —&,2))] =0, car
Bt e B(X), et [A — (A — gx)] € B(X) puisque A — ¢
est un générateur dissipatif. Comme ¢,BA — c0 € 2(X)
et I[x — (¢,B,A — ¢,2)] est dense pour A > 0 grand, on a
que (A 4 g0 — ¢,B,A)7r € B(X), VA > 0. Donc
(A + « — B,A)? € B(X), VA > 0.

Afin de montrer que I(A + « — BA) est dense dans X,

(disons pour A = 1), nous considérons ¢ € X* «orthogonal »

a I'image en question, et montrons qu’alors ¢ = 0. Pour
cela, soit fe X; pour chaque n, 3g, € D(A), tel que

f=04+a«—BA)g,
avec [gl < |fl puisque B,A — a e 2(X). Donc,
1

{fye> =(1 + o —BA)g, + (BA —B,A)g, ¢
= ((BB;' — 1)B,Ag,, 9> = (B,Ag,, (BB;* — 1)*¢),
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mais |B,Ag,| = (1 + «)g. — fl < (2 + )Ifl, donc
[<fy o> < (24 «)Ifl 1(BB:)*e — o] -0

puisque (BB;1)* — 1* au sens fort. D’ou ¢(f) =0, Vfe X;
¢ =0, et BA est un prégénérateur. Dans ces conditions,
comme on I’a vu plus haut, le type local du semi-groupe corres-

pondant est o(BA) = w(BA), (BA = plus petit prolongement
fermé de BA).

C.Q.F.D.

Nous allons maintenant appliquer ce qui précéde, dans le
contexte X = (o(Q), ou Q est un espace localement
compact séparé, C,(Q) est I’ensemble de toutes les fonctions
continues complexes bornées sur Q, et Cyo(Q) = {fe C,(Q):
f s’annule & P'infini} considéré comme un espace de Banach
avec la norme du suprémum. Soit {P,}., un semi-groupe a
contraction sur X = Cy(Q), de générateur A. Soit p € C,(Q)
réelle non-négative. L’étude de pA, c’est-a-dire de 'opérateur
qui envoie feD(A) en p(Af), et en particulier la question de
savolr si pA est encore le générateur ou prégénérateur d’un
semi-groupe a contraction, est intimement liée & 1’étude du
changement de temps dans les processus de Markov. (Mais ce
que nous faisons ici s’applique & des espaces de fonctions
complexes — ou réelles — et a des semi-groupes qui ne
sont pas nécessairement felleriens). Un résultat de Dorroh,
[D], permet d’affirmer que si p > C = constante > 0
[c’est-a-dire p(z) > C > 0, Yz € Q], les conditions étant
par ailleurs comme décrites plus haut, alors pA est le
générateur d’un semi-groupe a contraction. 51 par contre on
suppose seulement p > 0 dans le méme contexte, des
contre-exemples simples montrent que pA n’est plus néces-
salrement un prégénérateur. Le résultat suivant étend le
théoreme de Dorroh au cas p > 0 partout (mais sans
supposer 1inf p(z) > 0).

z€EQ

2. TutorkME. — Soit X = Cy(Q), {P,}i», un semi-groupe
d contraction sur X, de générateur A. Soit p e Cy(Q) réelle
et > 0 partout sur Q. Alors pA est le prégénérateur d'un

\

semi-groupe & contraction.
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Démonstration. — Pour gq e Cy(Q), désignons par B
Popérateur « fr—gqf, Vfe X ». Si ¢ est réelle, B} est
Popérateur « vi——gqv, v (mesure) € X* ». Soit p celui de

Iénoncé, posons pour n=1, 2, 3, ..., p, = max <p, _1_>,
n
et posons B, = B, B, = B, € B(X). Observons que pour

toute mesure v e X*,

I(BB)* — vl = [Bjpev — v = I(ppi* — 11

< Qxegzp(x) < %g>_> 0,

avec n —> + o, puisque p > 0 sur Q. Il est bien connu,
et facile & vérifier, que dans notre situation ou X = C,(Q),

"‘)(_ B)’ O)(BA), m<BnA) < O:
et o(— B,) < 0. L’énoncé suit maintenant du théoréme 1.

C.Q.F.D.

Comme pour le cas p > C > 0 dans le travail de Dorroh
cité, on peut étendre le théoreme 2 au cas o X est un sous-
espace fermé de Cy(Q), « invariant par p » c’est-a-dire tel
que pfe X, Vfe X. Il n’y a presque rien & changer dans la
démonstration, puisqu’aussi dans ce cas ¢ € X* se représente
par (au moins) une mesure v.e[Co(Q)]*, et Vfe X,

|<f, (BB:)*e — 93] = | < (BB;* — 1)f, )|
=| [ twpet = 0 s < 171 ol (e 2 pta) < L)

Done | (BBiY)*¢ — of <|vg| <§x € Q:p(z) < —’—11—%> — 0, avec

n — -+ c. (On utilise le méme semi-produit-scalaire qu’avant,
en ce qui concerne le reste de 'argument). On a donc:

3. Tutorime. — Soit X wun sous-espace fermé de Co(Q)
invariant par p, ou pe Cy(Q) est réelle > 0 sur Q. Soit
{P.}i>o un semi-groupe a contraction sur X, de generateur A.
Alors pA est le prégénérateur d’'un semi-groupe & contraction.

Nous allons maintenant indiquer un autre type d’appli-
cations du théoréme 1, en traitant le cas spécifique de la pertur-
bation du laplacien dans L2(R"). Le résultat spécifique que
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nous allons obtenir est probablement connu (ou & peu de chose
pres), mais il est intéressant de le déduire des méthodes géné-
rales ci-dessus, et d’illustrer le cas ot I'on n’a pas dissipativité,
mais type fini.

Soient donc X = L3(R"), n=1, 2, 3, ..., (L2 complexe),
et A le générateur du semi-groupe correspondant au laplacien
dans la norme L%, c’est-d-dire D(A) = {fe X: Af = lapla-
cien de f au sens distribution € X}, et Af = Af Vfe D(A).
Cy(R™  désignera I’ensemble de toutes les fonctions C*
complexes & support compact dans R" Nous écrirons « . »
pour le produit scalaire usuel dans C*, «grad » pour « gradient
de », et (grad f)? pour grad f- gradf Pour p e C2(R") réelle
et >0, fixée, et f=u -4 1w avec u et ¢ réelles dans
Ceo(R™), on a:

pulAu = — f grad pu.grad u
R Rn
; grad p.grad u?
1
= — | p(gradu)?® + 7 (Ap)u* < < sup (Ap) f u?,
R" R? R

Rn

— — [ p(gradwp —
R’I

et de méme pour pv Ap. D’on [f frAf = (pAf, f)]
R" R
1
Re (pAf, f) < = sup (8p) [ Iff?
R" R
1
= 5 sup (Ap) If1*, Vfe Coo(R").
Sien plus p est bornée, on en déduit que
1
Re (pAf, f) < 5 sup (Ap) If1%,
Vf e D(A). Donc, on aura alors:
1
(9) «(pA) < 5 sup (Ap).
Rﬂ

Dans la suite, nous utiliserons simplement la notation A,

a la place de A; pour z= (x5, ..., z,) € R |2|? = Zm
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4. TakorEME. — Soit A Uopérateur dans L2(R®) spécifié
plus haut. Soit p € C}(R") bornée réelle > 0 sur R",

sup (Ap) < 4+ o,
Rll

avec |grad p| = 0(|z|) pour |x| > + . Alors pA est le
prégénérateur d’un semi-groupe sur L3*R") de type local

< L sup (Ap).
2 g

Démonstration. — Soit S, = {x € R*: |z| < k}, k=1, 2,
3, ..., et soit ¢ € Cxr(R") telle que ¢ =1 sur S;, =0

sur CSZ et 0 < ¢ <1 partout. Soit Y, (z) = 4»(—';:—) Soit
P = % (4 — ¢i) + pdr, B, Topérateur sur L2(R") qui

envoie f en p,f. Clairement,

inf (p) > inf <i, inf (p)) > 0,
- k

S
et I'on vérifie facilement que sup (Ap,) reste borné quand
R®

k- + oo. Il suit que lim sup, o(BA) < 4 o0 le reste des
conditions requises pour appliquer le théoréme 1 sont immé-
diatement vérifiées, d’ou 1’énoncé.

C.Q.F.D.
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