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1. Introduction. :

" Récemmient, R. Sakamoto [10] a démontré, sous une hypo-
thése dite de Lopatinski uniforme, I'existence et 'unicité de
la solution du’ probléme mixte hyperbolique dans des espaces
de Sobolev convenables; mais cette hypothése de Lopatinski
uniforme exclut par exemple le cas de I’équation des ondes
avec condition de dérivée oblique sur le bord. Dans ce travail,
on se propose, en se restreignant au cas d’opérateurs homo-
génes a coefficients constants, d’étendre les résultats de [10]
sous une hypothése de Lopatinski non nécessairement uni-
forme et de caractériser les problémes mixtes hyperboliques
bien posés. Pour cela, on se raméne & un probléme équivalent
sur le bord en adaptant au cas hyperbolique la technique du
projecteur de Calderon.

Cet article est divisé en deux parties: résolution dans les
espaces de fonctions C®, puis résolution dans les espaces
de Sobolev, ou on établit une inégahté de I’énergie dans laquelle
la non uniformité de la condition de Lopatinski se traduit
par une perte de régularité: que l'on précise.

2. Enoncé des principaux résultats.

. Précisons tout d’abord quelques notations. Le point géné-
rique de R™! est noté (r,y,t) avec ze€ R,ye R*1, teR;
la variable duale de (z, y, t) est (&, 7, 7); on pose aussi
z=(y, ¥, L= (n, 7). Soit RIM = {(z,y, t) € Rz > 0};
si ueC*(R™) et keN, on pose vy,u= (Dku),, (avec
D, =—%—£;>; C2(R™*1)  (resp.: C3(R") désigne Pespace
des fonctions u = u(z, y, t) de C (R (resp.: des fonc-
tions ¢ = ¢(y, t) de C~(R") qui sont nulles pour ¢ < 0;
enfifi, les espaces de fonctions 4 support compact sont indi-
qués par un zéro en indice (exemples: Cg°(R"), Gy (R™+1)).

Soit P(D,, D,, D,) un opérateur différentiel & coefficients
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constants homogéne de degré m. On fait I’hypothése

P est hyperbolique dans la direction du « temps »
No = (0, 0, 1) et I’hyperplan {z = 0} n’est pas
caractéristique pour P.

(4)

On se donne y’ opérateurs différentiels homogénes a
coefficients constants B,D,, D,, D) (j=0, ..., p' —1;
degré B; = b)) d’ordre au plus m — 1 par rapport 4 D,.
On considére le probléme mixte ():

(P(D,, D, D)u={(s,9 8 pour (zy {cRs
BJ(Dz’ D,, D)ul.—o = g(y, t) pour (y, t) €R";
]=0,..,u —1,

oil on traduira éventuellement la nullité des données de Cauchy

en imposant u =0 pour t < 0.
Nous poserons

m—1
B,D,, D,, D) = E B, «(D.)D: (=0, ..., —1)

(+)

et nous considérerons la matrice

B(D.) = (By,u(D:));=0.... 0=
k=0,...m—1

Il sera souvent commode d’exprimer les conditions aux
limites dans (x) sous la forme condensée B(D,)yu = g, avec
YU = (You’ ) Ym—lu)s g = (go, sv ey gp-'—-l)'

Afin de caractériser les opérateurs-frontiere B, pour lesquels
le probléme () est bien posé dans des sens convenables, il est
utile d’introduire ce que nous appellerons la « matrice de
Lopatinski ». Pour cela, désignons par I' la composante
connexe de N, dans l’ensemble des N e R™ tels que
P(N) # 0; on sait (voir [4]) que T' est un cdne convexe
ouvert et que P est hyperbolique par rapport a tout N e T.
Posons T'y =T N {§£ = 0}. Pour £ e R"—il,, désignons
par £5(0) (j =0, ...,u — 1) les zéros en &, distincts ou non,
du polynéme P(§, ) tels que Im& > 0; il est facile de voir
que le nombre total p de ces zéros est indépendant de
e R* — ily; suivant Agmon [2], on fait I’hypothése

(B) Le nombre p’ d’opérateurs-frontiére intervenant
dans () est précisément .



CARACTERISATION DES PROBLEMES MIXTES HYPERBOLIQUES 197

Pour {e R" — iT, posons P+(E, H (& —E7 (%)),
et désignons par Bj(&, {) = E B x(Z)E* le reste de la division

euchdienne, entre polynomes en £, de B,(E, §) par P*(§, %)
G=0, .. — 1); nous appellerons matrice de Lopatinski
(pour le probléme (x)) la matrice carrée

B'(f) = (B}.k(c))j,kzo,...,p.—l

Notons que son déterminant R({) est précisément le déter-
minant de Lopatinski associé au systéme de polyndémes en
E P+;B;(j=0, ..., o — 1)) (voir [6]); enfin, lorsque la
condition de Lopatinski R(Z) # 0 est vérifiée, désignons par
A(%) = (A} k(8))).k=0,...,p—1 la matrice inverse de la matrice
de Lopatinski B’(g).

Pour étudier le probléme (x) dans les espaces de fonctions
C®, introduisons la condition

~

Il existe un cdne ouvert convexe I'y, avec
Noel'y = T,
tel que pour tout cone fermé épointé K < Iy

(L) |il existe ¢ >0 et 06 > 0 satisfaisant.

IR(%) > ¢/Im |°

pour

LeR"—iK et ¢ =1.

Signalons que cette condition est réalisée dés que R(z) # 0
pour ¢ e R — i, (voir [3'], [8']).

Le but de la premiére partie de cet article est essentielle-
ment d’introduire les opérateurs qui serviront a discuter le
probléme (x) dans les espaces de Sobolev; toutefois, notons
qu’'on établira le

TrtorikmE 1. — On se place sous les hypothéses (A) et (B).
Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Pour toutes f € C”(R"*‘) g € C2(R", CP), le probléme (x)
admet une solution unique u e C3(R%).

(i) La condition (L) est satisfarte.
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Un théoréme analogue, mais relatif aux systémes du 1°T ordre
a été 1nd1que par R HerSch [6"] et prémse par K. Kasahara
8] v

Avant d’énoncer leq resultats de la seconde partle, pre01sons
les espaces que nous utiliserons’ (voir [4] Y Pour s, reR et
¥ > 0, ‘désignonis par H, . ;(R™1) Pespace des u e (R
telles que e Yue H, (R™); la norme dans "H,,; Y(R""‘l)
est définie par : .

el = - Juren (82 TERYIUTe T, m, o)l d2 dn do

ol C—(n, o — iv),’ Iclz—lnl2+c2+v,lnlz— Z n}, et

j=1 .

Ou e ey est la transformee de Fourier de e . '
On définit de méme H,, (R"), avec

(O5hy = [eulT¥1eTo(n, o)[* dn do.

Enfin, H,, (R}7?)  est, lespace des restrictions a RY™
des dlstrlbutlons appértenant a H,, Y(R"*’l), il est muni
de la norme-quotient correspondante, que 'on note [ul, .y
Lorsque r = 0, on posera :H:-r’,Y = H,;, et lulm’, = |u|‘

ERSSETEES

Nous emploierons' les notations H_,,, = ' H;,, et

SER
—°° Y T U H‘l

Pour etudler le probléme (x) dans ces espaces de Sobolev,
nous renforcerons 1’hypothése (A) en la remplagant par

P est strictement hypefb.oliqu‘e dans la direction N,,

(A")  |et 'hyperplan {a: = 0} n’est pas caractéristique
pour P,‘ '

et nous utl.hserons la condition suivante, ou. 0 est un réel

> 0. ; ,

n ex13te C > 0 tel que la matrice A(Y) verlﬁe

<L0) IAJ k( )l < ?ﬁ pOllI‘ C = ( 7_.! c — "Y)a Y > O’
q0n, o) eRY, |G =457, k=0, ..., u—1..
Signalons que si R(%) £0 pour \y”>‘0 “alors’il existe 0
tel que (Lg) soit vérifiée (wvoir [3‘], [8']).
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On démontre le
TatorEME 2. — On se place sous les hypothéses (A') et

(B). Soit 6 un réel > 0. Alors les deuzx assertions suivantes
sont équivalentes :

(1) Pour tout y > 0, pour toutes fe Hyg,,(R:1),
8 € Hm—l—-bj+9;y(Rn) (] =0, ..., p— 1)a

le probléme (x) admet une solution unique u e H, _; (R%1),
qui vérifie

m—1 C 1
vlulh oy + 3 Yoy < 'E'é('—lﬂz"’;T
j=0 v Y p-1
-+ _,éo C8j7mea—b s 7>’

ou C est une constante indépendante de f, g, y. De plus, st
f, g sont nulles pour t < 0, alors u est nulle pour t < 0;
enfin, st fe Hiw,((R7), ge Hiw;((R", C¥), alors

ue H o (R,

(1) La condition (Lg) est satisfaite.

Notons que dans le cas particulier 6 = 0, la condition
(Lg) est précisément la condition de Lopatinski uniforme
[2], [10]), et 'implication (11) = (1) est alors démontrée dans
[10]. Dans certains cas non uniformes (6 > 0), des résultats
moins explicites ont été donnés par Agemi et Shirota dans [1].
Dans le cas uniforme, il y a également des résultats pour les
systémes du 1T ordre: H. O. Kreiss [8”] et J. Rauch [9'].

On termine ce travail par 'exemple de I’équation des ondes
avec condition de dérivée oblique au bord.

Une partie des résultats de cet article a été annoncée dans
une note aux C.R. Acad. Sci., t. 272, p. 868-871 (1971).






PREMIERE PARTIE

Etude du probléme mixte dans les espaces de fonctions C*.

Nous supposerons, pour cette premiére partie, que P, B
vérifient les hypothéses (A) et (B).

3. Réduction a un probléme sur le bord.
Soit E la solution élémentaire de P(D,, D,, D,) définie
par

Bo) B o> = @apew [ FRTL = gy go )

(p € Co(R™1), v > 0 arbitraire).
On sait (voir [4]) que le support de E est contenu dans le
cone I''={VeR"M|V.N >0 pour tout NeTl}, cone

dual du céne T'. Si fe C2(R%1), en considérant un prolon-
gement fe C2(R™1) de f, et remplagant u par

u— (E * f)|x>0’

on voit qu’'on ne change pas la condition (i) du Théoréme 1
quand on se restreint au cas f = 0. Dans cette premiére partie,

() Dans tout ce travail, les transformées de Fourier-Laplace seront le plus sou-
vent signalées seulement par la présence des variables duales §, %, T = o—iy,
{ = (n, ©) des variables =z, y, t, z = (y, t); ainsi, les notations ¢(, §) et

8, ¢ = j;ﬂ‘a““"-“( ¢lz, z) dz dz
seront synonymes; de méme, la transformée de Fourier-Laplace partielle

j; R glz, 2)dz

sera notée ¢(z, §).
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nous allons donc considérer le probléeme mixte

3P(Dx, D)u=0 pour x>0

B2 D=

et étudier la condition

Pour toute 'g'e C”(‘R",""'C‘P');! 1l existe u e C3(RY)
unlque verlfiant (3.2).
¥ wo zal e saboe oo W idos o o shgh

Pour cela, nous allons transformer (3.2) en un probleme
équivalent sur le bord {z = 0} en adaptant au cas hyper-
holique la méthode des;potentiels telle qu’elle:est développée
dans [5], [9]. Rappelons tout d’abord la formule des. sauts:
a toute fonction we CZ(R%1) associons la fonction u®
égalead u pour x> O et nulle pour x < O alors si Pu=10
pour x >0, on’ as 1T SR RRERS R CER LY RIS I

33 - . Pu)= I~)(w):

ou, pour ¢ = (‘)07 X 0,,,_1) G_EC:CR") Cm)’ on a pOSé e

(3.2)"

1m 1m—1~—J

34) Po=173 zm@ﬂwMM®am

Jj=0

(8 de51gnant la mesure de Dlrac en O dans R) avec
P(Dm D)= 3P ( )

k=0 .
4

S1 ueCs (R"“), verlﬁe Pu—,-O pour x > 0 il résulteﬂl
de (3.3) que Pon a:

(3 5) o (E * P(Yu))],»o _ ;; ' o
et on est donc condult ]etude d’un tel potentlel de multlj
couche ,

PROPOSITION 3.4, = Sozt iin entier ] O alorsV applzcatwn

Yy, )= 0 =(E x (DB(2) @ ¢)laso
appligiie €3 (R%) “dans’ C2(R"™): Pour tout entier "k =0
ona v =E ;*y, ou E,; est une distribution (indepen-
dante de §) homogéne de degré —n+m—j—k—1, 4
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support :dans:l_fe cé_z;ze' I::_, e't.q:ui admet,.&a t)'ans‘formée de;Lap‘lqgg

4

R W L e gJ%Ck d%’, e . :
(3.6) Eg,,-(&)-fm%(i 55 (ce;rf )

ol C,"‘( ) est un confour’ de {Im'& > 0} entourant les zéros
E""(Z ] = 0 .. b= 1) de : (E) ,!C)’,

La demonstratloﬁ dé cette proposition est’ une adaptatlon
de la preuve du théoreme 2 1 4 de [5]; on COmmence par eta-
bhr le

Lemme 3.1. '— Avec les notatwns de la prvposu’wn 31,
én a pour ye CP(R?), l acpresston sutvante du potentwl

L@ B Ly
: - _‘—*_(21:)*—"-—1 f u(q,( )d'n do ﬁ*«)_—’*’P(g’c)dE
(:l:>0 ze'R" C——(n,c——w))

Démonstratr,bn — St pe C“"(R) avec Supp p < ]~— 0, 0[
legahte (3.1). montre, grace a une deformatlon de contour,
qu'on a: ,

(38) (Ex(e @) 3 | i
)1 A o l - 6% p(k)
&(3) f e mng fmm :

(@ OzeR"C—(moL—w))

Pu1sque P est homogene, on peut choisir C*(g) de la
formé CHY) = lﬁlt’f out G+, contour borné dé {Im € > 0},
entoure {£7(¥)}j =0, S, |2;| =1, y >0} (on
notera que cet ensemble est borne puisque {r = 0} n’est
pas caractéristique pour P). Supposons maintenant que

f p(#) dz = 1; pour e > (), posons p () = Di(%()(—f—»

de sorte que’ ¢, — I¥3 ‘ dans "¢'(R)" lorsque ¢ —0." Mon-
trons que le second membre de (3.8) (avec p = p.) converge
dans 9'(RY**) quand ¢—0Q; on a

-

A . o0 f i eimggjp(ag‘) y o Coa e!JJEaj o ‘
\ et dE = ] d
‘ 151113 Jery P(E, T) ¢ j;i-@rp(g, 0) ¢

v
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f ¢! 2 Elo(ek) dél < C “—Hi 2 0, C constante)
{[G*' P(gy )

cette majoration résultant de la constructmn de Ct etdela
minoration immédiate

(3.9) P&, T) > [P0, ImT)| (LeR, TeR"—ily)

du polyndéme hyperbolique homogéne P.

L’égalité (3.7) s’obtient donc en faisant tendre ¢ vers 0
dans l’égalité (3.8) correspondant & p = p,.

Revenons & la démonstration de la proposition (3.1);
par dérivation sous le signe somme, on vérifie que le second
membre de (3.7) est dans C»(R%"™), et !par conséquent
¢ € C*(R%*") lorsque ¢ est & support compact; ce résultat
subsiste si on ne suppose plus ¢ & support compact, car la
restriction de ¢ & un ouvert relativement compact ne dépend
que des valeurs de D’/3 @ ¢ dans le cone rétrograde issu de
cet ouvert, qui ne dépendent elles-mémes que de la restriction
de ¢ & un ouvert relativement compact. En supposant de
nouveau ¢ & support compact, il découle de (3.7) que:

19(z) = (2m)™" [L B, (0)¢(2) dn do,

avec

ou
310) E 0= [ somar &=0c—i), v>0.
’ cto P&, ) 2= ’
Or, le second membre de (3.10) garde un sens pour
e R* — il,,

et définit alors E, ;({) comme fonction holomorphe dg g
homogéne de degré — m+j+4+ k+ 1, avec
IE,,(8) < C

g+t
[P0, Im €)|
Pour achever la démonstration de la proposition 3.1, il

suffit donc d’appliquer la proposition suivante, dont la preuve
figure en appendice :

(C constante).

Prorosition 3.2. — Soit T'; un céne ouvert convere non
vide de R™; considérons son céne dual Ti = {z € R"z.{ > 0
pour tout § € T';}. Pour qu’une fonction F soit la transformée
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de Laplace d’une distribution homogéne de degré d, a support
dans T3, il fautetil suffit que F soit holomorphe dans R*—iT',,
homogéne de degré — n-— d, et telle que pour tout céne fermé
épointé K <= T, il existe 6eR e C >0 satisfaisant

|IF({)]< CIIm §|® pour ¢ eR*—iK, [ =1

Remarque 3.1. — Le fait que Supp E, ; soit contenu dans
It résulte directement de la propriété supp E © T'*; nous
avons préféré I’établir en utilisant la transformation de Laplace,
car une technique analogue sera indispensable plus loin.

Introduisons maintenant le projecteur de Calderon. Si

keN, la proposition 3.1 et (3.4) montrent que pour toute
ve C2(R", C™), on a:
m—1-

(3.11) Y[ (E * P")lz;-o] = g Qi1 * 91

ou Q,, distribution a support dans I'j, admet la transfor-
mée de Laplace,

1 m—1—1 dg
3.12 = _— P Q)E/+k
( ' ) Qk,yl( ) A D P(E, t) j§o j+l+1( ) 2 I
(¢ e R* — iI'y)
homogéne de degré k — I, avec
313 o < C [g|mttt
(3.13) [Qe (%) < [B(0, Tm 0
DEriniTioN 3.1. — On appelle projecteurvde Calderon Uopé-
rateur de convolution associé a la matrice carrée de distributions

(3.14) Q= (Qu, )k, 1=o, ..., mm1
De (3.5), (3.11), (3.14) et de la proposition 3.1, on déduit la

Prorosition 3.3. — Pour que u vérifie
3u e C3 (R
Pu=20 pour z >0
il faut et il suffit que ¢ =yu vérifie
peCe(R" Cm)
Qro=vy

et on a alors u= (E « pV)|a,->o‘
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B < . .
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4 Image du prOJecteqr de Calderom

Tout d abord lapphg:qtlon de la pr0p0s1t10n preeedente a
la fonction u = (E * Pv),wo avec 'y € C3(R", Cm) arbl-
traire, montre" ‘que. Qw Q *p = Q kv ‘et donc que ‘

Q%) = Q). (L e R — m)

ee quil. Justlﬁe le nom de prOJecteur donne a Q
On se propose maintenant de caractériser le sous-espace de
C™ image du prOJecteur Q(%) (¥ e R™—Ty).

LemmMe 4.1. — Sm,t w = (wo, e, w,,,__l) e C"; on a
Q@)w =w si et seulement s1 la solution U(z ) du probléme
de Cauchy ordinaire S

(4.1) %YI(JDZ fv) U(z) =O ({Wejc> YU‘:' (U(0), ..., D™1(0))

est bornée pour = > 0. T y

Démonstration. — Si w = Q({)w, ' posons
[ oot 45
(4.2) _U}(,g,-)‘_‘_,‘_ fm P z:)j+,§1<m P (Ll g

T est claquue U(z) est bornee pour z > 0, et que
P(D,, {)U(z) = 0; d’autré part, (3.12) montre que

YU = Q(C)W1

donc yU = w. Rédiproquement, si la solution U de (4.1)
est bornée pour = > 0, il est immédiat, & ’aide de formules
analogues a (3.3), .(3.4), (3.5), qu'on a Dégalité (4.2) pour
z > 0, et par conséquent w = yU = Q({)w.

Donnons une deuxiéme caractérisation de 'image de Q(%);
par définition de P+(§, {) (voir le § 2), les solutions bornées
pour z >0 de P(D,, {)U(x) =0 sont exactement les
solutions de P+(D,, {)U(z) =0; elles se représentent, en
fonction des données initiales arbitraires D*U(0) = w,
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(k =0, i!.,u—"1) aumoyen de la formule analogue & (4. 2):

—_ 1 -+ #) z.tE da
(43) U(x)—f;"«) P+(&3’E)’J‘+t§r<vf Pj+l+1(<) Ee 2irn

ol on a pose 1!”'(&, 2 1:’+ jéj
En calculant les traces de U a Taide: de (4.3), on obtient le
Lemme 4.2. — Soit w = (w,, .. , .,,,_1) € C on a
QX)w =w si et seulement si »" = QH)w',' oW on a posé
W—-(W w"), W = (Wo, ..., Wp), w—(wp,..,'w,,,_l) et
Q) = (Qd(B)=p,...,nm1, avec
l=0,....y-‘—1 B ' !

65 Q@O=[ o pEg B P,,,',;l(c)a o
| ; (CeR" iTy).

E

Notons que Qi (%) est holomorphe en ¢ e R"— T,
homogeéne de degré k — I, et bornée pour |{| =1 comme le
montre lexpressmn du second membre ‘de (4.4) & Paide de
résidus ‘a4 P'infini; ‘on a doné

(4.5) |QF.(C ] < C];]"" (¢ e R* — Iy, C constante),

et Qi (L) est par conséquent, dapres la proposﬂuon 3 2,
la transformée de Laplace d’une distribution® Q3 a support’
dans T7j; si on considére la matrice de’ dlstrlbutlon

Q+ = (Qk 1)» u - m-—n

-1

le lemme 4.2 1mpllque, avec des notatlons ev1dentes, la

[ g

PropositioNn 4:it..— Soit 1w :esi(y, ) 3 ’C“"(R" C™) s « alors,
la condition Q *¢ =9 équivaut a lar,l condition
Cndd o Al
(4.6) V” — Q+ * V, b

Revenons maintenant au prpblgme mixte (3.2); nous allons
transformer la condition aux limites B(D,)yu = g en tenant
compte de la relation Q =y = yu.i .} glos
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Pour cela, considérons ¢veCs(R" C") telle que Q«o=yo;
on a alors

(47) B(D,)y=T=x9, avec T=B(D,)Q.
D’aprés (3.12) la transformée de Laplace
T(%) = (T“(C)){:f,',*;:i :
de T est donnée par ,
m—l—l -
T;.4(%) ¢ _JEL_ Pra(OF oo E (€ e R" —ily).
[ohat ) r—-o

Mais By(&, §) est égal a B}(E_., FC) modulo P+(E, ¥), ce qu
permet de remplacer B,(&, ) par Bj(§, ) dans l'intégrale
précédente, et d’écrire : ,

p—1
(48) T,(8) = % Bju(t)Qud®) (=0, ..., v —1;

B 1=0,...,m—1).
Remarquons que Bj ,({) est holomorphe en § e R"—:l,,

homogéne de degré b; — k et bornée pour |{| =1; on a
donc

(4.9) B (0] < Clg>* (L eR"—Ty)

et Bj.({) est la transformée de Laplace d’une distribution
Bj . a support dans I'§, ce qui permet d’écrire (4.8) sous la
forme

T-"-:B,*Q’

ou B’ est la matrice carrée de distributions (Bj K k=0, ..., p—1

et Q = (Q l)k =0..... b=t

ym=—1

En revenant a (4 7) on obtient finalement

B(D,)y = B" % ¢,
d’ou le

LemMme 4.3. — Si ¢ € C3(R" C™) vérifie Qx¢.= ¢, alors

(4.10) B(D,)v = B’ * ¢'.
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- En combinant les propositions 3.3, 4.1 et le lemme 4.3, il
vient la

Prorositron: 4.2. — Soit. g e C3(R", CF); pour que u

vérifie _ ’

u e C3 (R

3Pu =0 pour z >0
B(yu) =g

il faut et il suffit que ¢ = yu vérifie

p = (¢, ¢")

o' e C3(R", CH)

B x¢' =g

pf = Qtx ¢

et on a alors u = (E % Po),.,.

5. Résolution du probléme sur le bord.

La proposition 4.2 montre que la condition (3.2)" équivaut
a la condition suivante:
Pour toute ge C:(R", C¢), il existe ¢ e C3(R",
C") unique vérifiant B’ x ¢’ = g.

(5.1)

Par conséquent, la démonstration du théoréme 1 est ramenée
a celle de la

Prorosition 5.1. — Les conditions (5.1) et (L) sont équi-

valentes.

Commengons par montrer que (L) implique (5.1). D’aprés
la proposition 3.2, I’hypothése (L) signifie précisément que
la matrice A(%) inverse de B’({) ({ € R® —iI'y) est la trans-
formée de Laplace d’une matrice de distributions

A= (A,I.k)j.k=0.....p.—-1
a support dans I'j. On a alors
(56.2) AxB =B *xA=8Q®1I
ce qui prouve que la condition (5.1) est satisfaite, avec
(56.3) "= A=*g
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'+ Montrons maintenant gué (5.1) implique (L);- TI'hypothése
(5.1) signifie que l'opérateur B’: ¢ +——B’#*¢ est.un iso-
morphisme de C3(R", C*); puisque tous les opérateurs consi-
dérés commutent avec’ies translations, I'isomorphisme inverse
Jo de B’ est nécessairement de la forme Ko = Axg
(p e CZ(RM) ou (A = (Ajy);w=0, . ,u—1 est une matrice
de distributions. - : o

En remarquant que (A, 9> = (A * 9) (0) = (fog)(0) pour
¢ € C?, on obtient

0y

(5.4) Supp A < {t > 0}
d’ou : o ‘
(5.5) AxB =38®1

D’autre part, pour tout ¢, € R, "la distribution A se
prolonge en une forme linéaire continue ¢ — (Jlocp) (0) sur
Pespace des ¢ € C* nulles pour ¢ >, ce qui implique:

(5.6) L’intersection du support de A avec tout demi-
espace ' {t < t,} est compacte. ere

Les propriétés (5.5), (5.6) permetteni d’égaler les déter-
minants (au sens de la convolution) dans I’égalité (5.5), d’ou

(5.7) © (det A) « (det B) =

De céttevegalite et de I’homogénéité de detB’, on va
déduire que det A est homogeéne; en effet, si ¢ e Cy(R"),
on peut ‘écrire ¢ = (detB) +§, avec ¢ € C*, nulle p'o.u‘r‘ t
assez grand (LlJ = (det A)x¢); pour A >0, 'pdsons

(@) = CP(—)\*)» s1 d est le degre d’ homogenelte de det B’,
on obtlent alors ~ Cod

(det A, ;> = (det A, ((Ee’t B) « $)>
l“"*"(detA (det Bl «dny
A det A « det B, ¢1> = x“"““al»( )

k"‘“"(det A, o> ‘o

I

ce qui montre ’qﬁe”det'A' est hon’iog’éhé de degré — 2n'—d.
L’homogénéité de det A.:et les propriétés (5.4), (5.6) du
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support de- A impliquent que |’enveloppe.convexe du support
de ‘det A . gst un cone de la forme .I'j, oli Ty’ est un cone
convexe . ouvert contenant - N,.. En notant . det A(Y)
(¢ e R* —iI'}) la transformée de Laplace de det A, on
déduit de (5.7) que det A(C) det B'(C) =1 pour

ZeR*— i(Ty N Ty);

puisque det B'(¥) = R({), la validité de la condition (L)
découle alors de l’application de la proposition 3.2 ala fonction
det A({) dans le cone Iy N T';. La proposnlon 5.1 est donc
complétement demontree AR

Pour la résolution du probleme mixte dansles espaces C,
notons. qu'on obtient, en combinant la- proposition 4.2 et

(5.3), la

‘Prorosition 5.2.-— Quand ‘la condition (L) est satisfaite,

Punique solution ueC““(ﬁ"*‘) du probléme muvte (3.2),
avec gEC""(R" C?), est donnée ‘par: :

(58) u —(E * P9)|m>0 it Ol:l: Y = (9,9%;)”)“

¢ =Axg, o = Qtxv,

et o A a pour transformée de Laplace la ‘matrice-inverse A(%)
de la matrice de Lopatinski B'(%).
Terminons ce paragraphe par deux remarques.

Remarque 5.1. — Sur le cas.des données de Cauchy non nulles.

Lorsque les hypothéses (A), (B), (L) sont vérifiées, on peut
déduire du théoréme 1 un:-résultat d’existemce.et d’unicité
pour le probléme mixte dans le quadrant {z > 0, y e R*7,
t > 0} avec données de Cauchy pour t= 0, sous réserve que
les données vérifient des conditions naturelles de compati-
bilité pour t=wx=0. "

Remarque 5.2. — Sur la vitesse de propagation.

Dans le cas du probléme de Cauchy pour P, la vitesse de
propagation est définie par la donnée de I’enveloppe convexe
I'* du support de la solution élémentaire E. Dans le'cas du
probléme mixte, et sous 'hypothése (L), les formules (5.8)
‘montrent qu’on obtient encore une vitesse de propagation

finie, puisque Supp Q+ < I Supp A 2 T, ou on a désigné
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par T, le plus grand céne T, pour lequel la condition (L)
soit réalisée. La vitesse de propagation pour le probléme mixte
peut é&tre supérieure a la vitesse de propagation pour le pro-
bléeme de Cauchy; ce fait a déja été précisé dans [7], [12],
et le cas de I’équation des ondes avec condition de dérivée
oblique au bord sera détaillé au § 13.

6. Cas des espaces H. ..

En vue de la seconde partie, nous reprenons rapidement
certains des points précédents dans les espaces de Sobolev
H..,y (voir le § 2); dans tout ce paragraphe, on pose

= (“4, ¢ — iY)’ | :
avec ne€R", 6eR, vy >0, et on continue & se placer
sous les hypothéses (A), (B). _ c

D’aprés les majorations (3.9), (3.13), (4.5), (4.9), les opéra-
teurs de convolution par E,; Q, Q+, B’ se prolongent en opé-
rateurs continus des espaces H,,., correspondants; de plus,

lorsque la condition (Lg) est satisfaite, A({) est la transfor-
mée de Laplace d’une matrice de distributions

A= (Aj,k),l.k=0,...,p.—1
a support dans {¢t > 0}, qu vérifie
(6.1) AxB =B'*xA=3Q1I

et I'opérateur de convolution par A se prolonge aussi en
opérateur continu de H._ (R".

Prorosition 6.1. — Pour ve H_,. ,(R"), les conditions

Qxo=y¢ et ¢ =Qtrx¢" sont équivalentes. Si elles sont
vérifiées, on a B(D,)y =B’ ¢

Démonstration. — 11 suffit de reprendre, & partir du lemme
4.2, les preuves de la proposition 4.1 et du lemme 4.3.
De la proposition précédente et de (6.1), on déduit le

CororraIre 6.1. — On suppose (Lg) satisfaite; alors pour
toute ge H, . (R" CV¥), il existe ¢ € H,, (R" C¥) unique
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vérifiant :
: (B(D,)y =g
(6.2) . 1Qse=9¢
et on a

(63) ¢=(,¢"), ¢ =Axg S=Q s

Prorosition 6.2. — Soit u e H, _,,4(RY™?) vérifiant
Pu=0 pour z>0. Alors u= (Ex*P(yu)),5, et
yu = Q * yu.
Démonstration. — On vérifie, par continuité, que la formule

des sauts P(u®) = P(yu) reste valable sous les hypothéses
de la proposition 6.2; on en déduit u = (E * P(yu))|,»o puis
yu = Q * yu.

CororraIrE 6.2. — On &uppbse la condition (Lg) satisfaite.
Si ueH, _;,(RY?) vérifie ‘

Pu =0 pour z >0
(B(yu) =0

alors u=0.

Démonstration. — Posons yu = ¢; d’aprés la proposition
6.2, ¢ vérifie (6.2) avec g=0; le corollaire 6.1 montre
alors que ¢ =0, et donc u= (E % Po)|,.,=0.

Prorosition 6.3. — L’opérateur ¢ — (E % Po)| ., est
continu de H,_ . (R", C™) dans H,, (R,

Démonstration. — Soit je N; s1 ¢ e CP(R"), posons
¢ = (E * (D/8(z) ® $))one: Solent s, reR et y > 0;
d’aprés (3.9), on a:

. . C .
|?|s’,r;¥ < "E * (1)18 ® ‘l’)"s'.‘r;T < F "])18 ® q"":',r;y

Or 1l est facile de voir que

; \ : . , . 1
| D8 ® Gl ry S Co oD srprtsaresy s1 47 < — 2"
d’ou

C

s, r 4 ’ y 1
(6.4) |olsny < e PDetrtjprpsy S 8+ ] < — 5
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D’autre part, puisque Py =0 pour x > 0, et puisqae
{z =0} n’est pas caractéristiqu¢ pour P, on obtient,
en adaptant la démonstration du lémme 2.1.1 de [5],

2

(6.5) 9l v S :J‘Pls—r ny (8 7 réels arbltralres) o
Soit mamtenant seR - arbltralre choisissons r tel que

PP ] < —é—; il resulte alors de (6 5) et de’ ('64 ‘favec

s =s—1r) (iue

(6 6) l‘PIs Y ‘\ s, y<‘p>s+1+]/2 Y

L

ce qul etabht la prop0s1t10n 63

Remarque 6. 1 — .On verlﬁa saps. dlﬂiculte que l egahte (8. 7 )
reste valable lorsque yeH, . ;,(R"), de sorte que

2= (Ex(D8 @ ¢))eso ..,

admet alors la transformee de Founer—Laplace partlelle

a'x,___“‘s'\‘ ‘eu‘Eg"‘iE_.
CRY __lptC) ey P8y £) 2

Notons en partlcuher que P+(D,, C)qa(:l: ) =0 (x > )

Remarque 6.2 — On verra dans la seconde partle comrﬁent
on peut amehorer les estimations du type (6.6) lorsqu on
suppose P strictement hyperbohque

- Les pl‘OpOSlthIlS 6.1,.6.2,.6.3 entrainent la

PROPOSITIO& 6 4. — Sozt g € H_H,, (R CP‘) P;‘;'u;"ilué'"u
uerlﬁe S H
i s A uG'HM;;cY(R’;“) RO RN :

Pu=0 pour z > 0. S
[ B(yu) =g .
il faut et il suffit que ¢ = yu vérifie
0 — (V,, V//)' ;
Vo' € Hywi(R?, CH)
B'x¢o =g Y
0” — Q+ * V/ o

et on a alors u = (E * lsv)"[m>o."
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CoroLrLAIRE 6.3. — Quand la condition (Lg) est vérifiée,
Punique solution ue H. o, ((R%™) du probléme (x), avec
fe Hiw,((RY?), ge How; (R, CF) est donnée par

(6.7) yu=(E=* f)lw>0 + (E* P")la»oa
ot fe H..;y(R™1) est un prolongement de f, et ou
g = (¢, ¢") e Hiw;y(R", C)
est définie par

(6.8) o = Ax (g — By(Ex])

" = Qt %o

Démonstration. — En remplagant u par u — (E * f) .0
et g par g— By(Exf), on se raméne au cas f=0; 1l
suffit alors d’appliquer la proposition 6.4 et (6.3).






DEUXIEME PARTIE

RESOLUTION DU PROBLEME MIXTE
DANS LES ESPACES DE SOBOLEV

Cette partie est consacrée pour l’essentiel 4 la démonstra-
tion du théoréme 2. La démonstration de la suffisance de la
condition (Lg) constitue la partie délicate de ce travail
et occupe les § 7-8-9-10, tandis que la nécessité de cette condi-
tion est établie au §11. Dans § 12, on propose une autre méthode
de démonstration de la suffisance de (L;). Enfin, au § 13,
on applique le théoréme 2 4 un probléme mixte relatif a 1’équa-
tion des ondes.

On supposera dans cette deuxiéme partie, sauf mention du
contraire, que les hypothéses (A’) et (B) sont satisfaites.

7. Suffisance de la condition (Lg) : réduction du probléme.

On suppose (Lg) vérifiée; il s’agit de démontrer I’asser-
tion (1) du théoréme 2. L’unicité de u a déja été démontrée :
c’est le corollaire 6.2. Pour établir I'existence de u et I'iné-
galité d’énergie, on va se ramener au théoréme suivant.

Tatortme 7.1. — On se place sans les hypothéses (A'),
(B), (Lg); alors il existe C telle que pour y > 0, f e G5 (RYH),
g € Hy,((R",C¥) la solution unique u e H,_  (RY™?) du
probléme mixte () vérifie Uinégalité d’énergie:

m—1 - '
(4) dluldosr + 3 CERay

C 1 n, r—1 .
< 120 [‘;If'o.o;w‘*‘ j§0'<gl>m—1—bj+0;‘f]
Admettons provisoirement ce théoréme et montrons com-
ment 1l implique les résultats cherchés.
En effet, étant données fe Hy g (R%™), g € Hp1p40;4(R"),
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on considéere des suites f, e Co(RYY), g, € Cy(RY
Gg=0, ..., uw—1) telles que f,5=>f et g ,—~->g dans
les espaces correspondants.

D’apres le corollajre- 6.3; onsait que;le probléme () admet
une solution unique wu,€ H,_ ,(RY?)  pour les données
{f» &, v},;ﬁlq,megahte (7ed) . mlon;tre qug\ Uyy (Tesp. v;u,) est
une suite aeCauchydansHm —x1(RE) (resp. dans H,,,_l_j +R™M),
donc u, converge vers une limite u dans H, _,;; et yu, a
une limite dans H,_,_;y; d’autre part,le théoréme des traces
(cf. . [4]) montrej gue. .. yjuy,—> y;u dans H,,,_l.a,..l,a iy et par
-gonséquent y;uy, —>'yu dans H, ,_;, ce qui prouve a la
%hmlte que u, w,“ﬁug,.vmﬁent:(*) et..l, inégalité (7.4).. .

* Enfin, d’aprés: le corollaire 6.3, on 'sait aussi que si f, et
g, +. sont . nulles pour .t < 0. alors u,: Pest aussi-eta la hmlte
1l en est de méme de u. , .

1l ne reste done qu’a. demontrer le théoreme 7. 1 pour cela
on commence par exprimer yu, u en fonction de f et g

s
voaorite

8. Expressions de yu et u en fonction des données.

Sous les hypotheses du théoréme 7,1, I'existence et-] unicité
de ue H+,,.{(R"+‘) ‘décotilent du coro]lalre 6.3, il suffit
.donc de démontrer I'inégalité d’ energle (7.1): On a déja obtenu
Texpression suivante de u L

E f+E Pv“'

avec veH, .r(R" C"‘) de sorte que (v;)lr -remarque 6. 1)
la transformee Fourier- Laplace partlel]e ~ulz, ) de ‘ulz, 2)
vérifie . , , IS
ik : ,
. -+ 2 f(z‘) c) dE 1 A
(8.1) PHD;, ;)u(x, t) = =L Py (:v> 0‘) L

ou on a posé P(E, {) = P+(E, L)P(E, X).
Par définition des polyndmes Bj(:; ¥), on a:

(8.2). By(D,, &) = SD,, t)P+(D,, ¢) + B(D,, )

ou 5; est un polynome en E que. Pon note

m——l ‘

\ .5';( ) ) Eo th( )E
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.Par déformation de centour dans (8.1), et compte tenu:de
(8 2), 11 wient

3 B ) = 0 ~ S [ SHEHE

Ty k=0 g ) P-(E c) 21t
ou C—(g) de51gne un contour de demi-plan {Im & < 0}
entourant les zéros £5(¢) (=0, ..., m — p.) du polynéme

P(E, ¢) tels que Im'E < 0, c’est-a- dlre Tes zéros de P‘(E ()
L’inversibilité de la ‘matrice de Lopatinski permet d’écrire
p-1

(8.3) mau(l) = Z Ay, (0)8)(8)

"R A0 [ 1 9 ([ iR

k=0, ... u—1), e

Notons pour la suite que T hypothese (Le) et I’homogénéité
des polynomes B; et P permettent 'd’obtenir facilement les
majorations sulvantes, avec une. constante C 1ndependante

de v >:0:

Coa . IAkj< l |qk_b
B4 IS4G < € |c1*r+”+v
IPHE)| < Cge.

D’autre part, en écrivant P+ sous la forme

T

<Dm, c) D“°+ P P(2) D4

on obtient, compte tenu de l’expressmh (8.1), les égalités
sulivantes qui permettent d’e*«:prlmer nlmporte quelle trace
de u en fonction des p premiéres. :

TBE) it = - _z PJ( )m,um

\ :‘—izEE'h'wdg,
25)d
ARG c(fmp o)~
pour heN. . .

Donnons mamtenant une expressmn de u qui sera utile

au § 12 . ,‘.i- ; Voo "'L'\th‘.‘\l
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La formule des sauts, pour 'opérateur différentiel P+(D,, {),
s’écrit : : :

PHD,, ¥)(uz, 1)) = (P*D., Lu(z, ¥))°
+ 1S Pha@u @)

. U j+l+1ge
ce qul ameéne a poser '
(8.6) o u(e, T) =z, §) 4 w(z, T)
ol ¢ et w ont pour transformées de Fourier en z
‘ 1 '
/8. == + °
7) V(E, C) P+(g, c) g&:(P (D:t:7 C)u(x, Z))
_ 1 + J.
(8.8) w(§, %)= iP+(E, ¥) j+l§1<ﬂ- P i (8)vu(C)E;

et de fagon analogue 4 la proposition 3.1, on a la représentation
1 etiat
= %in Jor PHE O
S Pra(@)rut)Et de(z > 0).

JHl+1<®

(8.9) Diw(z, )

Nous allons maintenant démontrer I'inégalité d’énergie (7.1)
dans un cas particulier, celui ou 'on a les conditions de Diri-
chlet au bord et f=0.

9. Cas des conditions au bord de Dirichlet.

Dans ce cas, on peut établir 'inégalité d’énergie au moyen
d’une technique du type inégalité de Girding. On commence
par une proposition, d’abord démontrée par Sakamoto [10],
et que l'on reprend ici.

Prorositron 9.1. — Soit P(D,, D,, D,) un opérateur de
degré m satisfaisant & Uhypothése (A'). Alors il existe C
telle que pour tout y > 0, on ait

Mulia, < c(—Y—lPulz;T 4+ <Y1“>3~—1nm>

j=0

pour tout u e H, (R%).
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Par densité, 'il suffit de la démontrer pour wu e Cy (R,
En adaptant une technique maintenant classique intro-
duite par Leray, on pose

Q(g’ My T) = %‘I‘; (gy .7), T)

et 'on va démontrer le

LemMme 9.1. — Il existe des constantes C et ¢ > 0 telles que

(9.2) — Im f " frw Py Qu da dz
m—1

> cylulp;y — G jgo <'Yju>:—1—j;7

pour ueCi=(RY?) et y > 0.
Ce lemme implique immédiatement la proposition précé-
dente, puisque

—1Im [ [ e Pu.Qudz dz < [Pulo;y| Qulo:y
< CIPuIO:YIuIm—l;'{
< 3Y|u|3.—1;7 + ET |Pu|%;7

pour tout ¢ > 0.

Démonstration du Lemme 9.1. — Posons
P(g, €) = j§o P, %)%, Q(E, ¥) = Eo Q,(%)¥¢

(avec P,=1, Q, =0, Q,({) réel, { = (9, ¢ — iy)).

On peut écrire
9.3) — Imf wf e Pu Qu dz dz
R’l

= f " [ 3 a,%)Diu(e, V)DLuls, ) dedn do
i J=0
en posant

2ia,(¢) = — Py()QX) + P,(€)Qu(%),

de sorte que dij(t) est un polyndéme homogéne en (9, o, ¥)
de degré 2m — 1 — i —j et tel que

S 4,08 = — Im (P, OQE, ¥)) (EeR)

i» J=0
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Sicon désigne par T (€, n) (k = 1, ...; m) les racines en «
P(g, m, v) =0 on obtient, - ‘ P

m (P(E, OQE 0) = v 3 (IL I= — =u(& 0)?)

R =RV=y

et comme le ¥ du deuxiéme membre est une expression
m—1

symetrlque des racmes T ON peut Pécrire Y ay(Y)E™
j—a A

ou a;(%) est un polynome homogene en (n, o, Y) de degré

2m — 2 — 1 — j; par conséquent, il vient '

cm

94 -3 di,<C)ai+J—Y S 4 (c)ai+f.

i» J=0 f 1—0

Par intégrations par parties en =z, on déduit de (9.4)

(9.5) f (Y ay0)DiuDlu do dn do
0 4t s

i J=0 .
400 m—1 I
—y f S a,,(t)DiuDlu do dn do + R(u),
' ° i J=0
ou R(u) désigne les intégrales sur le bord =z = 0, de sorte
que
m—1
(9.6) |R(u)] < €Y {yjuwma—jiy
Jj=0

L’homogénéité des a; permet d’écrire
g ij P

9.7) ff D‘uDLudxdndc—fF ) dn do
1J—°

avec
m—1 O —
F(u)zi'?:‘:.“;]z”‘—z“—faij('cl) f Diu(z, {)Diula, &) d

Pour établir I'inégalité (9.2), il est commode de démontrer
d’abord D'existence de constantes C et ¢ > 0 telles que
Pon ait

98) ,%.“”(IC|>f DiU(z) DI U(a) de

> c";zif |D’U( \* dz — C mgme(O)‘p

pour tout Ue Ce(R+) et v > 0.
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Pour cela on défimt:- Bt doa il e i

o mSRUO0) N\
ooy | V)=Vl — (Z 550 1‘)?@ o
V(:L‘)_O pOllI‘ x < 0 | h -. il

ou - ¢ €Cy(R) egale a1 auw svmsmage de U
On a par construction Ve Cf~1(R) et par Parseval

m—1

o0 %“(ﬁ)[ " DV DV )azaoc o ;da
= B (i) fver

On utilise maintenant le fait que les racines =,(§,: ) sont
réelles et distinctes deux a deux pour (&, 7)e R* — {0},
ce qui implique que I’on a avec ¢ > 0

,m—1 .
(9-11) Y a(Q)EH > e Yt
i j=0 ‘

pour (8, m, 6 —iy) eR*X C et y >0

et par conséquent il découle de (9.10)

m—1

042 '3 (%) 0*“’ DAV (@) D'V (a) )dx | |
> ¢ z fmlDiV(x)lzdx

d’ou I'on déduit I'inégalité (9.8) en remplagant v par son
expression (9.9) dans (9.12). -
On applique alors I’inégalité (9.8) a U(x)zu(vl—%—, C),

1l vient

. .m—1
Flu) > ¢ 3, g2 f IDlu(z, Q)| dz
_[:0
m—2

—C 2 Klz‘"“l"“‘*’ID’ (0 C)I
et compte tenu de (9 7) on en dedult apres 1ntegrat10n en
(s

m—1 _—
913 f f ay(%) Diu(z, ¥)Dlu(a, O dodn do .

i ]—0 g

, Zc |u[rﬁ—1;7 ";C .20. <Yju>3|—l—j—1/2;7'
Jj=
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Enfin, en utilisant (9.6) et en remarquant que
YV UD pm1—j1psy S <Yju>r?|—-1—j;7

Pinégalité (9.2) découle de (9.3), (9.5) et (9.13).

En appliquant ce qui précéde au probléme mixte avec les
conditions au bord de Dirichlet et f=0, on va démontrer la

Prorosition 9.2. — Pour tout ge H___;((R", C¥) Punique
solution ue H, _ ,((RY?Y) de

Pu =0, z>0
YU = g ]j=0, ..., p—1

vérifie U'inégalité
(9.14) - Ylulaa, iy S < C 2 <gj>m—-l—j Y
avec une constante C indépendante de g et y > 0.

Démonstration. — Comme Pu =0, i découle de§(8.4) -
t (8.5)

Y<'Yp.+hu>m—1—p.—h v S < C Z <Yju>m—1—1' Y

et 'on conclut en utilisant (9.1).

10. Majorations de yu et u dans le cas général.

Le point essentiel de la démonstration de I'inégalité d’éner-
gie (7.1) réside dans la

Prorosition 10.1. — Soit un opérateur P‘venﬁant (A",
alors il existe C telle que :

+o ewEE £ ik
(10.1) fo fc+@P+E 5 da‘ |g[acstn

pour y > 0,

+oo | —ia:E E C k
10.2 M elemtptht)
(10.2) fo f-mP ~(§,%) "’Erd Y e[

pour vy >0 (h=0, ..., m—1).
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Démonstration.. -~ A pplidaons 1a propositiom (0:2) en prenhnt
g0= Ve =g(b_2;= O’ ) g&_‘l —-lg‘e H+°° 7(R)

O
on trouve
. 'g _’ \. . ‘v 1 Yl'u'm‘..l T & Q(g}m-’# T

i

soit exphcltement . o _
T B U S S P L S

(1..0.3) ﬁ f |C|2(m—1-——k)l D" ( )lz d:i;d-y) ‘:ic e
N |t;|2<m—w lgét ; dnds GF 0, m s ).

Comme P+(Dz, Cu ( ) 0 1l vient d’aprés (8.9)';;3

(10.4) Dz, T) ="#ft). L coP"(&, 2:) =
d’ou en posant ,

(10.5) Y = v
et LR - TR L Y ‘3

s s §
L) = ) fc«owacdald B

et en reportant dans (10.3) .

(10.6) f]h 2||c|2<u—k—1> (C)dnda\—f IK(E)l dn do.

On remarque alors que pour ge (f“" R") h(n, ¢ — lY) decmt
en tant que fonction de (7, ¢), une partle dense de L2{R");
le théoréme sur ies #mltiplig&tyeurs de L?(R") -nous montre
que h '
e C
[¢|2e—DL(E) < —
»
ce qui prouve l'inégalité (10,1). Quant. & (40.2) elle se déduit
de (10.1) en remplagant P(§, ) par le polynpme P(— &, %)
qui vérifie aussi les hypothéses (A').
- Démontrons - maintenant la majoration (7.1) pour  Yu
en se plagant sous les hypothéses du théoréme 7.1.
1



226 - . ' JACQUES GHAZARAIN ET ALAIN PIRIOV. -7 .. .
+ De la formule:(8:3) et des inégalités (8.4), on tire ..
2 i .\;EC:“MI - i . St
<'qu'>m—1—k;7“< Y_z_o. 2 <gj>m——1—bﬂ-0;1
j=0

N ;% ”'i:l | ¢)am—ptrtty ( f; | f(:c, )|’ dx>

"’Eg"d dz) dy do (k = 0, . o
f—@P(E C)E .’D)‘Y)O‘(—-— '7(“—)

s

d’oﬁ d’apres (10.2), 11 vient pour k=0, .. k, p—1

109) ki < S5 B + i)

Pour les m — p derniéres traces, on utilise (8.5) et on
majore encore grace a (10.2)

r—1 '
(10.8) <Yh+(.l.u>m—-l—h-—y. T S ‘C 2 YU Mot Y

Cf flfw, 'zdxd,,dc (h=0,. .,'rr;—u)

et en remarquant que

109) [ [ 1w 0 dwdndo < S5l

on en déduit que (10. 7) reste vraie pour k=20,..., m— 1.
Pour majorer u, on. combme (10. 7) et la proposmon 9.1,
& ou ,. , ‘
: L1
(10.10) 'Yl ul m—1; Y \ < f’o “{ 20+1 Iflo 0; Y o

o 1 \
L + —YTO z <g;>3.—1-br+e;y>»

et d’autre part’ 'Phypothésé que =+ 0. n’est pas caracté-
‘ristique pour’ P f)enmet d’ obtemr (von' le Iemme 2. 1 1 de [5])

.Y|u|m.—1:_w§ CY Iflﬁ-u + [ulmﬁl,;‘y},) < ( Iflo Y + Ylulm-l -r>
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soit, en reportant dans (10.10)

Y|u|:._1-1r < C(—i—'i’ﬂs; "+‘—<,%;;m Jra ,o z &Pty ,)

ce qul acheve, compte tenu de (10 8) et (10 9), la démonstra.-
tion de l'inégalité d’énergie (7. 1)

11. Nécessité de 1a~congitio'n (Le)-

Supposonis .maintenant que l’assertion (i) soit satisfaite
pour un certain 8 > 0 et démontrons qu’alors (Lp) est
vérifiée.

En prenant f=0, l’assertlon @) lmpllque en particulier,
grace a la proposmon 6.4, que pour toute ge H,..,,(R" G¥)
il existe ¢ = (¢, ..., vu__l) eH,,. (R 'C¥) unique telle que

_ B x¢ = g,
I'inégalité d’énergie s’écrit
a1 2 C k-1 2 A
(111) . Z <V,j>m--1—j;y < ;ﬁ jE <gj>m—l—bj+0;77
0 =0

et de plus on sait que si g est nulle pour t < 0 alors ¢
Pest aussi. L’application g-—¢’ définit donc un opérateur
linéaire continu de Cg°(R", G*) dans C*(R", CH) qui com-
mute avec les translatlons, il est donc de la forme

o' ——A*g

ou A = (A )< kgp est une matrice distribution telle
que

(11.2) Supp A,k = {t' > 0}
On a par constructlon o
(11.3) o AxB'=8 @I,

‘on déduit, en procédant comme au § 5,.que les A, sont
“des’” dlstrlbutxons ‘homogénes, et donc temperees, dont ‘on
des1gne la transformee de Laplace en 2 par P

A(¢) = e"T‘A(n, o). . pour = Ty > 0
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D’autre part, I'inégalité (11.1): mbntw:k;ub‘«:ﬁappﬁcatinni
Co L et

est un multlphcateur de L’(R") de norme L” majorée
pit Cfypb) est-a-dire R VU TE A

. ‘ ,‘,"1;3_“.";’, e |
(11.4) sup. ess |A, 4(2)| < %;qf—bkw. |

(M, G)ERM
D’aprés (11.3) .on e dpalement = 'c. %
L (C)B’(?;) =1 peur, presque touﬁ les (V), ) € R,"

AR IR S

en paﬁlcuher

o daA()(Q—ipp,, |
et d’ap/res ('11 4} on’ a pour ‘presque- ‘tous‘le‘s 143 d‘)f s

..... oo

(1) R > |w‘p=&—J zb+w>

[P Ly
P ,‘v'i':w S

mais les deux membres de (11. 5) sont’ C"“ én’ (n," ) done
Pinégalité (11.5) est vraie partout, ce qui prouve.que R(Z) # 0
pour y > 0 et par conséquent on a, d’apres (11.4),

| ”'; [ R | .-”i‘ ' IJKJ k(c‘>| \ _—‘ ;!;‘Z:f';' "1 P , i ‘

o

tpour ICI =, 1 ot y 2.0, la cqndltlon (I;é) Cest donc,satls-

P

faite et ceci termine la demonstratlon du théoréeme 2.

Remarqua 11 1 - Pour 6 reel > O 1ntrodu1s0ns la condl-
“tion

(4) |1 existe G > 0 tel que
IR = C*
pour {=(n, ¢ —iy), [ =1 et ¥ >0..

Il est évident que (%) impligue (Lg); mais, reciproque-
ment, (L) implique seulement (d.9). Ceei prouve néanmoins
que dans le cas 6 =0 (condition de Lopatinski uniforme)
ou dans le cas p =1, la condition () est équivalente
a (Lg) et donc & la condition (i) du théoréme 2.
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Cp C wnod
! !

12. Autre méthode de démonstratmn dela sufﬁsance de (Lo)

' On se propose’ d’ étudier les noyaux qui permettent d’eXpu—
mer la solution w de () en fonction des données (V01r 8. 6),
(8.7), (8.9) quauﬁd fe‘C"’(’R'“) et g eHyiy © 0

Posons . , o
(121) @Y= a%MEﬁxoM”
on sait que (voir (8.1)),
Vo, T = (BHD,, Tuula, VP
¢t . par deﬁmtlon de 2 on p¢ut écrire |

1

SRERYS N (E" t) P.(.(E t) (d“o(xi ))

Deﬁmssdns ‘
$~(=, §)“’ b(z, )—¢°($, 9]
el )= (e, ) =l €
avec 4
_fEY (5T

(12.2) ¢y(§,¢) = P ¥) et (E,¥) = P, Q)

Explicitons le noyau qtu'pért;ﬁét' d’exprimer ¢, en fonction
de f L
S ey = 150 0t

v "s(x,»z) ‘fl:e (g t)

et par une déformation de contdur facile & justifier

Vz(x; C)zf(‘ﬁ(t) iz %‘%d‘g - peur - $>‘07""

P‘*’E C 2r

de sorte que

.

pms en remplagant ¢~ par son expressmn (12.1)

ol 0= M,Pw c;(f & | SRR
: (L)
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et en remarquant que f(z, {)=0 pour z < 0 permet
d’ecrlre

_1’_5'__ de’ f _ﬂ_ de’
: LA . pour
he P(¥, oo P(E, T PO
d’01‘1 ﬁnalement,l’expressmn smvante de vy

(123) o, %) = [ Gz, 2, Of (@, ) da’ = > 0

avec le noyau G défini par:

1 P
12. —° "
( 4) G(x ' c) 27t f(‘;d-(() P+(€, C)

(fc—m (& — 5'?;6—'(&', 3 dﬁ') i

En utilisant les inégalités vérifiées par la solution u de (),
on va en déduire les propriétés du noyau G. On. a:

u=w-—+ v+ 9

or I'inégalité (10.1) permet de majorer w d’aprés son vexpres-
sion (8.9)
C #-1

(12.5) |#]a1;y < el 3 Y udn1-ip
' j= T

Z<0

on majore ensuite ¢; en utilisant le

Lemme 12.1 — Soit un opérateur P de degré m vérifiant
(A"), alors il existe une constante: ¢ > 0 telle que:

(12.6) |PE, Q)2 > Cy*(|g® + &)=  pour EeR
C=(n,0—1iy), ¥y>0 |

Démenstration. — La mijnoration

(12.7) | [P, g > Cyi(ER + [y

est classique pour un opérateur strictement hyperbolique dans
la direction t. Les deux membres; de (12.6) sont homogénes
de degré 2m, il suffit donc d’établir (12.6) pour &* + [{]* = 1.
- Comme {z = 0} n’est pas caractéristique, il existe ¢ > 0
ét e >0 tels que les conditions |{2 < e E 4 |{2=1
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impliquent |P(§; §)]2 2> C et a fortiors ~ -« ..

I ‘

Y
IP(E, )I /Clqg

lorsque [¢] > e et & + |§|2 =1, on a d’aprés (12 7)
P, O > ot > oot o

ce que démontre le lemme. -
On en déduit la majoration suivante de ¢,

(12~8) l"llm —137 S ll"l"m —-1; Y If'o Y
On est malntenant en mesure d etudler le noyau G.

“ Proposrrion 12.1 — Soit P 'veriﬁan't' (A") et G défini
par (12.4) alors il existe G telle que

(12.9) f f | DEG(@, @', T)* de da’ <—|z;|=<-m+k+1>

Démonstration. — Elle est analogue a celle de la proposition
10.1. Considérons la solution ue Hi,., du probléme ()
avec les conditions. de Dirichlet :

(Pu=f ”

v =0 j=0 w1 avec f € Gy (R
U= =0, ...,

Dans le: cas de ‘Dirichle‘t on a R(C)~1 pour y >0,
donc la condition L, est satlsfalte et par conséquent I'iné-
galité (7.1) donne v co

Iurm -1; *{ < - lflo,'f

et comme ici u = v,;;f— ¥a, ON dedmt. de (12.8)" ;

I"zlm—l iy S 'flo o L
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c’est dire en explicitamt:de premier membre ' - o
(12.10) ‘
s [ f |2:|*<"'-1—*> f DIG( a:,x, c) (', Q) do'| dw dv, do
1

lflo Y

et comme on a cette inégaiifé :ipaﬁf' toute feCy (R";'") le
théoréme sur les multlpllcateurs de.. L2(R”) impﬁque que G
satisfait bien a (12.9). R -

Remarque 12.1 — ;La démonstration des propos1t10ns 10.1
et 12.1 est basée sur les propositions 9.1 ¢t 9.2 qui sont une des
formes particuliéres de I'inégalité d’énergie dans le cas des
conditions au bord de Dirichlet. D’autre part;: les majorations
(12. 5) et (12.8) montrent qu’une démonstration directe des pro-
positions 10.1 et 12,1, permettrar, d’obtener immédiatement
'inégalité d’énergie (7. 1) sans avoir a traiter au préalable le
cas particulier de Dirichlet. Ainsi, en exp11c1tant par le théo-

réme des resudus les - intégrales ! qu1 interviennent

dans ces deux propositions, on pourralt esperei‘ en déduire les
majorations fondamentales (10.1), (10.2) et (12.9); malheu-
reusement, nous n’y sommes completement parvenus que dans
des cas partlcuhers, par exemple si ,_P vérifie la condition
supplémentaire d’Agmon : -

Pour neR™ seR les zéros réels & ' de
P(¢, 9, 6) = 0 sont de multiplicités au plus double.

13. Exemple : équation des ondes
~avec éondmon de dérivée obhque au bord.

On con51dere loperateur des ondes !
= L S
PD, D, D)=~ —% — — — (1c1 w=1)
et la condition de dgrivée 6bliq‘dé définie par I'opérateur’’

n—1

B(D:n Dy’ Dt) :;-_- e + E Bf (pj € R)
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Lies. conditions \i{A"). eb [B):sont satisfaites, par. comséquent
on pourra appliquer les théorémes 1 et 2 si on: montre la

PROPOSITIO;N 13,4 — Le probleme miite (*) relatzf auz
operateurs P,B vérifie la condmon (L) avec ff, = = {(n,7) eRY
N 1

‘i]l ——-—————g et la condztwn Le avec 6 =1,
| V1482 R .,
Pour ¢ = ('I), ¢) €. Ccs: - posons q(c) z 7]_1’ on a
par deﬁmtlon de I‘0 ) ‘ - =1
Do— (LR gQ) >0 ot = >0
et pour {eR"— il le ,d,éterminant - de Lopatinski est
donné par . . :

(13.1) R(t) \/T>+zan

ou V' de81gne la racine carrée de partle 1mag1nalre > 0 et

3 — (31, L] ﬁn—l)
Commengens par établir le

R Y ) i i o e

Lemme 131. — Pour {e R —il'y on a
Im \/q(C Vg(Im %).

Démonstration. — Remarquons d’abord que 'on a llnega-
l}te L ' ‘
(13.2) 2 Im \/my Lb ¢ >{bl pour . ¢ >0,a,beR

qui se prouve par uh calcul &lémentaire.
Si on des1gne encore par ¢ la forme bilinéaire symetnque
assomee ala forme quadrathue q, 11 V1ent

g:(( :::qReC — Im{—}—ZLq(RBC Imt) . \ .
< C mc)+~/ ImC) il d(t)

ou i»np |AiPOSE - o SO
d() =(g(Re ¢, Im ‘:n )a“‘*‘ q(Re )g(Im ¢).
1 4ié lewame:'13.1 dépoule de' Papplication de (13.2) i cette
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expression de:.q, ce qui est hclte 51 on. vérifie. que d(C) > ‘Oi,
Or, en explicitant . U,

‘‘‘‘‘

[(133)d(z) = (Re ‘r)’] Im nlz — 2(Re . Im T)<Re 7. Im n)

Le deuxiéme membre de (13 3) est un tnnome du second
degré en Rer, dont le discriminant :

~ gIm O)(Re 7. Tm 7) — [Re nlY|Tm af2)
est une quantité < 0 pour ImfeTl, et pai' consequent
- ) =0
te qui termine la démonstration du lemme 13.1.

Démontrons maintenant la proposition 13.1.

On a:
| IR(¥)| = Im R(¢ Im\/—~—ﬁlm-q
et grice au lemme 13 1, il vient

(13.4) IR > Vg(lm€) — [8].|Tm 7| pour‘t  R* — i,
Définissons le cone ORI ‘ Cado

To={{=(n,7)eTy; @,—.;Iﬁllnl > 0}
T
U85 =l < e N
Alors si K est un cone fermé épointé de Ty, (13,4) montre
qu’il’ existe ¢ > 0 telle que  |R(¥)] = ¢|Im ¢ pour
e R~ K, 1% =1,

ce' qui demontre la prop0s1t10n

Remarque 13. 1. — L’application du, theoreme 2 avec 0 = 1
a ce probleme mixte compléte les résultats de [37,'[7], [8]
dans le cas particulier du probléme mixte dans un demi-
espace pour des opérateurs a coefficients constants.

Remarque 13.2. — Le cone dual de [, est défini:par -
Fo={y, D eRYlyl < VI+[eP.e},

on-en déduit, compte tenu de la remarque 5.2, que la vitesse
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de propagation sur le bord z = 0 est majorée par V1 + [B|2.
Mais par ailleurs on peut montrer que cette vitesse est effec-
tivement atteinte [7], [12]; on a donc, si |B| # 0, lexemple
d’un probleme mixte _pour lequel la vitesse de propagation
est strictement supérieure a celle du probleme de Cauchy
qui ici vaut 1.

APPENDICE.

Démonstration de la proposition 3.2.

On utilise les notations de cette proposition.

La condition est nécessaire. Soit T une distribution (de la
variable z € R") homogéne de degré d & support dans I'};
elle est donc tempérée et vérifie

emiz T e‘.‘J"(R") - pour — Im¢ely,

et donc (voir par exemple [11]) la transformée de Laplace F
de T

(A1) F() = é"% T(Re §) = (T, %)

est holomorphe dans R" — iI'; et vérifie la propriété sui-
vante :

(A.2) |pour tout compact K de T; il existe C et
peR tels que

IF@)| < CA+[¢) pour ¢eRr—iK.
De (A1) et de ’'homogénéité de T on déduit que pour A > 0
F(AL) = (T, ey = 2a=(T, ¢7%*) = 2=""F(2)

ce qui montre que F est homogéne de degré d' = — d — n.
Si maintenant K est un coéne fermé épointé de TI';, on

obtient ‘ .
_ d Re ¢ . Im¢ >‘ '
[F(T) F<1Imq T Im g
| e )
< CTm )¢ <1 + ’mb

< QIm g**(|Im ¢| +[¢])r
< C|ImY®* pour CLeR"—iK et |¢ =1
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- Montrons mainienant que la condition est suffisante. Soit F
une fonction holomoexphe. dans R — J.I‘,, hom.ogvene de de.gre
d' etteli:e que: ' 5. ,

: | pour tout ‘cOne fe.rme épointé. K < =Ty, il ex1ste
C>0 et 6eR tels que
IF( ) < CJIm g)® pour CER"——-iK

et |C| =1.
Si K est un compact de I‘l, on a:

()< s e

, l()l ICI"
¢eR R,

ce qui montre que la propriété (A 2) est-satisfaite et par consé-
quent (voir [11]) F est la transformée de Laplace d’une dis-
tribution T telle que ™t e$(R" pour — Im{ el,.
On vérifie que T est homogene de degré d=—d'—n
par un calcul analogwe 4 celur fait pour F.:

Montrons enfin que SuppT =T, soit Bel;, et

vy

o € D(R")
telle ‘que suppo < {8.z < 0}, on a:
(A3) (T, 9> = [ Fla — 28)5(o — ia8) da
(avec A >0 arbitraive et $(Z) = (2= [L, &q(s) de)s
or, par hypothese "
| |F (« — i) < CA%(r + |°‘i)"‘°

et par Paley-Wiener, on a pour tout ke N

ar G
1#(e = 280 < s

ce qui montre que le second membre de (A.3) tend vers 0
quand A —> o4 o dou (T, ¢> =0,
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