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OPERATEURS
PSEUDO-DIFFERENTIELS ANALYTIQUES

ET OPÉRATEURS D^ORDRE INFINI

par Louis BOUTET DE MONVEL

Le but de cet article est de présenter une théorie des opérateurs
pseudo-différentiels analytiques plus complète que celle de [l], et
de la généraliser de façon à englober certains opérateurs d'ordre
infini.

Les propriétés qu'on attend des opérateurs pseudo-différentiels
(d'ordre fini) analytiques sont en gros les suivantes :

1) Un tel opérateur P est un opérateur pseudo-différentiel (au
sens de [3], [6]). En outre il n'augmente pas le support singulier
analytique, autrement dit P/est analytique dans tout ouvert où/l'est.

2) Si P et Q sont deux tels opérateurs, on peut définir de façon
raisonnable un composé P ° Q, qui est lui même un opérateur pseudo-
différentiel analytique.

3) Si P est un opérateur pseudo-différentiel analytique elliptique,
il possède une parametrix analytique (i.e. il existe un opérateur pseudo-
différentiel analytique Q tel P o Q — 1 et Q o P — 1 soient des opé-
rateurs à noyau analytique). P a alors la propriété suivante : / est
analytique dans tout ouvert où P/ l'est (c'est le cas en particulier
si P est un opérateur différentiel elliptique à coefficients analytiques).

On constate alors que P opère aussi sur les fonctionnelles ana-
lytiques réelles (à support compact) : si / est une telle fonctionnelle,
P/ est une hyperfonction (au sens de M. Sato) analytique en dehors
du support de /. Les résultats 1 et 3 valent encore dans ce cas.

Suivant les idées de [5], il est commode de définir ces opé-
rateurs au moyen d'une intégrale oscillante :

< P ^ , r > = (27rr" fffe1^'^^ p ( x , y , Ç) v(x) u{y) dx dy d^
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où le symbole p (x , y , Ç) est une fonction analytique qui se prolonge
analytiquement dans un voisinage conique de l'espace réel où varie Ç.
Il est alors commode de déplacer le cycle d'intégration dans le
domaine complexe et de le remplacer par un autre, le long duquel
l'exponentielle décroît rapidement. Ceci permet d'utiliser des sym-
boles p ( x , y , ^ ) qui croissent plus rapidement que les symboles
usuels, et d'étudier ainsi une classe d'opérateurs "pseudo-différentiels"
d'ordre infini. On dispose pour ces opérateurs d'ordre infini du même
calcul symbolique que pour les opérateurs d'ordre fini, et plusieurs
des constructions faites pour les opérateurs d'ordre fini marchent
encore pour ces nouveaux opérateurs. Nous ne connaissons cependant
pas pour le moment de condition satisfaisante "d'ellipticité" assurant
dans un cas suffisamment général qu'un opérateur possède une para-
metrix.

La méthode utilisée permet encore (§ 2.2), sans modifications,
de remplacer l'exposant < x — y , Ç > dans la formule ci-dessus par
des fonctions phase plus générales, telles que celles qu'on trouve
dans [5].

On trouvera aussi une théorie des opérateurs pseudo-différentiels
d'ordre infini dans un travail de T. Kawai" (à paraître dans Lecture
Notes, Springer).

1. Symboles analytiques
1. Fonctions poids
2. Notations
3. Symboles analytiques
4. Symboles formels analytiques
5. Complément
6. Norme formelle
7. Construction d'un symbole à partir d'un symbole formel
8. Transformée de Fourier des symboles analytiques
9. Appendice

10. Construction de fonctions poids holomorphes.

2. Intégrales oscillantes analytiques et opérateurs pseudo-différentiels
1. Espaces d'hyperfonctions
2. Intégrales oscillantes
3. Opérateurs pseudo-différentiels
4. Applications et exemples.
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Notations.
On a utilisé les notations usuelles pour les espaces numériques

R", en particulier pour les multi-indices de dérivation.

Û)(S2) est l'espace des fonctions C°° à support compact dans Î2
9€(^î) est l'espace des fonctions analytiques sur Î2
S^^ft) est l'espace des fonctionnelles analytiques réelles à support

compact sur &Z
9€\SÎ) est l'espace des hyperfonctions sur S2
^C(S2 , CK) , ̂ (ÎZ , K) sont les espaces d'hyperfonctions définis

en (2.1), (2.2)
^(R") est l'espace de Schwartz des fonctions C00 à décroissance

rapide SH , SH7^, SH° sont les espaces de symboles définis en (1.5) ,
1.15).

1. Symboles analytiques.

1. Fonctions poids.

Dans toute la suite, A(r) désigne une fonction vérifiant
(1.1) A(r) est définie pour r > 0, positive, monotone, continue

et pour tout £ > 0 on a :

lim e-" A(r) = 0 , lim e" \(r) = + oo
f—>oo r—>00

Si A est croissante, il sera parfois commode de la remplacer par :

A(^) = inf M- e^ avec M,. = sup e~ cr A(r)
c > o r > o

Si A(0) > 1 , donc M^ > 1 pour tout e , A vérifie

A(r -h s) < A(r) À(Â')
(1.2)

A(pr) < A(^

/*00 ^ d/
[Cependant, / Log A(t)— peut être infinie, même sij\ ^

r°° dt
J^ Log A(0-2- < 00.
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Aussi^ pour certaines questions, on n'a pas intérêt à remplacer A
par A].

2. Notations.

(1.3) On notera C^ l'ouvert de C" des vecteurs ? = Ç 4- n? ^&
^é? i72 — £ Ç2 -+- a < 0.

On notera Cç = Cç _^ rouvert de C" des vecteurs ? = Ç 4- (T?
r^ ̂  7?2 -£({ 2 + 1) < 0.

Soit Î2 un ouvert de R1' (plus généralement une variété analy-
tique réelle). Si K est un compact de Î2, K6 C Çf désigne l'ensemble
des xç-C tels que d(x , K) < £ (plus généralement, K6 désigne une
suite décroissant vers K de voisinages complexes de K).

(1.4) On notera K(c) = K6 x C .̂ C C x C" l'ensemble des couples
(x , ?) e (^ x C" ^fe ̂  :

r f ( x , K ) < c , r]2 <e^2 + l)

On notera encore K(e, a) = K^ x C^ .

ô2 ï//
[La matrice de Levy ——— de la fonction V/(?) = rf2 — e ̂  est

oÇi ô^
1 -s
—^—fois la matrice identité. De sorte que Cç ^ est pseudo-convexe

si £ < 1. K ( £ - ) , K ( ^ , a ) le sont aussi si 10e est pseudo-convexe].

[Pour tout a , C^ ^ contient les points assez grands d'un voisinage
conique de R^ dans Cn. En outre, pour a < 0, c'est aussi un voisinage
de 0 dans C". C'est essentiellement cette propriété qui servira].

3. Symboles analytiques.

(1.5) DEFINITION. - On note SH^ÎZ , R") et on appelle espace
des symboles analytiques d'ordre A (cf. (1.1)) sur Î2 l'espace des
fonctions a(x , Ç) analytiques sur SI x Rn, qui vérifient la condi-
tion suivante : pour tout compact K C î7, // existe des constantes
s , c > 0 telles que a(x , Ç) soit holomorphe dans K(£) (cf. (1.4))
et que

(1.6) \a(x , S)| < c A(|S|) dans K(e).
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On note SH(Î2 , R") = V Sti^ (Î2 , R") la réunion : ses éléments
sont les symboles analytiques.

Si A = ( 1 + r^, on dira aussi que a est de degré d.
Par abus de langage, nous dirons qu'une fonction a(x , ç) est

un symbole analytique pour |Ç| grand si elle est définie et vérifie
(1.6) pour I C I > a(x), où a est une fonction continue positive sur
S2 : alors pour tout compact K C Î2, il existe des constantes posi-
tives e , û , c , telles que a(x , Ç) soit holomorphe dans K ( £ , û ) et
y vérifie

|aCv,S) l < cA(ISI).

4. Symboles formels analytiques.

Soit a^(x , {) une suite de symboles analytiques.
On suppose que pour tout compact K C S2, il existe e > 0, tel

que les a^ soient tous holomorphes dans K(e). Soit enfin A une
fonction comme dans (1.1).

(1.7) DEFINITION. - On dit que la série formelle Sû^(x , Ç) est
un symbole analytique formel d'ordre A si pour tout compact
K C î2, il existe des constantes c , c , A, telles que les ajç soient
holomorphes dans K(£) (cf. (1.4)) et y vérifient :

(1.8) \a,(x , Ç)| < c A^ ! (1 + ISI)-^ A(|$|).

La série formelle S a^ sera appelée symbole analytique formel
si c'est un symbole analytique formel d'ordre A pour une fonction
A convenable. On dira (par abus de langage) que c'est un symbole
analytique formel (d'ordre A) pour Ç grand si les a^ sont définis et
vérifient (1.6) pour |Ç| > a(x) (où a est une fonction continue surSÎ).

(1.9) Exemple. - A un symbole analytique û, on associe le
symbole analytique formel 2 a^ défini par a^ = û, a^ = 0 pour k > 0.

Dans la suite, nous identifions le symbole a et le symbole formel
qu'il définit.

(1.10) Exemple. - (on suppose n = v\ Soit a(x , Ç) un sym-
bole analytique. Posons

V i~k / 9 Y / 9 ^
a,(x^) = L — (-) (-) a(x^)

1^1^ a! ^x^ ^Ç7
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Alors 2 û^ est un symbole analytique formel.

Preuve. - Le nombre de termes dans la somme qui définit u^
est un polynôme de k. Il suffît donc de majorer chacun des termes.
On utilise la formule de Cauchy :

/ ô V t ô Y „ /Yu y a { x 's) = a ' ( 2 mrn ̂  iz/i.c ^+ z ̂ + n
l?/!--^! ^ kl)

y-^-1 7-V-1 «.-a!-1 t.-^-1 ,7 ,..' L ' • ' ^n Si ^ ^Z, . . .d^

qui montre qu'on a (avec |a| = k, donc a! < A: ! )

(c1') Qx'i ^a(x ' ^ < c £r2fc ^ ' ( 1 + i^i^ A(^ l)
pourvu que c soit assez petit, c et A assez grands pour que

a(x + z , Ç 4- ?)

soit holomorphe et majoré par c A(|Ç|) sur le domaine d'intégration.

(1.11) Nous dirons que deux symboles analytiques formels sont
équivalents et nous noterons 2 a^ ~ S b^ si pour tout compact
K C Ï2 il existe des constantes c, A et une fonction A (comme dans
(1.1)) telles que les a^ , b^ soient tous holomorphes dans K(c) et
qu'on y ait pour tout N

N- 1

(1.12) ^ (a, -b,) < Ak k ! (1 + ISI)-^ A(|SI)
o

Exemples. - (1.13) 5o/7 a MM symbole analytique. Alors a ^ 0
si et seulement si pour tout compact K C S2, // existe des constantes
'£, c telles que a soit holomorphe dans K(e) et y vérifie :

|û(x,Ç)| <c exp- 6|{|.

Preuve. - On fait k = \ ———— | (partie entière) dans (1.11),
l A J

la formule de Stirling montre alors qu'on a :

H < C, exp (- L±-^1)- A ( I S I ) « (1 + 1^1)v A '
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si C, est assez grand, dans K(£). Si ^ . < — » comme
A

exp (c - ̂ ) 1^1 . A(|êl)

est bornée, on a, avec une nouvelle constante c

\a\ < c exp - c |^| .

(1.14)5'o// a i^ symbole analytique. On suppose a ^ Z b^,
où 2 ^ est un symbole analytique formel d'ordre Ag. Alors A
es^ d'ordre Ag.

Preuve. — Quitte à remplacer a par a — b^, on peut supposer
&o = 0. Puis quitte à décaler les b^ et à modifier les constantes
c, A de (1.8), (1.12), on peut supposer qu'on a dans K(£), pour
tous k , N :

|6J < c A^41 ^! (1 + l^l)-^1 Ao(|S|)

N-l

E ^ < c A^' N! (1 + l^ir-^1 A(|S|)^^
o

(la fonction A peut être beaucoup plus grande que A() — sans quoi
il n'y a pas de problème).

°mFaisons alors N = | ——— j (partie entière) : il vient
A J

/l + |S|\-N-1 N-,1 /l + |?|\-^-1
|̂ | < r N ! (-^—) A d ^ D + c - ^ ^ ! (-^—} W\\

Dans le second membre de cette inégalité, le premier terme est
à décroissance exponentielle (d'après la formule de Stirling) ; il

e^'
est donc majoré par un multiple de A^dÇI) car lim ——— = 0 pour

AQ (r )
^ > 0.

Quant au deuxième terme, il est somme de N = | ———— |
1- A J

termes, tous inférieurs à c A^|Ç|) ( 1 + w) ' < c AO(ISD nv A y N
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est donc majoré par c Ao(|{;|). (En poussant le calcul ci-dessus, on
vérifie en fait sans trop de peine qu'on peut remplacer A par AQ
dans l'inégalité (1.12) qui définit l'équivalence a ^ 2 6^).

5. Les espaces SH^ SH == U SHA, SH° = H SH" sont munis
de topologies localement complexes évidentes, pour lesquelles ils
sont complets. (SH et SH° sont nucléaires, SHA ne l'est pas).

(1.15) PROPOSITION. - SH° est dense dans SH.

Preuve. - Si a E SHA et si lim ——— = + oo^ on voit immédia-
r->oo A(r)

tement que

exp - € S2 • a

tend vers a dans SH^ quand £ -» + 0. (On a posé $2 = Ç2 -h • • • 4- Ç2)

6. Norme formelle(1).

On suppose ici v = n. Soit û = 2 û^ un symbole formel. Notons

| / 9 \°- /9 \ft
"'̂ ^ lU ^) a k ( x ï s ; )ûx^

Soit A(r) une fonction poids comme dans (1.1). On pose

(1.16) N ^ ( S ^ , T ) =

2C^ (1+ISr^AdSI)-1 ^J T2^4 ! - '4^

avec

2 (2 n)-̂  À; !
(1.17) Ck ï a î ( 3 ~ (Â ;+ |a|)! (^4- 1 ^ 1 ) ! '

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier (en utilisant la for-
mule de Cauchy comme dans (1.10)) que Z a^ est un symbole
formel analytique si et seulement si pour tout compact K C Î2, il
existe une fonction A et des constantes c , £ telles que la série
N^ (2 a^ , T) converge pour x G K , T <£, et que pour x E K
(Ç G R'* quelconque) la somme soit inférieure à c.

C) Ceci est repris sans modification de [1].
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Pour A = 1, on omettra A dans la notation :

N(2^ , T ) = N , ( 2 ^ ) .

Si 2 p^ , 2 ̂  sont deux symboles formels, on définit le sym -
bole composé S r^ = 2 p^ o 2 ̂  par

V /"^ / ô v / ô yy
(•••8> r" ° ..À,̂  ^- (ii) ''• • fc) qt

(1.19) THEOREME. - On a

NAA- (2 ̂  ° 2 ^ , T) < N^ (2 p^ , T) . . . . . N^, (2 ^ , T)

(le signe < signifie que le coefficient de T^ dans le membre de
droite majore celui de T^ dans le membre de gauche).

Preuve. — On a

1^,0,^1 < ̂ ^ ^ ^ -^, y (̂ ) IP^a',^4^1 l%,a-^,^'l

a'+a"~a
(3-l(3".p

d'où

NAA- (2 /•„ , T) = S c^^ (1 + Ifl)"'"1'" AA'(IÎI)-' \r^^\ T^^M
m,a,ft

< S ̂  •c^.^d+isir^AasD-ip^^iT2^'1 '^1 '
< c a i < 3 i
fia2^

c^^d+isi^^'A-aêir1!^,^28102"^1

avec

^ ̂ - ^ ^(f)^^-
7<<3l,a2" 1 p2 ^ka^^a^^

(Dans la dernière somme, on a posé

m = k + £ + |7| , a = a, +a, - |7| , ^ = j3, + ̂  - |7l).
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Après simplification on trouve :

ka^ ^ ^ ï-(2nrM -m-<——(a-}(i^ (m + l^r' (m+^\
ett^ .4. 2 ^! £!T!^,A^M^^; (^}

^

Comme on a :

^<a^, 2 <:! £ ! ï ! ̂ y ̂ / ^+a, / Y £ + ^

/o: \ /w\ /m + lai \ //3 ^ /Wx / m + 1 ^ 1 x
^/ V^ (7T|a,'|̂  ' ^J (ï) < (eT^|)

et —'7!!— p)-1^)-1^^
Â : ! ) ? ^ ! ^ 7 ^ C / 7!

il vient finalement

^<^^^4(,-^...^ .,
ce qui démontre le théorème.

(1.21) COROLLAIRE. — Soit h un symbole (ou un symbole formel)
analytique de degré - 1 (i.e. d'ordre A == (1 + ICI)" 1 ) . Alors la
série géométrique Z If1 est un symbole formel analytique de degré 0
(i.e. d'ordre A == 1), (les puissances /z" sont prises au sens du produit
de composition (1.15)).

Preuve. - On a N (2 h11 , T) < 2 N (h , T)".
Or la série N (/? , T) converge et n'a pas de terme constant.
En d'autres termes, le symbole formel 1 — h possède un inverse

qui est encore un symbole formel analytique.

(1.^22) Remarque. - Si h est un symbole (formel) analytique
de degré - £ avec £ > 0 (Le. d'ordre A = (1 4- l^])^), comme
(1 - h) (1 + h -h h2 + • • • /^-1 ) = 1 et comme hk est de degré
- 1 dès que fc£> 1, le symbole formel analytique (1 — h) est encore
inversible.

7. Construction d'un symbole à partir d'un symbole formel.

(1.23) THEOREME. - Soit £ a^(x , Ç) un symbole analytique for-
mel, défini pour Ç assez grand, sur Sî. Pour tout compact K de Î2,
il existe un symbole analytique a(x , {) défini pour Ç grand et tel
que a ~ 2 a^ au voisinage de K.
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La preuve repose sur un théorème de moments de Carleson [2].
Elle figure dans [1] § 2, n° 4, dans un cas un peu moins général.

Notons S^ l'espace des suites S = (SpL-.o i telles que

IISf = £ \sp— 2 <oo .
\^ P\\

Notons H l'espace des fonctions /(X) holomorphes dans F angle
\\m X| < |c Re X | , telles que e^^ / soit bornée.

(1.24) LKMME. — Pour tout A il existe une constante e > 0 et
une application linéaire continue V = S^ -> Hç telle que avec f= V(S),
on ait :

— f 1 0 0 Xp f(\)d\ = S^
lp

Pn ' ^-^ •

sup ^N /< Cil S II
\im\\ <e\Re\\

Preuve. - (Nous reprenons les notations de [2]).
Posons w(\) == exp — 2B\,/^XT.

m

Soit P^(X) = S ̂ p ^p ^a sulte ^e polynômes uniquement déter-
o

minés par les conditions :

P^ est réel ; a^ > 0
.. h00

J ^ w(\) P^(À) P^(X) d\ = 0 si m + n
1 si m =' n

posons u(z) = B ^ ^/ — 2 ;z, pour Im z > 0 (on choisit la déter-
mination de ^/ — 2 iz qui est réelle positive sur F axe imaginaire).
u est harmonique, et u(\) = w(X) pour X réel.

Posons enfin ^i(r) = B y / 2r == sup u(z).
\z\<r

îmz ^0

D'après Carleson [2], si Q est un polynôme et

J^IQ^X)! w(\) < 1
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|Q(z)| < e^6 \y\-^ e^ . (y- = im z , r = |z|).

La formule de Cauchy implique donc :

Q^^O)

P!
-Lf
•?ir^-n

Q(/-e'8)
2ir^-" r"

d0
e'/2" ^ e^ _d6

J-. r 1 " 1 ' 2 |si2v J-v |sin0|

D'où, avec

«.-^^"^-(j^rr>0

k =^e._L r de
2lrJ- Isinel'^

Q^^O)! , À:

P' M-

Il en résulte qu'on a

y ^(0)
7' P! m=0 \P

Ot.,'mp
M-

On cherche / sous la forme / = w • S b^ P ,̂ :

Posons ̂  = 2 a^^ F" p ! Sp .

On a alors

SiV^Stëi^A^i2) (̂  ——2)
A^ p !

<^'â (^)'
m p

p=0

? /A^y

Si on a choisi B assez petit, la somme

^-1(^7» M,

est finie.

M, /
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Remarquons enfin que si <p(z) = 2 b^ P^(z) = SûpZ^, on a :

y . , , , k k ' \ \ S \ \
ap=^bmamp . donc |̂ | <—————.

m m?

II en résulte, avec c = kk' II S II

^)l<c(^S^)<c(^^.l>S1^).

oo f^ _____

Comme ^ —£-1- est fini, et comme ^(z) == B-/2îz"I< 2B^/|z|,
i ^p

la fonction y^^-^^N (p(\) sç prolonge bien en une fonction
holomorphe dans l'angle \im \\ < e \re \\ et y vérifie l'inégalité

|/(X)| < C IIS II expI-c^lTf]

où C est une constante convenable, pourvu qu'on ait choisi £ assez
petit.

Soit maintenant V^ l'espace des fonctions holomorphes bornées
dans l'angle \im t\ < £ re t.

(1.25) LEMME. - Pour tout A, // existe des constantes £ , c , B
et une application linéaire continue U : S^ -> Ye telle que si g = V(s\
on a :

8W- î S., r-^ < C B^ | rl-^ NP
o

Preuve. — Posons

g(t) = ̂  ^A// /(X) d\ = / ^jT ^ /(XO dX

où /= V(^) est la fonction fournie par le lemme (1.21). On a alors

8(t) - É s? rp = l f_^ (eiK ~ ̂  ^ ̂ ) f^t) d\
o 00 o
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L'intégrale converge si \im t\ < e re t et on a

V . .-J ̂ ,..,. i^ r^.N -.«xi1/2
.(O-Y^- ^lISlll^/;^-^2^

0

m"^ f9 N[ 4. \\ î
= C I I S I I Ï-L- 4 v J - < C I IS I I BN N ! \t\-^ .

N ! 2N -h 1

Fin de la démonstration du théorème.

Dans ce qui suit, je pose t^ = (S S2)^2 (je choisis la détermination
positive pour Ç réel =^ 0) ; c'est une fonction holomorphe pour

\im Cl < \re Ç| , et on a -J- > (—.——y72 pour \im $| < c \re Ç|).
|Ç| \1 + b /

Pour A assez grand, l'application qui à (x , Ç) associe la suite

S(^,S) = (^ a^x ,£ ) ) p = 0 , 1,. . .

est holomorphe de K(£, R), à valeur dans S^ et on a IISOc , ^HA < ^ISI-

Posons alors, (V est l'opération du lemme 1.22)

û ( x , Ç ) = V(S(x^) , ^)

c'est une fonction holomorphe dans K(c, R) et on a

a ( x , S ; ) - ^ ^(x,Ç) < C A ( I Ç I ) B N N ! 1^1^
o

qui exprime ((1.12)) qu'on a a ^ E û^.

8. Transformée de Fourier des symboles analytiques.

[Dans ce qui suit, on fait v = 0 i.e. il n'y a plus de variable x].
Soit û(Ç) un symbole analytique, défini pour Ç grand, de degré

- m (on a donc lû^XclÇI^ pour I C I > R, | /mz |<£ |^Ç| , sic
est assez petit).

<"̂  <"^><>
Définissons a par û(Ç) = ( 0 si |$| < R

< a(Si) si |$| > R
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Soit T^ la transformée de Fourier inverse de ? : c'est une
fonction continue et on a pour <^GÛ3(R")

(1.26) / T^x) ^x)dx = (270-" f{ e1^ a(î,) ^(x) dx dS;
|il>R

(1.27) THEOREME. - On suppose que <p est analytique au voisi-
nage de 0. Alors la forme linéaire a -^ f T^ </? se prolonge conti-
nûment à l'espace de tous les symboles analytiques.

Pour tout symbole a, T^ est ainsi défini comme hyper fonction.
T^ coïncide dans R71 — {0} ivec une fonction analytique dans le cône
\imx\ < e \Re x\ poure assez petit.

Preuve. - Dans la deuxième intégrale (1.26), on va considérer
^'^(Ç) ^>(x) dx d^ comme une forme différentielle holomorphe
et déplacer le domaine d'intégration.

Soit r un nombre assez petit pour que ^ coïncide pour \x\<r
avec une fonction holomorphe dans la boule complexe de rayon r.

Soit \(x) une fonction C00 positive, nulle pour \x\>-r-, égale

à 1 pour \x\ < — •
j

Pour t > 0, posons :

^ = x + it ^(x) —

^ == S ^-it W- R) (1 -X(x))——.M
On a alors pour t assez petit (en notant

dx1 A d^ - dx\ A . . . dx^ A . . . rf^)

(1.28)/T^ = (27T)- // ^-^^) ^(^) ̂  A d^ :
kl>R

Dans l'intégrale (1.28), on a ûfjc' A d^ = 7^ , Ç) rfx A d^ où
7(^ , Ç) est une fonction C°°, bornée pour $ > R.
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La partie réelle de l'exposant ix1 ' ^ est — r|Ç| + R(l — \(x)).
On obtient donc, avec

llûll, „= sup a^) A (ISir1

ld<n
/ ^s e

Ml, = sup f |(̂ )| ûfjc
* <r /- ^

(1.29) 1 /T,^ <Clldl,^ 1 1 ^ 1 1 J ^ l ^ ^ A(|SI)rfS..-<kh R/
' I ^^R '

Comme pour tout symbole a, analytique pour [CI > R, on peut
trouver A comme dans (1.1) telle que (cf. (1.15))

A(ISir1 [exp (- X^ • ^) ̂ ) - a^)]

tende vers 0 quand À -^ 4- 0, uniformément pour |Ç| < R , t < e (si
£ est assez petit), x € R", la première partie du théorème est démontrée.

En changeant encore le domaine d'intégration dans la formule
(1.18), on voit en outre que si <p est nulle au voisinage de 0, on a

J\-^ = f T , ( x ) ^ x ) d x
avec

(1.30) T,(x) = (27rr\^^ e ^ ^ ' a ^ ) d^

x
où on a posé maintenant Ç' = Ç + îc ( ICI — R) —\x\

dÏ = </ç; A d^ A • • • <

on a alors aussi pour |Z| < t 1x1

V;c + Z) = (2ir)-"J^ ^x'^)•y a^'} d^

ce qui montre que Ty se prolonge en une fonction holomorphe dans
le cône \im x\ <E; \re x\, où elle vérifie

C (l^l-^tel
IT,(x)KCj(^>^ e Hrx AdSI)^
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(on a supposé

|û(0^|<(27r)" CA(IÎ I )^

pour !Ç|>R , \im^<e\re^\).

Le théorème est démontré.

(1.31) Si a ^ 0, T^ ^/ M^ fonction analytique aussi au voisi-
nage de 0.

On a alors en effet û(^) < C e ~ ' ^ pour |{| > R si c est assez
grand, € assez petit. Comme a est intégrable, T^ est la fonction défi-
nie par la formule

T,(^=(27^)-/î^^•^a)^.

L'intégrale converge encore pour \imx\ < c.

Nous allons prouver maintenant une réciproque du théorème
(1.27) :

(1.32) THEOREME. -Soit f(x) une fonction holomorphe dans
le domaine \im x\ < £ \re x\ , \x\ < c ; // existe un symbole analytique

û({) (qui est en fait une fonction entière de f), telle que T^ — f soit
analytique au voisinage de 0.

Preuve. — On montrera dans l'appendice de ce numéro qu'il existe
une fonction g holomorphe dans un cône complexe \im x\ < ̂  \re x\
et telle que e 9 ' 1 ' ^ g soit bornée dans tous les domaines :

\im x\ < £' \re x\ , \x\ > R (R > 0)

si on a choisi €/ assez petit.
Soit alors ^ une hyperfonction (cf. [ 8 ]) sur R", égale à g hors

de l'origine ; et soit a(S;) la transformée de Fourier de g (c'est une
fonction entière) :

û(S) =feix^fg(x) dx.

Il s'agit de prouver que a est un symbole analytique (g est la
transformée de Fourier inverse de a). Pour cela, puisque de toute
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façon a est holomorphe au voisinage de 0, il suffît de prouver que
dans le cône \im ^\ <e' \re Ç|, la fonction e~^ a(^) est bornée pour
tout X > 0.

Or, pour tout X > 0, on peut décomposer ^ en une somme :

? = T\ + S,

où T\ est une fonctionnelle analytique portée par la boule de rayon
X/2. (donc puisque X > X/2, n\(Ç)| < c sup \e~ix'^\=c e^^

\x 1 <\

- cf. le théorème de Paley et Witner —),

et S^ est la fonction nulle pour \x\ < X/2, égale à g pour |;c| > X/2
donc (pour ^ , r] réels)

sl (t + "i) ° il>w ' " " " " " liw dx ° f^,, e-w"••J••^'?•

dans la deuxième intégrale, on pose

^ = ^ - ^ (w-^)!-.
v 2 / ISI

L'intégrale converge pour toutes les valeurs de Ç et 17. Pour
h?l < Ef I S I , la partie réelle de l'exposant — i(^ + «7) - ̂  est

^ ISI - ^ I S I kl + x ' r ï < ^- |$| ,

de sorte qu'on a

|S(Ç + W\ < ̂ kl ^^ \e-et^2 dx\ < c ^ld

Ceci achève la démonstration.

Soit a un symbole analytique défini pour ^ grand.
Soit T^ l'hyperfonction définie par (1.27). Soit g comme ci-

dessus, telle que la fonction </? = T^ — g soit analytique au voisinage
de 0.

Soit alors a' la transformée de Fourier de T^ ~ <^, de sorte que
a9 est un symbole analytique (û' est même une fonction entière).
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On a a ^ a ' , car a —y est la transformée de Fourier de <^ qui
est holomorphe et bornée dans un domaine complexe Cç

(\imx\2 < e\rex\2 + e)

et on a

(1.33) LEMME. - Si (R est holomorphe, bornée, dans Cç, la trans-
formée de Fourier de (R est holomorphe, à décroissance exponentielle,
dans un voisinage conique de R" —{0}.

Preuve. - En déplaçant le domaine d'intégration, comme ci-dessus,
on voit qu'on a pour Ç ,17 réels, Ç ^= 0 , \r]\2 < £' |Ç|2

^-^W-fe-^^^^ <^OcW

où on a posé cette fois x ' = x — e ' (\x\ + p.) — (en supposant c' , p

assez petits) ; d'où

!^(S + n?)l < e-^^f ie-^^^'^Çx') dx^

la dernière intégrale converge, et reste bornée, dans le domaine
complexe \r]\ < ̂ \^\ , |^| > ^ . (si c" < £').

Combinant ceci avec le théorème (1.23), on obtient

(1.34) Soit 2 û ^ O c , Ç ) im symbole analytique formel, défini
pour Ç assez grand. Pour tout compact K C Î2, // ^X/A'^ K^Z voisi-
nage complexe V de K et une fonction a(x , ^) holomorphe sur
V x C\ ^//c ^^ a 50/7 ^^ symbole analytique, et a ^ "L a^ (sur V)
(on utilise ici en fait la version "avec paramètre" du théorème 1.32).

9. Appendice.

Soit U un ouvert de C", V/ une fonction C°° sur U telle qu'il
existe une suite 7 .̂ GCD(U), avec 0 < T^ < 1, e^\dff r]^\2 < constante
et pour tout compact K C U, on a 17̂  == 1 sur K pour k assez grand.

Soit <p une autre fonction C°° sur Î2. Soit H() l'espace de Hilbert
des fonctions (mesurables) / telles que

JI/IÇ =f |/|2 e-^ < + oo.


