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SUR LES OBSTRUCTIONS A L’INTEGRABILITE
DES G-STRUCTURES

par Daniel LEHMANN

1. Introduction.

Depuis que D. Bernard ([1]) a défini le tenseur de structure
d’une G-structure d’ordre 1 comme obstruction a I’intégrabilité d’ordre
2, différents auteurs ont tenté de généraliser cette situation a I’ordre
supérieur en définissant une obstruction & Pintégrabilité d’ordre k + 1
d’une G-structure P C H*(V) d’ordre k (i.e. d’'un G-sous-fibré principal
P du LE-fibré principal H*(V) des repéres d’ordre k de V) : cf., par
exemple, [2], [3], [4], [5], [6], [7].

En particulier, cette obstruction prend ses valeurs dans la §-
cohomologie de Spencer Hz’k"’(g) de Palgébre de Lie § dugroupe
structural G, dans le cas ot P est le (k — 1)*™ prolongement d’une
structure d’ordre 1 intégrable a ’ordre k (voir par exemple : Guillemin
[2], Guillemin-Sternberg [3], Singer-Sternberg [6].

Par ailleurs, P. Libermann ([4]) a eu I’idée d’interpréter P'intégra-
bilité a I'ordre k + 1 comme signifiant que lintersection de 2 sous-
fibrés d’un méme fibré se projette sur toute la base.

Nous nous proposons essentiellement de donner une nouvelle
construction de cette obstruction, plus naturelle, et valable plus généra-
lement chaque fois que P est inclus dans le prolongement J* P’ N H* (V)
de la structure P' d’ordre k — 1 obtenue par projection de P sur
H*~!(V). Notre construction est basée sur un formalisme trés simple
exprimant Pobstruction a ce que I'intersection Q' N Q'' de deux sous-
fibrés principaux Q' et Q" d’un méme fibré principal Q - Z se
projette sur toute la base.

Plusieurs conversations avec Madame Buttin et Mademoiselle

Libermann m’ont beaucoup aidé dans la préparation de ce travail. Je
les en remercie vivement.
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2. Quelques rappels.

Soit P C H*(V) une G-structure d’ordre k sur V et J'P la variété
des ljets de sections C* de P - V (I = 1).

Posons n = dim V. Pour toute variété W et tout point weEW,
notons J’w «(W,G) le groupe de Lie des ljets de W dans G, de source
w et de but I’élément neutre e de G, la structure de groupe étant
héritée de celle de G.

PROPOSITION 1. — Pour | <k, la variété J'P, fibrée au-dessus de
P par Papplication but, posséde une structure naturelle de fibré prin-
cipal différentiable de groupe structural J{, R",G).

En effet, Vx €V, Vz€P_, le groupe J; (V,G) opere a droite
de facon simplement transitive sur la fibre (J’P)z de J'P-> P,
Mais, pour / <k, la donnée d’un k-repére z de V en x définit par
projection p : H*(V) » H (V) un l-repére p(z) de V en x, lequel
définit par conséquent un isomorphisme de groupes de Lie

—
p@) :J; (R",G) 2 I .(V,G)

ce qui permet de faire opérer J(',, .(R",G) & droite sur (J'P), , de
fagon simplement transitive.

(Le fait que ce fibré principal ensembliste soit C™ est fastidieux
mais facile & démontrer).

Notations. — On notera J, H* la restriction A P du J(',,e(R" , L5y-
fibré principal J' H*(V) - H*(V) (pour ! < k), et H5*! 1a restriction
a P du L%Y/ fibré principal L**!(V) - H*(V)

1
(ot LEY = Ker(LE*! ~ L) est difféomorphe a @ S, ,(R")* @ R").
) A

PROPOSITION 2.

i) L’;’;’ s’identifie de facon naturelle @ un sous-groupe de Lie
de J; ,(R",L}).

ii) Hf,” — P s’identifie de facon naturelle a un sous-fibré prin-
cipal de JLH* - P. (pour 1< k).
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Soit ¢ un germe de difféomorphisme (R", 0) 3 (R",0) de

source et but 0, tel que j&y = jE (Id)R,, . Soit ¢ : (R*,0) - Lf Ie
germe en O de fonction C de R” dans Lf, défini par :

¥ (a) =jE@_,-v- Tw_la) V a voisin de 0 dans R” |
(ou 7, désigne la translation de vecteur a dans R”). 1l est clair que

v (0) "]o(Id ) et que jiy ne dépend que de j¥*'y. On vérifie

aisément que Papplication 7 : o”lp - ]ow ainsi définie identifie

Lk +,£ 3 un sous-groupe de Lie de Jj ,(R", Ly).

Soit ¢ un germe de difféomorphisme (R” , 0) 35 (V, x) de source
0 et but x, et soit ¢ la section locale de H*(V) = V au voisinage de x
définie par :

() =jkp- T.,,-ly) V y voisin de x dans V .
On vérifie aisément que ji&) ne dépend que de j"H @. Soit
: j¥*1 o > jl o rapplication H**!(V) - J'H*¥(V)
ainsi définie. On vérifie, pour I <k, que (i, i) identifie
H (V) > HY(V)

4 un sous-fibré principal de J'H*(V) -» H¥*(V), d’ou la proposition.

Soit P une G-structure d’ordre k, et P~ !'(1 > 1) sa projection sur
H* ' (V) : P*~! est une structure d’ordre k — I. Il est faux,en général,
que P soit inclus dans J'P*¥~7 : on peut s’en convaincre en prenant
V=R"k=2,1=1,P ={2repéres de R" se projetant sur le 1-repére
canonique de R"}.

Cas particulier P C J' P*~1(k = ).
Nous allons définir un sous-fibré principal 'P - P de J'P - P,
Pour k = 1, on posera §' P = J'P. Supposons désormais k =1 + 1.
L’identification zk , : H¥(V) & JPH*"!(V) consiste 2 associer a

]0 ") (ou ¢: (R",0) = (V,x) est un germe de difféomorphisme) le
jet ]x @ ol ¢ est la section locale de H*~!(V) définie au voisinage de x
par p(¥) =je (por -1 ). L’hypothése faite sur P (P CJ' P* )

permet d’affirmer que si ]o‘PGP ]x¢ appartient non seulement a
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J 'Hk“'(V), mais méme 3 J'P¥~ !, Soit (?’ P), la sous-variété de (J'P)z
formée des j; sge P), tels que

o(x) =z

la projection de j,’co sur J' P¥7 induite par la projection
de P sur P*~7 est égale a i, _ (2).

Notant ¥'P = v ('P), , 9'P > P posséde une structure naturelle
Z€

de sous-fibré principal de J'P — P, de groupe structural J(',’ LR", Gz_ 1)
ol GF_, =Ker(L¥ - L¥") N G. L’intérét de ce sous-fibré principal
provient essentiellement de la

ProrosiTION 3. — F'PNHE* = J'PNHE',

Nous admettrons cette proposition, dont la démonstration ne présente
pas de difficulté.

Intégrabilité des G-structures. — Soit P une G-structure d’ordre k sur
V. On identifiera désormais J'P, HE*! (et §'P si PC J'P*~!) 2 des
sous-fibrés C= de JLH* .

DEFINITIONS.

i) On dira que P est intégrable a l'ordre k + | en un point x de
V si:
vzeP, , (J'P), Nn(HE™), #0 .

ii) On dira que P est intégrable a l'ordre k + 1 si P est intégrable
a lordre k + 1 en tout point x de V.

On vérifie aisément que ces définitions sont équivalentes aux dé-
finitions classiques (rappelées par exemple dans Guillemin [2], avec la
terminologie “I-plat en x”’ et ‘“‘uniformément [-plat”).

Remarques.

1) Si P est intégrable & l'ordre k£ + [, on peut montrer que
JPNHE' - Vest un sous-fibré principal différentiable de H**!(V) :
C’est donc une structure d’ordre k£ + I, qu’on appellera / 'é"’e—prolon-
gement de P, et qu’on notera P¥*! > V. La démonstration consiste
a adapter un raisonnement de P. Libermann ([4] p. 13).
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| 2) Posons, plus généralement, P**! = P NHE*! . Si P est inté-
grable & 'ordre k + /, on a la formule suivante (fransitivité des pro-
longements) :
(Pk+l)k+l+l' — Pk+l+1' VI'=>0

3) SiPestle (k— q)ié'“"’-prolongement d’une structure d’ordre g
intégrable a Pordre k, la condition P C J'P* 7 est vérifie VI < k — q.
Il en est en particulier ainsi pour ¢ =1,/ =1¢et k > 2 : C’est le cas
étudié par Guillemin dans [2].

3. Intersection de sous-fibrés principaux.

La définition ci-dessus suggére de définir I'obstruction a I'inté-
grabilit¢ d’ordre k + [ comme obstruction & ce que lintersection de
deux sous-fibrés principaux différentiables d’un fibré principal se pro-

jette sur toute la base.

Soient donc Q = Z un fibré principal différentiable et Q’, Q"
deux sous-fibrés principaux différentiables de groupes structuraux res-
pectifs I, T, T'"'.

LEMME 1. — Il existe une application ® : Q = T'/T" et une seule
vérifiant :

)@@ -v) =71 -D(q) (T opére a gauche sur T/T").

i) M(@Q) =uy, VqE€Q" (u, = classe d’équivalence de I'élément
neutre de T').

Soit ¢ €Q, et soit YyET tel que ¢-yE€EQ, : la classe yI'"' de
v dans I'/T"' ne dépend que de g, et Papplication ®: ¢ = v I ainsi
définie vérifie i) et ii). Par ailleurs, si (@ est une autre fonction vérifiant

i) et ii), ® et @ coincident sur Q" d’aprés ii), donc sur Q tout entier
d’aprés i).

LEMME 2. — Soit q'€Q,(zE€Z). La classe d’équivalence de
@(q") dans T'\I'/T"" ne dépend que de z : on la notera S(z).

Notons II : I'/T"" - I'\I'/T" la projection canonique :
OI®@(g -y =M@ = N®DQG") .
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D EFINITIONS.

i) La fonction ®: Q - T/T'"" sera appelée torsion de Q" dans
Q.

ii) Sa restriction ® [|Q' : Q' = T/T"' sera appelée torsion de
(Q', Q") dans Q.

iii) La fonction S : Z - T'\I'/T"" sera appelée tenseur de struc-
ture de (Q', Q") dans Q.

PROPOSITION 4. — Soit z €Z. Notons v, le point de base de
\r/r".

Les propositions suivantes sont équivalentes :
Q,NQy#0.

ii) (DIQ.z prend ses valeurs dans T"'[T' NT".

iii) S(z) = »,.

La démonstration ne présente aucune difficulté.

L’équivalence entre i) et iii) permet d’interpréter S(z) comme
obstruction & ce que Q), N Q'] soit non vide.

4, Tenseurs de structure.

Soit P une G-structure d’ordre k sur V.

Si k = 2, nous supposerons en outre qu’elle vérifie :

PCI'P'| (o0 P =PFK Yy,

K
Soit £ = 2 S,(R™)* ® R” Ialgébre de Lie de LY, et notons g; la
l=

n ’

composante homogéne dans S;(R")* ® R"” de la sous-alg¢bre de Lie
@ de £*. La condition P C J'P’ implique évidlemment que

S« CRMH* e G, ,

On appelle cohomologie de Spencer de § en dimension (2 ,k — 1)
Pespace vectoriel,
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H’*""l(g_) _ KCT[IZ\(R")* ® gk—l LA /Z\(R")* ® Sk—-z(Rn)* ® Rn]

Im(R")* g, & ARY* ® g, _,]

ol § désigne I'antisymétrisation du complexe de Koszul
p
p@i A(Rn)* ® Sl(Rn)* ® Rn

des formes extérieures sur R” A coefficients polynomiaux et a valeurs
dans R”.

Nous allons appliquer ’étude du § 3aucasouZ =P, Q = 9}, H*,
Ql — ?IP et Qu — H§+l.
On a alors r=R"Y"* &S (R")*e®R",
I'=®R"Yeg,,
I'"=5,,,(R)*®R" .

(structures de groupes abéliens sous-jacentes aux structures vectorielles,
de sorte que v, est le 0 de I'espace vectoriel I''\I'/T"). Posons

M =S5, ,(R")* & R" .
PROPOSITION 5.
i) T/ = Ker[AR")* @ M & A(R")* @ 5,_,(R")* ® R"] et
Ker[AR")* @ €,_, &> AR™* ®5,_,(R"* ® R"]
en est un sous-espace vectoriel.
Ker[A(R")* ® M & A(R")* @ S,_,(R")* @ R"]
Im[RY* e g, > ARM* ©g,_,]

i) ©'\[r/I"" =

et H*'*=1(8) en est un sous-espace vectoriel.
Puisque T" est inclus dans (R")* ® (R")* @ M et que
S,RY*eM)NT =T",
/T est un sous-espace .vectoriel de
(R")* e (R")* e M

2
=AR"Y*eM
SR e M R")* e M,
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2
le passage aux quotients (R")* ® (R")* ® M - A(R")* @ M n’étant
autre que Pantisymétrisation.

2
Il revient au méme de dire qu’une 2-forme a € A(R™)* ® M est
antisymétrisée d’un élément de (R")* ® S, (R")* ® R", ouque a =0
3
dans A(RM* & S, _,(R™)* (acyclicité du complexe de Koszul) : on
en déduit la partie i). On en déduit aussi la partie ii) puisque
=R eg,
et puisque les classes d’équivalences dans I'/T"' sont les antisymétrisées
des 1-formes & coefficients dans S, (R")* ® R".
Puisque §, C(R")* ®§,_,, l'espace §((R")* ®§,), qui est 3
2 2
priori dans A(R")* ® M, est en fait dans A(R")* @@, _, .

PROPOSITION 6. — Pour que P soit intégrable a l'ordre k + 1, il
faut et il suffit que la torsion ®|F'P de (g’ P,H,'f”) dans ?},H"
prenne ses valeurs dans 8 (R™)* ® Gy), ou que S = 0.

Il suffit en effet d’appliquer les propositions 3 et 4 & la situation
précédente.

PROPOSITION 7. — Supposons toujours PCJ'P' si k=2, ou
k = 1. Le tenseur de structure S prend alors ses valeurs dans le sous-

espace H**~1(8) de I'\I'/I"".
Soit, en effet 6, : TH* (V) -~ E; M; la forme fondamentale

d’espace de repéres sur H* (V) (ot 'on a posé M; = S;(R")* ® R" si
i>1, et My = R") (cf. [2] ou [3]). Pour tout élément z € (H*(V)),

N 2 k—1
et HE (' H*(V)), , notons ®(H) : AR" - @ M, Tapplication
df o A(Il" o p(z)) (ob Il : H—2 T, (V) désigne la restriction a

HC T, (H*(V))

de la projection T, H* V) - T,(V), et ou p(z) : R" = T, (V) dé-
signe la projection de z sur H* (V).
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LEMME 1.

®(H) prend ses valeurs dans M,._, ; et, si HE §'P,
@ (H) prend ses valeurs dans & _, .
Notons en effet Tk, : H**1(V) > H*(V) et

- k k-1
me': e M; > ® M,
i=0 ! i=0 !

les projections canoniques.
On a alors la formule suivante (cf. [3]) :
ng‘—l) dOy .y =+ 05,041 -
D’autre part, (I, )1 6, =TX~'.06,,,, de sorte que
Tk, D)7 d0, =+ [0541,0,4,] .

Enfin, (' H"(V))z coincide avec I'ensemble des sous-espaces hori-
zontaux H de T, (H*(V)) tels que 6 |g prenne ses valeurs dans M,
(c’est cet espace qui est considéré dans [2]). Ainsi, si X, est un
vecteur appartenant a un tel espace H, tout relévement X, ,, de X,
dans H**'(V) vérifie : 0,,,(X;,,) EM, ® M, . Si Y, est un autre
vecteur de H, on en déduit que

do, (X, ,Y,) =+
+ [0k+1(xk+l) ’ 0k+l(Yk+l)] € [MO ® le H MO ® Mk] C Mk——l .
Comme, par ailleurs, la restriction de 6, a P prend ses valeurs

k-1
dans @ g, (ou §, = R"), on en déduit le lemme 1.

. 2
LEMME 2. — La fonction ® : §'H*(V) - A(R™)* @ M,._, coin-
cide avec la torsion de H**'(V) dans g'H* (V).

D’aprés le lemme 1 du § 3, il suffit de vérifier que

) DH-a) =— da +DH) VHEFH (V), VaER")* e M,
i) @(H) = 0 VHEH**(V).

Soient % et ¥ 2 vecteurs de R”. Posons :

X, = {5 o p@) (@) , X}, = (5!, 0 p(2) W) ,
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Y, =" e pE) (D) et Y, =5, e p@) ().

Désignons par Xi,;, Xisr»> Yesr» Yy des relévements de ces
vecteurs en des vecteurs tangents 3 H**!(V) en un méme point : il
existe alors A, et B, €g, tels que

Opv1 Kgy) = d + Ag s 0g 41 (Ygyy) = v+ B,
Oy Kpa)) = % + Ay + a(@) , 0,4, (Yyy)) =7 + B, +a(¥) .
On en déduit :
(@H - a) — DH)) (@ A7) =
=[d +A, +a@),v+B, +a()] — [ + A,V + B,]
= [a(@), V1~ [a(¥) , ¥)
=—8a(u AV) , doli).
D’autre part, si He€ (H* “(V))z , il existe une carte locale

¢ (R*, 0)—§> (V,x) telle que z =j(',‘ v, H =j(',°+1 . Le relévement
canonique 2}5" : H*(R™) - H*(V) a une application linéaire tangente
en j(',‘(IdR,,) qui ne dépend que de H : si 0, :a > j{,‘ 7, désigne la
section canonique de H¥(R™), H est I'image, par cette application
linéaire tangente, de I’espace tangent H, & I'image de o, en 0,(0).
Comme, d’autre part, si 0,‘: désigne la forme fondamentale de H* (RM),

(@*)"1(0,) = 67, Tidentité D(H) = 0 résulte de ce que d6S|, =0,
AH
doi i), °

Il résulte des lemmes 1 et 2 que la torsion de (glP s H',f“) dans

2
JyH* prend ses valeurs dans A(R")* ® g, _,, d’ol la proposition 7.

Remarques.

1) Un élément HEJ'P est un “élément de connexion sur P".

2
Si HEF'P, le cocycle ®(H) € A(R™)* @ M sera appelé torsion de cet
élément de connexion.

2) “Le principe de la démonstration de la proposition 7 consiste
a démontrer que notre définition du tenseur de structure est équiva-
lente & celle de Guillemin [2]”.
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3) G opére sur
2
§-cocycles dans A(R")* @ S, _,(R")* ® R"
8(RM* ©g,)

et laisse le sous-espace Hz”‘"(g) invariant. La fonction

I\ =

S:P - I'\[yr”"
est un “tenseur’’ au sens suivant :

Sz-g)=g!'-S(z) VzZEP VgeG.
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