
ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

CLAUDE GODBILLON
Feuilletages ayant la propriété du prolongement
des homotopies
Annales de l’institut Fourier, tome 17, no 2 (1967), p. 219-260
<http://www.numdam.org/item?id=AIF_1967__17_2_219_0>

© Annales de l’institut Fourier, 1967, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales de l’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique l’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/legal.php). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AIF_1967__17_2_219_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/legal.php
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Ami. Inst. Fourier, Grenoble
17, 2 (1967), 219-260.

FEUILLETAGES AYANT LA PROPRIÉTÉ
DU PROLONGEMENT DES HOMOTOPIES

par Claude GODBILLON

Introduction.

Les variétés feuilletées, introduites par C. Ehresmann et
G. Reeb, ont jusqu'à présent été essentiellement étudiées d'un
point de vue géométrique. On peut cependant espérer que les
méthodes de la topologie algébrique permettent un abord
nouveau et fécond de cette théorie.

Dans cette direction peu de résultats sont actuellement
connus. On peut par exemple citer la formule de Poincaré-
Reeb pour les feuilletages de codimension 1 définis par une
forme de Pfaff complètement intégrable ([17]); on peut aussi
mentionner une étude entreprise récemment par R. Deheuvels
et utilisant des techniques de géométrie différentielle.

L'objet de ce travail est de faire une étude homologique d'un
type de feuilletages dont le comportement est voisin de celui
des fibrations : les feuilletages ayant la propriété du prolonge-
ment des homotopies.

On peut d'ailleurs rappeler à ce sujet que tout feuilletage 9
de dimension 1 du plan R2 possède les propriétés suivantes :

1) chaque feuille de 9 est fermée et homéomorphe à R
(Bendixon, Kaplan) ;

2) l'espace des feuilles R2/? de 9 est une variété topo-
logique de dimension 1 (en général non séparée) simplement
connexe et à base dénombrable (Haefliger, Reeb);

3) la projection p : R2 -> R2/? est une fib ration localement
triviale (Whitney).
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Plus généralement, une relation d'équivalence p sur un
espace topologique X a la propriété du prolongement des
homotopies si la condition suivante est satisfaite : « étant
données deux simplexes singuliers f et g de même dimension
de X équivalents points par points {f{x) ~ g(x) pour tout x),
on peut suivre toute déformation de f en une déformation
équivalente de g ».

Cette notion généralise celle de fibre au sens de Serre :
l'espace topologique quotient X/p (ou plus généralement la
base du fibre) ne joue ici aucun rôle.

La propriété du prolongement des homotopies est par
exemple vérifiée par les relations d'équivalence suivantes :

1) classes à gauche d'un groupe topologique module un
sous-groupe (généralisation de la fibration localement triviale
d'un groupe de Lie sur l'espace homogène associé à un sous-
groupe fermé) ;

2) groupe discret opérant continuement et sans point fixe
(généralisation des revêtements galoisiens) ;

3) feuilletage transverse à une fibration dans le cas où le
groupe structural (discret) de la fibration opère sans point fixe
sur la fibre;

4) feuilletage défini par une forme de Pfaff fermée et sans
singularité.

Sous des hypothèses assez faibles sur la topologie de X,
la propriété du prolongement des homotopies (restreinte
d'ailleurs aux simplexes de dimension 0) entraîne que p est
une relation d'équivalence ouverte. Cette notion pourrait
donc conduire à une étude (à peine esquissée ici) de ces rela-
tions d'équivalence dans le cadre de la dynamique topolo-
gique.

Le défaut d'une base topologique pour une relation d'équi-
valence ayant la propriété du prolongement des homotopies
rend en général difficile une étude géométrique directe. Par
contre le cadre semi-simplicial permet d'obtenir une situation
exploitable.

Soit % le complexe singulier de X; la relation d'équi-
valence p s'étend en une relation d'équivalence, notée encore p,
sur % : deux simplexes singuliers f et g de dimension n
sont équivalents si l'on a f{x) ~ g(x) pour tout x e A".
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Cette relation d'équivalence est compatible avec la structure
semi-simpliciale de ââ; il existe donc un ensemble semi-
simplicial quotient S> == ââ/p.

On peut alors caractériser les relations d'équivalence ayant
la propriété du prolongement des homotopies comme celles
pour lesquelles % -> % est un fibre au sens de Kan.

Par conséquent dans ces conditions, si X est connexe par
arcs, les classes d'équivalence de p ont même ensemble de
composantes connexes; et deux telles composantes connexes
ont même type d'homotopie faible. En particulier, si p est
associée à un feuilletage 3 ,̂ toutes les feuilles de S sont
simultanément compactes ou non compactes (dans le premier
cas 9 définit d'ailleurs une fibration localement triviale).

La théorie générale des fibres au sens de Kan conduit aussi
à l'existence d'une suite exacte d'homotopie, d'une suite
spectrale en homologie et en cohomologie, ...

Les fibres de la fibration de Kan % —^ % s'interprètent comme
les complexes singuliers des classes d'équivalence de p munies
de la topologie induite. Mais, lorsque p est associée à un
feuilletage S de dimension p d'une variété paracompacte,
ces fibres sont aussi les complexes singuliers des feuilles de 9
munies de leur topologie fine ; elles ont donc dans ce cas même
homologie que des variétés de dimension p (leur homologie
est par exemple nulle en dimensions supérieures à p).

L'espace semi-simplicial quotient % s'identifie à un sous-
complexe du complexe singulier de l'espace topologique
quotient X/p; mais il en est en général distinct (l'égalité
caractérise les fibres au sens de Serre). Par contre, si p est
associée à un feuilletage 9 de codimension q dont l'espace
des feuilles X/p est une variété topologique (séparée ou non)
l'espace semi-simplicial quotient a même type d'homotopie
que le complexe singulier de X/p; son homologie est donc
nulle en dimensions supérieures à ç.

Mais en général (même dans le cas des variétés feuilletées),
l'espace semi-simplicial quotient S> n'est pas de dimension
homologique finie.

On peut cependant obtenir des résultats de deux types
différents :

1) ceux qui ne font pas intervenir la nature de la base semi-
simpliciale %; par exemple : il n'existe pas sur R" de relation
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d'équivalence ayant la propriété du prolongement des homoto-
pies et pour laquelle les classes d'équivalence soient des sphères
homologiques de dimension paire;

2) ceux pour lesquels une étude directe permet d'obtenir
des précisions sur la nature de % ; par exemple : si 9 est un
feuilletage de codimension 1 de R" ayant la propriété du
prolongement des homotopies les feuilles de 9 sont simple-
ment connexes et acycliques.

Les résultats de ce travail ont été annoncés dans quatre
Notes aux Comptes Rendus de l'Académie des Sciences :
[6J, [7], [8] et [9].



CHAPITRE 1

TOPOLOGIE FINE
ASSOCIÉE A UNE FAMILLE ^APPLICATIONS

On considère un espace topologique E dont on désigne
par S la topologie.

1. Définitions et propriétés.

Soit 3Ê une famille d'applications continues de but E;
on supposera que pour toute application f^S la source de f
est connexe.

DÉFINITION 1. — La topologie fine de E associée à la famille
Ï est la topologie la plus fine sur E qui rende continues toutes
les applications de 3£.

On désignera par S^ cette topologie fine. Plus généralement
d'ailleurs, pour toute partie A de E on désignera par (A, S)
(resp. (A, S^)) l'espace A muni de la topologie induite par S
(resp. par S^e).

Les propositions suivantes sont immédiates :

PROPOSITION 1. — La topologie S^ est plus fine que la
topologie S.

Pour toute partie A de E l'application identique de
(A, î^) dans (A, S) est donc continue.

PROPOSITION 2. — Les composantes connexes de E pour S
sont ouvertes et fermées pour t^e.

On supposera donc dans la suite que E est un espace
connexe. Cette hypothèse n'entraîne pas en général que
l'espace (E, 6^) soit connexe.
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Un cas particulier important est celui où X est la famille if
des simplexes singuliers de E (applications continues dans E
dont la source est un simplexe géométrique standard A") :
^ est le complexe singulier de E. On a alors :

PROPOSITION 3. — Les composantes connexes par arcs de
(E, ©9') sont identiques aux composantes connexes par arcs de
(E, S). Chacune de ces composantes connexes est ouverte et
fermée pour ©9'.

PROPOSITION 4. — Soit C une composante connexe par
arcs de E. Inapplication identique i de (C, ©9') dans (C, S)
induit un isomorphisme des complexes singuliers.

Démonstration.
L'application i : (C, S^) —> (C, S) étant continue tout

simplexe singulier de (C, ©9') est aussi un simplexe singulier
de (C, S).

Réciproquement un simplexe singulier de (C, S), étant
dans tf, est aussi par définition un simplexe singulier de
(E, %), donc de (C, %). L'application i induit donc un
isomorphisme des complexes singuliers.

COROLLAIRE. — Uapplication i: (C, ̂ ) -> (C, S) induit des
isomorphismes des groupes d'homotopie, des groupes d^homologie
singulière et des anneaux de cohomologie singulière.

2. Modèles.

DÉFINITION 2. — Un modèle de E est un couple (M, h)
où M est un espace topologique connexe et h une application
continue et bijective de M sur E ayant la propriété suivante :

tout point x de M possède un voisinage U tel que h soit
un homéomorphisme de U sur A(U).

L'application h est donc localement bicontinue; mais elle
n'est pas nécessairement un homéomorphisme local.

Exemples. — 1) Soit i l'application identique de E; (E, i)
est un modèle de E.
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2) Soit V une variété topologique et soit 9 un feuilletage
de dimension p de V [17]. La topologie fine de V associée
à 9 détermine pour chaque feuille E de ^ (munie de la
topologie induite par la topologie initiale de V) un modèle
(M, h) pour lequel M est une variété topologique de dimen-
sion p.

3) Plus généralement soit X un espace topologique sur
lequel est défini un système dynamique généralisé au sens
de [18]. La topologie fine de X associée à ce système dyna-
mique détermine pour chaque trajectoire de E un modèle
(M, A) pour lequel M est un espace localement connexe.

PROPOSITION 5. — Soit h une application continue et
bijectived9 un espace M sur E; alors h est un homéomorphisme
de M sur (E, S^).

En effet h est tout d'abord une application continue et
bijective de M sur (E, ®^); h est de plus une application
ouverte : si U est un ouvert de M, A(U) est un ouvert de ©^
car À-1 (AU) == U.

En particulier si (M, h) est un modèle de E, h est un homéo-
morphisme de M sur (E, ®|^).

DÉFINITION 3. — Un modèle (M, h) de E est un modèle
régulier si pour tout point x de M il existe un système fonda-
mental (Ui);gi de voisinages de x et un système fondamental
(^i)iei ^e voisinages de f[x) ayant la propriété suivante:

pour tout indice i e I h est un homéomorphisme de Ui sur la
composante connexe de V; contenant h{x).

Si (M, h} est un modèle régulier de E l'espace M est
localement connexe.

Exemples. — Les exemples de modèles donnés précédemment
ne sont pas nécessairement réguliers :

1) Pour que (E, i) soit un modèle régulier de E il faut
et il suffit que E soit un espace localement connexe.

2) Pour que la topologie fine associée à une feuille E de 9
définisse un modèle régulier de E il suffit (mais ce n'est pas
nécessaire) que V soit une variété paracompacte ; en effet
dans ce cas pour tout ouvert distingué U de 3*, U n E est
constitué d'une famille dénombrable de plaques.
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3) Comme dans l'exemple précédent, pour que les modèles
associés aux trajectoires d'un système dynamique généralisé
soient réguliers il suffit que l'espace X soit paracompact.

PROPOSITION 6. — Soient (MI, Ai) et (Mg, Ag) deux modèles
réguliers de E. ^application h^ h^ est un homéomorphisme
de MI sur Mg.

Démonstration.
Soient x^ un point de Mi, y = h^(x^) et x^ = h^Çy).

Soit W un voisinage de x^ ; on peut trouver un voisinage
Ug c W de ^2, et un voisinage Vg de y tels que Ag soit
un homéomorphisme de Ug sur la composante connexe de Vg
contenant y.

On peut aussi trouver un voisinage Ui de x^ et un voisi-
nage Vi c Vg de y tels que h^ soit un homéomorphisme
de Ui sur la composante connexe de Vi contenant y. On a
alors Ui c /^/^(Ua) c A^/^W) $ ce qui montre que h^h^
est continue au point x^.

On montre de même que h^h^ est continue au point ^3.
c.q.f.d.

Si E possède un modèle régulier, il est donc unique à un
homéomorphisme près.

PROPOSITION 7. — Soit (M, h) un modèle régulier de E.
La topologie ^ ^st plus fine que la topologie 6^.

Cette proposition signifie que h est une application ouverte
de M dans (E, S^), ou encore que h~1 est une application
continue de (E, E^) dans M (proposition 5).

Démonstration.
Il suffit de montrer que pour toute application (T de tf, h~1^

est une application continue.
Soient donc o" : A" -> E un simplexe singulier de E, x un

point de A'1, y = d{x) et z = /r^y). Soit W un voisinage
de js; on peut trouver un voisinage U c W de z et un voisi-
nage V de y tels que h soit un homéomorphisme de U sur
la composante connexe de V contenant y.

Il existe un voisinage connexe Z de x dans A" tel que
< r ( Z ) c V ; on a alors a(Z) c A(U) et A-^Z) c U c W. Ce qui
montre que h~1^ est continue en x.

c.q.f.d.
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Remarque. — Cette proposition reste vraie si on remplace if
par une famille d'applications continues dont les sources sont
des espaces localement connexes.

3. Modèles réguliers et variétés.

LEMME 1. — Soient M.p et \q deux variétés différentiables.
Si h est un plongement différentiable et régulier de M dans V,
(M, h) est un modèle régulier de h(M).

Démonstration. — Soit x un point de M. Puisque h est
un plongement différentiable et régulier de M on peut trouver
un système fondamental (U^g^ de voisinages de x et un
système fondamental (V;)^^ de voisinages de h{x) ayant
les propriétés suivantes pour tout i :

1) Vi est difféomorphe à la boule unité B^;
2) Vi n A(M) s'identifie à une section plane de B^;
3) h est un difféomorphisme de U\ sur V, n A(M).

c.q.f.d.
Remarque. — Ce lemme est inexact si l'on ne suppose pas que

le plongement h est régulier. Le plonge-
ment de R dans R2 dessiné ci-contre en
est un contre exemple.

THÉORÈME 1. — Soit (M, h) un modèle régulier de E pour
lequel M est une variété topologique de dimension p. Inappli-
cation h est un homéomorphisme de M sur (E, Ç^).

Démonstration. — On a déjà vu que h est une application
bijective et ouverte de M sur (E, S^) (proposition 7); il
reste donc à montrer qu'elle est continue.

Soit x un point de M et soit U un voisinage de h(x)
dans (E, 6^).

Soit g un homéomorphisme du simplexe /^p sur un voisi-
nage de x dans M. Le composé hg est une application
continue de ^p dans (E, %); hg est donc un élément de ^.
Par suite ^/^(U) est un voisinage de g~l{x) dans ^p et
/r^U) = g(g~lA~l(U)) est un voisinage de x dans M. Ce
qui montre la continuité de h en x.

c.q.f.d.
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Remarque. — Soit ^' la famille des applications continues
de R^" dans E; compte tenu de la remarque suivant la
proposition 7, on démontre de façon analogue que h est un
homéomorphisme de M sur (E, ©9").

COROLLAIRE 1. — Dans les hypothèses du théorème 1, h est
une équivalence dhomotopie faible de M sur (E, S).

Ce corollaire est une conséquence immédiate du théorème 1
et de la proposition 4. (En fait h induit un isomorphisme des
complexes singuliers.)

COROLLAIRE 2. — Soit V une variété topologique paracom-
pacte et soit 9 un feuilletage de V. Si E est une feuille de S
la topologie fine de E associée à ^ et la topologie fine de E
associée à la famille ^ sont identiques.

En effet la topologie fine de E associée à 9 définit un
modèle régulier (M, h) de E (munie de la topologie induite
par la topologie de V) pour lequel M est une variété topo-
logique (voir exemples 2).

COROLLAIRE 3. — Dans les hypothèses du corollaire 2, l^injec-
tion canonique i de E munie de la topologie fine associée à ,̂
dans E munie de la topologie induite par la topologie de V,
définit un isomorphisme des complexes singuliers.

Remarque. — On peut démontrer directement que l'injection
canonique i est une équivalence d'homotopie.

Soit en effet ^ le recouvrement ouvert de la feuille E
(munie de la topologie induite S) associé à l'atlas définissant
le feuilletage S. Le complexe singulier if de (E, S) a même
type d'homotopie que le complexe ifc^ engendré par les sim-
plexes singuliers « petits d'ordre ^ ».

Soit W le recouvrement ouvert de la feuille E (munie de
la topologie fine S') défini par les plaques de S contenues
dans E. Le complexe singulier tf' de (E, S') a même type
d'homotopie que le complexe if'w engendré par les simplexes
singuliers « petits d'ordre W ».

Mais si la variété V est paracompacte on a ^ == ^ ' ^ .

COROLLAIRE 4. — Soit G un groupe de Lie opérant différen-
tiablement et proprement sur une variété différentiable M.
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Pour tout point x de M, on désigne par V^ {resp. H.) la
trajectoire de x {resp. le sous'groupe d'isotropie de x}. La
bijection canonique h de G/H, sur (V.,, S^) est un homéo-
morphisme.

On déduit en effet du lemme 1 que (G/H^., h) est un modèle
régulier de V^.



CHAPITRE II

ENSEMBLE SEMI-SIMPLICIAL QUOTIENT
ASSOCIÉ A UNE RELATION ^ÉQUIVALENCE

1. Ensemble semi-simplicial quotient.

On considère dans ce chapitre un espace topologique X
sur lequel est donnée une relation d'équivalence p (on écrira
aussi x — y pour p{x, y)). On note TT la projection de X
sur X/p.

Pour toute classe d'équivalence E de p on désignera par
(E, S) (resp. (E, S^)) l'espace E muni de la topologie induite
par X (resp. de la topologie fine associée à la famille if de tous
les simplexes singuliers de (E, S)).

DÉFINITION 1. — Deux simplexes f et g de dimension n
de X sont équivalents (relativement à p ) si l'on a f{x) — g{x)
pour tout x e A71.

Cette relation définit une relation d'équivalence, qu'on
notera encore p, sur le complexe singulier 3? de X.

Il est clair que cette relation d'équivalence est compatible
avec les opérateurs de face et de dégénérescence dans 3?. On
peut donc définir un ensemble semi-simplicial quotient
% == 3£/p, et une projection semi-simpliciale p de X sur %.

DÉFINITION 2. — L'ensemble semi-simplicial S> == j£/p est
l'ensemble semi-simplicial quotient associé à p.

Soit b un sommet de ï8, et soit (6) le sous-ensemble semi-
simplicial de % engendré par &. Soit x un point de X
représentant b dans X et soit E la classe d'équivalence de p
contenant x. On a :

PROPOSITION 1. — Le sous-ensemble p"1^) est le complexe
singulier de l'espace (E, 6).
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Démonstration. — En effet un simplexe singulier f de
dimension n de X est dans p"1^) si et seulement si f
est équivalent dans 3£ au simplexe singulier défini par l'appli-
cation constante de A" sur x\ donc si l'image de A" par f
est contenue dans E.

COROLLAIRE 1. — Avec les notations précédentes^ p^Çb) est
le complexe singulier de l'espace (E, î^).

Ce corollaire est une conséquence de la proposition 4 du
chapitre I. On en déduit (voir corollaire 3, paragraphe 3,
chapitre 1) :

COROLLAIRE 2. — Lorsque p est la relation d9 équivalence
associée à un feuilletage de dimension p d'une variété topolo-
gique paracompacte, le sous-ensemble p"1^) a même type
dhomotopie faible que le complexe singulier S une variété topo-
logique paracompacte de dimension p.

2. Rapports avec l'espace topologique quotient»

L'ensemble semi-simplicial quotient È8 peut s'identifier à
un sous-ensemble semi-simplicial du complexe singulier G
de l'espace topologique quotient X/p; en effet chaque classe
de simplexes singuliers de 3É définit un simplexe singulier
de X/p.

Mais en général % est distinct de (° : en effet pour que
l'on ait S) = G il faut et il suffit que tout simplexe singulier
de X/p se relève en un simplexe singulier de X.

Cette dernière condition n'est par exemple pas vérifiée
lorsque p est la relation d'équivalence sur le tore T2 associée
à un sous-groupe à un paramètre non compact; dans ce cas la
topologie quotient de T2/? est en effet la topologie grossière.

On a cependant :

PROPOSITION 2. — Soit (X, jf, B) un fibre au sens de Serre
et soit p la relation dîéquivalence sur X associée à f. Alors:

1) (X, il, X/p) est un fibre au sens de Serre;

2) l'ensemble semi-simplicial quotient S!> est égal au complexe
singulier G de X/p ;
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3) la bijection canonique continue h de X/p sur B induit
un isomorphisme des complexes singuliers.

Démonstration. — On a un diagramme commutatif

Xy\
X / p — — B

Soient g une application continue de A71 dans X et F
une application continue de A" X 1 dans X/p telles que
7cg(;r) == T{x, 0) pour tout x e A". On a donc

hr^g(x) == fg{x) === hT(x, 0) pour tout x e A".

Il existe par suite une application continue G de A" X 1
dans X telle que fo G = h o F, ou encore TT o G == F;
ce qui montre 1).

Puisque (X, TT, X/p) est un fibre au sens de Serre, toute
application continue d'un polyèdre fini et contractile P
dans X/p se relève en une application de P dans X; en
particulier tout simplexe singulier de X/p est la projection
d'un simplexe singulier de X; ce qui montre 2).

Enfin, puisque tout simplexe singulier de B se relève en
un simplexe singulier de X, h induit un isomorphisme des
complexes singuliers.

c.q.f.d.

PROPOSITION 3. — Si la projection 11 de X sur X/p
admet une section locale continue au voisinage de chaque point
de X/p, l7injection canonique de S) dans 6 est une équivalence
d'homotopie.

Démonstration. — Soit ^ == (U;)^ un recouvrement de
X/p par des ouverts Ui sur lesquels il existe une section
de TC; et soit 61 l'ensemble des simplexes singuliers de X/p
dont l'image est contenue dans un des ouverts Ui. Il est
clair que 61 est contenu dans %.

On peut construire, par subdivision barycentrique, une
rétraction r du complexe des chaînes singulières

C(X/p; Z)=C((3; Z)


