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SUR LA GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE
DES GROUPES DE LIE DE DIMENSION INFINIE
ET SES APPLICATIONS A L'HYDRODYNAMIQUE

DES FLUIDES PARFAITS (1)

par V. ARNOLD

En l'année 1765, L. Euler [8] a publié les équations des mouvements
d'un corps rigide, qui portent son nom. Il ne semble pas inutile de marquer
le 200e anniversaire des équations d'Euler par un exposé moderne de la
question.

Les mouvements eulériens du corps rigide sont les géodésiques sur
le groupe des rotations de l'espace euclidien à trois dimensions, muni d'une
métrique invariante à gauche. La théorie d'Euler, essentiellement, n'utilise
que cette circonstance; donc les équations d'Euler sont encore valables
pour un groupe arbitraire. Pour les autres groupes on obtient les « équa-
tions d'Euler » du mouvement d'un corps rigide dans l'espace à n dimen-
sions, les équations de l'hydrodynamique des fluides parfaits, etc.

Le théorème d'Euler sur la stabilité des rotations autour du plus
grand et du plus petit axes de l'ellipsoïde d'inertie a également des analo-
gies dans le cas d'un groupe arbitraire. Dans le cas de l'hydrodynamique
cette analogie est une extension du théorème de Rayleigh sur la stabilité
des écoulements sans point d'inflexion du profil des vitesses (voir § 10).

Comme autre application de la théorie d'Euler, on démontre au § 8,
la formule explicite de la courbure riemanienne d'un groupe, muni d'une
métrique invariante à gauche. Au § 11, cette formule est utilisée pour
l'étude de la courbure du groupe des difféomorphismes, dont les géodé-
siques sont les écoulements des fluides parfaits.

Dans ce qui suit, j'ai tâché, conformément à l'appel de N. Bour-
baki [6], de substituer toujours les calculs aveugles aux idées lucides
d'Euler.

(1) La plupart des résultats ont été annoncés dans [l], [2], [3], [4].
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1. Notations modernes.

Soient G un groupe de Lie, U son algèbre de Lie. Une courbe g (t)
est une application g : B -> G. Le vecteur vitesse g == dg/dt appartient à
l'espace tangent à G au point g, nous noterons cet espace tangent TGg.
Evidement, TGe == U.

Soit g ç G. Les translations à gauche et à droite Lg et Ry sont des
applications du groupe G dans G, définies par

Lgh=gh, Rçh=hg, (A ç G). (1)

Les applications induites des espaces tangents seront notées

Lg : TG, -> TG^, R, : TG^ -> TG^. (2)

On notera Adg l'application de l'algèbre U dans elle-même

Arf,ç==R^L,Ç, (ççit). (3)

On notera exp. : U -> G l'application naturelle de l'algèbre dans le
groupe;

exp (ft) = g(f\ (t ç. R, f ç U, g ç G) (4)
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est un groupe à un paramètre à vecteur vitesse d g / d t \ ̂ o = /. On notera
pour ç ç U, Y; ç U

[Ç, ^] € 11

l'opération de commutation d'algèbre, qui est bilinéaire et définie par

exp [ç, ïj] = exp ç exp 7; exp (— Ç) exp (— Y]) + 0(ç2) + 0(rf).

Il résulte de la définition du commutateur et de (3) :

Adexp (ft) ç = ç + r [/, Ç] + 0 O2), (r-^ 0). (5)

Le commutateur est anti-symétrique et vérifie l'identité de Jacobi :

[Ç + t^ Ç] = [Ç, Ç] + r [Tj, Ç], [Ç, 7;] == —— [Tj, Ç]; (Ç, 7Î, Ç € U),

[[Ç, ïiL ç] + [Eïî, ç]» 0 + [[ç> CL îi] = 0 (6)

L'opérateur Adg est un automorphisme d'algèbre; pour g variable,
les opérateurs Adg forment une antireprésentation du groupe :

Adg [ç, Y)] = [Adg Ç, Adg T}]; Adgj, = Adn Adg. (7)

Le dual de l'espace tangent TGg sera appelé espace cotangent et noté
T*Gg. Un élément Ç ç T*G^ est une forme linéaire sur TGg, sa valeur
sur Y] ç TG^ sera notée

(Ç,r j)£l t , Ç€T*G,, 73 ç TG,. •

Les opérateurs conjugués à Lg, Rg seront notés

L*g : T*G,, -> T*G,, R% : T*G,, -̂  T^G,.

Ces opérateurs sont définis par

(L% ç, Yj) == (Ç, Lg rJ), (R% ç, 7i) = (Ç, R, îj).

Enfin l'opérateur Ad* g : U* -» U* est défini par

(Arf%ç,7j)=(Ç,A^7)). (8)

Soit -C : U -> U* un opérateur symétrique :

o?ç, y,) = o ,̂ ç). ç^eu.
Définissons l'opérateur symétrique J?^ : TGg —> T*Gg par la transla-

tion à gauche :
J?,Ç=L^L,-xÇ.
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L'opérateur £ sera supposé défini positif, c'est-à-dire que le produit
scalaire de ç, 7; ç. TGy

<^).=(A^)=(^Ç)=<ÎI,Ç), (9)
est une forme définie positive. Le produit < , )g définit sur G une métrique
riemannienne, invariante à gauche.

Le produit < , )e dans l'algèbre sera noté { , ). Introduisons l'opération
B : II X U -> U définie par

<[û, b], c) = (B(c, û), b) pour tout b ç IX. (10)

Evidemment, B(c, a) dépend de c et a bilinéairement et pour c fixé,
(B (c, û), b) est antisymétrique en a et & :

<B(c,a),&) + <B(c,&),û)=0

Ari,
(11)

U U

J?

L*.

TG,

[e-
TG,

Ad*.

Ro

R*o

U* U*

Diagramme D.

2. Notations classiques.

En mécanique du corps rigide, les objets définis ci-dessus portent
les noms suivants :

G==SO(3)
8

l'espace des configurations;
configuration du corps rigide;



GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE DES GROUPES DE LIE 323

mouvement du corps rigide;8(t)

è
U=R 3

[̂wc = L^-i g ç u
œ< == R^-i ̂  = A^ (Oc
^
M=J?^
U*
Mc=L^M==J?o)o
M, = R% M = AriVi Me

vitesse de rotation;
l'espace des vecteurs-rotation;
le produit vectoriel dans B3;
vecteur-rotation par rapport au corps;
vecteur-rotation par rapport à l'espace;
l'opérateur d'inertie;
le moment cinétique;
l'espace des moments cinétiques;
le moment cinétique par rapport au corps
le moment cinétique par rapport à l'es-

pace;

T = — (g, g)g = — (o)c, (Oc) •==• — (Me, (De) = — (M, ^l'énergie cinétique.
Z Z Z JL

Le principe de la moindre action affirme que les mouvements d'un
corps rigide, fixé en un point, sont (en l'absence des forces extérieures)
les géodésiques (2) du groupe G, muni d'une métrique invariante à gau-
che (9). A chaque géodésique g(.t) correspondent 4 courbes

œc (r) € U, œ, (t) £ U. M^t) £ U*, M,(t) ç U*. (12)

3. Les Théorèmes d'Euler.

Euler a démontré pour les courbes (12) et G=SO(3), les deux
théorèmes suivants.

THÉORÈME 1. — Les courbes (12) vérifient l'équation à9 Euler

^ ^ ...
dt

— L-^O "^CJ (13)

THÉORÈME 2. — Le moment par rapport à l'espace est invariant :

dM.
dt °-

(14)

(2) Une courbe g (t) dans l'espace riemannien est une géodésique, si elle est
1 r1 /•

une extrémale dé l'intégrale — ( g , g } d t («action»).
1 J

[»).
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Avec les notations du § 1, on peut écrire la formule (13) sous la
forme

d{Ûc

dt
=B((D«, COc) (Oc = î̂ -i g. (15)

Nous démontrerons les formules (14) et (15) pour le cas général
d'un groupe de Lie arbitraire G.

FIGURE l.
Les vecteurs tangents à G sont représentés par des flèches droites; les vecteurs
cotangents, par des séries de hachures parallèles, représentant les plans de niveau

d'une 1-forme correspondante sur l'espace tangent.
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4. Démonstration du premier théorème (TEuIer.

La translatée à gauche d'une géodésique d'une métrique invariante
à gauche est encore une géodésique. Donc, la dérivée dtûc/dt dépend
seulement de o)c et pas de g :

-^FO^.dt
Pour trouver la forme de cette fonction universelle F(o)c), il suffit

de considérer la géodésique g(t) avec g(0) == e, g(0) ==. coc.

Pour étudier cette géodésique, écrivons l'équation d'Euler-Lagrange
dans un système de coordonnées particulier au voisinage du point e ç G.
Notamment, l'application exp : U —> G nous permet de considérer le voi-
sinage de 0 dans U comme une carte du voisinage de e dans G. L'espace
tangent à U en a, THa, s'identifie naturellement avec tt.

LEMME 1. — Considérons l'opérateur Lo, induit par la translation à
gauche Lexpo '"

La : U = T Uo -> T U, == U. (16)

Pour cet opérateur

La Ç = Ç + y [a, Ç] -h 0 (a2) a [ -> 0. (17)

Démonstration du lemme 1. — On sait que tous les calculs sur les
groupes et algèbres de Lie peuvent être effectués comme sur un groupe
de matrices. Par exemple, pour tout a, b ç U

(expû)(expfc)=exp(a + b + — [a, b] + 0 (a2) + 0 (b2)} (18)

(a, b -» 0).
En posant dans (18) b = çr, t -» 0, |û| -» 0, on trouve

(expû)(expÇr)== exprû+^ç + — [ û , Ç ] + 0(a2))r+ 002)1

ce qui équivaut à (17). Le lemme 1 est démontré.
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Démonstration de la formule (15). — Soient maintenant q les coor-
données cartésiennes dans l'algèbre U, munie d'une métrique < , ). Au
voisinage de e ç, G, on peut utiliser q comme coordonnées locales. Soit
g(t) une courbe dans G. Conformément au lemme 1, les coordonnées
q ç U du vecteur vitesse g sont liées au vecteur (3) œ == L^-i g par la
formule

a>==<7—y[^] + 0(q2) \q -> 0. (19)

Par conséquent, la fonction de Lagrange L(<y, q) est donnée par la
formule

2L = <œ, œ> = {q, q) — {q, [q, q]) + 0(q2), (\q\ -> 0) (20)

En utilisant (10), (19) pour calculer les dérivées partielles de L, on
trouve les impulsions p == ôL,/Qq :

P=4—y[^]—yB(^) + W)

= œ——B(œ,^) + 0(q2). (21)
Zi

Conformément à (19), (20), (21), l'équation d'Euler-Lagrange

âL
P= ôq

c'est-à-dire

P = y B(g, q) + 0^) = y B(œ, a)) 4- Ô(q) (22)

devient

œ——B(œ,co)=—B(œ,œ)+0(^) . (23)

Quand q = 0, (23) devient (15). Le théorème 1 est démontré.

Remarque. — II résulte aussi de (21), (22) que pour une géodésique
q(f) avec q(0) == 0, on a

q(0) = B (<7(0), g(0)) = B (œ, œ). (24)

(3) Ici et dans le calcul qui suit, l*indice c est omis pour simplifier les formules.
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5. Démonstration du second théorème d'Euler.

Le second théorème d'Euler est un cas particulier du « théorème de
Noether ». Mais pour la suite, il est utile de calculer indépendamment
dMs/dt. Ici, le vecteur Ma ç U*, conformément au § 2, est

M.(0=A^^J?œc(0.

LEMME 2. — Soient g(f) une courbe dans le groupe G, Ç un élément
de l'algèbre U. Considérons dans l'algèbre la courbe définie par

Alors

où

A(Q=A^-x^Ç (25)

-^(0=^0),^)] (26)
dt

Ç(O=L^. (27)

Démonstration du lemme 2. — Conformément à (27) on a

g(t + df) = g(f) exp (Ç(0 dt + 0(A)2).

Donc, en substituant (25) dans (3) et en négligeant 0(dt)2, on trouve

A(t + dt) = Adg-i(t-[.dt) Ç = Rexp (Çdt) Lexp (-f(M) Rflr L^-i Ç ==

= Rexp (Sdt) Lexp (~f(M) A(r) == A^exp (-fd0 A(^).

Conformément à (5), cette dernière expression est

Adexp(-f^) A(Q = A(Q + [A, ç] A + 0(A)2

ce qui démontre le lemme 2.

LEMME 3. — «Sï dans le lemme 2, ^(0 == ef\ alors

AO) = Ç + ^ [Ç, fl + -^ [[Ç, /], ̂ ] + ... (28)

Démonstration du lemme 3. — Le vecteur (27), ^(t)=f ne dépend
pas de t pour g(t) = ^/t. Donc (26) donne
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dA d2A
=[A,fï,——=[.[A,fî,n,...

dt ' "" dfi
Mais comme A(0) = ç, (28) est démontré.

Remarque. — Si A(() = A^(() Ç, alors

d
,A(f)=[Aœ, •>i(f)], (29)

dt
où

ï ) ( f )=—R^. (30)
w

Car, conformément au lemme 2 (29) est valable avec

rl(t)=idg-l(t), et dg-^t)=—^-^ds.
dt dt dt

Démonstration de la formule (14). — Par définition,

M,(t) = Ari^-i^ J? coc(r) ç U*. (31)

Considérons Ç ç U. Conformément à (8), (31), (9),

(M,, Ç) = O? œc, A^-i Ç) == (0)0, A^-i Ç).

Maintenant le théorème 1 et le lemme 2 donnent

——-89.—— = (B(c0c, o)c), A) + (<0c, [A, coc])
a^

avec A = Aûf^-i ç. Donc, par définition de l'opération B (10),

rf(M,,ç)/A=0

pour tout Ç, ce qui démontre le second théorème d'Euler.

6. Les mouvements stationnaires.

Considérons maintenant plus attentivement le système des équations
d'Euler

dco
dt -B(œ,co)
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qui déterminent l'évolution du vecteur co dans l'algèbre U. Soit v un point
stationnaire du système (32) :

B(v,v)==0.

Alors, la géodésique g(t), issue du point e ayant comme vitesse ini-
tiale g(0) = v, est un sous-groupe : g(t) = exp vt. Car d'après (15), (33),
pour tout t :

- dg y dexp(yt)
L.g-i ———— =V= Leip (-vt) ———-.-———.

dt dt

DÉFINITION. — La géodésique g(t) s'appelle ^mouvement station-
naire », si elle est un sous-groupe à un paramètre,

Nous venons de démontrer, que les mouvements stationnaires sont
les seuls mouvements, pour lequels le « vecteur-rotation par rapport au
corps » œ == L^-i g est constant : d) = 0.

Pour le corps rigide habituel (G = SO (3)), les mouvements station-
naires sont les rotations autour du grand, du moyen et du petit axe de
« l'ellipsoïde d'inertie ». Dans le cas général, les mouvements stationnaires
jouissent d'une propriété extrémale intéressante. Pour décrire cette pro-
priété, nous commencerons par quelques remarques.

LEMME 4. — Le système (32) admet l'intégrale première d'énergie

E=y<co,œ). (34)

Démonstration. — Conformément à (32), (10)

É = <œ, (î)> = ((0, B(œ, (o)> = <[ù), co], co> = 0, C.Q.F.D.

DÉFINITION. — Sous le nom de « feuilletage », je vais comprendre
chaque décomposition en classes d'équivalence d'une relation d'équiva-
lence quelconque. Je vais dire qu'un feuilletage d'algèbre U est invariant,
si avec un point œ(0), toute la trajectoire o)(0 du système (32) appartient
à une même feuille.

Exemple. — Conformément au lemme 4, la décomposition de U en
surfaces de niveau de E est un feuilletage invariant. Les feuilles sont les
sphères <œ, œ) == 2E > 0 et le point œ = 0.

24
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Le second théorème d'Euler fournit un autre exemple de feuilletage
invariant.

DÉFINITION. — Les vecteurs œ ç II et œ' € U wnr « isotournants »,

tu /<w (x)'

s'il existe un g ç. G tel que

A.d*g£tù=£tû\ (4) (35)

LEMME 5. — La relation ^ définit un feuilletage invariant dans U.

Démonstration. — Evidemment, œ -' œ. L'équation (7) entraîne les
relations (a> ̂  o/)=> (o/ ̂  œ) et (co ̂  œ' ̂  o/O => (a) ̂  o/O. Donc
^ est une relation d'équivalence. L'invariance des feuilles résulte de (14),
(31), (35). Le lemme 5 est démontré.

Dans ce qui suit, les mots feuille, feuilletage, désignent le feuilletage
de l'algèbre U en feuilles de œ isotoumants. Evidemment, ces feuilles sont
les images linéaires d'orbites d'action adjointe Ady 0 du groupe dans
l'algèbre.

Exemples. — Pour G=SO(3) (corps rigide) les feuilles sont des
ellipsoïdes concentriques et le point

« M,(<o),M.(o)) » ==C

où « , » est le produit bi-invariant dans U*. Pour G = SO (n), les
feuilles sont les « variétés de drapeaux ». Pour le groupe des homothéties
et translations d'une droite, les feuilles sont deux demi-plans et tous les
points de la droite qui les sépare.

THÉORÈME 3. — Les points stationnaires v du système (32) sont les
points d'extremum conditionnel d'énergie E sur les feuilles cTtû isotour-
nants avec v.

Pour la démonstration du théorème 3, on utilisera quelques calculs.

(4) En dynamique des corps rigides, les œ isotoumants correspondent au même
moment cinétique. En hydrodynamique, ce sont les champs de vitesses < isorota-
tionnelles » (voir [1]).
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LEMME 6. — Soient (û ç. U, f ç. U, et

œ(0 = K-1 Ad*ef^ £ œ. (36)
Alors :

chu
——=B((O,/), (37)dt

o)(0 =(o + ^B((O,/) + —B (B(co,/),/) + ... (38)

Démonstration. — Pour tout Ç ç U, en utilisant (36), (9), (8), (9),
on trouve :

< œ (t), ç > == <^-i Ad*^ J?œ, Ç ) = (Ad^r* ^CD, Ç) =

= 0?co, Ad er< Ç) = < o), Ad er< Ç ). (39)

Pour chaque Ç £ H, conformément à (39), (29) et (10), on a pour
t=0

d<û dA
<^p S > = ̂ -^T-) = < œ, [/,A]} = < B (co, /), Ç >, (40)

où A (^ == Adeft Ç. Comme Ç est arbitraire, la formule (40) démontre
(37) pour t = 0. La formule 36 entraîne l'identité

œ (fi + ^2, a) (0)) = o î, œ fe, <JD (0))).

Par conséquent, la formule (37) est démontrée pour tout t. D'où les
dérivées

<P (o dn ù)
-^- = B (B (a), ^), /);...; -^- = B (... (B (œ, /), .... /);...

ce qui est équivalent à (38). Le lemme 6 est démontré.

Démonstration du théorème 3. — Soit Ç un vecteur tangent à une
feuille au point v. Les feuilles étant orbites d'une action différentiable du
groupe G (voir (35)), il existe / (Ç) £ U tel que

v + ^t=<û(t) + 0(t2) r->0

où la fonction œ (t) est définie par (36) avec œ (0) = v.

D'après (37), on a

ç = B (v, /). (41)
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Conformément à (34), (41), (11), la différentielle totale de l'énergie
sur la feuille est

dE = <v, Ç ) = <v, B (v, f) ) = —<B (v, v), f). (42)

La formule (42) montre que dE == 0 pour tout ç si et seulement si
B (v, v) = 0. C.q.f.d., conformément à (33).

7. Stabilité des mouvements stationnaires.

Considérons un système d'équations différentielles ordinaires

x=f(x). XÇR\ (43)

DÉFINITION. — Un point XQ (f (xo) = 0) est stable si

V e > 0 , 3 S > 0 : ( | ^ ( 0 ) — ^ o [ < 6 ) ^ ( \ x ( t ) — x ^ \ < e V ^ > 0).

Supposons maintenant que dans l'espace R^, est défini un feuilletage
invariant par rapport au système (43). Le point Xo est un point régulier,
s'il existe au voisinage de Xo un système des coordonnées locales diffé-
rentiables y (y (x^) = 0) tel que les composantes connexes des inter-
sections des feuilles avec le voisinage soient des plans parallèles de
dimension fixe k pour les coordonnées y.

Soit E une intégrale première du système (43). Supposons que
1) XQ est un point d'extremum conditionnel de E sur la feuille;
2) XQ est un point régulier et que
3) la différentielle seconde de E sur la feuille en Xo est une forme quadra-

tique non dégénérée.
On démontre sans peine un lemme bien connu depuis Lagrange :

LEMME 7. — Un point Xo vérifiant les conditions 1), 2), 3) est un
point stationnaire du système (43). Si, en plus, la différentielle seconde
de E sur la feuille est une forme quadratique définie-positive ou définie-
négative, alors le point stationnaire Xo est stable.

En effet, en coordonnées y

EOO=—(E2y,y) +0(y3) où ?2 y , z ) = (y, Es z\
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É=(E2y,y) + OWy. (y^O).
Si y =7^= 0 pour y == 0, alors pour y assez petit (Es y, y) ̂  0 et E

ne sera pas une intégrale première. Donc, y = 0 et Xo est point station-
naire. L'affirmation de stabilité est évidente (Lagrange, Dirichlet, etc.).

Appliquons le lemme 7 au système (32).

Soit v un point stationnaire du système d'Euler (32). Supposons que
le point v est régulier, c'est-à-dire que v appartient à une feuille de dimen-
sion maximale. Considérons la forme quadratique

2d2E=(B(v,f),B(v,f))+ ( [f, v], B (v, f) ). (44)

THÉORÈME 4. — Si la forme quadratique (44) est définie-positive
ou définie-négative, alors le point stationnaire v est stable.

Ici la forme ^E est considérée comme forme quadratique sur l'es-
pace vectoriel tangent à la feuille

Ç=B(V, / ) , / e u .
Démonstration du théorème 4. — Conformément au lemme 7, il

suffit de démontrer que la seconde différentielle de l'énergie sur la feuille
a la forme (44). La formule (38) définit une application d'algèbre sur la
feuille, qui transforme

/ ->œ=v + Ci + Ç2 + 0(f3),
Çi=B(v,/), 2 ̂ =B(B(v, f),f).

En substituant œ en (34) et compte tenu de (42), (33), on trouve

2 d 2 E = < Ç l , Ç l ) + 2 < v , Ç 2 )

ce qui est équivalent à (44).

Il résulte de la définition de d2 E que la forme (44) dépend essen-
tiellement non pas de /, mais seulement de Ci == B (v, f). On peut, d'ail-
leurs, lé vérifier par un petit calcul :

LEMME 8. — La forme bilinéaire C (x, y) = ( [x, v], B (v, y) ) est
symétrique :

C(x,y)=C(y,x). (45)
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Démonstration. — Conformément à (11), (10), (6), (10), (33)

< [x, v], B (v, y) ) = { B (v, [v, x]), y ) == < [[v, x], y], v )
={[v,[x,yîî,v) + ([x,.[y,v]],v)=
= < B (v, v), [x, y] ) + < B (v, x), [y, v] ) ==

= < [Y, vî, B (v, x) ). C.Q.F.D.

Soit maintenant B (v, /i) = B (y, fs). Montrons que les valeurs cor-
respondantes de d2 E coïncident. Posons x = fi — fs, y == fi. Alors
B (v, x) = 0. D'après (44), (45)

2 (d2 E (/i) — <P E (/a) ) = < [;c, v], B (v, y) ) =
= < [y, v], B (v, ;c) > = 0.

Donc, la forme quadratique (44) ne dépend que de Ç == B (v, f). Mainte-
nant le théorème 4 est une conséquence immédiate du lemme 7.

Remarque. — Considérons les « équations aux variations > des équa-
tions d'Euler (32) au voisinage de v :

ç = B (y, Ç) + B (ç, v). (46)

Les feuilles et l'énergie étant invariantes, la forme (44) doit être une
intégrale première du système (46). D'ailleurs, on peut vérifier la conser-
vation du (P E par un calcul direct.

En effet, d'après (44), (45), (41)

d ^E==<ç ,ç>+<y ,v ] , ç> .
dt

En substituant Ç de (46), on obtient, en utilisant successivement (11),
(45), (41), (10), (45), (11):

-±-^E=
dt

= ( Ç, B(v, ç) ) + < ç, B(Ç, v) ) + ( [f, v], B(v,Ç) ) + < [/.v], B(Ç, v) ) =
= < Ç, B (Ç, v) ) + < [ç, v], ç ) + < [v, [/, v]], Ç > =
= ( [v, [/, v]], B (v, / ))=—<[/, v], B (v, [/, v]) ) = 0,

C.Q.F.D.
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8. La courbure riemannienne des groupes de Lie.

Comme exemple d'application des théorèmes d'Euler, je vais calcu-
ler la connexion (55) et la courbure riemannienne (53) d'un groupe de Lie,
muni d'une métrique invariante à gauche (comparer à [3]).

Soit M une variété riemannienne, x ç. M et ç ç TM.p un vecteur
tangent à M en x. On notera

y (x, ç, t) == y (Ç, t) == y (0 = y

la géodésique (5) sur M, issue de x === y (0) ayant la vitesse initiale
Ç=Y(0) .

On détermine le transport parallèle le long de y

^y(t) ; TM-y(O) -» TMy(t)

à l'aide de la construction suivante.

Soit

Py^,) Yj = -L—^- | y (X, Ç + ïjT, r) € TMy(,) . (47)
t dr T=;<>

Alors
7ly«) Yl = PW) 71 + 0 (0 (̂  -» 0).

La dérivée covariante Vf rj d'un champ de vecteurs tangents r\ selon
la direction du vecteur ç ç TM<p est, par définition, le champ de vecteurs

V,^ = -4- p^) Y! (Y (^ r)) = -^T . . Tcy^ ̂  ̂  (^ r)) 6 THD •
(48)

A |t^o " 1 * ' A l^o

Soient ç, Y] deux vecteurs unitaires orthogonaux de TM<p. On
appelle (6) courbure sectionnelle riemannienne de M selon Ç, T] le nombre
réel

Q , = < — V é V n Ç , r ) > + < V , V f Ç , T j ) — < V { ^ } Ç , T i ) , (49)
où ( , ) est le produit scalaire qui détermine la métrique et où ç, -Y] déno-

(5) C'est-à-dire l'extrémale du « principe de moindre action » S f^2 dt == 0.
(6) Voir par exemple [13].




