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Ami. Inst. Fourier, Grenoble
13 (1963), 1 à 81.

CARACTÈRES DES ALûÈBRES DE BANACH 1NVOLUT1VES
par Alain GUICHARDET (Paris)

INTRODUCTION

La méthode des représentations induites, mise au point par
G. W. Mackey, permet de trouver toutes les représentations
unitaires irréductibles de certains produits semi-directs dits
«réguliers », de groupes abéliens $ nous étudions dans le chapitre n
de ce travail certains produits semi-directs non réguliers;
à vrai dire, nous ne décrivons pas toutes leurs représentations
irréductibles, mais seulement certaines d'entre elles, que nous
appelons « normales »; nous étudions aussi les représentations
factorielles « normales » de ces groupes, et, à côté de résultats
positifs, nous obtenons des contre-exemples à plusieurs conjec-
tures naturelles.

La notion de représentation factorielle « normale » a été
introduite par R. Godement (cf. [14]) pour les groupes locale-
ment compacts unimodulaires ; en fait plusieurs auteurs ont
déjà remarqué que, même pour des groupes très simples, cette
notion n'était pas tout à fait assez large; nous en exposons
systématiquement une extension au chapitre i, en nous plaçant
dans le cadre des algèbres de Banach involutives (sur la défini-
tion des caractères des C*-algèbres, cf. aussi [31]).

Donnons maintenant un résumé plus détaillé du chapitre i ;
les résultats du § 1 sont très semblables à ceux de [14], mais
les méthodes de démonstration diffèrent sensiblement; étant
donnée une algèbre de Banach involutive A admettant une
unité approchée, une représentation factorielle TT de A sera
dite « normale » si i:(A) contient au moins un élément non

l.
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nul admettant une trace dans le facteur engendré par it(A);
nous définissons les traces et les caractères de A de façon à
obtenir une correspondance biunivoque entre d'une part, les
caractères définis à une constante multiplicative près, et
d'autre part les représentations factorielles normales définies
à une quasi-équivalence près (théorème 1).

Le théorème 1 du § 2 concerne la nature borélienne de la
correspondance précédente; plus précisément supposons A
séparable et telle que toute forme linéaire positive centrale
sur A soit continue; si on munit l'ensemble C^i des caractères
de A de type fini et de norme 1 de la structure borélienne sous-
jacente à la topologie de la convergence simple et l'ensemble
Ày des classes de quasi-équivalence de représentations facto-
rielles de type fini de la structure borélienne définie dans [8],
la correspondance en question induit un isomorphisme borélien
de C^ i sur Ây. Le théorème 2 suppose que A est une C*-algèbre
séparable; il affirme d'une part que sur le sous-ensemble Â^or
de A formé des classes d'équivalence de représentations irré-
ductibles normales la structure borélienne de Mackey et la
structure borélienne sous-jacente à la topologie de Jacobson
sont identiques et analytiques; et d'autre part que si on munit
l'ensemble Ci des caractères de type 1 de A de la structure
borélienne la moins fine rendant boréliennes les applications
À -> \ (rr) ou xe. A4" (les caractères sont considérés comme des
applications de A4- dans [0, + oo]) et si A vérifie une hypothèse
supplémentaire assez large, la correspondance canonique entre
le quotient de Ci par la relation de proportionnalité et k^ est
un isomorphisme borélien.

Les résultats du § 3 (relatifs à la décomposition des traces
en sommes continues de caractères) s'inspirent de travaux
non publiés de R. Godement ; celui du n° 2 (unicité de la décom-
position), qui était énoncé sans démonstration par R. Godement,
précise certains résultats connus antérieurement (cf. par
exemple [35], p. 288 et [8], th. 3).

Les produits semi-directs G == Go X Gi étudiés dans le
chapitre il sont supposés vérifier les conditions suivantes :

— Go est discret et dénombrable;
— GI est distingué, abélien et sa topologie est à base dénom-

brable:



CARACTÈRES DES ALGÈBRES DE BANACH INVOLUTIVES 3

— la fonction 1 sur Go est limite uniforme sur tout compact
de fonctions de type positif a supports compacts ;

— une condition, dite « condition (*) », relative aux mesures
positives sur Gi, qui intervient dans [4] pour la contruction
des exemples de facteurs (ch. i, § 9, n° 3).

Le § 1 est consacré essentiellement à la représentation des
éléments de la C*-algèbre A de G par des applications x :
a ->• Xa de Go dans la C*-algèbre Ai de Gi (prop. 1), ainsi qu'à
leur approximation par des éléments pour lesquels Xa est nul
sauf pour un nombre fini d'éléments a (prop. 2); on notera
A60 la sous-algèbre, isomorphe à Ai, formée des x e A pour
lesquels Xa = 0 si a -=f=- eo (élément neutre de Go).

Le § 2 est consacré aux représentations factorielles normales
et aux idéaux primitifs de A; le théorème 1 donne une méthode
pour obtenir toutes les classes de quasi-équivalence de repré-
sentations factorielles de type IIi à partir de mesures positives
sur GI invariantes et ergodiques pour l'action de Go; cette
méthode est celle utilisée dans [29] pour construire des exemples
de facteurs. Le théorème 2 donne une méthode pour obtenir
toutes les classes d'équivalence de représentations irréduc-
tibles normales (telles que ^ (A^°) soit de rang infini) à partir
des trajectoires infinies discrètes de Go dans ôi; cette méthode
est basée sur la notion de « système cinématique » exposée dans
[36]. Le corollaire de la prop. 4 établit une relation entre le
genre (CCR, GCR, NGCR) de A et la nature des trajectoires
de Go dans Gi. Le théorème 3 permet de décrire les idéaux
primitifs 1 de A tels que A^/I n A^0 soit de rang infini, à l'aide
de certaines parties fermées de Gi, exactement les adhérences
des trajectoires infinies de Go $ on a mis en remarque une des-
cription de la topologie de Jacobson sur l'ensemble de ces
idéaux.

Le § 3 est consacré à l'étude détaillée d'un exemple : le
groupe G des transformations x —> ax 4- b où a est une puis-
sance entière de 2 et & un nombre rationnel dyadique; G est
un produit semi-direct vérifiant les conditions requises au
début du chapitre n; A est NGCR.

Dans le n° 2, en utilisant des mesures invariantes ergo-
diques sur GI assez voisines de celles considérées dans [33],
nous donnons des exemples de représentations factorielles de
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type1 Hi de A qui ont même noyau sans pour autant être quasi-
équivalentes, ce qui répond par la négative à une conjecture
de J. Dixmier.

Dans le n° 3 on montre que les représentations irréductibles
Tt pour lesquelles ^(A60) est de rang fini sont de dimensions
finies et que leurs classes d'équivalence correspondent biuni-
voquement aux couples (T, 0), où T est une trajectoire finie
de Go dans Gi et 6 un élément de Go; on en déduit que A admet
un système complet de représentations irréductibles de dimen-
sions finies; comme A n'est pas GCR, ceci répond par la néga-
tive à une conjecture de G. W. Mackey ([28], p. 154).

Dans le n° 4 on précise la nature des caractères de type 1 de
A; tout d'abord l'intersection des idéaux de définition de ces
caractères est nulle; de plus, les seuls d'entre eux qui soient des
caractères au sens de [14] sont ceux de type fini; enfin les
idéaux de définition de certains de ces caractères ne contiennent
aucune fonction a support fini sur G.

Le n° 5 contient quelques indications concernant les idéaux
primitifs de A; en particulier l'idéal j 0 j est primitif et tout
idéal primitif non nul contient strictement un idéal primitif
non nul; il existe un idéal bilatère fermé maximal 1 tel que
A/IsoitNGCR.

Dans le n° 6 on montre que l'espace des caractères partout
définis de A, muni de la topologie de la convergence simple,
n'est pas localement compact.

Enfin le n° 7 concerne la structure borélienne de l'ensemble
des classes de représentations irréductibles normales de A;
on montre (prop. 8) que la structure borélienne de Mackey et
la structure borélienne sous-jacente à la topologie de Jacobson,
qui sont identiques et analytiques dans le cas général, sont ici
standard.

Signalons pour terminer que ce travail constitue la thèse
de doctorat de l'auteur; je tiens à exprimer ici ma profonde
reconnaissance à M. Dixmier sans l'aide constante de qui cette
thèse n'aurait jamais vu le jour, ainsi qu'à MM. Choquet et
Schwartz qui ont bien voulu se joindre à lui pour en constituer
le jury.



NOTATIONS ET RAPPELS

Soit G un groupe localement compact; on désignera par
L^G) (resp. L^G)) l'espace des fonctions sur G à valeurs
complexes et intégrables (resp. de carré intégrable) pour la
mesure de Haar à gauche sur G. Il ne sera question ici que de
représentations unitaires continues dans des espaces hilber-
tiens et de l'équivalence unitaire de telles représentations.
Nous appellerons C*-algèbredeG l'algèbre complétée de
L^G) pour la norme /'—^sup IK/*)!], ^ parcourant l'ensemble

• . . 7Î . . . .

des représentations de G (sur cette notion cf. [30], § 18, n°3
et [9], p. 369),

Par 'a lgèbre normée invôlutive nous entendrons « algèbre
normée munie d'une involution iso métrique ». Soit A une algèbre
normée invôlutive ; on notera A4- l'ensemble des éléments
positifs de A (i.e. de la forme xx*)', une représentation TC de A
dans un espace hilbertien H est dite non dégénérée si on a
'ît(A)A =f=- \Q\ pour tout élément h non nul de H; elle est dite
factorielle si l'algèbre de voïï Neumann engendrée par TC(A)
est un facteur; deux représentations T;i etlia sont dites quasi'
équivalentes s'il existe un isomorphisme de l'algèbre de von
Neumann engendrée par ^i(A)^ sur l'algèbre de von Neumann
engendrée par ^(A) transformant T:i{x} en ^(x) pour tout
rcéA. Nous appellerons unité approchée de A toute famille
filtrante (^)iei telle que ^<É A, [|^f) < 1 et que .||̂ i/ — y\\ et
))î/a*i—î/[] tendent vers 0 suivant le filtre des sections de 1
pour tout y e A. : ' i

Soit A une algèbre normée invôlutive admettant une unité
approchée (^) et soit TC une représentation non dégénérée
de A dans un espace hilbertien H; ii(^) converge ultra-fortement
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vers 1 ; en effet, il suffit de vérifier la convergence forte puisque
l'on a

11̂ )11 < I N I < 1
et on peut supposer qu'il existe un élément h e H tel que
l'ensemble Ti(A)A soit partout dense dans H$ il suffit alors de
vérifier que

^Wy)h-^y)h\\-^0
pour tout y e A, ce qui résulte immédiatement de la définition.

Soit A une algèbre de Banach involutive admettant une unité
approchée (^) ; pour toute forme linéaire positive continue f
sur A on a

lim 7(0 == lim f(xî) = lim fW=\\f\\
en vertu de [34], th. 4.5.14.

Suivant [12] une C*-algèbre sera dite NGCR si elle n'admet
aucun idéal bilatère fermé GCR différent de Î O j .

Soient A une C*-algèbre abélienne et X l'espace topologique
des caractères de A; rappelons que Yisomorphisme de Gelfand
est l'application de A sur l'espace des fonctions continues sur
X nulles a l'infini définie par x ~> x avec â(yj = yj^x).

Pour toute algèbre hilbertienne A on notera ^(A) (resp. ^(A))
l'algèbre de von Neumann à gauche (resp. à droite) associée
à A; et pour tout élément a; borné relativement à A, Vy: (resp.
V^) l'opérateur de multiplication à gauche (resp. à droite)
par x.

Pour tout espace topologique localement compact Z on
note 6(Z) (resp. 3t(Z), resp. L^(Z)) l'espace des fonctions sur
Z à valeurs complexes et continues (resp. continues et à support
compacts, resp. continues et nulles à l'infini). Pour tout
espace vectoriel topologique H on désigne par Ï(H) l'espace
des endomorphismes continus de H.

Si f est une application d'un ensemble E dans un autre
ensemble et F un sous-ensemble de E, on note f\F la restric-
tion de f h F; on emploie la même notation pour la restriction
(Tune mesure à un sous-ensemble mesurable.



CHAPITRE PREMIER

CARACTÈRES DES ALOÈBRES DE BANACH INVOLUTIVES

§ 1. Traces et caractères.

Dans tout ce paragraphe A désigne une algèbre de Banach
involutive admettant une unité approchée.

\. Généralités.

DÉFINITIONS. — Soit ï un idéal autoadjoint de A; nous
appellerons trace définie sur 1 toute fonction <7 définie sur
ï X 1 à valeurs complexes et vérifiant :

(i) a est une forme sesquilinéaire hermitienne positive;
(ii) a(y, x) = o^*, y*) pour x e I, y e I;
(ni) cr(^, y) == v{x, z*y) pour xe I, y e I, z CE A;
(iv) pour tout x es I la forme linéaire positive f sur A définie

par f(z) = a{zx, x) est continue et de norme <j[x, x) ;
(v) les éléments xy {x e I, y e I) sont partout denses dans l pour

la structure préhilbertienne (non nécessairement séparée) déduite
du produit scalaire o"(rc, y).

Remarque 1. — Si A est une C*-algèbre la première partie
de l'axiome (iv) est une conséquence des précédents; en effet
sur une C*-algèbre, toute forme linéaire positive est continue
([34], th. 4.8.15).

Notations. — On notera N l'idéal autoadjoint de A formé
des x e I tels que <r(^, x) = 0 et A l'application canonique de I
sur I/N$ I/N, muni du produit scalaire

(Aa;]Ay) = a{x, y),

est un espace préhilbertien séparé; on notera H l'espace
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hilbertien complété et J l'involution dans H prolongeant
l'application A^-^Aa;*; pour tout z e A on désignera par
7t(z) (resp. p(z)) l'opérateur linéaire dans I/N transformant
Ax en K{zx) (resp. \{xz)) pour tout x e I.

PROPOSITION 1. — L'algèbre I/N e^ une algèbre hilbertienne ;
les opérateurs 7t(z) et p(z) 5oyi( continus pour tout z e A ^
feur^ prolongements linéaires continus à H définissent des
représentations -K et p de A. et de l'algèbre conjuguée dans H', on a
^(2),^== p(z*) pour tou^ z e A.

Les axiomes (i), (ii) et (iv) des algèbres hilbertiennes (cf. [4],
ch. 1, § 5, déf. 1) sont trivialement vérifiés. Démontrons la
continuité de it(z) : on a, en vertu des axiomes (iii) et (iv) :

. (^{Z)\X\^Z)^X) = ̂ ZX, X) <||Z*Z[|Œ(^ X) = \\Z\\\^X\Kx).

L'axiome (iii) des algèbres hilbertiennes se trouve démontré
du même coup. Enfin pour r c e I e t z e A o n a

p(z^Kx==J^z)JKx
par suite p(z) est continu et les prolongements de -n(z) et
p(z) à H vérifient p(z) = Jii^J. "

DÉFÎNITION.— La représentation TC (resp, p^ sera dite répré-
sentation gauche {resp. droite) canoniquement associée à Œ.

Remarque2. —Les restrictions de ^ et p à I sont non dégé-
nérées en vertu de l'axiome (v).

Remarque• 3. — Pour tout x e I la forme linéaire positive
SUT "A : f[z) "== Œ [zx, x) converge vers Œ ( x , x) Suivant toute
unité approchée de A, car
:: • : - . , . - ,. ^ :̂ X) = (7:(z)A^|A^)

'. ' ...'. : ' ! ' . ' . ' : ' . — ' • ' " • . • .' . . ' ' . " ' . " ' ' ' " • ' : ' • •'• . ' : .
et TC^) tend fortement vers 1 (cf. Notations et rappels).

Remarque 4. — Soit E une partie de I partout dense dans I
pour la topologie initiale; les éléments xy-(x e E, y e E) sont
partout denses dans I pour le produit scalaire a-(^, y) ; il suffit
en effet de montrer que:tont-élément A r(w) de I/N (n el,
9 e I) est limite d'éléments A {xy) (x e E, y e E), ce qui résulte
de la continuité du produit par rapport à chacune des variables.
; II en résulta que si A est séparable il: en est de même de H,
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Remarque 5 .— Supposons que 1 admette une unité appro-
chée; l'axiome (v) est alors équivalent ausuivant :

(v') la forme linéaire positive f sur I: f{z) = a{zx, x) tend
vers o-(^, x) suivant au moins une unité approchée de I. Ceci
est alors vrai pour toute unité approchée de I.

(v') =^ (v) ^ il suffit de montrer que si x e I et si {z,) est une
unité approchée de I, z,x->x pour la structure préhilbertienne,
c'est-à-dire

cr(z^—x, z,x—a;)~>0;
or

(j{ZiX —— X, Z^X-— X) = Or(z?Z^, X} —— <7{ZiX, X) —— 0-( ,̂ X) + (J(x, X) ;

mais {Zi} est aussi unité approchée pour l'adhérence T dé 1 ;
si donc 7c est la norme de la restriction a i de la forme linéaire
positive z-> (zx, x), on a (cf. Notations et rappels) :

lim Œ (z^x, x) = lim cr(^a?, x) = Km o"(z^, x) == k
et A* = ff{x\ a?); d'où l'assertion.

(v)===»-(v') : même démonstration que pour la remarque 3.

Exemple 1. —-Soit g une forme linéaire positive définie sur
un idéal autoadjoint 1 de A et vérifiant :
. (i) g{zx)= g{xz) pour xei et zeA.9, . , ,

(ii) pour tout xeï la forme linéaire positive f sur A:
A2) == ë^^} est continue et de norme g{xx'} ;

(ni) les élémentsxy(xe I, y e I) sont partout denses dans 1
pour le produit scalaire g(xy*). ' . '

On vérifie immédiatement que la formé Œ(^, y) == g(xy*}
est une trace définie sur I.

Exemple 2. — Pour toute forme linéaire positive centrale
continue g sur A, là forme (r(a;, y) == g(.ry*) est une trace
définie sur A; pour le montrer nous allonsnous ramener à
Pexémple 1 : l'axiome (i) et la première partie de l'axiome
(ii) sont trivialement vérifiés; deuxième partie dé l'axiome (ii) :
soit (z,) une unité approchée de A; on a

m=^ê^)=g^^ • :;

Axiome (iii) : it suffit de démontrer que ^x tend vers x
ppiur la structure préhilbertienne; même démonstfation q)u'à
la remarque 5. ;
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Exemple 3. — Soient TC une représentation non dégénérée
de A, J(o l'algèbre de von Neumann engendrée pariT(A), Tr une
trace normale sur ^, m son idéal de définition; on suppose que

les éléments ST ^S et T e= -rc(A) n \U2) sont partout denses

dans 'K{A)nm2 pour le produit scalaire Tr(ST*). Alors la

forme or(^, y) = Tr n: {xy*) est une trace définie sur T""1 yU2).
Les axiomes (i), (ii), (iii) et (v) des traces sont trivialement

vérifiés; l'axiome (iv) résulte de la continuité ultra-faible de
Tr TC {zxx*} par rapport à TC (z) et du fait que TC (z) tend ultra-
fortement vers 1 suivant toute unité approchée de A.

Notations. — En plus des notations posées après la remarque
1, nous noterons ̂  (resp. ï)) l'algèbre de von Neumann gauche
(resp. droite) associée à l'algèbre hilbertienne I/N, Tr la trace
naturelle sur ^U et ni son idéal de définition.

LEMME 1. — La forme S{x, y) == Tr ^(.ri/*) est une trace

définie sur Ï = Tc^^m2) et prolongeant a.
On a évidemment I 3 I et or prolonge o- ; les hypothèses de

l'exemple 3 sont satisfaites parce que ^(I) est isomorphe à

I/N et partout dense dans 'ît(A) n m a pour le produit scalaire
Tr (ST*); donc 5' est une trace.

LEMME 2. — Soient or et (/ deux traces définies respectivement
sur î et F, o-' prolongeant or, et soient N, A, H, U, V, m, it, p,
(resp. N', ...) les éléments correspondants. On a

^(m'^c^n^).
On a évidemment N === N' n I; pour x e I on a ||Aa:|| == HA'J;)!;

il existe donc un isomorphisme T de H sur un sous-espace
fermé H^ de H' tel que TKx = K'x pour tout x <= I; posons
P = TT*. On a

^(a)T - T^(a) (i)
pour tout a e A, car, pour tout x e I :

V (a) TKx = \\ax) = TA(aa;) == T^(a) \x.

On a de même p'(a)T == Tp(a) et on en déduit que
T*p'(a) = p(a) T* et aussi que P permute à ^'(A) et p'(A).
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Soit maintenant ae ^'^(m'2} ; l'opérateur 7:'(a) est de la
forme U^ où h est borné dans H' ; montrons que T*h est borné
dans H et que 'îi(a) === UT*/», c'est-à-dire que l'on a, pour tout
xe. I :

p(a;*) T*A = ^(a) Ao;.

On a, pour tout x e 1

p(o0 r/i == TY(^) A == ru.A'o; = TV(a) A'o;
== TV(a) T^x == ^(a) Ao;

JL^

d^où Fégalité annoncée; par suite 7 i (a)ent 2 .

COROLLAIRE.—On a V c Tr'^ni2).

Remarque 6. — Si ̂  et ï)' sont des facteurs et si <r =^0,
A'(I) est partout dense dans H' et ir et TC' sont équivalentes.
En effet P n'est pas nul et permute à TC'(A) et p'(A)$ on a donc
P === 1; l'équivalence de TT et TC' résulte alors de (1).

DÉFINITION. — Une trace a définie sur un idéal Ï sera dite
maximale s^il n1existe aucune trace prolongeant a~ et définie sur
un idéal contenant strictement I.

PROPOSITION 2. — (i) Une trace (T est maximale si et seulement
si on a Ï = 1 avec les notations du lemme 1.

(ii) La trace 5- du lemme 1 est maximale.
(i) Si G- est maximale on a I == I puisque 5 prolonge o-. Inver-

sement supposons I == I ; soit o-' un prolongement de (T défini
sur F 3 I; on a (cor. du lemme 2)

ra^l(m^)=î=î
donc F = I. ^ . . / IL\

(il) II suffit de montrer que I === 1$ or I == •îi^^m'/ et
(lemme 2)

^(ni^c^m^ î.
DÉFINITION. — La trace S du lemme 1 sera dite prolongement

maximal canonique de or.
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Remarque 7. — Toute trace maximale est le prolongement
maximal canonique d'une trace obtenue par la méthode de
l'exemple 1.

Soit en effet Œ maximale définie sur I; soient TC, U, Tr, m
les éléments associés; pour x e= Tc-^m) posons g{x) = Tr^Çx) $ on
voit facilement que g vérifie les conditions (i), (ii) et (iii) de
l'exemple 1 et que o- est le prolongement maximal canonique
de la trace sur i^~1 (tîl) associée à g.

2. Caractères. Représentations factorielles normales.

DÉFINITIONS. — Soient <r et Œ' deux traces maximales définies
respectivement sur ï et F; on dira que a majore cr' si le I' et si
(j'{x, x) <: (j[x, x) pour tout xe. I. Une' trace maximale sera
appelée caractère si Œ=^O et si toute trace maximale majorée
par• <res t proportionnelle à (T.

PROPOSITION 3. —Soient <r une trace maximale non nulle,
U et V les algèbres de von Neumann associées; les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) U et V sont des facteurs;
(ii) cr est un caractère.
Définissons N, A, H, Tr, m, TC, p comme au n° 1.
(i) ^==^ (ii) : soient Œ' une trace majorée par Œ et I' son idéal

de définition; pour x et ye I, ^(x, y) ne dépend que de Arc et
Ay; c'est une forme sesquilinéaire, hermitienney positive,
continue, qui se prolonge donc à H par continuité; il existe
un opérateur hermitien continu E dans H tel que 0 <; E <; 1 et

<j'{x, y) = (EAa?|Aî/) , pour x et y e I;

on voit immédiatement que E e U n ï), donc E est un scalaire
/c et on a

( : . ^ ; (Jf^ y} = M^ y) ,.! :; ^:;:

pour x et y e I et par suite pour x et y quelconques. , . ;^
(n) ==^- (i) : supposons que Œ soit un caractère ; soit E un

élément hermitien de 'U^ ï t e lqueO^E^ 1; soit HE l'idéal
autoadjoint des T e U tels que

E ^ T e n ^ m ^ : Ml - . . - • : ; - - • . - - - - 1 • : . ^-.- --•-


