ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

ROSE-MARIE HERVE

Recherches axiomatiques sur la théorie des fonctions
surharmoniques et du potentiel

Annales de Uinstitut Fourier, tome 12 (1962), p. 415-571
<http://www.numdam.org/item?id=AlF_1962__12_ 415 0>

© Annales de I’institut Fourier, 1962, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales de l'institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique 1’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AIF_1962__12__415_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Inst. Fourier, Grenoble
12 (1962), 415-571.

RECHERCHES AXIOMATIQUES SUR LA THEORIE
DES FONCTIONS SURHARMONIQUES ET DU POTENTIEL

par M™* R.-M. HERVE (Nancy).

INTRODUCTION

Les premiéres études axiomatiques généralisant1’idée des fone-
tions harmoniques et surharmoniques, sans notion préalable de
potentiel, dans des espaces topologiques plus ou moins généraux,
sont dues & G. Tautz (1949) ([50], [51]) et J. L. Doob (1955) [35] :
G. Tautz recherche aussi des conditions nécessaires et suffi-
santes pour qu’une famille de fonctions données soit ’ensemble
des solutions d’une équation aux dérivées partielles du second
ordre de type elliptique; J. L. Doob introduit des fonctions
harmoniques généralisées, contenant a la fois les solutions
d’équations de types elhpthue et parabolique, et se préoccupe
surtout des interprétations probabilistes possibles.

En 1957, M. Brelot, en modifiant les axiomes de Doob,
fonde une nouvelle théorie axiomatique, adoptée ici, qui ne
s’applique plus aux équations de type parabolique, mais
permet un développement beaucoup plus avancé, en théorie
pure du potentiel (*), voisin de la théorie classique. Aprés des
Notes aux Comptes rendus (2), un exposé d’allure définitive

a été publié dans [16] et [18].

(!) On définit alors un potentiel dans un domaine w comme une fonction surhar-
monique dont la plus grande minorante harmonique est 0 (c’est identique dans le
cas classique au potentiel d’'une mesure > 0 pour le noyau de Green de w).

(3) Dont 'une en collaboration [23].
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Dans un espace localement compact, connexe et localement
connexe, cette théorie n’utilise que trois axiomes locaux, por-
tant sur les seules fonctions harmoniques : le 16T est un axiome
de faisceau; le 2¢ pose I'existence d’une base de la topologie
formée de domaines réguliers, c’est-a-dire pour lesquels le
probléeme de Dirichlet admet une solution unique, croissant
avec la donnée; le 3¢ est une propriété de convergence par
croissance, qui, pour certaines questions, est renforcée selon
une propriété du type de Harnack (axiome 3’).

La théorie, outre I’extension du probléme de Dirichlet
global, a deux autres buts principaux. L’un est d’établir un
théoréme de convergence des fonctions surharmomques @),
clef de la théorie fine du potentiel : il faut, pour cela, un axiome
supplémentaire (principe de dommatlon). Le second but est
Iextension de la représentation intégrale des fonctions sur-
harmoniques > 0, de Martin-Riesz, a4 'aide du théoréme
récent de G. Choquet sur les éléments extrémaux ([27] et [28]) :
cela exigeait, outre 3’, un axiome supplémentaire, inspiré de
la propriété classique qu’une fonction surharmonique, harmo-
nique dans une boule ouverte, est déterminée par ses valeurs
hors de la boule.

Le présent travail se propose d’approfondir et développer
la théorie précédente; il apporte d’abord divers compléments
et surtout permet d’effectuer cette représentation intégrale a
Iaide des seuls axiomes 1, 2, 3’. La difficulté était de trouver,
sans hypothése supplémentaire, une topologie, sur I’espace
des différences de fonctions surharmoniques > 0, permettant
d’appliquer les théorémes de G. Choquet, et plus spécialement
d’assurer la condition de compacité. Il a fallu pour cela de
nouveaux instruments, en particulier un théoréme de partition
des fonctions surharmomques > 0, remplacant l'usage de la
mesure associée de F. Riesz dans le cas classique.

Une autre partie de ces recherches définit et étudie, sous
des hypothéses un peu plus restreintes, les fonctions harmo-
niques adjointes & un systéme donné de fonctions harmoni-
ques, généralisant les solutions de I’équation adjointe & une
équation aux dérivées partielles du second ordre de type

(3) Définies comme dans le cas classique, en remplagant les sphéres et 1'intégrale
de Poisson par les domaines réguliers et la solution du probléme de Dirichlet corres-
pondant.
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elliptique. Cette étude utilise d’ailleurs la représentation
intégrale précédente.

Aprés un rappel de P'axiomatique de base, le chapitre 1
compléte ces préliminaires en groupant des résultats, qui
étendent des propriétés connues dans le cas classique:

— un théoréme d’approximation des fonctions continues par
des différences de deux potentiels continus (théoréme 6.1);

— des constructions, reposant essentiellement sur le critére
de régularité de Bouligand, d’ouverts réguliers satisfaisant
a certaines conditions (cf. par exemple, propositions 7.1 et
7. 2) et de points réguliers pour un ouvert (n° 8);

— Dexistence d’un potentiel permettant de caractériser
Peffilement d’un ensemble quelconque (théoréme 9. 1);

— la définition de la balayée wF d’une mesure p® sur un
ensemble E (théoréme 10. 1).

La généralisation des 93 fonctions (qui jouent le rdle des
fonctions surmédianes classiques), faite au n® 11, est surtout
destinée au chapitre sur les fonctions harmoniques adjointes.

Le chapitre 11 est consacré au théoréme de partition,
étape importante vers la représentation intégrale cherchée.
L’idée est la suivante: le support d’une fonction surharmo-
nique étant le plus petit ensemble fermé hors duquel la fonction
est harmonique (c’est, dans le cas classique, le support fermé
de la mesure associée), on montre que toute fonction e S+
(1. e. surharmonique > 0) est la somme de deux fonctions
e St dont les supports sont plus petits (d’intérieurs disjoints
et 'un d’eux arbitrairement petit).

Les conséquences du théoréme de partition sont nombreuses :

— tout potentiel extrémal a un support ponctuel (théoréme
16. 2); ‘

— toute fonction surharmonique dans un ouvert partiel
et de support compact peut étre représentée, & une fonction
harmonique prés, par un potentiel dans I’espace entier
(théoreme 13. 2);

— Pexistence, pour tout ensemble E effilé au point
zoe E— E, d’une fonction € S*, finie en z, et dont la res-
triction & E a pour limite + oo au point z, (théoréme 14. 1);

— et surtout l’existence de mesures associées a chaque
fonction Ve S*, de méme support que V, définies, relati-
vement a I'une d’elles, par des densités (n° 15).

27
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Ces mesures sont utilisées, au chapitre 111, pour effectuer
une premiére représentation intégrale de V, a l'aide d’un
noyau dépendant de V (théoréme 17.1). Dans le cas ou les
potentiels de support ponctuel donné sont tous proportionnels
(hypothése dite d’unicité), le noyau relatif a un potentiel P
peut étre défini indépendamment de P, et les résultats du n® 17
donnent alors la représentation intégrale des potentiels & I'aide
des potentiels extrémaux (théoréme 18. 2).

Une question importante, et non résolue, est la suivante:
peut-il exister deux potentiels, de méme support ponctuel, non
proportionnels? Le théoréme 16. 5 est une tentative pour
répondre a cette question: il indique une condition, vérifiée
dans le cas classique, et qui entraine I'unicité.

Le chapitre 1v résout le probléme de la représentation inté-
grale des fonctions S+ & l'aide des éléments extrémaux
(théoréme 22. 1).

Afin d’appliquer la théorie de G. Choquet, je définis sur le
cdne St une topologie T rendant métrisable et compacte une
base de ce cone: c’est I’objet des n® 19 a 21. Plusieurs résultats
simples concernant cette topologie sont a noter:

— la T-convergence dans I’espace des potentiels & support
ponctuel se traduit par la convergence des supports et
la convergence simple hors du support de la limite (scolie
21. 1);

— sous I’hypothése de I'unicité, la topologie T, restreinte
aux potentiels ayant leurs supports dans un compact donné,
équivaut a la topologie vague sur les mesures qui les engendrent
(proposition 19. 3);

— si une suite V, € ST est T-convergente, sa T- limite est la
régularisée s. c. 1. de lim inf V, (corollaire 1 de la proposition
21. 2); "

— toute suite monotone de fonctions e S* est T-conver-
gente (théoréeme 23.1);

— la topologie T coincide avec celle utilisée par M. Brelot
pour la représentation intégrale, lorsqu’est satisfait ’axiome
supplémentaire introduit dans ce but, et déja mentionné
au début de cette introduction (proposition 24. 7).

Le chapitre v établit, dans ’axiomatique de M. Brelot, des
relations entre des principes classiques en théorie du potentiel,
tels que le principe de domination pour les potentiels locale-
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ment bornés (axiome D) et le théoréme de convergence (cf.
n® 25 a 27). En supposant I'axiome D, je démontre des pro-
priétés « fines » de la balayée " d’'une mesure @, en particulier:
Iensemble des points ou E est effilé est p"-négligeable (propo-

sition 28. 2), ainsi que ’ensemble des points ou EE est effilé

et n’appartenant pas au support de g (proposition 28. 5).

Au chapitre vi, je définis les fonctions harmoniques
adjointes (ou*), moyennant certaines hypothéses, dont celle
dite d’unicité; la représentation intégrale des fonctions S+
sert 4 déterminer la mesure harmonique®, sans laquelle il
semble difficile de vérifier les axiomes d’un systéme de fonc-
tions harmoniques. Puis je démontre (proposition 30. 1) que,
siz — p,(z) est un potentiel convenable de support y, y — p,(z)
est un potentiel* de support z (%), noté p;; j’en déduis une
relation importante entre la balayée de p, et la balayée* de p}
(théoréeme 31. 1), dont voici quelques conséquences :

— il y a 1identité entre ensembles polaires et polaires*
(théoréme 32. 1);

— le potentiel* engendré par wF, a 'aide du noyau pJ, est
la balayée* sur E du potentiel* engendré par w (corollaire 2*
du théoréme 31. 1);

— P’effilement d’un ensemble E en un point z, polaire est
caractérisé par le fait que p; n’est pas conservé par balayage*
sur E (théoréme 32. 5).

Ces deux derniéres propriétés différent des résultats classiques
par lintroduction des potentiels*; en effet, la symétrie du
noyau, utilisée dans le cas classique, n’existe pas ici.

Enfin, je réponds partiellement & la question de l'unicité
pour les potentiels* de support ponctuel donné z, en montrant
qu’elle est réalisée quand x est polaire, ou bien non polaire et
1s0lé (théoréme 33. 1 et lemme 33. 2).

Au dernier chapitre, je reprends et précise un exemple déja
indiqué par M. Brelot et illustrant cette théorie axiomatique : les
solutions d’une équation aux dérivées partielles, Lu = 0, du
second ordre, de type elliptique, dont les coefficients sont
localement lipschitziens, forment un systéme de fonctions
harmoniques, dites L-harmoniques (théoréme 34. 1 oul’ona pu

() Généralisation du fait que les fonctions de Green relatives & une équation et
a son adjointe se déduisent I'une de I'autre par échange des variables.
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supprimer 'hypothése sur le signe du ceefficient ¢ de u). En
outre, s’il existe une solution >0 de Lu <0, Lus£0, en
particulier si ¢ << 0, ¢ £ 0, on peut leur associer un systéme de
fonctions L- harmomques ad]01ntes qui coincident avec les
solutions de I’équation adjointe si les coeflicients sont assez
réguliers (théoreme 35. 1).

J’achéve le chapitre en montrant I'identité entre:

— les ensembles L-polaires, L-polaires adjoints, et polaires
au sens classique (théoréme 36.1);

— les ensembles L-effilés, L-effilés adjoints, et effilés au
sens classique (théoréme 36. 3);

— enfin, les ouverts L-réguliers, L-réguliers adjoints, et
réguliers au sens classique (corollaire du théoréme 36. 3).

Ces recherches sont loin d’épuiser le sujet : outre la question
essentielle, et déja signalée, de la proportionnalité des poten-
tiels de méme support ponctuel, il y aurait lieu d’étendre la
théorie de la frontiére de Martin et de D'effilement a cette
frontiére, ce qui est actuellement étudié par M. Gowrisankaran;
il faudrait aussi comparer les fonctions surharmoniques consi-
dérées ici aux potentiels définis & I'aide d’un noyau général
donné, et obtenir ainsi d’autres exemples d’applications de la
théorie. On peut encore songer & modifier, au moins au début,
les bases de cette axiomatique, de fagons diverses, en vue
d’applications nouvelles : on pourrait par exemple, en s’inspi-
rant des travaux de Doob ou Bauer [0], chercher a éviter
les hypothéses de connexion et a inclure les solutions des
équations de type parabolique. Mais, aprés les premiers pas,
cela semble conduire a des changements profonds, donc a
une théorie fort différente de la théorie classique qui nous a
servi de modele. Enfin et surtout, 1l y aurait lieu de comparer
avec la synthése de Hunt (4 ) qui, dans le cadre des proba-
bilités, couvre une grande partie des théories actuelles du
potentiel, mais non I’axiomatique précédente.

(¢ ®s) G. A. Hunt, Markoff processes and potentials. Illinois J. Math., 4, 1957,
PpP- 44-93 et 316-369; 2, 1958, pp. 151-213.
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RAPPEL DES BASES DE L’AXIOMATIQUE
DES FONCTIONS HARMONIQUES (THEORIE DE M. BRELOT)

1. A) L’espace ().

Q est un espace localement compact, non compact, connexe
et localement connexe. On obtient O compact en adjoignant
4 Q le point d’Alexandroff @. Les notions topologiques qui
interviennent dans toute la suite sont, en général, relatives
a Q; toutefois, on appellera « ensembles fermés dans () » les
parties de Q fermées pour la topologie de €.

On supposera le plus souvent (comme d’ailleurs dans la
théorie que 'on rappelle), et on le mentionnera explicitement,
qu’il existe une base dénombrable des ouverts de (2; alors Q
est métrisable et séparable.

1. B) Les fonctions harmoniques.

On se donne, dans chaque ouvert wc(Q, une famille de
fonctions, dites harmoniques dans w, qui sont réelles finies
continues dans w, forment espace vectoriel sur le corps réel
et satisfont aux axiomes suivants (%):

Aziome 1. — Si h est harmonique dans l'ouvert w, h est
harmonique dans tout ouvert partiel; si & est définie dans un
ouvert ® et harmonique dans un voisinage ouvert de chaque
point € w, A est harmonique dans w.

(®) On appellera « systéme de fonctions harmoniques dans Q» la donnée, dans
chaque ouvert w cQ, d’une telle famille de fonctions.
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Aziome 2. — On appelle régulier un ouvert wc®c () tel
que toute fonction f, finie continue sur 3w, admette un prolon-
gement unique harmonique dans ®, continu dans ®, et >0
si f> 0. En tout point z € w, la valeur de ce prolongement,
notée HP(z), s’exprime donc & 'aide d’une mesure >0 de
Radon 2, appelée mesure harmonique de @ au point z:

Hp(e) = [ fdp.

L’axiome 2 affirme I’existence d’une base des ouverts de
formée de domaines réguliers. Si () est & base dénombrable,
il revient au méme de supposer I’existence d’une base dénom-
brable des ouverts de  formée de domaines réguliers.

Aziome 3. — L’enveloppe supérieure d’un ordonné filtrant
croissant de fonctions harmoniques dans un domaine est + o
ou une fonction harmonique dans ce domaine.

L’axiome 3 est souvent remplacé par un axiome plus fort, 3,
qui, moyennant les axiomes 1 et 2, entraine ’axiome 3.

Axiome 3'. — Une fonction harmonique >0 dans un
domaine ¢ est soit > 0, soit =0 dans &; et les fonctions
harmoniques > 0 dans ¢, s’il en existe, égales 4 1 en un point
z, de o, sont également continues en z,.

Les fonctions f-harmoniques :

Soit f une fonction finie continue > 0 dans (). Etant donné
un systéme de fonctions harmoniques dans (}, leurs quotients
par [ forment un nouveau systéme de fonctions satisfaisant
aux mémes axiomes, et appelées f-harmoniques.

Ezemples de fonctions harmoniques :

— les fonctions harmoniques classiques dans un domaine
euclidien;

— les solutions d’une équation aux dérivées partielles
du second ordre, de type elliptique, définie dans un domaine
euclidien, et dont les coefficients sont localement lipschitziens.
Cet exemple sera traité en détail au chapitre vir.

Dans toute la suite de ce chapitre, on suppose que les
fonctions harmoniques satisfont aux axiomes 1, 2, 3, et on fera
plus loin une autre hypothése (n® 3).
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2. Les fonctions hyperharmoniques et surharmoniques.

A. DEFiNITIONS.

Une fonction réelle ¢, définie dans un ouvert w, c (), est dite
hyperharmonique dans w,, si elle est s.c.1., > — o, et si,
pour tout ouvert régulier w c® c wy: ¢(z) >fv dp? dans w.

Une fonction est surharmonique dans un ouvert w,, si
elle est hyperharmonique dans w,, et non identique & + o
dans aucune composante connexe de w,.

Le support d’une fonction surharmonique ¢ dans w, est
le plus petit ensemble S fermé dans w, tel que ¢ soit harmo-
nique dans wq n [:S.

Un potentiel dans I'ouvert w, est une fonction surharmo-

nique > 0 dans w,, dont toute minorante harmonique dans
wo est << 0.

Notations :

H+ désignel’ensemble des fonctions harmoniques >0 dans Q,

St I’ensemble des fonctions surharmoniques > 0 dans Q,

P+ I’ensemble des potentiels dans Q.

Les fonctions f-hyperharmoniques sont les quotients par
f des fonctions hyperharmoniques.

B. L’ESPACE VECTORIEL ORDONNE S.

Définition de S :
On établit entre les couples (V, V') de fonctions e S+ la
relation d’équivalence :

(V, V') équivalent & (W, W) si V 4+ W' = W 4 V' dans Q.

S est 'espace des classes d’équivalence des couples de
fonctions e St. C’est un espace vectoriel sur R, en posant
par définition :

(V, V,) + (W, W') = (V + W’ Vv’ + WI);

il contient St si I’on identifie tout élément V e S+ & la classe

(v, 0).
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L’ordre spécifique:
Le cone St définit sur S une relation d’ordre, appelé ordre
spécifique :

(V, V)(W, W) si (W,W)=(V, V)+U, ou UeS+

TukorkEME. — S, munt de lordre spécifique, est un espace
de Ruesz complétement réticulé.

C. QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS HYPERHARMO-
NIQUES.

1. Une condition suffisante pour que ¢ soit hyperharmo-
nique dans 'ouvert w, est que ¢ soit s. ¢. 1., > — 0, et que,
pour tout zew, et tout voisinage de z, 1l existe dans ce
voisinage un domaine régulier ws2z, ®cw,, tel que:
o(@) > [ o dep.

2. Une fonction hyperharmonique > 0 dans un domaine w,
est, soit > 0, soit =0 dans w,.

3. L’enveloppe supérieure d’un ordonné filtrant croissant
de fonctions hyperharmoniques dans w,, est hyperharmonique
dans w,.

4. Btant donné ¢ hyperharmonique dans l'ouvert w, et
un ouvert régulier v ¢ ® c w,, la fonction obtenue en rempla-
¢ant, dans o, ¢(z) par [ ¢ dp2, est hyperharmonique dans w,.

5. Un ensemble E de fonctions hyperharmoniques dans
Pouvert w, est dit « saturé » dans w, si:

1) ¢, et v, € E entraine inf (v,, v,) € E;
2) quel que soit 'ouvert régulier wc®cw, et veE, la
fonction obtenue en remplacant, dans o, ¢(z) par

fv dp?, appartient a E.

TatoriME. — L’enveloppe inférieure d’un ensemble saturé
de fonctions hyperharmoniques dans un domaine vaut — oo,
+ oo ou est harmonique dans ce domaine.

6. Toute fonction surharmonique ¢ >0 dans un ouvert
w, est, d’'une maniére unique, la somme d’un potentiel dans w,
et d’une fonction harmonique > 0 dans w,, qui est la plus
grande minorante harmonique de ¢ dans w,.

7. En remplagant 'axiome 3 par ’axiome 3’ : Etant donné
deux ouverts w, et w;, d’adhérences (), et deux points
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Zyew, et x, € w,, il existe un nombre k > 0, tel que, pour
toute fonction V>0, Ve St:

1 _ [V dez
?<j'Vdp;’;<k.

3. Supposons dorénavant, outre les axiomes 1, 2, 3,
Pexistence d’un potentiel > 0 dans () (°).

Les conséquences essentielles sont les suivantes:

1. Etant donné une famille dénombrable de domaines
w;  {, 1l existe un potentiel > 0, fini continu dans {, et qui
n’est harmonique dans aucun w;.

2. Lorsqu’il existe une base dénombrable des ouverts de ,
toute fonction e St est limite d’une suite croissante de poten-
tiels finis continus dans (.

3. Diverses formes du principe du minimum dans un ouvert
wecl):

Soit un ouvert w ¢ @ < (). Si ¢ est hyperharmonique dans o,
et satisfait 4 lim inf ¢(z) > 0 pour tout y € dw, alors ¢ est >0

rTE€wW
dans w. pal

Soit un ouvert quelconque w < (). Si ¢ est hyperharmonique
dans o, satisfait & him infe(z) > 0 pour tout yedwn (), et

TE€EW
Ty

s’il existe un potentiel P dans Q tel que ¢ > — P dans o,
alors ¢ est > 0 dans w.

4. Conséquences du principe du minimum.

Lemme 3. 1 — Soit P un potentiel dans (), harmonique dans
un ouvert w c (), et borné supérieurement dans © au voisinage
de tout point €dwnl); alors, pour toute VeSt: Uhypothése
Vyedwn (), V(y) >1im sup P(z) entraine V> P dans w.

TEW
>y

(®) Dans les applications, cette derniére hypothése peut avoir lieu localement,
mais non globalement; les résultats donnés dans la suite s’appliquent alors dans
tout domaine cQ, ou il existe un potentiel > 0.
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11 suffit d’appliquer le principe du minimum dans un ouvert
quelconque, a la fonction V— P, surharmonique dans o:

V—P>—P dans {, et
liminf [V(z) — P(z)] > V(y) —limsup P(z) > 0

TE€w
z>y x>y

pour tout yedwn (.

LemMme 3. 2. — Soit P, une suite de potentiels dans , dont
les supports sont contenus dans un compact KcQ, et V une
fonction e S+, limite uniforme de la suite P, sur tout compact
cQn [:K Alors, V est un potentiel dans ().

V e P+ si, hors d’un ouvert w ¢ ® (2, V est majoré par un
potentiel dans Q. Choisissons w > K; d’aprés ’hypothése, les
fonctions P, sont bornées dans leur ensemble sur dw. Done,
si P est un potentiel > 0 dans (2, il existe un nombre A > 0,
tel que: P, <CA.P sur dw. On en déduit (lemme 3. 1):

P, <A.Pdans Qn [w, et a la limite: V< A.Pdans Qn (:w.

4. A) Le probléeme de Dirichlet dans un ouvert w c ® c ().

Soit une fonction f définie sur dw. On dbésigne par H® I’en-
veloppe inférieure des fonctions ¢ hyperharmoniques dans w,
telles que : lim inf ¢o(z) soit > f(y) et > — oo pour tout y e dw.

B | _ —
Dans chaque composante connexe «; de w: HP vaut Hp:
(o f est définie sur dw,;) et elle est harmonique ou égale a
-+ o0 ou 4 — oo.

Soit HY = — HY p; quelle que soit f: Hp < HY, et f est
dite résolutive si HY = Hp = une fonction finie, notée Hjp.

1. Théoréme de résolutivité (°°*):

Soit un ouvert w ¢ ® c Q. Alors:

— toute fonction 0 finie continue sur dw est résolutive, et
HY (z) = '/‘0 dp? définit une mesure > 0 de Radon, p2, appelée
mesure harmonique de » au point z;

(¢%%) Ce théoréme avec les hypothdses générales précisées ici, utilise le lemme
6-1, démontré au chapitre 1.
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— si L est & base dénombrable, ou si w est régulier, pour

toute fonction f sur aw: HY(z) = ' / f do%, et la résolutivité de
f équivaut & sa sommabilité pour la mesure p2, pour tout z € w.

2. Théoréme de comparaison:

Soit w et w’ deux ouverts, ' cwec®c (), f une fonction
définie sur dw et f’ la fonction définie sur dw’, égale a f sur
dw’ ndw et & HY sur ow’ nw. Alors HY = HY' dans o'.

4. B) Les points réguliers de la frontiére.

DEFINITION. — 4 €dw est régulier pour o si, pour toute
fonction finie continue 0 sur dw : Hy'(z) — 0(z,) quand z — z,,
Tew.

QUELQUES PROPRIETES DES POINTS REGULIERS :

1) Si z, € dw est régulier pour le domaine w, tout voisinage
ouvert de z, dans dw est de mesure harmonique > 0 pour .

2) Si z, € dw est régulier pour 'ouvert w, pour toute donnée

f bornée supérieurement sur 3w : lim sup Hy(z) < lim sup f(y).
TEW, TIX, YEIW, Y>>,

3. Le critére de régularité de Bouligand :

Appelons fonction de Bouligand pour un ouvert quelconque
w c ) associée & un point z, € dw, toute fonction ¢, surharmo-
nique > 0 dans I'intersection de ® et d’un voisinage ouvert de
zy, telle que ¢(z) >0 quand z — z,, zew.

Pour que z, €dw» soit régulier pour l'ouvert wec@®c(, il
faut (si {2 admet une base dénombrable) et il suffit qu’il existe
une fonction de Bouligand pour w, associée au point z,.

4. Pour que z, e dw soit régulier pour l'ouvert wec®c (),
il faut et, si {1 admet une base dénombrable, il suffit, qu’il
soit régulier pour chaque composante connexe w, de w, ou bien
extérieur a w,.

4. C) Les ensembles négligeables.
Un ensemble ecdw est négligeable pour © si HyY, = 0

(y. fonction caractéristique de e).
Plus généralement, soit % une base des ouverts de  formée
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d’ouverts wc®c (. Un ensemble ec() est $-négligeable
si son intersection avec chaque dw, w e B, est négligeable pour ®.
Rp-p signifie: sauf sur un ensemble $-négligeable.

Deux fonctions surharmoniques égales ®p-p sont iden-
tiques.

5. A) Les Y5 fonctions.

Soit # une base formée d’ouverts réguliers w c ® c Q.

DeriniTioN. — Une fonction réelle v, définie dans un ouvert
w, < {2, est une Ig fonction dans w, st ¢ est bornée inférieurement
localement dans w, et si, pour tout ouvert we R, ® c wy:

o(@) > [ vdp?

dans .

PRroPRIETES :
a régularisée s. c. 1. ¢ d’une Y5 fonction ¢ dans w, est
1) L 1 Py 0
hyperharmonique dans ®, et, pour tout ze w,:

g(x) = sup /'v dp®.
WER N
TE€WCHBCw,
2) Si u, v, w sont des Iy fonctions liées par la relation
u =y + w dans w,y, on a aussi & = ¢ + % dans w,.
En effet, 4 ¢ + & grice a la propriété précédente, et
&> ¢+ & d’aprés la définition de la régularisée s. c. 1.
3) La limite d’une suite croissante de Jg fonctions ¢, est
une Y4 fonction ¢, et ¢ =lim¢,.
n

Démonstration de la seconde assertion:
o(xz) = sup v dp? = sup [sup fv,, dp;"]
w . n o

WER
TEWCHCw,

= sup [sgp?vn dpﬁ;’] = sup O().

4) L’enveloppe inférieure d’une famille de 5 fonctions,
localement bornées inférieurement dans leur ensemble, est
une Y5 fonction.
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5) Etant donné une Y, fonction ¢ dans I'ouvert w, et un
ouvert w € B, & c w,, la fonction obtenue en remplagant, dans

o, ¢(x) par j v dp% est une Iy fonction dans w,.
6) Une 94 fonction dans un domaine w,, valant 4 oo au
voisinage d’un point e w,, est identique & 4 oo dans w,.

5. B) Réduite et balayée d’une fonction ¢ e S+
sur un ensemble E c () (7).

La réduite, R}, est, par définition, ’enveloppe inférieure
des fonctions e S*, > ¢ sur E. C’est une Jg fonction, pour toute
base B formée d’ouverts réguliers, et sa régularisée s. c. 1., RE,
est appelée la balayée de ¢ sur E.

On peut de méme définir la réduite et la balayée d’une
fonction ¢, surharmonique > 0 dans un ouvert ® c (), sur un

ensemble E c »; on les note (RE), et (RE),.

QUELQUES PROPRIETES :

1) Sur Q n[:E: RE = RE est harmonique; et s1 E
est le complémentaire, relativement a (), d’un ouvert
wec®cQ:RE=H® dans w.

2) Siwestun ouvert cQ: R¥= R® dans Q, et R® = sup R
pour les compacts K ¢ w. De plus, si @ est réunion d’une suite
croissante de compacts K,: R® = lim R¥».

3) Si Ec(Q, RE est un potentiel dans (.
4) La plus grande minorante harmonique de ¢ dans Q
vaut inf REF,
EcQ
5) Soit w un ouvert < Q:

REne < RE < REVE < RE© 4 RIP,

6) RY et RE sont des fonctionnelles sous-additives de ¢ et
de E. ‘

7) Un critére de régularité a ’aide de la balayée:

Soit un ouvert wc@®c{), et ¢ une fonction S+, >0,

{") Si E est une partie de  contenant (@, on écrira, pour simplifier: RE ou ﬁf
au lieu de REM2 ou ﬁf“ﬂ.

28
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finie continue au point z,edw. Pour que z, soit régulier
pour o, il faut et il suffit que, pour tout voisinage o de
wo:ﬁjf’t”(xo) = p(x,); s1, de plus, ¢ n’est harmonique dans
aucune composante connexe de o, il suffit que R{(z,) = o(z,).

8) TuEkorkMmE. — Soit ¢ une fonction finie continue e St,
et T, un point e ). '

1. R¥(z,) = inf R®(z,), pour les w ouverts > E.

2. R¥(z,) définit, pour E compact variable, une capacité
forte de Choquet (c’est-a-dire est croissante, continue a droite et
fortement sous-additive) et, pour E quelconque, est la capacité
extérieure correspondante.

5. C) Les ensembles polaires.

Un ensemble E c Q est polaire, s’il existe une fonction e St,
valant + oo en tout point € E.

g-p. signifie sauf sur un ensemble polaire.

Remarquons qu’un point peut constituer un ensemble non
polaire : par exemple le point a I'infini de R* pour n > 3.

Critére de polarité : '
Pour qu’un ensemble E c Q soit polaire, il faut et il suffit
que, pour une (ou toute) fonction ¢ surharmonique > 0 dans (,

il existe un point ou R soit nul, ou encore, que R =

Conséquences :

— un ensemble K-analytique (au sens de Choquet) intérieu-
rement polaire (c’est-a-dire, dont toute partie compacte est
polaire) est polaire; .

— Si E est polaire, RFY%= R%, quels que soient I’en-
semble E, et la fonction ¢ e S+,

Propriété de prolongement des fonctions surharmoniques a
un ensemble polaire:

Si E est polaire et fermé dans Q, Q-E est connexe, et toute
fonction surharmonique dans (-E et bornée inférieurement
au voisinage de tout point de E, admet un prolongement sur-
harmonique unique dans Q.
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5. D) Effilement d’un ensemble E c () (%)
en un point x, e ().

DErFINITION :
E est effilé au point z, ¢« E s’il existe une fonction ¢ e St

telle que lim inf¢(z) > ¢(z,) (ce qui a lieu si z, ¢ E).
« €E

E est effilé au point z, € E si z, est polaire et E-{z,} effilé
au point z,.

QUELQUES PROPRIETES :

1) Un ensemble polaire est effilé en chaque point €(Q (en
supposant Q' 4 base dénombrable).

2) Un critére d’effilement:

Soit une fonction ¢ € S*, > 0 et finie continue au point z,.
Pour que E s z, soit effilé au point z,, il faut et il suffit qu’il
existe un voisinage o de z,, tel que R}M(zy) < ¢(z,).

Conséquence : .

Si zy € dw est régulier pour 'ouvert w c ® <, (:m n’est pas
effilé au point z,.

On ne peut affirmer la réciproque sans axiome supplémen-
taire; on a toutefois le résultat suivant:

S1 les composantes connexes de w sont au plus en infinté

dénombrable, et si [:G) n’est pas effilé au point z,, alors z,
est régulier pour w.

En effet, si ¢ est une fonction € St, > 0, finie continue dans
Q, et qui n’est harmonique dans aucune composante connexe
de ®, v — RL® est une fonction de Bouligand pour w, associée
au point z,.

3) Une condition nécessaire d’effilement :

Si E est effilé au point z,, f y5 dpy —> 0 selon ’ordonné
filtrant décroissant des ouverts w sz, (yr désigne la fonction
caractéristique de E).

En effet, si ¢veSt et si §=}zeQo(x)> v(z) + «},

a>0, ["/18 dp2 — 0 selon I'ordonné filtrant décroissant des
ouverts o 3 x, (on utilise le fait que f dpe — 1).

(%) Si E est une partie de Q contenant @, on dira pour simplifier « effilement de E »
pour « effilement de E-{@} »
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ToPOLOGIE FINE:

On appelle topologie fine, la topologie sur @ pour laquelle
les voisinages de z, € () sont les ensembles contenant z, et de
complémentaire effilé au point =z,.

La topologie fine est, parmi les topologies plus fines que la
topologie donnée dans {2, la moins fine rendant continues les
fonctions e S+.

Quelques indications sur le développement ultérieur
de la théorie.

Des axiomes complémentaires, portant sur les fonctions
e St, permettent d’établir les théorémes essentiels dont 1l a
été question dans I'Introduction (alinéa 4):

1) Aziome D. — Si P est un potentiel localement borné
dans (), harmonique dans un ouvert < (), toute fonction
e St, majorant P sur Qn [\’w le majore dans {}; autrement

dit: R{® = P dans Q.
Cet axiome, avec ) a4 base dénombrable, entraine le théoréme
de convergence :

Pour toute famille ¥ de fonctions Ve S+: inf V= inf V

VEF VEF
q.p. dans

Sans 'axiome D, je n’ai pu obtenir que des résultats partiels,
fort éloignés de ce théoréme (théoréme 23. 2).
2) Aziome 4. — Il existe une base des ouverts de ) formée

d’ouverts réguliers ¢ c ¢ c { possédant la propriété suivante :
Pour toute V e S+, harmonique dans &, R{® = V dans (.
L’axiome 4, avec 3’ et () a base dénombrable, permet
d’obtenir la représentation intégrale, de Martin-Riesz, des
fonctions e S+,
Cette question sera reprise au chapitre 1v, par d’autres
méthodes, n’utilisant pas l'axiome 4.



CHAPITRE 1

THEOREMES PRELIMINAIRES.

Hypothéses de ce chapitre :
les fonctions harmoniques satisfont aux axiomes 1, 2, 3;
il existe un potentiel > 0 dans Q.

6. Un théoréme d’approximation.

Lemme 6. 1. — Toute fonction finie continue sur un compact
K < (), peut étre approchée uniformément sur K, par des diffé-
rences de deux potentiels finis continus dans ().

Soit C(K) I’ensemble des fonctions finies continues sur K,

et 6, le sous-espace vectoriel de C(K), formé des restrictions
’

a K des quotients 2P, oi p et p’ décrivent I'ensemble des

0
potentiels finis continus dans (2, et p, est un potentiel fixé,
> 0 et fini continu dans (). D’aprés le théoréme de Stone,
toute fonction e C(K) peut étre approchée uniformément sur
K, par des fonctions e ¥, si:

1) #6, contient les constantes,

2) la relation u e #, entraine |u| e #,,

3) %, sépare les points de K.

La condition 2 résulte de: (p — p')* = p —inf (p, p’).
Pour vérifier la condition 3, considérons deux points distincts z,
et z; € K, un domaine régulier v, z, € w, z, ¢ w; il suffit alors
de prendre pour p, un potentiel fini continu dans L, >0,
et non harmonique dans w, et pour p’ le potentiel obtenu en

remplacant, dans ®, p(z) par fpdp‘;’.

Remarque. — Ce lemme a été utilisé dans I’étude du probléme

de Dirichlet, pour montrer la résolutivité des fonctions con-
tinues [18].
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TatoriMe 6.1. — Etant donné une fonction f>0, finie
continue dans Q, a support compact S; e L, un voisinage ®
de S; et ¢ >0, il existe une différence >0 de deux potentiels
finis continus dans (), nulle sur Q n [: w, et différant de [ de moins
de ¢ dans Q.

On peut supposer @ c ().

1) Effectuons un recouvrement fini du compact S; & I'aide
de domaines réguliers o, c w, t = 1, ..., N. Soit: p, un potentiel
> 0, fini continu dans (), non harmonique dans w;; p; le
potentiel obtenu en remplagant, dans w;, p; par Hj;

N ) N
po = i; p‘ et p;.—_ § p:.

Alors: po—p, est >0, > 0 sur S, et = 0 hors de w.

2) Lelemme 6. 1, appliqué & la restriction de f au compact ®,
permet de déterminer une différence p; — p;, de deux poten-
tiels finis continus dans €, tels que: |f— (p, — py)| <e
sur ®; donc a fortiori: |f—|p, — pil| < ¢ sur @.

Soit A un nombre > 0 tel que sur S;:|p; — p;| << A. (po — po)-

On voit immédiatement que

p— P, = inf [|py — pil, Mpo — po)];

répond & la question.

CoroLLAIRE. — L’ensemble des différences de deux poten-
tiels finis continus dans (), égaux hors d’un compact <(,
forme un sous-espace positivement riche de Uensemble des
fonctions continues d support compact dans Q.

Lemme 6.2. — Si Q est & base dénombrable, il existe une
famille dénombrable £ de potentiels finis continus dans (), telle
que toute fonction finie continue sur un compact K < puisse
étre approcliée, uniformément sur K, par des différences de deux
potentiels CEA

Il existe une famille dénombrable de fonctions f; e C({2),
partout dense dans C({Q) pour la topologie de la convergence
uniforme.

D’autre part, il existe une suite croissante de compacts
K;cQ, telle que () soit réunion des intérieurs des K.

Alors, si a chaque triplet d’entiers i, j, n on associe une
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différence de deux potentiels finis continus dans (2, appro-
chant f; sur K; a -’1; prées (lemme 6. 1), on obtient une famille
dénombrable de potentiels répondant & la question.

Remarque. — On peut compléter le théoréme 6. 1 par une
propriété de dénombrabilité analogue.

7. A) Construction d’ouverts réguliers.

Lemme 7.1. — Etant donné un ouvert wcQ et zyew, on
peut trouver un compact k, x, e k (intérieur de k) ckcw, tel
qu'il existe une fonction de Bouligand pour Qn [:k, associée
d chaque point de dk.

On peut supposer que w est un domaine régulier = z,.
Soit & une fonction harmonique dans w, de borne inférieure
> 0 dans w. Si p, est un potentiel > 0 dans Q, et X, un
voisinage compact de z,, contenu dans w, soit p = RJ.

Alors, ¢(z) = p(z) "};’(‘x??(“’)

inférieure > 0 sur le compact X,. Soit @ un nombre tel que:
0<a<infg(z) (1). L’ensemble k, des points zew ou
z €X,

» 8. c.1. et > 0 dans w, a une borne

¢(z) > «, répond & la question: k est fermé dans w et k ne
peut contenir de points €dw grice a la condition A>m >0

dans w; la fonction de Bouligand pour Q n[:k est:
ah —p + Hj.

Lemme 7. 2. — Etant donné un ouvert wcQ et z,ew, il
existe une famille non dénombrable d’ouverts réguliers w,,
Ty € 0, € By € 0, tels que dw, et dwg solent disjoints pour o = .

On reprend la démonstration du lemme précédent. A tout
nombre « satisfaisant a (1), on fait correspondre ’ensemble w,
des points z € w ol ¢(z) > a. w, est un ouvert cw et @, ne
peut contenir de points edw. La régularité de w, résulte de
Pexistence d’une fonction de Bouligand, p — HY — ah, pour
0,; enfin, ¢ = a sur dw,.
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Indiquons encore une variante du lemme 7.1:

LemMe 7.3. — Etant donné un domaine régulier », et un
compact X4 c 0, on peut trouver un compact k, Xockckco,

tel qu’il existe une fonction de Bouligand pour Q n [ k, associée
d chaque point de dk.

Prorosition 7.1. — Etant donné, dans Q, un compact K
et un ouvert w > K, il existe un ouvert régulier contenant K et
contenu dans w.

Soit un ouvert w,;, K c w; ¢ ®; ¢ w. Appliquons le lemme 7. 1
a Pouvert w-K et a chaque point z,e€dw,; le théoréme de
Borel-Lebesgue permet de couvrir dw, a 'aide d’un nombre
fini de compacts k;, < w-K, tels qu’en chaque point de dk;, il
existe une fonction de Bouligand pour n[:kl. L’ouvert

cherché est w, ng[: u lci%.

Prorosition 7.2. — Etant donné une mesure de Radon
>0 sur , il existe une base des ouverts de (), formée de
domaines réguliers, dont les frontiéres sont de p.-mesure nulle.

En particulier, étant donné un ensemble dénombrable de
points x, € ), il existe une base formée de domaines réguliers,
dont les frontiéres ne contiennent aucun des points x,.

Il suffit de montrer qu’étant donné un ouvert w c Q et
Z, € », il existe un domaine régulier &, z, 8 c w, tel que 33
soit de w-mesure nulle. Pour cela, on considére les ouverts
réguliers w, du lemme 7. 2. Ils forment une famille non dénom-
brable d’ouverts dont les frontiéres sont disjointes. Il existe
donc au moins un w, dont la frontiére est de g-mesure nulle;
sa composante connexe contenant z, est le domaine cherché.

Prorosition 7. 3. — Si () est a base dénombrable, il existe
une famille dénombrable de compacts k,c{), contenant un
systéme fondamental de voisinages de tout point (), et tels que,
a chaque point edk,, soit associée une fonction de Bouligand

pour L:n [: k..

Si # est une base dénombrable des ouverts de (), formée de
domaines réguliers w;, on considére tous les couples (i, j) pour
lesquels &; € w;, puis on applique le lemme 7. 3 au domaine w;
et au compact ®;.
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7. B) Construction d’ouverts non effilés en un point.

On suppose () a base dénombrable.

LemMe 7. 4. — Etant donné un point x,€Q, il existe deux
ouverts disjoints, non effilés au point z,.

Soit w, un systéme fondamental de voisinages ouverts de
Zoy W, 2 (Bn-l-l'

Pour chaque n, on définit:
une application continue, f,, de dw, sur l'intervalle fermé

T

une valeur a, [—-%, + —i—]; telle qﬁe I’ensemble des points
€dw, ou f, = a, soit de pir-mesure nulle; ceci est possible,
car ’ensemble des valeurs e [—%, + —37]» telles que

chacune d’elles soit prise par f, sur un ensemble de pi»-mesure
> 0, est dénombrable.
Ce choix étant fait, soit:

B, =fzedo|fiz) < a,} et B, ={zedulfiz)> a,}.

L’un de ces ensembles est de pir-mesure >-—;— f degr. Pour n

pair (resp. n impair), on peut supposer que c’est 3, (resp. f§,):
en effet, les ensembles (3, et @, s’échangent, quand on
remplace f, par (—f,) et a, par (—a,), ce qui est loisible.

Appliquons le théoréme d’Urysohn au compact

K ={z,}u (LJM),,)

et aux fonctions

__(a, sur chaque dv, £ 3)",, sur chaque dw,
(0 au point z, (0 au point z, ’

¢

continues sur K: il existe deux fonctions P et F, définies et
continues dans (), et prolongeant respectivement ¢ et f.
Les ouverts

¢ =f{zeQ|F(z) < ®(z)} et & =}xeQ|F(z) > O(z)}
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répondent & la question; on sait, en effet, que si j .XB dp.
ne tend pas vers 0 selon I'ordonné filtrant décroissant des
ouverts © s z,, 0 ne peut étre effilé au point z, (cf. n° 5, D;
propriété 3).

Remarque. — Les deux ouverts construits ainsi admettent
Z, comme point frontiére régulier. :

8. Existence de points réguliers
sur la frontiére d’un ouvert w c & c ().

TutoriME 8. 1. — Il existe au moins un point régulier sur
la frontiére de tout ouvert » c ® c ), ayant au plus une mﬁmté
dénombrable de composantes connexes.

Soit p, un potentiel fini continu dans (), non harmonique
dans aucune composante connexe de w, h une fonction har-

Po

monique > 0 dans un ouvert > &.%2 est une fonction continue

h

> 0 sur ®; sa borne inférieure sur ®, soit « > 0, est donc
atteinte en un point z, € ®. Si z, était un point e w, la fonction
h, = po — ah, surharmonique et > 0 dans ®, nulle au point
Zo € w, serait identique & 0 sur la composante connexe de
w contenant z,, ce qui est contraire & ’hypotheése faite sur p,.

Donc z, €dw et h; est une fonction de Bouligand pour w
associée au point z,.

Afin d’obtenir un résultat plus précis, démontrons le lemme
topologique suivant:

LemME 8. 1. — Soit » et & deux domaines c Q, tels que 8 n w = ¢
et & v w. Alors toute composante connexe de w n & a au moins un
point frontiére sur dc.

Supposons qu’une composante connexe y de ®nd n’ait
pas de point frontiére situé sur d¢; on a donc dyc ¢

Montrons alors que dy est disjoint & w. En effet, si z,edy
appartenait 4 w, x, serait un point d’une composante connexe
Y’ de o n ¢, distincte de y, et Y’ ny ne serait pas vide, ce qui
est impossible.

Conclusion : w=~(u§m n[?% ou y et wn(:? sont deux
ouverts disjoints non vides, d’ou la contradiction.
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Tatorime 8.2. — Etant donné un domaine wc@c() e
un point x, € d®, tout voisinage de x, contient au moins un
point €dw, régulier pour w() '

Soit un domalne régulier D) s z,, assez petlt pour que ¢ ne

contienne pas ®. L’ouvert [:w n & n’étant pas vide, soit X un

compact non polalre c [:w n 3 et p= 13{‘ ol p, est un potentiel
fini continu dans (). Soit enfin & une fonction harmonique
p—H}

h
fonction continue > 0 sur @ n 8; comme sa limite est 0 en tout
point e & ndd, elle atteint sa borne supérieure sur & n &, soit
a >0, en un point z,€® n d.

Supposons que z, € wné. La fonction h; = ah — p + H3,
harmonique et > 0 dans @ n ¢, nulle au point z,ewn g, est
donc identique 4 0 dans la composante connexe y de wng¢
contenant z,. En vertu du lemme 8. 1, il existe au moins un
point ey, situé sur la frontiére de &, ce qui est mcompatlble
avec p— H3 = ah dans vy.

Donc z, € 3w n ¢ et h; est une fonction de Bouligand pour w,
associée au point z,.

dans &, de borne inférieure > 0 dans 8. Alors est une

9. Construction d’un potentiel permettant de caractériser
Ieffilement de tout ensemble c ().

On suppose Q a base dénombrable.

Lemme 9. 1. — Soit v, un potentiel >0, fini continu dans
Il existe une famille dénombrable de potentiels p,, finis continus
dans \), majorés par v,, et tels que, étant donné un ensemble E c ()
effilé au point z, & E, on puisse trouver un rang n pour lequel :

R%.(@0) < Pa(®0)-

Il existe une famille dénombrable de compacts k,<Q,
contenant un systéme fondamental de voisinages de tout point
e (), et tels que, & chaque point e dk, soit associée une fonction

de Bouligand pour n[:k,, (proposition 7. 3). Par suite, les

(?) En théorie classique, cette propriété résulte immédiatement du faxt que
I’ensemble des points &dw, irréguliers pour w, est polaire.
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fonctions p, = R"n forment une famille dénombrable de
potentlels finis continus dans Q (voir le critére de regulante,
n° 5, B; propriété 7).

Soit d abord z, ¢ E, et © un voisinage ouvert connexe de z,,
disjoint a E. Il existe un potentiel p, non harmonique dans o,
donc tel que R} (z,) < pa(=).

Soit maintenant z, € E — E, et ¢ une fonction e St, telle que

Lim inf ¢(z) > ¢(z,);

T Ty
z€E

on peut supposer que ¢(z,) = v4(z,), et, si z, est non polaire,

que ¢ n’est harmonique dans aucune composante connexe de

Q-$z,!. On a done, pour un nombre A; > 1 convenable et un
0 ’ 1

voisinage ouvert & de z,, 6c (:
> A;.vo sur Eng,

et a fortiori: v >1,.p, sur Engd, quel que soit n.

D’autre part, on peut choisir un compact k, voisinage
de z,, <& et assez petit pour que ¢ > Ré sur 23:

en effet, si w, désigne un systéme fondamental de voisinages
ouverts décroissants de z,, ®,cd, lim R¢» = R%! (n® 5, B;
propriété 8), et la convergence est uniiorme sur 3 d’apres le
théoréme de Dini. Si z, est polaire, on a, sur 2: Ri{®™ =0,
donc R¥» << ¢ pour un p convenable. Cette conclusion subsiste
si z, est non polaire, parce qu’alors ¢ > R!?! dans Q, et, grice a
I’hypothése faite sur ¢, v > R dans Q- {xof

n étant ainsi choisi, de lmegahte ¢ > p, sur 3%, on déduit,
pour un nombre A, > 1 convenable, ¢ > A,.p, sur 2, donc

aussi ¢ > A,.p, sur Qn [:3 (lemme 3. 1).
Conclusion : il existe un rang n et un nombre A > 1 tels que :
zoek, et ¢ > A.p, sur E.
Alors ¢ > A.R} dans Q entraine: p,(x,) > R} (z,).
TaktoriME 9. 1. — Il existe un potentiel U, fini continu dans

Q, tel que, étant donné un ensemble E cQ et un point z, ¢ E,
la condition :

Ri(®o) < U(z,)

est nécessaire et suffisante pour que E soit effilé au point x,.
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Soit a, une suite de nombres > 0, formant une série conver-
gente, et p, la suite des potentiels déterminés par le lemme 9. 1.
La fonction U = Ya,p, répond a la question, grice a la

n
sous-additivité de R} par rapport a ¢.

10. Balayage d’une mesure.

On suppose Q a base dénombrable.

A. Erupe pE vapprmivité pE RE er pe RE rpar
RAPPORT A ¢.

Prorosition 10.1. — Soit E un ensemble fermé dans Q.
1) St v, est une suite croissante €St et v =lim ¢, e St:
n .

RE = lim RE, (1) et RE=1lim R® (1').
2) Si vy et v,eS*t:
tl?r‘l'"; = an + Ri (2) et R’ll?ﬁ‘”: = RvE‘ + Rl‘i (2,)'

Les égalités (1') et (2') se déduisent de (1) et (2) (n°® 5, A;
propriétés 2 et 3).

Les égalités (1) et (2) étant vérifiées sur E, démontrons-les
sur © = n [:E

1) L’inégalité R% > lim R7, est immédiate.

Soit z; un point € w et ¢ un nombre > 0; pour chaque n,
il existe une fonction w,e St w, > ¢, sur E, et telle que

W) — RE (@) <5

w = lim R+ Y (w, — R%})

- Alors, dans o:

est hyperharmonique, et > w, pour chaque n. Si yeQnow:
liminf w(z) > ¢,(y) pour chaque n, donc aussi iminf w(z) > ¢(y).
Ty

T>Yy

TEW TEW

On en déduit que la fonction

¢ dans E
"W =

inf (v, w) dans ©
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appartient a St*. Par suite u > R}, et dans w:
- w>RY d’ou hm RE (z,) + ¢ > R%x,).

2) Supposons d’abord @ < Q:

L’égalité (2) est alors vérifiée, car, dans w: R} = HY.
Soit E fermé quelconque :

On introduit une suite croissante d’ouverts

qca)ch, Q=| |wq.
q

Pour tout potentiel p dans Q: R} =lim REVU(® (n° 5, B;

propriétés 4 et 5) d’ox‘l Padditivité de R} par rapport au poten-
tiel p.

Si ¢ est une fonction e S*, ¢ est limite d’une suite croissante
de potentlels pa; de R = llm R}, résulte I’additivité de R} par
rapport a v.

Prorosition 10. 2. — Soit w un ouvert < (.
1) St ¢, est une suite croissante €St et ¢y =limy, eSt:
. n
RY = him RY ‘ (1)
n

2) Si Vl et VzES+:
:’l:"'": = R'(ﬁ + R(UI: (2)
1. D’une part: lim R? < RY.
D’autre part, lim R® est une fonction e S+, égale a ¢ sur w;
d’ou im R® > RY.

n
2. L’additivité de RY par rapport a ¢ résulte de celle de R¥,
pour k compact, car R? = lim R}», pour toute suite crois-
n

sante de compacts k, dont la réunion est w (cf. n° 5, B; pro-
priété 2).
Prorosition 10. 3 (*°). — Soit E un ensemble quelconque < ).
St ¢, et v, sont deux fonctions e S*, finies continues dans () :

few=RL+RL (1) e Ri,,=RI+R; (1)
Démontrons I'égalité (1). On sait que R} ., << R}, 4+ RE.
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D’autre - part, pour toute ¢eS*¥, finie continue dans Q:
R} = inf RY pour les ouverts w> E; l'additivité de RY par
rapport a ¢ entraine alors: R}, > R} 4+ RI.

B. DEFINITION DE LA BALAYEE D' UNE MESURE.

Tatorime 10.1 (1°). — Etant donné une mesure de Radon
>0, w, sur Q, portée par un compact <(), et un ensemble
E cQ (0), il existe une mesure de Radon > 0 sur () et une seule,
soit KE, telle que, pour tout potentiel p fini continu dans Q:

JREdp. = [pdur (1)
St E est ouvert ou fermé dans Q,v pour toute v e St
SREdy. = [0 dy* (2)

Existence de la mesure p~.

On a vu (corollaire du théoréme 6.1), que I’ensemble 6
formé des différences de deux potentiels finis continus dans (),
égaux hors d’un compact <{), est un sous-espace positive-
ment riche de X(()). Toute fonctionnelle linéaire définie sur
3, > 0 sur 6+, peut donc &tre prolongée, de fagon unique,
suivant une mesure de Radon >0 sur ().

A chaque différence u = p — p’ €3, on fait correspondre
le nombre f RE du — j RE du. Grace a Tadditivité de RE
relativement aux potentiels p finis continus dans (), on
définit ainsi une fonctionnelle linéaire sur #6; elle est > 0
sur #6*, d’ou D’existence d’une mesure de Radon >0,
unique, @°, telle que, pour toute différence p —p'ed6:

JRE—RE) dn = [(p—p') dp=.
Démonstration de la formule (1).

La proposition 7. 1 prouve 'existence d’une suite croissante
d’ouverts réguliers w,, tels que =| ’w,,. Alors, p, = R

n
est un potentiel fini continu dans Q et égal & p hors de w,.
On a donc:

SR —RE)dy = [(p—p,) du®.

(") Ces résultats seront complétés quand on supposera ’axiome D.
(1) Si E est un ensemble cQ, contenant (X, on notera encore pE la balayée de
sur E-f@}.
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Quand n— 4 o, p, décroit et — 0, ainsi que RE; d’on

S RE dy. = [pdy=.
Démonstration de la formule (2).
¢ est limite d’une suite croissante de potentiels finis continus
P» et RE = hm RE. (2) se déduit alors de (1), valable pour
les p,.

Cas particulier : z étant un point (), prenons pour

la mesure ¢,; sa balayée sur E, ef, est telle que, pour tout

potentiel p fini continu: RE(z) = f p dei, et, si E est ouvert
ou fermé dans Q: RF(z) = f ¢ def, pour toute ¢ € St. Remar-

quons que si @ =0Qn [:E est un ouvert d’adhérence c (), ef
coincide avec p2.

C. 1re8 pROPRIETES DE LA BALAYEE D'UNE MESURE:

1) »F =0 si et seulement si E est polaire. -

2) sip = oy + 2, OU [y et 1y sont deux mesures de Radon
> 0 sur Q, chacune portée par un compact c{, alors
wE =l +

3) si &, est une suite croissante de mesures > O portées
par un méme compact Kc(), et vaguement convergente
vers une mesure [ portée par K, alors p; est une suite crois-
sante, vaguement convergente vers [

En effet, pour chaque différence p — p’ e 6,

[ (p— p') (du® — duf) = [ (RE — RE) d(se — )
tend vers 0, quand n tend vers 4 co.

4) pF est portée par (EnS,)udE:

Partageons . en deux mesures, {r, portée par En S, et p,
portée par C_E_ 0 S,.

a) Py = Py, car RE = p dans E.

b) s est portée par dE:

b,) p; ne charge pas [:E(”); en effet, pour toute diffé-
rence p—p' e, telle que S,_,c [:E p=p sur E et
RE = RE dans (, en particulier sur S

b,) y.f ne charge pas E (*?); soit p—p e% telque S, ,cE, et

(*#*) On utilise ici le théoréme 6. 1.
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soit w ={z e Q|p(x) —p'(z)5£0}. Si V={veStlp=p sur E}
et V' = ¢’ eSH¢’ =p’ sur E}, & chaque fonction ¢ eV on
peut associer une fonction ¢" € V', ne différant de ¢ que sur w;
en effet,

. p' dans o fal 3 p’ dans E
¥ =)o dans Qn [:w’ encore egal a ¢ dans Qn [:E’

répond a la question. De méme, & chaque ¢’ €V’ correspond
ve D, tel que v = ¢’ sur Qn [:w. Done, RE = RE sur Qn [:m,
en particulier sur S,.

11. Etude des Jg fonctions, o B est une base des ouverts de (),
formée d’ouverts w c & c (.

Les ouverts déterminants et complétement déterminants.

On reprend des notions dues a M. Brelot, sans supposer la
régularité des ouverts envisagés.
A. Les Yg roncTIONS.

DériniTion. — St B est une base des ouverts de (), formée
d’ouverts wc®c(), on appelle J5 fonction dans un ouvert
wo < Q toute fonction réelle v, localement bornée inférieurement
dans w,, et telle que, pour tout ouvert we B, ®cw,:

o(@) > [0 doy

dans .

Cas particulier. — On appelle  fonction une Y5 fonction
relative a la base # formée de tous les ouverts w ¢ @ < (2,

Lemme 11. 1. — St ¢ est une g fonction, s. c. i. et >0 dans
un domaine wqc (), alors: ou bien v >0 dans w,, ou bien
p = 0 dans w,.

Supposons que l’ensemble des points de w, ou ¢ >0 ne
soit ni vide, ni w,, et désignons par } une de ses composantes
connexes.

Il existe un point y, € 3f3, et situé dans w,, puis un domaine
w, composante connexe d’un ouvert € B, tel que ypew c® cw,

29
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et ®»P. Alors, B n [:G), ouvert non vide strictement contenu

dans B, a au moins un point frontiére z, € §. z; appartient
aussi a4 d®, donc, d’aprés le théoréme 8. 2, il existe dans (
au moins un point z, € dw régulier pour w; et  ndw, qui est
un voisinage ouvert de z, dans dw, est de mesure harmomque

> 0 pour w (n° 4, B; propriété 1). En conséquence, fv dp?

est > 0 dans o, alors que: ¢(y,) = 0 entraine fv de2 =0
dans .

Lemme 11. 2. — Si ¢ est une g fonction s. c. i. dans un ouvert
wo c®gcQ, telle que pour tout y e dw,: lim inf o(z) > 0, alors
>0 dans o =W

>y
Le raisonnement est classique. Soit A une fonction harmo-
nique dans w,, de borne inférieure > 0 dans w,.
Supposons qu’en un point ew,, ¢ soit << 0, donc aussi

Y = a<0. Comme lim infv(—x)— > 0 en chaque point y e dw,,

h T € w, h(:v)
>y
il existe un voisinage ouvert ¢ de dw, tel que: xewynd
T v(x
implique h_((—z) > a.
z
Soit g << « la borne inférieure de 2 sur w,; elle est atteinte

h
en un point Z,e€w, n[:S. Alors, d’aprés le lemme 11. 1,
v — aoh est identique 4 O sur la composante connexe de w,
contenant z,, ce qui est contraire 4 ’hypothése.

TréoriME 11. 1. — Toute Yg fonction ¢ s. c. i. dans un ouvert
wo c ), est hyperharmonique dans .

En effet, pour tout ouvert régulier w, ® c w,, et toute donnée
0 continue sur dw et < ¢, v — Hy est une Jgh-fonction s. c. 1.
dans w, dont la limite inférieure est >> 0 en tout point edw.
D’ou: ¢ > Hy (lemme 11. 2) puis ¢ > H? dans w.

CoroLLAIRE. — La régularisée s.c.i. d'une g fonction
dans un ouvert w, est hyperharmonique dans w,.

Les autres propriétés des J5 fonctions, données dans le
cas d’une base B formée de domaines réguliers (n°® 5, A),
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s’étendent sans modification; toutefois, I’extension de la pro-

priété 5 utilise HO(z) = f ¢ dp2, donc suppose () a base

dénombrable.

Remarque. — Les lemmes 11. 1 et 11. 2, ainsi que le théoréme
11. 1, sont encore valables si I'on remplace 'hypothése « ¢ Jg
fonction dans w,», par 'existence d’une base & des ouverts
de Q, formée de domaines w c® c{, ¢ et B satisfaisant a la
condition (a):

(a) pour tout z e w,, et tout voisinage de z, il existe dans
ce voisinage un domaine we®, rewcdcw, tel que

) > f v dp?. :

On obtient ainsi un critére local d’hyperharmonicité, qui
renforce celui qui a été donné au n° 2, C (propriété 1):

Une condition suffisante pour que ¢ soit hyperharmomque
dans 'ouvert ®, est que ¢ soit s. ¢. 1., > — o, et qu’il existe
une base B des ouverts de (), formée de domames wcdci),
¢ et B satisfaisant a la condition (a).

B. LEs OUVERTS DETERMINANTS ET COMPLETEMENT DETER-
MINANTS (NOTES D. ET C. D.).
On suppose  a base dénombrable (12).

DeriniTioN. — Un ouvert o est c. d. (resp. d.) st ® cQ, et st,
pour tout potentiel p dans ) (resp. pour tout potentiel p locale-
ment borné dans ()), harmonique dans w, les fonctions S+

majorant p dans Q n[:w, le majorent dans Q; autrement dit
Rl = p dans Q (*4).

"En utilisant additivité de R® par rapport a ¢ (propo-
sition 10. 1), on voit que, si @ est un ouvert c. d. (resp. d.),
pour toute ¢ « S* (resp. toute ¢ < St localement bornée), har-
monique dans w: RI® = ¢ dans Q.

TatoriMmE 11. 2. — Soit B une base des ouverts de () formée
d’ouverts d’adhérence < (), ®w un ouvert déterminant %, et ¢

(*8) C’est essentiellement pour que la propriété 5 des Jg fonctions (n° 5, A) soit
valable avec une base ® quelconque.

(¥4) En théorie classique du potentiel, tout ouvert régulier est c.d. et tout ouvert
relativement compact est d. Dans la présente axiomatique, rien ne prouve l’existence
d’ouverts d.
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une 95 fonction >0 dans Q. Alors: ¢ = ¢ p%-p. p. sur
dw (1%).

1€r cas: ¢ est localement bornée dans (.
v dans n [: w

N fv dey dans o

est une Jg fonction dans (). & e St, est localement borné dans

et harmonique dans w; d’oﬁfv?) dey =fvdp;’ dans .
Pour chaque z € w, il existe une fonction ¢ définie sur dw et

borélienne, telle que ¢ < ¢ ett[‘v dey =fcp de2. On a donc:

w9 v < g surdw etfv’&dp;’=f<pdp‘;’; par suite: ¢ =
Pa-P- pP. sur dw.
2¢ cas : ¢ est quelconque.
Le résultat est encore valable, car ¢ est limite d’une suite
croissante de Jg fonctions ¢, localement bornées, et ¢ = lim ¢,.
n

CororrLAIRE 1. — Soit % une base des ouveris de ) formée
d’ouverts d’adhérence <(), w un ouvert c. d. (resp. d.)e®, et
v une 9g fonctwn > 0 dans () (resp. une Y4 fonction > 0 dans
Q telle que ¢ soit localement borné) harmonique dans w. Alors

v(x) —fvdpm pour tout x € w.
En effet, si zew: ¢(z) =f§dp;‘,’ =fvdp$.

CoroLLAIRE 2. — Etant donné une base ® des ouverts de
formée d’ouverts d’adhérence < (), et un ouvert w € B, pour que ®
soit c. d. (resp. d.), il faut et il suffit que, pour tout couple ¢,, ¢,
de $g fonctions >0 dans Q (resp. de 94 fonctions localement
bornees > 0 dans ), harmoniques dans ® et égales hors de o,
on ait ¢, = v, dans Q ().

() Le théoréme 11. 2 et le corollaire 1 sont directement inspirés du théoréme 8
et de son corollaire (M. BreroT [16]).

(*6) Cette caractérisation des ouverts d. et c.d. justifie le qualificatif qui leur est
donné. On peut montrer aussi la caractérisation suivante :

Un ouvert wcwcQ est c.d. (resp. d.) si et seulement si, pour tout potentiel p
dans Q (resp. tout potentiel p localement borné dans Q), la plus grande minorante

harmonique de p dans w est | pdgz. (Méme raisonnement que dans [18], n° 34).

1l en résulte qu’il est équivalent de dire qu'un ouvert wcwcQ est c.d. (resp. d.), ou
que chacune de ses composantes connexes est c.d. (resp. d.).
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La condition est suffisante car, pour toute ¢ € St &resp. toute
¢ € ST localement bornée), harmonique dans ®, R!” coincide

avec ¢ dans () n[:m, donc dans Q.

CororLrAIreE 3. — Soit © un ouvert déterminant. Les points
€ 0w irréguliers pour w forment un ensemble de p?-mesure nulle.

En effet, si V est une fonction e S*, finie continue dans Q
et non harmonique dans aucune composante connexe de o,
les points irréguliers pour ® sont caractérisés par R < RL®
(propriété 7; n° 5, B).

CoroLLAIRE 4. — Supposons qu’il existe une base des ouverts de
Q, soit B, formée d’ouverts déterminants.

1) Pour toute Ig fonction ¢ >0 dans Q: ¢ =90 B p. p.

2) Réciproquement, soit, dans Q, deuzx fonctions ¢ et ¢ telles
que:v' e ST, 0" Lo, et v’ = ¢ R p. p.; alors v est une Ig fonction,
et v' = ¢ dans Q.

Démonstration de 2). — Pour tout we®B et zew,

o(z) > ¢'(z) > f v dpg.
Donc vest une Yg fonction, et ¢, égale a ¢ % p. p., coincide avec ¢.

TatorkME 11. 3. — Soit B une base des ouverts de Q formée
d’ouverts d’adhérence < (2, w un ouvert c. d. (resp. d.) B, et v,
une suite de 9y fonctions 2> 0 dans Q (resp. une suite de Jg

. Y .
fonctions >0 dans (), telles que liminfe_ soit localement
n
borné dans Q). Alors, si f".. dp? converge quel que soit e w,
et si elle est localement bornée dans w indépendamment de n,
la Limite vaut [lim infe, dp® ().
v n

() Ce théoréme est analogue au théoréme 10 de M. Breror [16]; la démonstration
est inchangée.



CHAPITRE 1II

LE THEOREME DE PARTITION
ET QUELQUES CONSEQUENCES

Hypothéses de ce chapitre:
les fonctions harmoniques satisfont aux axiomes 1, 2, 3;
il existe un potentiel > 0 dans Q.

12. Démonstration du théoréme de partition.

DeriniTioN. — Etant donné une fonction VeS* et un
ouvert w c Q, on appelle w-majorant de V toute fonction U e St,
telle que, dans w : U = V + une fonction surharmonique dans v,
non nécessairement > 0.

On définit ainsi une relation de préordre dans S+, liée a
chaque ouvert w c Q.

Prorosition 12. 1. — Etant donné un ouvert w c Q, et une
fonction V e St dont la partie potentielle dans o est p, alors, la
famille des w-majorants de V ne dépend que de p, et chaque
w-majorant de V est > p dans .

Dans @: V = p + une fonction harmonique > 0 dans o;
donc la famille des w-majorants de V est la famille des fonc-
tions U e St, telles que, dans ®: U = p + une fonction u’
surharmonique dans w. En outre, u’, >> — p, est > 0 dans w;
donc, dans w :

U = p + une fonction surharmonique >0 dans .

CoroLraIRE. — Les Q-majorants d’une fonction V e S+

sont les majorants spécifiques (*®) de la partie potentielle de
V dans Q.

(18) Pour la définition de I’ordre spécifique, voir le n° 2, B.
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TatoriME 12. 1. — Soit un ouvert w cQ, UV une famille
w-majorée de fonctions VeSt, et U, Uenveloppe inférieure,
pour lordre naturel, des w-majorants de V. Alors:

1) U, e St, est un w-majorant de U, est harmonique dans
Qn [6)

2) U, est spécifiquement le plus petit w-majorant de V.

1) Soit U la famille des w-majorants U de 7.

Pour V donné €7?:

U =V + u dans ®, ou u est surharmonique dans w;

donc Uy =V + u, dans o, avec u, = inf u.
vell
U, est une 4 fonction (**) dans Q; u, est une 4 fonction dans

w car, si h est la partie harmonique de V dans w,onau>—h

dans w. . .
Par suite: U, = V 4+ i, dans o (propriété 2, n® 5, A); U,

est donc un w-majorant de VU, et coincide avec U, dans .
Enfin U est, dans Q n [: ®, un ensemble saturé de fonctions

surharmoniques; U, est donc harmonique dans Qn EG).

2) Soit U el

et U’ — U — U, en tout point ou cette différence est définie
" {4+ en tout point o U= Uy, = + oo.

U’ est une ¥ fonction dans (, si, en tout point z oa U— U,
est défini, et pour tout ouvert &, tel que zedc8c(, on a:

U(z) — Uy(z) > HY(z) — HY (z),
c’est-a-dire :
U — H} + H, > U, dans q.
Soit S une fonction surharmonique dans ¢, dont la limite
inférieure, en tout point €0, est > — oo et > U,, et s une
fonction sousharmonique dans ¢, dont la limite supérieure,
en tout point €2, est << + oo et < U; il suffit de prouver
que, dans ¢: U —s 4+ S > U,.
Posons

inf(U—s+ S, U,) dans ¢ N
U, dans QnCS;U1<U°’ et Uy e5%,

(%) Définie au début du n° 11.

U1=
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car U—s+ S est une fonction surharmonique dans ¢, dont
la limite inférieure, en tout point €2, est >— o et > U,.
Pour que U; soit un w-majorant de U, il suffit alors de
montrer que
inf (u—s 4+ S, uy) dans ¢now

Uy, =
! U dans [:Snw’

est surharmonique dans w, ce qui, grice au critére local de
surharmonicité (propriété 1, n® 2, C), se rameéne a la s. c. 1.
de u, en tout point yeddnw. Or, si u(y) = + o, ou si
Uo(y) = + ®, on a:

lim [u(z) — s(z) + S(z)] = + o,

TEJNW
Ty

donc > u,y(y), et, dans les autres cas:

lilé’srifif [u(z) — s(z) + S(@)] >u(y) — U(y) + Uo(y) = uo(y)-

Conclusion: U; €U, donc U, = U, dans Q, U—s+ S > T,
dans &, et U’ est une 9 fonction dans (). .

Alors, U = U, + U’ dans Q entraine U = U, 4+ U’ dans (,
avec U’ e S+,

CoroLLAIRE 1. — P*, muni de Uordre spécifique, est réticulé.

On applique le théoréme 12. 1 en prenant w = ().

Sachant que H* est réticulé pour l'ordre spécifique, qui
est aussi I'ordre naturel, on en déduit que ST est réticulé.

CoroLrLAIrE 2. — Etant donné un ouvert o c (), et une fonc-
tion Ve St, il existe une fonction V, e ST, harmonique dans

Qn [:6), qui est spécifiquement le plus petit w-majorant de V.

On applique le théoréme 12. 1 & la famille VU ={V{.
noncé équivalent au corollaire 2:

Tutorime 12. 2 (ou théoréme de partition). — Etant donné
un ouvert w c () et une fonction V e S*, il existe deux fonctions
V. et V, € St, caractérisées par les conditions:

1) V=V, + V, dans Q;

2) 'V, est, pour Uordre spécifique restresnt a S*, la plus grande
minorante de V harmonique dans o (*).

(20) Cette caractérisation de la fonction V! est due & M. BreroT.
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En outre, V,, minore spécifiquement tout w-majorant de V,

et est harmonique dans Qn Ew.
Le corollaire 2 fournit en effet la décomposition :

V=V,+ YV, dans Q,

ou V, est spécifiquement le plus petit w-majorant de V, et
V, € S*. On a bien V,, harmonique dans w; et, st W e S+, est
harmonique dans » et tel que V=W U, ot U e 5+, alors U est
un w-majorant de V, donc : dans (2, U=V, 4 une fonction e S+,
ou V, =W -+ une fonction eSt.

DeriniTioN. — La fonction V,, définie par le théoréme de par-
tition sera appelée dans toute la suite « restriction spécifique
de V a l'ouvert w».

On notera que V, =0, et que V,, =0 équivaut a V harmo-
nique dans w.

PREMIERES CONSEQUENCES
DU THEOREME DE PARTITION

13. Propriétés de prolongement
d’une fonction surharmonique dans un ouvert partiel.

Lemwme 13. 1. — Etant donné ¢ surharmonique dans un ouvert
wc (), et un ouvert w' c®' cw, il existe deux potentiels P et P’
dans Q, P’ fini continu dans (, tels que: P = ¢ 4+ P’ dans o'.
St ¢ est fini continu dans w, on peut chotsir P fint continu dans ().

1) Supposons ¢ > 0 dans w.

On se raméne au cas ou ¢ est fini continu dans w — @',

par exemple en formant (RY'),, ce qui ne change pas ¢ dans o'.

Soit & et &' deux ouverts tels que ® cd8' cd' céclcuw;

m et M deux nombres tels que ¢ << M sur 2d’, et ¢ > m sur d3.
On peut appliquer le théoréme d’approximation (cf. n° 6)
M + ¢ surad’
m — e sur 38
potentiels finis continus dans , P” —P’, approchant f a
moins de & sur 36’ v ad; donc:

(1) P"—P'>M>p¢ surdd’ et P"—P' <<m<v suroo.

a la fonction f = . Il existe une différence de deux
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Alors
(v 4+ P’ dans ¢’
p = inf (¢ 4+ P, P") dans S —2¢
P” dans Qn [3

est un potentiel dans (2, grice aux inégalités (1) et au caractére
local de la surharmonicité; de plus,si ¢ est fin1 continu dans w,
P est fini continu dans Q.

2) Cas d’une fonction ¢ surharmonique quelconque dans .
Soit un ouvert 0", ® cw”c®”cw, h une fonction harmo-
nique dans o, de borne inférieure >0 dans »”, A un nombre
> 0 tel que, dans ©": ¢ = — Ak + ¢', ou ¢’ est une fonction
surharmonique >0 dans ®”. De: h=P—P" et ¢ =Q—Q’
dans o', P, P/, Q, Q" e P+, P, P’ et Q' finis continus dans (,

on déduit la représentation cherchée.

Tutorime 13. 1. (2). — Etant donné ¢ surharmonique dans
- un ouvert w <), et un ouvert v’ c ® c w, il existe deux poten-
tiels P et P’ dans Q, P’ fini continu dans () et harmonique
dans o', tels que

P=v¢ 4+ P’ dans o'.

St ¢ est fint continu dans w, P peut étre choist fini continu
dans (.

D’apres le lemme 13. 1, il existe deux potentiels P, et P,
dans Q, P, fini continu dans Q, P, fini continu dans Q si ¢
est fim continu dans w, tels que:

(1) P, =¢ + P, dans o’.

Appliquons les résultats du n® 12: P; est un o’-majorant
de P,; donc (théoreme 12. 2): P, = (P,), + P, ou P e P+,
et est finl continu dans (), si ¢ est fini continu dans . (1)
devient alors: P =¢ 4 (P,), dans o', ce qui est la décom-
position cherchée car P’ = (P,),, est harmonique dans o', et
fini continu dans Q.

TratorikME 13. 2. — Soit ¢ une fonction surharmonique dans
un ouvert w c Q, de support compact K. Il existe un potentiel P

(®) M. BreroT a donné une démonstration toute différente d’un résultat analogue
{théoréme 14 dans [18]).
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unique dans O, de support K, tel que P — ¢ soit harmonique
dans .

1) Existence d’un potentiel P :

Soit un ouvert o', Kcw’ ¢ ® c w. Le théoréme 13. 1 prouve
Pexistence de deux potentiels P, et P, dans Q, P, harmo-
nique dans ', tels que:

P, = P, + ¢ dans o'.

P, est donc harmonique dans @’ — K. Sil’on prend sa restriction
« spécifique » & un ouvert w;, Kcw, c ®, c w’, on obtient un

potentiel P = (P,),,, harmonique dans Qn [: K; et P—y,

égal a P, — (P,)., dans o, est harmonique dans w’, donc aussi
dans w. Le support de P, a priori <K, est exactement K.

2) Unicité de P.

Supposons que deux potentiels P et P’ répondent a la
question. La différence P — P’ est une fonction &, harmonique
dans Q; et les inégalités h < P, et — h <C P’ dans Q, entrainent
h=0.

APPLICATION.

Prorosition 13. 1. — Pour qu’un compact K < Q soit polaire,
il faut et il suffit qu’il existe un ouvert w > K, & ¢ Q, tel que 3K
soit de mesure harmonique nulle pour w — K.

Démonstration de la condition suffisante:

K est contenu dans la réunion d’un nombre fini de compo-
santes connexes de w, soit ;.

Par hypothése, 0K est de mesure harmonique nulle pour
o — K, donc il existe une fonction hyperharmonique ¢ > 0

dans w — K, finie en un point de chaque w; n [: K, et telle que
lim ¢(z) = + oo, pour tout y edK.
i . , \vdans l l“’i -K .

La fonction ¢’ = ” , estsurharmonique dauns
4+ oo sur K

l 'wi (propriété 1; n® 2, C), et, si »’ est un ouvert tel que
7

Kco' co' c| |wi, il existe un potentiel P dans Q, valant

1

+ o sur K (théoréme 13.1); par suite, K est polaire.
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14. Une propriété des ensembles effilés.

TutorkMme 14. 1. — Soit un ensemble E c (, effilé au point
xo € E — E. Si z, est polaire, il existe une fonction V e St, finie
au point z,, et telle que im V(z) = + oo.

Tz,
z €E

Si z, est non polaire, la propriété subsiste da condition de
supposer que tous les potentiels localement bornés dans (), de
support x,, sont continus au point z, (*).

Par hypotheése, il existe une fonction ¢ e S*, telle que

(1) lim 1nf ¢(z) > ¢(z,).

> T

z €E
On peut imposer 4 une telle fonction ¢ les deux conditions
sulvantes :

a) ¢ est un potentiel localement borné dans Q : on remplace
au besoin ¢ par inf (¢, ¢;), ou ¢, est un potentiel > 0, fini
continu dans {2, et > ¢ au point z,.

b) Les minorantes spécifiques de ¢ ne comprennent pas de
potentiel de support z,: s1 z, est polaire, cela résulte de la
condition a). S1 z, est non polaire, le théoréme de partition,
appliqué a ¢ et a Pouvert Q— {=z,}{, donne v =y¢; 4 p, ol p est
la plus grande minorante spécifique de ¢ de support z,;
d’aprés ’hypothése, p est continu au point z,, et 'on peut
remplacer ¢ par ¢, sans modifier I'inégalité (1).

Soit O I'ordonné filtrant décroissant des ouverts ® tels que
Tpewcl), et v =y, + ¢, la décomposition du théoréme
de partition. Les ¢, forment un ordonné filtrant croissant,
donc w' =supv,eSt, et w=1infy, est une ¥ fonction,

[3X=Ty} w €()
harmonique dans ) — {z,}.

On a, dans Q: 9 =w + o', donc v = & + w' (propriété 2,

n® 5, A). Alors &, potentiel de support z, minorant spéci-

fiquement ¢, est nul; or w =, donc inf ¢, = 0.
w €O
Ainsi, on peut trouver une suite d’ouverts w,e O tels que

(22) Cette hypothése est satisfaite si I’on suppose ’axiome D. M. BreLoT a obtenu
aussi ce résultat & 'occasion d’une étude axiomatique de I’effilement [20].
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1 . . s .
vw”(wo)<ﬁ- La fonction V =3}y, répond a la question,
n
car, pour chaque n:

lim inf ¢, () — ¢, (2e) = lim inf ¢(z) — v(z,).
T > Ty &> Ty )
z€E z€E

15. Les mesures associées a une fonction V e ST,

Supposons () a base dénombrable; ce sera nécessaire aux
théorémes 15. 1, 2 et 3.

DEFINITION DE LA RESTRICTION SPECIFIQUE DE V e St
A UN OUVERT o c Q.

Pour tout ouvert w c (), on a défini la restriction spéci-
fique V, de V a l'ouvert o (théoréme de partition, 12. 2):
V. est spécifiquement le plus petit w-majorant de V. Par
suite :

LEMme 15.1. — S01t Ve ST, V=P + hou Pe Ptet he Ht,

Pour tout ouvert v c () :
v, =P, et Vi, = P, + h.

Conséquence du lemme 15.1: Vg =P et Vg =h.
Il est alors naturel de considérer A comme la « restriction
spécifique de V au point @ », et de donner la définition suivante

de la restriction spécifique de V & un ouvert wcQ, wsa:
Soit V=P + h ou Pe