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SUR LA TRANSFORMATION DE MELLIN
ET LES FONCTIONS A DOMINANTE ANGULAIRE
ALGEBRICO-LOGARITHMIQUE EN UN POINT

par Maurice BLAMBERT.

INTRODUCTION

Dans ce mémoire je me propose de mettre en évidence
I'intérét du choix convenable d’une fonctionnelle pour I’étude
d’une certaine classe de points singuliers de fonctions ana-
lytiques. Cette classe est celle des points dont je conviens de
dire (sous des conditions que je précise) que la fonction ana-
lytique considérée ayant un point de cette classe pour point
singulier posséde en ce point une « dominante angulaire algé-
brico-logarithmique »; elle contient la sous-classe des points
algébrico-logarithmiques rencontrés dans I’étude des solutions
analytiques des équations différentielles linéaires homogénes
du type de Fuchs. (Ces derniers ont fait I'objet de nombreux
travaux dans des directions diverses.)

Je montre que 'application convenable de la transformation
de Mellin ('intégrale de Mellin étant calculée de long d’un
rayon issu du point singulier du type cité) & une fonction
déterminante possédant ce type de points singuliers lui fait
correspondre une fonction génératrice dont on peut caractériser
I’ensemble singulier. Dans des cas intéressants, par exemple
celui de Dexistence de points algébrico-logarithmiques, la
transformée de Mellin a un ensemble singulier constitué par
des poles réguliérement espacés. Lorsque l'origine du rayon
d’intégration de l'intégrale de Mellin est un point régulier
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pour la fonction alors sous une condition de croissance la
transformée est entiére et est d’ordre a la Ritt nul dans chaque
demi-bande horizontale gauche de son plan. Je retrouve comme
cas particuliers des résultats anciens dus & G.H. Hardy,
M. Fekete, M.L. Cartwright. Les résultats obtenus montrent
qu’au lieu de caractériser un point singulier par le compor-
tement de la fonction au voisinage de ce point il est plus
intéressant dans certains types de problémes de le carac-
tériser par la donnée de ’ensemble singulier de la transformée
a4 l'aide d’une fonctionnelle convenablement choisie.

Dans un premier chapitre je rappelle des définitions et des
locutions et méme des résultats déja utilisés dans d’autres
mémoires et }’introduis des définitions nouvelles. Au chapitre 11
)étudie la nature de la transformée de Mellin, son ensemble
singulier, et dans le cas particulier ou elle est entiére son
ordre au sens de Ritt dans une demi-bande. Le chapitre 11x
est réservé a I’étude de quelques propriétés d’inversion de la
transformation. Le chapitre 1v est consacré a I’application
des résultats des chapitres 11 et 11 au probléme de la
composition (au sens Hadamard-Mandelbrojt) des singularités
des séries de Dirichlet générales. Je précise que je ne me
suis pas proposé de faire dans ce dernier chapitre une étude
systématique de ce sujet. Les théorémes énoncés ont pour
but de mettre en évidence I'intérét des résultats antérieurs
dans ce probléme. En effet I’étude de la composition des
points singuliers au voisinage desquels les fonctions ne sont
pas uniformes est en général plus difficile que celle des points
ou les fonctions sont uniformes. Ici on montre comment on
peut apporter une solution & ce probléeme pour une certaine
classe de points en se ramenant a la composition de points
singuliers de fonctions uniformes. Les conditions et les énoncés
des théorémes du chapitre 1v ont été choisis simples & dessein
a la fois pour illustrer plus facilement la méthode et éviter
d’allonger le texte. Ultérieurement dans un autre mémoire je
reprendrai I’étude systématique de ce probléme dans cette
voie. Une bibliographie trés succincte termine ce travail.



CHAPITRE PREMIER

On considére les deux séries f(s) = Ea e~ avec 0 < A }o0

et ¢(s) = Zb,,e ‘t» avec 0 < p,} o0, s = o + it. On note of, o¢

et of, of respectlvement leurs abscisses de convergence simple

et absolue. Soit n, le plus petit entier positif tel que w, > A,
dés que n > ny, et soit k un entier positif. Le nombre que
I'on note af) est défini de la maniére suivante : il est égal 4 0
pour 1 < n << mny (st my>1)eta

2 (("'u'_ 7\m)kam pour n > n,.
Qm m< o)

Ce nombre aff’ est appelé le n®™ coefficient d’ordre k, par
rapport & la suite {w,}, de la fonction f(s) définie par prolon-
gement analythue delasomme delasérie Xa,e~**. Sila suite {,}
est identique & la suite {n{ le nombre,

Y (n— Ak

Am<n)

est appelé le n'*™ coefficient « taylorien » d’ordre &k de la
fonction f(s). J’appelle opérateul‘ Hadamard-Mandelbrojt
celui qui fait correspondre la série composée Xafl’b,e™*» au
couple des deux séries composantes, Xa,e”** et Lb,,e“'f‘u la
fonction définie par prolongement analytique de la somme de
la série composée, & partir de son demi-plan de convergence,
est notée H,[f,. ¢/s].

Soit o; un certain nombre réel (fini) et soit A un domaine
(ensemble connexe de points tous intérieurs) situé dans le
demi-plan ¢ > o, et tel que:

a) A contient des points s tels que Rs = ¢ > qf,

b) la fonction f(s) est holomorphe dans A et égale a la
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somme de la série Ya,e~™ pour chaque se(AnP{), ou P¢
est le demi-plan ¢ > of.

Soit A(sy), un domaine, le plus grand s’il existe, union de
domaines A et qui est tel que la fonction f(s) est holomorphe dans
A(oy) et égale & la somme de sa série de définition pour chaque s
du demi-plan P{. L’ensemble constitué par tous les points du
demi-plan ¢ >0, qui n’appartiennent pas & I’ensemble A(s,)
est noté §;' et est appelé «I’ensemble singulier de f(s) par
rapport au demi-plan o> g, ». Cet ensemble $7' est ferms; il
contient les points de la droite ¢ = ;. On remarquera que
les propriétés qui caractérisent A(sy) entrainent que tout point
ael' avec Ra>> o, au voisinage duquel la fonction f(s) n’est
pas uniforme ne peut &tre point isolé dans ’ensemble §;'. La
fonction f(s) ne peut é&tre prolongée analytiquement jusqu’a
un point de §;' le long d’un chemin contenu dans ¢ > g,. La
branche principale de f(s) est holomorphe dans (§;, o P, et

P

F,sont respectivement les demi-plans ¢ > ¢ et fa- > 0.

Dire que les points d’un ensemble fermé § sont les seuls
points singuliers «possibles» par rapport & un demi-plan
P/(c > ¢,) d’une fonction f(s) définie par prolongement ana-
lytique de la somme de la série Ya,e”?, avec of<oo, signifie
que dans chaque domaine A (dont l'intersection avec le
demi-plan ¢ > o{ est non vide) appartenant au complémentaire
par rapport & P, de l'intersection de § et P;:

1) f(s) est holomorphe,

2) f(s) = Za,e~* pour chaque s avec ¢ > af.

Eu égard a cette définition il est évident que les points de §}'
sont les seuls points singuliers « possibles » de f(s) [ou encore
de la branche principale de f(s)] par rapport 4 P.. On remar-
quera que si a €8}, a n’est pas nécessairement un point sin-
gulier (au sens classique) pour la fonction f(s).

On définit de la maniére suivante «l’ordre généralisé » de
la fonction f(s) dans P, ou, plus succinctement, «1’ordre Oy »
de f(s) dans P,:

On pose §7(c) = u ¢(s, ¢) pour chaque se$7, ot (s, €) est
le cercle ouvert de centre s et de rayon ¢. S’1l existe un nombre
v>0 tel que:

1) & tout couple ¢ >0, n >0 il correspond un couple de
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constantes C=C(e,n) et T, = Ty(e, n) tels que |f(s)] < C|z]'*n
pour tout point & distance finie s e G(an $7(¢)) avec |1 suffi-
samment grand, |':|>T Py

2) aucun nombre v' < v ne posséde la propriété (1),

alors on dit que f(s) est «d’ordre Oy » égal a v dans P,

Si v =0, la condition (2) est sans objet. On sait que la
somme d’une série de Dirichlet est de la forme:
Ya.e~™ = o(|z]) pour [t|}o, ¢+ it =35, o, (fixé fini quel-
conque) >of, (ce résultat peut-étre amélioré, par exemple
en particularisant la suite {A,}) et ne peut pas étre dela forme

La,e” M =0(xH), avec p <0, pour 7|} o0,

de méme qu’elle ne peut tendre vers une limite finie lorsque le
point s s’éloigne a I'infini en décrivant une paralléle a 'axe
de convergence dans le demi-plan de convergence. Il est
évident que sila série définissant f(s) est une série de Taylor-D,
c’est-a-dire telle que {A,} = {n{, alors dans le complémentaire

par rapport & P, de Dintersection de $7'(c) et de P, on a
flo=00).

Posons ¢jy(s,) =Borne a, s e 7. Le nombre afy(s,) est appelé
I’abscisse d’holomorphie de f(s) par rapport a P,

Posons of, = Borne o', f(s) étant holomorphe dans ¢ > o',
(et égale a la somme de sa série de définition dans ¢ > oJ)
Le nombre of, est Pabscisse d’ holomorphle au sens classique.
Sig, < ofgona ol = afy(s,); sl 6, >l on a alors aly(s,) = o,.

E, et E; étant des ensembles de nombres complexes, on
appelle « somme composée » de ces deux ensembles I’ensemble
formé de tous les nombres a 4 f8, avec a € E,, € E,.

S. Mandelbrojt a énoncé les théorémes suivants [IV. 1]:

TratoriME A. — Soit f(s) = L a,e™, avec ol < 0, «d’ordre,
Ou» égal & v dans Py > o,); soit g(s) = X be™*¥», avec af < o
«d’ordre Oy» égal d p dans Py(c > o,). Soient S}" Uensemble
singulier de f(s) par rapport a P; et s; celut de ¢(s) par rapport
a P,. Si k (entier) > v+, la série Zal) be~** a une abscise
de convergence absolue au plus egale a maz (o, of + of) et la
fonction H,[f, 9|s] a pour seuls points smgulwrs « possibles »
par rapport au demi-plan ¢ > o, 4 max [o, o4 (a,)] les points
de Uensemble §3 uS“"
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TatoriME B. — Dans les mémes conditions qu’au théoréme
A et si s = 0 est point régulier pour f( ), alors les seuls points
singuliers « possibles» par rapport & ¢ > o, alg(c,) de la

fonction H[f, ¢|s]— Ii(s), avec I(s)= 3, 5 (—AYCIf&Ded sont

j 0
les points de Uensemble §7'¢ (fermeture de I'ensemble composé des
ensembles s, et 3?)-
On rappelle succinctement que:
On pave la bande ¢, < 0 < ¢ (ot la constante ¢ > max (o, a{))

’ 4 cC—G .
avec des carrés de coté e = ', ¢ entier, et on note D(e)

la fermeture de I’ensemble formé de tous les carrés qui ne
contiennent dans leur fermeture ni un point de S%, ni le
point s = 0, et qui ne sont pas contigiis & des carrés ne possé-
dant pas cette propriété. On note D'(e) la plus grande région
appartenant & D(e) et contenant les carrés bordant la droite
o ==c¢, (ceci suppose d’avoir choisi I'entier ¢ suffisamment
grand), et soit C{e) la partie de la frontiére de D’(e) qui ne
contient pas la droite ¢ = c. Les deux intégrales

'k + 1) [etie ds
2mi f ¥ (2—s) =i stk
et

LD [ f)ga—a)

2m Cyle)

(la seconde intégrale étendue & Cge) est prise dans le sens
indirect habituel par rapport & D'(¢)) définissent, par prolon-
gement analytique a partir d’'un demi-plan convenable du
plan de la variable z, la méme fonction H,[f, ¢|z] que la somme
de la série du théoréme A.

Derinition I. 1. — La fonction analytique f(s), définie
par le prolongement analytique de la somme de la série

Ya,e ", 0 <A, }o0, a,#0,

a partir de son demi-plan de convergence Rs = ¢ > of, est
dite une fonction de classe M, (fe M), si elle satisfait aux
conditions suivantes :

1) ol = 0;
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2) 1l existe 6; << 0 tel que f(s) est « d’ordre Oy » fini (égal & v)
dans le demi-plan ¢ > oy;

3) la série f*(s) = Xa,e~™, avec A= Log],, admet
oh < ;

4) il existe une constante o}, avec o) < oﬁ, telle que
la fonction f*(s) est « d’ordre Oy » fini (égal & v*) dans le demi-
plan ¢ > o}. (On suppose, évidemment, que o}, est fini
c’est-a-dire que f*(s) ne se réduit pas 4 une fonction entiére.)

On remarquera que la condition (4) entraine que si f*(s) est
entiére la condition subsite en abandonnant I'inégalité.

A= Log, >0,

c’est-a-dire A,>1 pour n>1. En effet, sinon il existerait
un certain entier n, > 1 tel que A; << 0 pour 1 < n<Cny et
Ar > 0 pour n > ng. On aurait

f(s) = e~ {a, + fi(s)}, avec fo(s) =‘§ane“0‘r’t—7\?)

et Af— AT >0 pour n>2, of <. Il en résulterait
fo(s) = o(1) pour cloo et donc [f*(s)|]—> o lorsque og}co sur
toute droite T = 7,. La fonction f*(s) ne pourrait pas étre
«d’ordre Oy » fini dans un demi-plan.

Il est évident que la classe M est non vide. Une telle
assertion est triviale comme le montre I’exemple suivant:

3

T(s) =Xe™™, c>0,

1

THs) ={(s) = i% s> 0,

ou of =0, o} = 1; 'ensemble singulier 82 de la fonction
T(s) par rapport & un demi-plan ¢ > ¢,, avec o, < 0, se
réduit & I'axe o = o, et aux points d’affixes 2nni (n entier
positif, négatif ou nul). Cette fonction est bornée en module
dans ce demi-plan & D'extérieur des cercles de rayon ¢ > 0
ayant ces points pour centres. La fonction {(s) est, comme
on sait, de la forme {(s) = O(jt]) pour [t|fc, o > 1/2, et
de la forme O(1) dans chaque demi-plan ¢ > 1 4 ¢, ¢ > 0.
Plus précisément on sait que si ’hypothése de Riemann sur la
répartition des zéros complexes est vraie alors{ (¢ 4 it)= 0(7%),
thoo, pour chaque ¢ >0 et o > 1/2; cette propriété est
connue sous le nom d’hypothése de Lindeldf,
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DérinttioN 1. 2. — On dit qu’une fonction ¢(z) holomorphe
dans un angle 2 de sommet z, d’ouverture v > 0 et d’axe
de symétrie arg(z — %) = 0,, out §, est une constante réelle,
admet dans X au pomt z, une «dominante angulaire algé-
brico-logarithmique » si pour ze avec [z — z,|{0 elle a la
représentation :

¢(z) = 9u(2) + $(2)
01?1:
) 90(z) et {Y(z) sont deux fonctions holomorphes dans X;
2) qJ(z) est (par prolongement analytique dans X) dans
un voisinage circulaire ¢(z, p), de centre z, et de rayon p > 0,
de la forme

Ya) = 3 (s— 2 {Log (3—=)}"~"4(a),
ou chaque fonction {,(z) est holomorphe dans c(z, p) avec
$r(2%) 7~ 0; les constantes g, et p, pouvant é&tre complexes

On précise que sous la locution « par prolongement ana-
lytique dans X...» on entend: puisque la fonction {(z) est
d’aprés (1) holomorphe dans X et considérant en un point z
intérieur & X (donc [z — %) > 0) I’élément taylorien dont
{(z) est la somme dans un cercle (de rayon convenable non
nul et de centre z) si on prolonge cet élément, le long de tout
arc (rectifiable par exemple pour fixer les idées) intérieur & X
on peut toujours atteindre un point z, intérieur a I'intersection
de ¥ et de c(z, p), p > 0, tel que par prolongement dans
c(z9, p) & partir du point z, la fonction {(z) a la représentation
indiquée;

3) la fonction gy(z) étant holomorphe au point z, par prolon-
gement analytique dans X (dans un domaine union de I’angle
et d’un cercle ouvert non vide de centre z, donc de rayon posi-
tif) ou bien z, est singulier pour le prolongement analytique de
$o(z) dans 2 auquel cas on suppose que g, (z) = 0(|z — z[™%)
lorsque |z — %]|{0 pour z e X, avec « << min Rq,, 0 < r < 7.

DérinitioNn 1. 3. — La fonction
(2 — 20) " {Log(z — 2,)}»~'{x(2)

est appelée un élément singulier de la fonction « dominante »,
attaché au point z, et de type (¢, pr — 1).
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Dérinition I. 4. — La fonction (z) somme finie d’éléments
de types respectifs (g, p.— 1), 0 < r <rp, au point z,
est appelée la « dominante angulaire algébrico-logarithmique »
de ¢(z) dans X au point z,.

DériniTionN 1. 5. — Le nombre — « est appelé I'ordre au
point z, de la fonction « dominée » dans X.

On rappelle (d’aprés R. Jungen) [III. 1] que:

Le poids (si p, est entier > 1) de 1’élément singulier de
type (¢, p-r — 1) est un complexe de deux nombres réels,
défini comme suit:

¢+ pr—1] si ¢.#0,—1,—2,—3,..., avec ¢ =Rg.

dgspr—2] st ¢.=0,—1,—2,—3,..., p->1.
J—o,00 s ¢=0-—1,—2 —3,..., p-=1.

On remarquera que si p, = 1 et si ¢, est un entier négatif
ou 0, alors z, est point régulier pour I'élément considéré de J(z)
en d’autres termes, dire que z, est pour I’élément considéré
de type (gr 0) et de poids [— o, 0], c’est affirmer que z
est point réguher pour cet element Les poids des éléments
singulier de la « dominante » {(z) du point z, sont ordonnés
comme suit:

[qr, pr—1] est dit plus «lourd » que (g, pr,—1]

si g, > gqr, ou si ¢, = gr et p, > py.

On appelle poids du point z pour la «dominante» {(z)
le poids de I’élément singulier le plus lourd de cette « domi-
nante ».

-On remarquera que la « dominante » peut ne pas posséder
un élément plus lourd que tous les autres c’est-a-dire qu’il
peut exister au moins deux éléments de méme poids et « plus
lourds » que les autres; il peut arriver que les éléments de la
dominante soient tous de méme poids. On convient encore
d’appeler poids du point z, pour la «dominante» le poids
commun de ses éléments les plus «lourds ».

On remarquera que, si au point z, on considére un élément
singulier du type (g, p, — 1) il est superflu d’y considérer des
éléments des types (¢. — n, p, — 1), n entier positif.

Dans le cas d’une série de Dirichlet générale les défi-
nitions peuvent s’énoncer en particularisant comme suit:
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On dit qu’une fonction ¢(s) admet en un point smguher S0y
situé sur son axe d’holomorphie ¢ = o, (et donc g, = o),
dans un angle ouvert X de sommet s, et d’ouverture n >0,
avec XL c P¥; (ot P}, est le demi-plan d’holomorphie de ¢(s))
une « dominante angulaire algebnco-logarlthmlque » sl pour
se X avec |s — |{0 elle a la représentation :

#(s) = @o(s) + Y(s),

l... (tout le reste de la définition antérieure et celles qui la
suivent étant légitimes mot pour mot).

DirinitioN I. 6. — On appelle transformée de Mellin
de la fonction ¢(z) suivant le rayon arg (z—z,) = 0, la fonc-
tion analytique de la variable complexe s définie par le prolon-
gement analytique de l'intégrale convergente

\O) f ¢(2)(z—z) "'dz, avec  z—3z,= pe',

a partir dans le plan de la variable s d’'un domaine non vide,
s’il existe, de convergence absolue de cette intégrale.
On note M{¢; 2,, 0,s} cette transformée.
Contrairement & I’habitude (outre le fait de ne:pas se limiter
a Dintégration sur le rayon arg z = 0, avec z = 0) on a fait

figurer en coefficient la fonction entiére F%—s—)-dont la présence a
pour avantage que, sous des conditions convenables, la trans-
formée de Mellin d’une série de Dirichlet de type {A,} est

une série de Dirichlet de type {Ai}, avec A} = Log},.

DerinitioN 1. 7. — On considére un angle ¥ appartenant
au demi-plan Rz =2z > 2, d’axe arg(z—3z,) =0y, ensemble
des points z avec |[z— 3] > 0, |arg (z— z5) — 0, <,
n > 0; 'angle X ainsi défini est tel que tout z € X de module
fini est intérieur & Y. On dit que le point z, est quasi-régulier
pour la fonction f(z) holomorphe dans ¥ s’il existe un rayon
arg (z— z,) = 0; intérieur & X tel que la transformée de Mellin
de f(z) le long de ce rayon, M{f; z,, 0;|s}, est une fonction
entiére.

On constate facilement que si la série f*(s) = Za,e~M,
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avec A; = Log}, et 0 < A,}0, admet of < 0, alors la
série f(s) = Za,e~**» admet ¢ << 0. On sait que la relation,

) =15 ). @) da

ou lintégrale est calculée sur le demi-axe réel z > 0, est
légitime avec le choix s tel que ¢ > max (0, of).

On peut alors énoncer en particularisant I. 7 au cas des
séries de Dirichlet:

Derinttion I 8. — Si la  série  f*(s) = Za,e~M, avec
A= Log A, et 0 <A}, admet of <<oo, alors le point
s = 0 est dit « quasi-régulier » pour la fonction f(s) prolon-
gement analytique de la somme de la série Xa,e~*™, si la fonc-
tion f*(s) prolongement analytique de la somme de la série
de type {Ay} est une fonction entiére.

Ici 'angle X est tout angle, de sommet z = 0, ensemble des
points z avec |argz| < 0 <=2 et M{f; z, 0,|s} =M{f; 0, Ojs{.

REMARQUE. — Si le point s = 0 est quasi-régulier pour
une fonction f(s) il n’est pas nécessairement régulier pour
cette fonction. L’exemple suivant le prouve. On considére la
fonction :

f(S) — 2 e—aLn.L,n'e—m,

n>3
ou Lyn=LogLogn et ol « est une constante positive. On
constate facilement que ¢/ = of; = 0. Le point s = 0 est sin-
gulier pour f(s). On a:
8) = —aLn.L,n' —sLn

() 2 e
et manifestement ¢{° = —oo. Le point s = 0 est donc singulier
quasi-régulier pour f(s).

On sait que J.F. Ritt a introduit pour les fonctions entiéres
définies par des séries de Dirichlet une notion d’ordre distincte
de la notion classique. On rappelle & ce sujet la définition
suivante :

Soit f(s) = Xa,e~*, avec ¢f{=-—o0; on pose:

M(¢) = Borne|f(c + it)], — o0 <1< o,

25
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et on considére le nombre p défini par p=li—l-n£‘%';), o|— .

p est par définition 'ordre au sens de Ritt de la fonction f(s).

Entre autres propriétés cet auteur a établi le théoréme sui-
vant :

St f(s) =Za,e~™ admet of = — oo et silim LZ‘; => 0 alors
une condition nécessaire et suffisante pour que f(s) soit d’ordre
(au sens de Ritt) égal & p est que:

1 i Log|a, , n}eo
P A, Logh, ’
<avec — —=—o 81 p=0 et la remarque qui en résulte

relativement & la limite).
Dans cet ordre d’idées j’ajoute les définitions suivantes:

DériniTioN 1. 9. — Une fonction f(s) étant définie et
non nulle sur la demi-droite s = ¢ + i1,, ¢ <<o,, j'appelle
ordre semi-rectiligne au sens de Ritt de cette fonction f(s)
sur cette demi-droite le nombre

P=EIAE%M, o|— o,

(ou plus succinctement ordre (R) de f(s) sur s = ¢ 4 it,).

DériniTion I. 10. — Si f(s) est holomorphe sur la demi-
bande # ensemble des points s avec o << gy, T T K Tay
yappelle ordre (R) de f(s) sur 8 le nombre

=M, oo,
ou M(c) = Borne |f(s)|, pour s = ¢ 4 it, avec 7T e[1,, Ts).

Dans chacune de ces définitions le symbole Lyx (ou a est
positif) est par convention 0 si a < 1.

S. Mandelbrojt a introduit la notion d’ordre au sens de
Ritt dans une bande pour une fonction entiére somme d'une
série de Dirichlet convergente dans le plan et a énoncé
d’intéressantes propriétés.

Dans une note parue il y a déja quelques années, j’ai intro-
duit les notions de « type de I'ordre au sens de Ritt» dans le
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plan et dans une bande horizontale du plan, et j’ai énoncé des
propriétés relatives a ces notions telles que : expression du type
© de I'ordre p dans le plan au moyen des suites {a,} et {A.},
localisation des points singuliers d’une série donnée eu égard
au type d’une série associée dont la somme est une fonction
entiére etc... Je ne ferai pas ici usage de ces résultats me réser-
vant d’y revenir dans un travail ultérieur en les généralisant

ainsi que ceux qui suivent au chapitre II, dans cet ordre
d’idées.



CHAPITRE II

TatoriMe II. 1. — Dans les conditions :

1) il existe dans le plan de la variable complexe z un
angle X de sommet z,, d’ouverture 20 >0, et d’axe de symétrie
arg (z—3z,) =0, ot 8, et m sont des constantes telles que
|0, 2=n| << ®[2, et il existe une constante p. > 0 telle que la fonction
¢(z) = O(e™™*) pour |z|} o0, lorsque z e,

2) au point z, la fonction ¢(z) admet dans angle ¥ une « domi-
nante angulaire algébrico-logarithmique » formée des éléments des
types (¢, pr—1), 0 r<Croy

3) la fonction « dominée » au point z, dans ¥ est d’ordre — a,

4) on suppose Min p; > 0, P,=R;, alors la transformée
de Mellin, M{¢; z, 0,|s}, de la fonction ¢(z) suivant le rayon
arg(z—z,) =0, avec |0, — 0,] < n admet la représentation :

M {o; 2, Bis] = gz*f—fiw—’ (L, (8)—E, (s)} + Ma(s)

\

ou
L(p,Je s
(n+s—gq,)"

les fonctions E, (s), e, (s) étant entiéres; la fonction M,(s) étant
holomorphe dans le demi-plan ¢ > a; N, étant le plus grand
entier positif (pouvant se réduire a 0) inférieur a g —a;
les Yn étant des constantes.

D’aprés la condition (2), on a pour ze X avec |z—3,|{0:

¢(2) = ¢o(2) +,§0(Z_Z°) " fLog (z— z,) § 7', (2

L, (s) = e,,.(s) + (— 1)Pr—

ol chaque fonction ¢,(z) est holomorphe dans un cercle ¢(z, p)
avec ¢ > 0 et ou la fonction « dominée » gy(z) est holomorphe
dans X (on a par définition « << ming;). Soit une constante d.



SUR LA TRANSFORMATION DE MELLIN 381

On suppose 0 <<8<<1 et on fixe z eX avec |z — z| = 4.
On pose arg(z —z) =190, et on a |§; — 6,| <%. L’intégrale
calculée sur le rayon arg (z — z) = 6,

f‘?o (3—3,)"~ ’dz——hmf -» pour 0<e|O0,

existe pour chaque s & distance finie dans le demi-plan ¢ > «.
Elle converge uniformément par rapport a s dans chaque
domaine borné du demi-plan ¢ > a 4 %', v’ >0 arbitraire
fixé, et est une fonction ®(s) holomorphe dans le demi-plan
¢ > a. Puisque (z — z)*{Log(z — %)}’ =0 (1) pour zeX
lorsque |z — %|{0, ot ¢ >0 et v sont des constantes, il est
évident qu’un élément de type (¢, p.—1) est de la forme
o(|z—2|"%"¢) pour |z — z|{0 avec zeX. Il en résulte que
I'intégrale calculée sur le rayon arg(z — z) = 0;:

‘ﬁi4’(z)(z—zo)'_’dz=limﬁs---’ pour 0<e|0,

existe pour chaque s a distance finie dans le demi-plan
¢ > Max g,. Elle converge uniformément par rapport a s dans
chaque domaine borné du demi-plan ¢ >v' 4+ Maxgq,, ' > 0
arbitraire fixé. On pose :

0(z) = gla)e*
La fonction 6(z) est holomorphe et bornée supérieurement en
module dans le complémentaire par rapport a l’angle X de
Pintersection de cet angle et d’un cercle ¢(z,, po), avec po > 0.
Pour arg(z — z,) = 0, avec |z — 7| =p et posant p = ¢’,

¢’ = Log¢, O(y) = 0(z), on a:
j:?(z) (z—zo)s—i dz = ehi—7w ﬁ 76(y) ey,_!,,,y+u. dy.
La fonction 6(y) est bornée supérieurement en module pour

y > ¢'. Il est évident que quels que soient s, et s, fixés (avec |s,|
et |s,| finis, et o, < 0;) d’une part I'intégrale

SO dy
converge absolument quel que soit s de module fini et uni-

formément par rapport & s dans le demi-plan ¢ < 5,, d’autre
part l'intégrale (puisque &' << 0)

[ B y)er e dy
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est bornée supérieurement en module dans le demi-plan ¢ > o,
et est une fonction de la variable s holomorphe dans ce demi-
plan.

L’intégrale j; %(z )(z—zo)"’dz est donc une fonction entiére
E(s) puisque o, et o, sont arbitraires. Réunissant les résultats
ci-dessus, il en résulte que I'intégrale calculée le long du rayon
arg (z — z,) = 0,,
¢

o $(D)(z—2) " 'dz=1lim | -

(pour p’' et p"}oo mdépendamment Pun de lautre) existe
sous les conditions précisées relatives a s. La convergence est
uniforme par rapport a4 s dans chaque domaine borné de la
bande v’ 4+ Max ¢, < o<y, ot ' > 0 est arbitraire petit fixé
et o, > 0 arbitraire grand fixé. La fonction M{q;, Zoy Oy[s} est
holomorphe dans le demiplan-o > 1+ Max gr. On sait qu’il
existe p, > 0 (et donc une infinité non dénombrable de tels
nombres) tel que chaque développement taylorien

$lz) =S (z—=)% 0<r<r,

converge uniformément sur le cercle fermé c(z, Po) (il suffit
de choisir le nombre positif p, inférieur au minimum des
rayons de convergence des développements tayloriens ci-
dessus). On suppose avoir choisi antérieurement ¢ << p,. En
chaque point s du demi-plan ¢ > Max ¢;, on a:

S o) a—z) " da = [ gu(z) (z— )" da

To L

+ 3 3 yif; (5—z)r et {Log (z—z,) ' ds

r=0n=0

chaque intégrale étant calculée sur le segment d’origine z,
et de longueur ¢ du rayon arg (z — z,) = 0,.
On pose p=-¢e77 et on a:

ﬂs(z—zo)“‘”""‘{Log (z—zo)}"r"dz=j;’---—-j;---,

avec

j; L dz =gt ﬂ et e=a) (10, — )Pt dy.
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Sous la condition ¢ > ¢. — n (évidemment satisfaite par le
choix de s dans le demi-plan précisé ci-dessus), et la condition
(4) (plus précisément sous la condition p; > 0 si 6, = 0),
quel que soit 6, réel fini, 'intégrale du second membre converge
et c’est la transformée de Laplace de la fonction (16, —y)>—*
calculée au point n + s — ¢,; soit L, (s) cette fonction de s.

Il est évident qu’elle se réduit a l’expression *— 1)"T(p .
lorsque 6, = 0. (n+s—g.)"
On a:

j; coodz= eieq(vn+3—‘lr)*/;—8' ... dy, avec & <o.

Sous la condition (4) et quel que soit 6; réel fini, cette derniére
intégrale existe (plus précisément avec p, > 0 si 6, = 0)
en chaque point d’affixe s et définit une fonction entiére E, (s)
de cette variable s. (On rappelle qu’ici on a [8;] < w/2.)
Réunissant les résultats, on a pour s avec ¢ > Max ¢;:

[ @) a—ay~dz= 3 3y {L, s) —E,(s)}
+ @(s) + E(s)
REMARQUE. — On calcule facilement la fonction L, (s)

en utilisant le théoréme des résidus; en considérant dans le
plan de la variable complexe auxiliaire u le rectangle dont les
sommets sont les points d’affixes 0, y;, 6,, 0, + y;, avec
Ru = y, on constate facilement que pour y;}o0, on déduit :

L, .(s)= f Cemro ({0, — )Pt dy = e, )
o 4 =) T (pje e
(n4s—q.)"

sous la condition p; > 0 et avec le choix ¢ > g, quel que soit
n entier positif ou nul.

En outre si 6, =0, on a e, . (s)=0.

L’ensemble des résultats ci-dessus s’énonce :

Dans le demi-plan ¢ > «, la fonction M{g; z,, 0,[s{ admet
la représentation :

eie,(n +5—q.)

Migs 2o s} = 3 35T (Lurle) — Eupl6)] + M),

r=0n=0
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ol M,(s) est une fonction holomorphe dans le demi-plan ¢ > «,
et ou N, est le plus grand entier positif (pouvant se réduire a 0)
inférieur a ¢, — a.

Etude du cas ot z, est régulier pour ¢(z).

On précise que sous la locution « z, régulier pour la fonction
¢(2)» on entend qu’il existe un cercle, de centre z, et de rayon
positif, ¢(zy, p) tel que ¢(z) est holomorphe dans le domaine
2 u ¢(%, p). Considérer le cas ou z, est régulier pour ¢(z) revient
a se limiter au cas particulier: g4(z) =0, r, =0, p, = 1,
qo entier négatif ou nul; la fonction Y(z) = ¢(z) = (z—2z,) "%, (2)
étant holomorphe dans le domaine X u ¢(zy, p). Les fonctions
E, (s) se réduisent aux seules fonctions

S —ymrs— 1 ____eS'(n-O-:—qo)
Bud) = J, ooy =St
0

et les fonctions L, ,(s) se réduisent aux fonctions

e —if,(n+s—gqy)
Ln,o(s) = en,o(s) +

n+s— 9%
avec o )
iy 1—- e—i (n+s—q,
e,o(s) = e ITW dy =
ol8) Jo n+s—q, .
c’est-a-dire que :
1
Lu ) =—m———m—.
ole) n+4s—gq,

D’ou la représentation (puisque ¢o(z) =0 entraine §(s)=0):

R 1))
M{o; z, 0,|s!{= Yn
tes 2 Blel = 3 MG T T
pour la transformée de Mellin calculée le long du rayon
arg (z — z,) = 0, de l’angle 2. L

Avec le choix antérieur de & on a — &’ > lim Log . ; il en
résulte que la série n

§ T
w=ol'(s) (s + n—q,)
converge absolument quel que soit s, avee |s| fini, puisque:

lim{ T'(s)(s + n — o)} existe et est finie #+0

lorsque lim (s 4+ n — ¢,) = 0; n entier fixé.
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La somme de cette série est une fonction entiére.

La fonction M{¢; 2z, 0,|s} est une fonction entiére de la
variable s. Pour préciser 'ordre de cette fonction sur le demi-
axe ¢ < 0, on constate que la fonction entiére :

E(s) ] e(i:O.—zop-)j;,”eys@(y)e_wywo, dy,

puisque ¢ <0, est du type exponentiel, pour o{— oo sur
chaque droite T = 1, ol 7, est une constante arbitraire fixée;
on a E(s) = 0(e®°) pour oy— o avec 1=1, On considére:
) .\{ne(t(), +3'Xn—qq) r4+qo—1 e(iO. +8'

néor(s)<8+n—qo)= ngo ..-—,—'\(ra-qomm-l—n?rz

+qo+1

Il est évident que les 1¢r et 3¢ termes du second membre sont
nuls pour s = —r, r (entier positif) >>—gq, + 1. On a, en outre,
him 3@;——"—)% = (—1)"T'(1 4+ r) pour s——r. Il en résulte
pour s—>—r: lim M{g; z, 0,|s{ = (— 1)y, A+ 7). 1l
est évident que y, = o (¢~%") pour r}oo, puisque ¢ > 0 est
choisi inférieur au rayon de convergence du développement.
taylorien de {,(z) au point z,. La formule des compléments pour
la fonction ['(s) permet de constater tout aussi facilement que,
pour s appartenant a la droite s = o -+ it,, avec 7, fixé,
g{— o0, on a:

M{g; z, 0,s} =0(e*T'(1—0)).

Cette propriété est encore vraie dans toute demi-bande
7, < 7 < T3, 0 <0y, uniformément par rapport a (s, 1, et T,
étant des constantes arbitraires finies).

La fonction M{¢; 7, 9,| s} est d’ordre (R_) égal 4 0 dans chaque
demi-bande 7, <7< 73, <0y (T1, Ty, 0o étant des constantes
finies arbitraires).

TutoriMe II. 2. — Dans la condition (1) du théoréme (I1. 1)
et si le point z, est régulier pour la fonction ¢(z) holomorphe
dans Uangle %, alors la transformée de Mellin, M{¢; z,, 9,|s},
suivant le rayon arg(z — z,) = 0, avec [0, —0,] <<7m, est une
fonction entiére dont Uordre (R_) est nul dans chaque demi-
bande 7, < 7 < Ty, 0 < T

Particularisant le théoréme II. 1 aux séries de Dirichlet
générales, on peut énoncer:
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TratortMe II. 3. — Sous les conditions:

1) La série ¢(s) =X be s, admet of < o et of;=0 (on
suppose [, > 0); !

2) Au point s =0 la fonction ¢(s) admet une « dominante
angulaire algébricologarithmique » dans un angle ¥ (de sommet
s =0 et d’ouverture |args| < n avec q > 0) formé des élé-
ments des types (¢, pr— 1), 0 << r < ro;

3) La fonction « dominée au point s = 0 dans X est d’ordre

4) Min p; > 0;
alors la transformée de Mellin M{g; s}=Mfg; 0, 0| s}de la
fonction ¢(s ) admet, dans le plan ¢ > a, la représentation :

. _— pr—1 F(pr)
M{?’ S; r—o 1) n?o[‘(s) (n+ s_q) ,,.(8) + MG(S)?
ou les fonctions E, ,(s) sont entiéres et ot My(s) est holomorphe
dans ¢ > a; N, étant le plus grand entier inférieur a q, — a;
les v, étant des constantes.
Si 9*(s) = Bbe~*¥s, avec pp=Logw, et 0 p,}oo, et si
¢(s) = Zbe™*?, on a rappelé antérieurement que la relation

classique,
[(s)e* f ¢(z

est légitime en tout point s (avec |s| fini) du demi-plan ¢ > max
(0, 6%’), et que o} < o entraine of < 0; on sait aussi que
6& < 0 entraine o = — o, et que si s =0 est régulier
pour ¢(s) alors ¢*(s) est une fonction entiére si seulement
o’ << . (On rappelle d’autres résultats connus dans les
remarques a la fin de ce chapitre.) On ne suppose pas ici
que ¢(s) est une fonction de classe 7. Particularisant encore
davantage le théoréme II. 1 on énonce:

TatoriMe II. 4. — Sous la condition, la fonction ¢*(s)
admet 6% < oo, et les conditions (2), (3), (4) du théoréme II. 3,
alors la fonction ¢*(s) est identique d la fonction M{g;s}) du
théoréme 1I. 3.

Eu égard aux théorémes II. 2 et II. 4. on énonce:

TatorkMe II. 5. — Si la fonction ¢*(s) définie par prolon-
gement analytique de la somme de la série Xbe™**5, avec
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o} < w, est une fonction entiére, alors il suffit qu’il existe une
demi-droite s = o 4 ity, o < oo, sur laquelle son ordre (R_)
_est positif, pour que le point s = 0 soit singulier quasi-régulier
pour la fonction ¢(s).

Si la «dominée» au point z, dans ¥ est réguliére en ce point
(par prolongement dans X) on énonce:

TrtoriMe II. 6. — Dans les conditions (1, 2, 4) du théoréme
(I1. 1) et st la « dominée » est réguliére au point z, alors dans la
représentation de M{y; z, 0,|s} obtenue dans ces conditions, la
fonction ®(s)[['(s) est entiére et d’ordre (R_) égal 4 0 dans chaque
demi-bande ©, < 7 < T, 0 < O,

On montre en effet trés facilement que ®(s) est de la forme

o = e 5 12T

w=o (84 n)
ou {y.} est la suite des coefficients du développement taylorien
de la «dominée » au point z, et od &' = Log & avec d > 0
inférieur au rayon de convergence de ce développement et
satisfaisant & la condition antérieure.

ReMARQUEs. — Le théoréme II. 4 contient comme cas
particuliers des résultats anciens dus & G. H. Hardy et M.
Fekete, et repris par M. L. Cartwright.

I) Si la fonction «dominée» est identiquement nulle et
sila « dominante » se réduit & un seul élément de type (g, p — 1)
avec ¢ entier négatif ou nul et p = 1, on a dans chaque demi-
plan ¢ > o, quel que soit ¢’ fixé:

.YneS'(n*-:—q)

70 =3 p g + )

ol gqg/(s) est une fonction holomorphe dans le demi-plan ¢ > ¢’
et ou Ny est le plus grand entier inférieur 4 ¢—o'. La fonction
¢*(s) est entiére.

II) Si la fonction « dominée » est identiquement nulle et
si la « dominante » se réduit au seul élément de type (g, p — 1)
avec p =1, alors ¢*(s) est holomorphe dans le plan sauf
peut-&tre aux points de la forme ¢ — n ou n est zéro ou un
entier positif. Si g est un entier positif, les seuls pbles possibles
sont les points ¢, ¢ — 1,9 — 2, ..., 3, 2, 1. Si g n’est pas un entier
négatif ou zéro, c’est-d-dire si ¢(s) admet a I'origine un point
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de branchement ou un pdle, alors ¢*(s) admet nécessairement
des poles a distance finie. Ces résultats sont dis a M. Fekete
et G. H. Hardy.

III) Les théorémes II. 3 et II. 4 sont des extensions aux
séries de Dirichlet générales d’un résultat exprimé par
M. L. Cartwright au sujet de la « réduction riemanienne des
séries de Taylor aux séries de Dirichlet ordinaires ».



CHAPITRE III

On rappelle que si ¢(s) est la somme (ou son prolongement
analytique & partir du demi-plan de convergence) d’une série
de Dirichlet de type f{w,} alors ¢*(s) représente la somme
(ou son prolongement) de la série associée de type {pn}, avec
ur = Log ., (la suite des coefficients étant la méme pour
les deux séries). Dans les deux théorémes qui suivent la pro-
priété « d’ordre Oy fini dans un demi-plan » & laquelle satisfait
la fonction ¢*(s) entraine (comme on I’a vu dans le chapitre 1)

> 1

Tutorime III. 1. — Si o} < oo et si ¢*(s) est & la fois
holomorphe et «d’ordre Oy» fini dans le demi-plan ¢ > o,
avec — oo < o* <o} (et notant ¥ un angle ensemble des points
s avec |args| << m et 0 < n < =[2), alors il existe un poly-
néme P(s) tel que: g(s) — P(s) = O(|s|~*"~¢), lorsque |s|}0 avec
s e pour chaque ¢ >0, suffisamment petit. Le polynéme P(s)
est identiquement nul st ¢* > 0.

On rappelle un résultat classique : On sait que pour chaque
valeur s, & I'exception de s réel négatif, on a:

LogI'(s) = (s —1/2) Log s —s + (1/2) Log (27) 4+ ¢(s),
ou

- v w__p—1
=L 2t 6T
et ol on représente par Log s la branche principale du loga-
rithme complexe de s (c’est-a-dire le prolongement analytique
de la détermination qui est réelle pour s réel positif) dans le
plan ouvert par la coupure constituée par le demi-axe réel
négatif.
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On pose s = [s|e®. Si le point d’affixe s appartient a I'en-
semble $ union des deux demi-bandes définies par s e[c, c],
[T] > 7o > 0, s =0 4+ iz, o0 ¢/ < ¢ et 1, sont des constantes
finies, alors il existe un couple de constantes positives v et v’
telles que 0 < w2 —n < B <=2+ 7% si seB et on a
760 > 0; on pose 6] = 1:/2 +vetona: s =|s|c7V ¢TIV,
en outre, on a e(s) = 1/|fc| pour [t|}c0, uniformément par
rapport & ge[c, c]. Ainsi & ce couple de constantes, ¢ < ¢,
arbitraires réelles fixées et & ¢ > 0 arbitraire fixé aussi petit
qu’on veut on peut faire correspondre un ensemble $* union
des deux demi-bandes définies par:

ce(d, c], [7]|>7*>0
et tel que:

|[‘(s)l < e—lrl(nﬂ—e)

quel que soit se B

On choisit ¢, > 0 de sorte que 6* + ¢, ne soit pas un entier
négatif ou O et on considére le rectangle R de sommets
"+ ¢ EiT, ¢=:iT, avec la constante ¢ > max (0, ¢%’). On
remarquera que ¢* soit ou non un entier négatif ou 0, on
peut toujours choisir pour ¢, tout nombre positif suffisamment
petit. On pose z = [z]e™ avec |z] £ 0 et 0 < |o| < T[2—¢,
ol &, est une constante positive fixée arbitrairement petite.
Notant Log z la branche principale du logarithme complexe
de z, on constate (eu égard a la majoration de |['(s)| dans %*)
- que:

lim j;co:i:ﬁx‘ [(s)g*(s)e™'s*ds =0,  pour IT|}o0,

I'intégrale étant calculée sur le segment joignant le point
¢* + ¢ + T au point ¢ 4 :T.

Représentons par ( ¢* ) le nombre d’entiers négatifs supé-
rieurs a cr* sio*<<—1, et 0 si —1 <" <<O et posons

B6) = g

0 =ge; [ Dle)e"(~ds =

2t ) iw 2mi O tg—ie

.On a comme le montre un calcul facile:

1 G* + 8o+

e P(z)’

(cette relation d’inversion de la transformation de Mellin étant
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légitime sous la condition s§" < o et le choix ¢ > max (0, o¥")),

avec oy %y
Py="y £C=12
j=0 E (—])
et P(z) = 0 si 6" est non négatif.
Eu égard & la majoration utilisée pour |['(s)| et & la propriété
d’ordre fini de ¢*(s) dans ¢ > ¢*, on a:

[Tt D e)g* (s)a ds = 0(z~""%),  pour  |l{O,

lorsque z est intérieur a I’angle X, ensemble des points z avec

|arg z| < ®f2 —¢,.

TatorkMe III. 2. — Sous les conditions:

1) La fonction ¢(s) est de classe M,

2) Il existe un nombre réel a, satisfaisant d of < a < o¥,
tel que dans le demi-plan > a la fonction ¢*(s) est méromorphe
et ne posséde qu’un nombre fini de péles tous d’affizxes non nulles
et non entiéres négatives, alors le point s = 0 est singulier pour
¢(s) et en outre, en ce point, la fonction admet une « dominante
angulaire algébrico-logarithmique » dans tout angle ¥ ensemble
des points s avec |arg s| << w2 — 1w, n > 0 arbitraire petit.
(La constante réelle o} ayant la signification précisée dans la
définition d’une fonction de classe M.

I1 est évident que les pdles de ¢*(s) intérieurs au demi-plan
¢ > o« sont tous situés dans la bande « < ¢ < of. On peut
toujours supposer a =0 et non entier négatif puisque, si ce
nombre a de ’hypothése (2) ne satisfait pas a cette condition,
on peut toujours trouver &' > a tel que tous les pdles de ¢*(s)
du demi-plan ¢ > a (puisqu’il n’en existe qu’un nombre fini)
appartiennent aussi au demi-plan ¢ > «'.

Dans ce qui suit, pour la liaison avec I’énoncé du théoréme
on choisit z & la place de s pour représenter la variable indé-
pendante dont dépend la fonction ¢*

On sait que la relation,

=g ) T (e ds
PO = o e—iw 2y e
est légitime pour chaque s a distance finie dans le demi-plan
¢ > 0 et avec le choix de la constante

¢ > max (0, 2%)), ol Rz=uz.
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Eu égard a la condition (2) il existe une constante ¢’ 5 0
non entiére negative telle que la fonction ¢*(z):

1) ne possede qu'un nombre fini de péles dans la bande
¢ <z<axl; solent z, 1< p<<N, ces pdles d’ordre
respectifs M,;

2) est holomorphe sur 'axe Rz = ¢;

3) ne posséde pas d’autres points singuliers & distance
finie dans le demi-plan z > ¢’ que les péles z,, 1 < p < N;

en outre il existe une constante 2z} << ¢ telle que:

4) la fonction ¢*(z) est «d’ordre Oy » fini dans le demi-plan
x> x;.

On considére dans le plan de la variable z le rectangle ouvert
R de sommets ¢ = 1Y', ¢ =:1Y’, ot Y > 0 est choisi suffi-
samment grand de sorte que chaque z,€R, 1 < p <N.

S1 ¢ <<—1 on représente par (¢’ ) le plus grand entier
positif inférieur a |¢'| ou 0 si —1 < ¢ < 0. La fonction
['(z) posséde les poles 0, — 1,—2, ... 4 ’ordre 1. Si¢’ <O on a:

[ = 3~ + 1)

ou I (z) est holomorphe dans le demi-plan z > ¢'; I, = —E;:I:lll—)
étant le résidu de ['(z) au péle — r. On note {a;} la suite des
coefficients du développement taylorien de ¢*(z) au point — r,
avec r entier. Le résidu de la fonction ['(z)¢*(z)s™7 au point
z = —r est pour s quelconque dans le demi-plan ¢ > 0 égal
aa; s

Dans un voisinage ¢(z,, p), de centre z, et de rayon p >0
suffisamment petit, la fonction ¢*(z) est de la forme:

Ar
¢*(z) = 2 (——1—)‘ 9,(2),
¢3(z) est holomorphe dans le cercle ¢(z,, p) et ou les Al
sont *des constantes, avec A}r=£0.
Choisissant s a distance finie avec ¢ > 0 et pour Log s la
branche principale, le théoréme des résidus permet d’écrire

sic <O0:

7 6, DR @erwde = 3 8, (L) (e~ + 35 allr

r=0



SUR LA TRANSFORMATION DE MELLIN 393

ot R,{I'(z)¢"(z)e~*"*#*} désigne le résidu de la fonction entre
crochets au péle z,. Dans le cercle ¢(z,, p), si p >0 est suffi-
samment petit, on a:

= T(a) = s~ 3 §lz— 2,

avec
r Yo" (Log s)*
= (—pte_{Logs)"
PN (%)
ol on note {y;} la suite des coefficients du développement
taylorien de ['(z) au point z,
Par conséquent, on a:

Mp
R, {T(2)9*(z)s ™} =8¢ g},’,"A;.
En définitive, on a:

A% Moty (Logal €@ n
o ﬁ‘} —p§18 p,.g,Aphéo( 1) [‘(h + 1) +r§0ao[‘r3 .
si ¢ > 0, alors le polynéme du second membre disparait.

On considére le point z = |z|e, avec |8] <=, (by > 0), & dis-
tance finie, intérieur au plan ouvert suivant la coupure z < 0,
y = 0. Eu égard a Pexpression rappelée pour Log['(z) et a
I'ordre de ¢*(z) dans le demi-plan z > 2 on constate faci-
lement qu’a n > 0 arbitraire petit fixé on peut faire corres-
pondre un nombre positif fini Y,, et qu’il existe des constantes
positives M et n' telles que, pour Y > Y, on a:

‘[::::.’ I‘(z)?"‘(z)s“’l dzl < M IY/lp,'-o-n' j;elziz—ilz (lsle)—me_ylle_onl d$

avec s=|s|e®, |s| £ 0 et |0'| < m/2 —n (Uintégrale étant
étendue a chacun des deux segments précisés de la frontiére
de R).

_ Soit une constante 1" telle que 0 << 0" < v, on peut toujours
lui faire correspondre un nombre positif Y; suffisamment grand
(mais fini) tel que: |6 — 6’| > %" pour tout point ze B, (avec
0—0 > 7" pour zeB et y >0, et 6 — 0 < —n" pour
ze® avec y <0) ou B est ’ensemble union des deux demi-
bandes :

Rz==ze[¢, c], ly] > Y,.

26
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En outre, on a y(8 — 6') > 0 lorsque z appartient aux deux
segments ]01gnant (avec correspondance des signes 4 d’une
part et des signes — d’autre part) les points ¢ ==Y’ aux
points ¢ = 1Y’, Y > Y,. Cette derniére remarque entraine
(avec correspondance des signes):

ﬁ.‘;i:."-- =o0(1) pour Y'}oo.
11 en résulte :

hm fi\,[‘(z)?*(z)s_’ dz = c-l-.iw' N ___j;""'.i“’_ )

c—jo ! — 100

pour Y'{oo, et

1. ¢ + i —z —L ¢’ + i
27]_ [(2)¢(z)s~ dz = mec,_

i Mp r—t ()
+ s N ALY -+ Tl
p=1 r=1 h=0 r=0
Comme au théoréme III. 1, on constate que:
[ oD@ (@)s*dz=0(s|=)  pour  [s|}0,

avec s € X (oU X est ’ensemble des points s avec |arg s| << /2—m,
v arbitraire positif petit fixé). Cette intégrale est une fonction
holomorphe dans le demi-plan ¢ > 0. On considére la fonction :

4= 3 dyle)s

avec

—Mp rr l(___ 1) r—h— ‘(LOgS)h
bl =24 2Ty

pour s & distance finie dans le demi-plan ¢ > 0. On peut écrire :

)

Mp—1(___4\h h M
q’p(s p g 1} gL0g32 3 ro,r—h—1

2 TRl 2 A

Il est impossible que la fonction {,(s) soit identiquement nulle,
et ceci pour chaque indice p. En effet, la condition nécessaire
et suffisante pour que {,(s) =0 est que:

Mp
X A0

r=h+1

pour chaque entier & avec 0 < h < M, — 1. L’ensemble des
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M, relations ci-dessus peut étre considéré comme un systéme
de M, équations linéaires (p étant fixé) & M, inconnues, zj,
satisfait par le sytéme de solutions A}, 1 < r << M, (les A}
étant, eu égard a leur signification, non tous nuls). Le
déterminant de ce systéme, est égal & (yp)¥?5~0 puisque
Y»=['(z,) #0. L’assertion est établie.

La fonction s~’#),(s) posséde au point s=0 un élément
singulier de type (z,, M, — 1). Le point s = 0 est de poids
[#, M, — 1] pour cette fonction. Si ¢’ > 0, la « dominante »
se réduit & la fonction {(s). Si ¢ << 0 le polyndéme peut &tre
considéré comme un élément de poids [— o0, 0] de la domi-
nante.

RemarqQuE 1. — Chaque pbéle z, contribue & déterminer pour
la dominante des éléments des types (z, M,—n—1) avec
0 < n (entier) < M,—1; correspondant aux N pdles z, il
existe effectivement dans la dominante N éléments de poids

[-'Ep’ Mp_i], 1<P<N

ReMARQUE 2. — On peut démontrer un théoréme analogue
a III. 2 sans supposer les poles d’affixes == 0 et non entiéres
négatives (avec des modifications convenables si besoin est
pour les assertions relatives aux types des éléments). Cette
condition n’a été formulée que dans le but de simplifier quelque
peu la démonstration.



CHAPITRE IV

H,[f, ¢|s] représentant comme on I’a rappelé au chapitre 1
la fonction obtenue par application de I'opérateur Hadamard-
Mandelbrojt au couple des fonctions composantes f(s) et
¢(s), c’est-a-dire le prolongement analytique de la somme
de la série Yab,e™*¥», on note Hi[f, cpls] la fonction définie
par prolongement de la somme de la série associée, comme
ci-dessus, de type {pn} et ayant la méme suite de coefficients.
Les notations relatives a la fonction fe M ont été introduites
dans la définition. On précise maintenant en vue de ce qui
suit celles relatives & ¢(s) si peM; ona: o§ <o, cf, =0; en
outre, il existe g, < 0 tel que ¢(s) est «d’ordre Oy » fini (égal a )
dans le demi-plan ¢ > o, et o << o) tel que cp*(s) est
« d’ordre Oy » fini egal a @ dans le demi-plan ¢ >0}, On a
o{ = o} = 0 puisque o{ < oo entraine o{ <0, et que 656 =0
(et 'analogue pour la fonction g(s)).

Lemme 1. — Si les séries f*(s) = La,e™™ avec A\F >0 et
¢*(s) = Zbe " possédent respectivement des abscisses de
convergence absolue of et o%, finies, et si k est entier positif
quelconque alors la série

Hf, ols] = SaPb,e—w

posséde ausst une abscisse de convergence absolue, o%{k, < co.

Il est & remarquer qu’ici on a construit formellement la
série du lemme & partir du couple des séries définissant les
fonctions f(s) et ¢(s), ot k est un entier positif quelconque,
en utilisant la définition de a{f’ donnée au début du chapitre 1,
au moyen des trois suites {1}, {®.}, {a,} (sans assujettir ces
fonctions a é&tre de classe M), -
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On a:
= 3 (Ko,
QR <D . A .
= ki (-——PL-L" .
(n..% 0 ,E Fp+1)

On constate facilement que
t=k

= Y (—1)'C
t=0

avec

0 pour O<p<k—1
(— )’T(k-l—l) pour p=k.

Par conséquent, on a:

. 1 d

d,=

en posant

=3 (H—KPan
W< B
La constante afff est le n®™ coefficient d’ordre p de la
fonction f*(s) par rapport a la suite fnt.
La majoration suivante est évidente:

|af Cets > dr
Flp+1) = ¢ Jo ls['™?
ol > 0 est arbitraire petit fixé, avec ¢ > max (0, o) (Cet ¢

sont des constantes indépendantes de l’entier positif p),
c’est-a-dire que:

s=c+ 11,

ol < EEEE ) g,

On a, par conséquent:

3 loffbye s

S fb( Y ersomen,

Si on choisit ¢ > max (k, o A) la condition ci-dessus pour ¢
est A fortiori satisfaite et la série double converge sur le demi-
axe ¢ >c+of + k. Il en résulte ot <<oo.

Notons 8"‘ I’ensemble composé de I’ensemble sgi et
du point d’affixe — ]
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TutoriMe IV. 1. — Si les fonctions f(s) = Za,e " et
¢(s) = Zb,e ¥~ sont de classe M, alors la fonction H[f, ¢|s + k),
avec k (entier) > v* + p*, a pour seules singularités « possibles»,
par rapport au demi-plan ¢ > o3+ max [0, of(c})] les points
de Pensemble

(U85 S o<i<k
J

Sous la seule condition que o < ® et o} < 0 avec le choix
de la constante ¢ > max (0, o{) et de k entier positif on sait
qu’on a, pour z tel que Rz > ¢+ of:

Hf, gld ="t [T 1 ()pla—a) 2

2w e—ie s

Du lemme antérieur on déduit (puisque ici f et ¢ étant de
classe M, on a of << © et o} < ) que z+<<O0. On remar-
quera aussi qu'on sait (théoréme de S. Mandelbrojt) que
i< max (0%, o/ 4 of), et puisque les fonctions f et ¢ sont
de classe M, il en résulte encore zf+<{0. Dans le demi-
plan Rz=2 > 0 on a:

HLf, 9ls] = Saf? b,

avec pour aff’ I'expression obtenue ci-dessus au moyen de la .
suite {af?}- On considére la série

Hilf, ol2] = Zaif} bye™".

On a vu au lemme antérieur que pour tout point z & dis-
tance finie intérieur au demi-plan Rz > ¢ + o}, avec
" ¢ > max (o4, k), la série double

1 d

2 Z (—— ) P a(P)bne—zp.n

n P P(P"I"i)

est absolument convergente, et uniformément convergente
dans chaque demi-plan Rz > ¢ + o¥ + 7w, n > 0 arbitraire
fixé. La permutation des signes de sommation est alors légi-
time dans le demi- plan Rz > ¢ 4+ o}’ et on a, dans le demi-
plan Rz > ¢+ o} + k:

HIlf, 917] = 3 %—(—11—9 " 95 —K]



SUR LA TRANSFORMATION DE MELLIN 399

’ - r 1) °+'°° ds
H,if", ¢|s]= et 1) )7 (z—s)

2m _m sttp
Cette derniére intégrale a un sens lorsque z appartient au
demi-plan Rz > ¢ + o}’ avec le choix ¢ > max (0, ¢f). La
permutation des signes Y, et /‘ est légitime (et il est facile

d’ailleurs de prouver la légitimité de cette permutation) pour
le choix antérieur de ¢ > max (k, of) et de z tel que
Rz>c+k+ol,etona:

11f, 912 = e M gy, (597 (6 —s — ) &

2 Jo_iw gtk
en posant
I Y ilesy
o) =gy U

Remarquons qu’il est impossible de définir une constante
réelle finie sg* telle que, dans le demi-plan o > og*, la
fonction w,(s) soit la somme d’une série de Dirichlet géné-
rale convergente (dont la suite des exposants est une suite
réelle strictement croissante vers l'infini); en effet sur toute
droite Rs = o (s fixé), on a: lim w,(s) = 1, |s|}oo. Cependant
il est naturel d’écrire :

i ¢zl = Hilf o, ¢*|z2—FK],

puisque, entre autres raisons, on notera que I’assertion relative
aux singularités « possibles » de la fonction de z définie par
Dk4+1) [ori=
27 \fc

de S. Mandelbrojt, est encore légitime méme si les fonctions
composantes f(s) et ¢(s) n’admettent pas de représentations
dirichletiennes; c’est-a-dire que la démonstration de cette
partie de I’assertion du théoréme repose avec le choix & (entier)
> v+ w sur la propriété: les fonctions f(s) et ¢(s) sont d’un
«ordre Oy» fini v et . dans des demi-plans respectifs. (Cette
remarque suppose une petite modification d’ailleurs évidente
relative 4 la représentation de ces fonctions.) Remarquons
encore que la fonction f*(s)w,(s) est comme f*(s), « d’ordre
Oy » égal & v* dans ¢ > of. « L’ensemble singulier de f*(s)w,(s)

f(s)e(z—s) S,d—fk, dans le théoréme fondamental

—jo
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par rapport au demi-plan &> o} » que I'on note S;Ew,, satisfait,

- comme on peut le constater, 4 la relation d’appartenance :

% e (Sj?. u E), ou E=u(—j), avec 1<k

Sk
Il est évident que I’ensemble composé, que I'on note ;Ef,, 9
des ensembles s;iu,k et s;i satisfait alors & la relation d’appar-

tenance :
$7is e (852;3 v (L__JS;Z,,)), 1<ji<k
J
On a, par conséquent :
(85 v 8T o) < (S;‘:;‘. u (LJ_JS;E,,», 0<j<k.

L’abscisse d’holomorphie par rapport au demi-plan ¢ > o*
de la fonction f*(s)wy(s) est o (0}) << max [—1, afy(a*)] et
donc max [0, of*(s})] << max [0, of(s*)]. La conclusion du
théoréme résulte alors immédiatement de la relation d’ap-
partenance ci-dessus par application du théoréme de S. Man-
delbrojt, avec le choix k (entier) > v* 4+ p*, a la fonction

Hif, ol|s + K]

TutorikME IV. 2. — Sous les conditions :

1) les fonctions f(s) et ¢(s) sont de classe N;

2) le point s = 0 est quasi-régulier pour chacune des fonctions
f(s) et ¢(s), alors la fonction Hi[f, 9|s + k] est holomorphe dans
le demi-plan ¢ > max [0}, of + o], ot k (entier) >v* 4 [Th

En effet les ensembles singuliers §3%, et $77F se réduisent
respectivement aux droites ¢ =g, —] et o= oy + o3;
d’ou la conclusion ci-dessus.

Dans un certain systéme de conditions [voir IL 1, 2] le
probléme de la composition des singularités des séries de
Dirichlet générales (associé & l'opérateur Hadamard-Man-
delbrojt) se raméne a I’étude des singularités des fonctions
définies par des sommes (finies ou de séries) de séries du type
de Cramér, c’est-a-dire de la forme,

2 ¥a(s) avec Ya(s) =23 b,9,(1x,) e~ tp,

ot a,e8%; la fonction f(s) étant la branche principale du
prolongement analytique de la somme d’une des séries compo-



SUR LA TRANSFORMATION DE MELLIN 401
-— g hd 14
santes, Za,e "', dans ES,‘; I'autre fonction composante étant

2
la branche principale du prolongement de ¢(s) = Zb,e™** dans
ﬁs;', ou P, est le demi-plan o >0,. Si le point «, est isolé

Py

dans §' et pole d’ordre M, + 1 de f(s) alors 0,(z) est un
polynoéme d’ordre M,; si le point «, isolé dans S;’ est essentiel
pour f(s) alors 0,(z) est une fonction ‘entiére du type expo-
nentiel minimum. Dans un mémoire récent [II. 3] j’ai
énoncé des propriétés relatives a la localisation de certains
types de points singuliers pour les fonctions définies par les
séries du type Cramér. Le théoréme qui suit, constitue un
exemple de théoréme de composition de points singuliers au
voisinage desquels les fonctions composantes ne sont pas
uniformes. A dessein dans cet exemple on se limite a la consi-
dération du point s = 0 qui est supposé « algébrico-logarith-
mique » de type (¢, p — 1) et (g2, p» — 1) respectivement
pour les deux fonctions composantes f(s) et ¢(s). Sous ce
«vocable » on entend que la « dominante » de la fonction f(s )
au point s=0 dans tout angle X(jargs| < =/2—y),
n > 0 arbitraire petit, se réduit au seul élément smguher
de type (¢, pr — 1) ol p; est entier > 1, et que la « dominée »
est réguliere au point s =0 par prolongement analytique
dans X (et ’analogue pour 9(s)). Si, en outre, on suppose
que f € M alors I’ensemble smguher sf; de f*(s) « ¢ par rapport »
au demi-plan ¢ > o} se réduit a la droite ¢ = o} et aux poles
de la forme ¢, — m, m entier >0 tel que ¢ — m > o}. La
constante ¢} a dans le théoréme qui suit (comme dans
certains théorémes antérieurs) la signification précisée dans
la définition de la fonction f e M.

TrtorEME IV. 3. — Dans les conditions :

a) les fonctions f(s) et ¢(s) sont des fonctions de classe M,

b) s =0 est algébrico-logarithmique de type (q,, p, — 1)
pour f(s) et de type (g3, p. — 1) pour ¢(s),

alors au point s =0 la fonction H/[f, ¢, |s], avec le choix
de Uentier k> " + " admet une dominante angulaire algébrico-
logarithmique. Cette dominante posséde un élément de type
(n+ ¢+ k&, pr+ pa—2). (On suppose g, 0 et non entier si
st < 0.)
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On a obtenu au théoréme (IV. 1) une représentation inté-
grale pour la fonction Hi[f, ¢|z]. Eu égard au théoréme fonda-
mental de S. Mandelbrojt on sait que, avec un choix convenable
de z (et le choix antérieur des constantes ¢ et k):

€ 4 joo

ds « ds
frS)os)e (s —s—k) 75 = [fow* ==
€ —jo s C/'“k(e) s
(par exemple, on peut toujours choisir ' suffisamment grand
de sorte que la relation est satisfaite pour z avec Rz = =z > ).
intégrale du second membre ayant la signification précisée
L’intégrale d d bre ayant la signification p
au chapitre 1.
On note c, . la frontiére du cercle de centre ¢, — m (m entier
et de rayon ¢, C, . la droite Rs = o} + ¢, ¢j . la frontiére
> 0) et de rayon ¢, G,  1a droite R T+ ¢, ¢j . la front
u cercle de centre — j (j entier > 0) et de rayon ¢, m, le
d le d t ] ( entier > 0) et de ray 1
plus grand entier positif (pouvant se réduire a 0) tel que
g, — m, > o}, avec q, = Rq,; si ¢} << 0 on note j, le plus
grand entier positif (pouvant se réduire a 0) tel que —j, > o}.
La constante positive ¢ est choisie telle qu’on ait :

CncNCpe=8 si m=*£Em, G .ncy,.=9¢ pour 0<m<<m,;
si 6] << 0 la constante ¢ devra en outre étre choisie telle que:
Cpence=¢ pour O0<j<j, et cpencf.=9

pour chaque couple d’entiers m, j.

Avec ce choix de ¢, on constate facilement que I’égalité ci-
dessus a encore lieu si on remplace I'ensemble Cp.,(c) (o0t
la constante ¢ n’est pas nécessairement la méme que
ci-dessus) défini au chapitre 1 par I’ensemble

Co, eV (Ce u Cé)’ ou Ce = Ucm, €

m

0<m<m, eton Ci=|_Jd. 0<j<j, si oi<0
J

et seulement par C, . u C, si o] > 0. On a ainsi pour z appar-
tenant i un demi-plan convenable (¢’est-a-dire pour Rz =z > o/,
# suffisamment grand fini):

j:rf' (s)wk(s)qa*(z——s—k);,#‘lf—k= J; + fc o

'y
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(égalité légitime si o << 0; si o} > 0 la seconde intégrale
n’est étendue qu’'a I'ensemble C.) et

*ds Mo Jo
fro = [+ [ =3 [ +3
l m=0¢ Cm . Jj=o0 cj,'»

c.uc;

Dans ¢ > o}, on a (théoréme II. 1 et suivants):

MO =g S gm0 v B0

ou f1(s) est une fonction holomorphe dans ce demi-plan. On a:
ﬁ)k(s) m, Bm me Py —%—
['(s) m=o(s + m—gq,) mzo réi (s+m—gq,) +1ils)

ou les Dj, sont des constantes. Les fonctions de la variable s,

fo(s), fi(s), , - k et ¢*(z—s—k) avec z convenablement choisi

(Rze=2z > x’ ou z’' est choisi suffisamment grand fini) sont
réguliéres sur la fermeture de chaque cercle ¢(q,—m, ¢), avec
0 < m< my. Il en résulte que:

f f*wqu RETE =0, o<mgm,

S (@S o = gon [ Bl

Les A/, et AY, étant des constantes convenables, on a:
1 r A/ 1+k Allj
A_
CFm—gys Altm—ay 2,

On a (avec le choix de z antérieur):

L oM a—s—k) (1Y~ i g,

et

(s+m—a)” T() Hotaem
ot f SEZ_—‘S_—_),,L., 0

Il en résulte qu’il existe des constantes C, , telles que:

—2m§ g > (——ED’A"

m? z—- k 94+m)
m=0r={j=1
my Py

=3 X Cm "?*g:l‘t) —q+m) avec Co,p.#o'

m=0r=1
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Choisissons z tel que Rz=2>0d} 4o} +k+4¢; on a:
dS 0 ot +e+im d3
* —_ — u3(z—k) .
[, Fow =S bemen [T " puen 2
Gy, . s p=1 gl +e—in s

Posons

f (s) et ,—”‘ s=0)+ ¢4 1.

La suite {| §,|} est bornée supérieurement. La série 3 b,0,e
1

converge absolument en chaque point du demi-plan z> %",
11 s’agit de déterminer ’ensemble singulier par rapport a un
demi-plan de la fonction analytique de z définie par cette
série. On rappelle qu’'on peut déterminer des constantes
D;, de sorte que:

Feodd) =fi+ 3 3 o i

ou f(s) est holomorphe dans le demi-plan ¢ > 4.
Pour z intérieur au demi-plan

z>d + ol +k+e,

¢ ds
s+ m—gq,)s

« ds « ds .
f*wk? Tk 29 s{+k+22D f (

Go, ¢ s ) GCo, ¢

i+k

e T

I1 est bien connu que pour p; > 0:

e’V ds
— =9 our o<mgm

JoTHm—ay d STES T
puisque pour ces valeurs de ’entier m, on ac} + m—gq, 4 ¢ <0.
Puisque les fonctions composantes f(s) et ¢(s) sont de classe M,
ona A >1ety >1. I en résulte que le coefficient de f(s)
d’ordre k par rapport & {u,{, non nul de plus petit indice, ne



SUR LA TRANSFORMATION DE MELLIN 405

peut étre ay)<~0 que sip, >1. Par conséquent le plus petit
terme de la suite des exposants de la série Xa{b,e~'P
figurant effectivement dans cette série (c’est-a-dire associé

4 un coefficient non nul) est supérieur a 1.
Avec le choix antérieur de z, il en résulte:

__9'ds

On a pour j (entier) > 1:
f ? gz—s—— )ds (_811 —1ci+€<0

27 F( ))j ?(z—k) s1 O'r + £E> 0.

En remarquant que quelle que soit la constante finie o} on
peut toujours choisir ¢ > O satisfaisant aux conditions anté-
rieurement précisées et suffisamment petit de sorte que
o] + & 5= 0 et réunissant les résultats obtenus ci-dessus il en
résulte que la fonction de z définie par le prolongement ana-
lytique de la somme de la série considérée (ou le prolongement
analytique de la fonction de z définie par I'intégrale,

[ reu@se——his
Co, ¢

a partir d’un point intérieur au demi-plan z > o} + o}* 4 k4 ¢)
admet la représentation suivante légitime dans le demi-plan
de convergence absolue de cette série (et dans un prolongement
convenable) :

O0siafl4+e< 0,

—_ *_4‘1_ i+k
Jou =S T 5 oS g s et €30

ou les D; sont des constantes.

Les deux fonctions f; et f* sont du méme «ordre Oy » égal
4 v* dans ¢ > ¢}; en outre ¢/}(a}) = ¢} Dans le cas ¢} << 0 alors,
eu égard au théoréme de S’éMandelbro]t la fonction de z

Jo Fogm= [ Ry e

L(z) = 2 — AYCIf35 (S

avec
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est analytique et ses seules singularités « possibles » dans le
demi-plan z > ¢} + ¢} + k sont les points de la fermeture de
I'ensemble «<somme composée» des ensembles y;: et 8?. —x que

I'on note s;’ o+« (on rappelle que S;’. _x est l’ensemble «somme
composée » de s?. et du point d’affixe k).

On remarquera que S;::. est identique a la droite ¢ = o} et
que S;‘.c';. . contient la droite c-q;+ o'+ k et ne contient
aucun point s avec ¢ > ¢, + o, + k.

Il est évident que la définition de s“ suppose une petite
modification (déja vue au théoréme IV. 1). Dans le cas
o} >0, cette intégrale admet pour singularités « possibles »,

dans le méme demi-plan, les points de ’ensemble S;f,_,‘ v 3;?:5,. ke
Cet ensemble contient la droite ¢ =g¢q;,+ i+ %k et ne
contient aucun point s avec ¢ > ¢, + o} + k.

Siof4¢e<0, alors.C;~¢; on a, dans le cas o} <<—1:

« ds ' &
f,f*“"‘q’ s_’_*_"=f' 3 ] ey
[ j=1

0,¢

—J, avec 1 < j<Jo, est pole simple de w,,( ) et point régulier
pour wk (s) ).

giok; ona donc pour z convenablement choisi

(avec z sufﬁsamment grand)

f’
c,,

f f'wu? (k ey 3 (— G 0¢8P

r=0

Des représentations obtenues pour les intégrales étudiées,
on déduit immédiatement en réunissant les résultats que le
point d’affixe ¢, 4+ ¢, + k est nécessairement singulier pour la
fonction Hi[f, ¢|z]; plus précisément il est pole d’ordre
p. + p. — 1. La fonction Hi[f, ¢|s] ne se réduisant pas & une
fonction entiére, et puisque ch¢ est fini, alors le point
s = 0 est singulier pour la fonction H,[f, ¢|s]. En outre
si ¢} > 0 alors dans le demi-plan ¢ > o} + ¢, + k les seuls
points singuliers pour la fonction HJ[f, ¢|s] sont les pdles
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@i+ ¢+ k—m & Pordre p; +p,—1 au plus; le pole
¢ + ¢ + k étant d’ordre p; + p; — 1.

ReMARQUE. — On peut obtenir plus rapidement au théo-
réme IV. 3 un résultat un peu moins précis. Au lieu d’établir
que H,[f, ¢|s] posséde au point s =0 une dominante
angulaire algébrico-logarithmique, on peut se limiter & établir
que s = 0 est point singulier pour cette fonction sans préciser
davantage la nature de ce point. On sait que ojx <C0. L’ap-
plication immédiate a4 la fonction H,[f*w,, ¢*|s — k] d’un
théoréme établi dans un mémoire antérieur (référence II. 1)
permet de conclure que Hi[f, ¢|s] ne se réduit pas & une
fonction entiére. Il en résulte que s=0 est singulier pour

H,[f, ¢|s].
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