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SUR LES FONCTIONS MOYENNE-PERIODIQUES BORNEES
par Jean-Pierre KAHANE

Cette note comprend trois parties. Dans la premiére, intro-
ductive, on donne quelques propriétés simples des fonctions
moyenne-périodiques bornées, et on étudie leur rapport avec
les fonctions presque-périodiques. Dans la seconde, la plus
importante, on étudie les fonctions et distributions pseudo-
périodiques : ce sont les f telles que I'espace 7(f) engendré
par leurs translatées ne contienne que des fonctions ou dis-
tributions bornées; elles sont caractérisées par une propriété
de leur spectre. Dans la troisieme, on étudie les fonctions
moyenne-périodiques bornées, sommes de séries de Fourier
absolument convergentes.

*
* =

Dans la suite, C désigne I’espace des fonctions continues
sur la droite, avec la topologie de la convergence uniforme
sur tout compact. feC est dite moyenne-périodique (m.p.)
si le sous-espace vectoriel fermé 1(f) engendré par ses trans-
latées ne coincide pas avec C. On montre ([1], [2]) que 1(f)
admet pour base I'ensemble des exponentielles-monémes
{zPe?*| qu’il contient (théoréme fondamental); on appelle
spectre de f la suite des points A, chacun compté autant de
fois qu’il y a d’exponentielles-mondmes |zfe?*{¢t(f), et série
de Fourier de f le développement de f suivant cette base:
on note f ~ Xa(A, p)zPe?*. Si f est bornée, on montre que le
spectre {A{ est réel et simple, et que les coefficients a(}) sont
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bornés; les régularisées fxh par des fonctions h deux fois
continiiment dérivables & support compact sont presque-pério-
diques et de spectre c{A{. On en déduit:

Lemme 1. — Toute fonction m.p. bornée, de spectre {A{,
est limite dans C de sommes finies s = Xa(A)e™ uniformément
bornées.

En effet, il suffit de prendre A >> 0 tendant vers la mesure
de Dirac, et s — (f+h) tendant uniformément vers zéro.

Lemme 2. — Si f est m.p. bornée, f~ Xa(A)e?®, et si g
est une fonction sommable, on a f*g~ Xa(A)G(X)e*™ avec
G(u) = [ e"=g(z) da.

Résultat immédiat pour f= s: somme finie,” qu’on étend
a l'aide du lemme 1.

TrtoriMe 1. — Soit feC, m.p, bornée: [~ Ya(A)e™,
sup|f z)|=|f|<< o0 ; alors f est limite dans C’des « sommes de

Fejer » fu=3 (1 J%T‘) a(Ne, et Bla(\f <|f]. Si de plus
fest uniformélr:z'e\r}:t continue, fx tend uniformément vers f(N—oo).
sinz&
"Nzt
Gy(u) = max <0, 1 —-—%)

D’aprés le lemme 2, on a fy=f+gy. Quand N— o, on
vérifie (comme dans le cas classique de Fejer, grice au fait
que f est bornée) que fy tend vers f uniformément sur tout
intervalle ot f est uniformément continue. D’autre part,

Y g <l
fi<in e 3 (1=R) e <inrs
Tou V(P <fP

omme corollaire du théoréme 1, on retrouve le fait connu
que toute fonction m.p. bornée uniformément continue est
presque-périodique au sens de Bohr (p.p. Bohr). Existe-t-il des
fonctions m.p. bornées qui ne soient pas p.p. Bohr? L’exemple
suivant répond affirmativement a cette question.

DEMONSTRATION. — Soit gy = » de sorte que

2
T
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Exemple d’une fonction m.p. bornée,
non uniformément continue.

Soit
sm*-y;— 1 1
Ky(z) =—"—=1 +<1—~—>cosx + -+ —cos(p—1)z
p.singi y’ #
2
(i : entier).

On peut choisir la suite {u,} assez rapidement croissante pour
que la fonction F = 2 " K,, <-2—~—-1:> soit bornée: en effet,
a distance >3 de la suite S, :§ (2k+ )2 ] (k= - —1,0,1,...)
on a P’i K,. <~§;——7:> <(#nsin (27" ’x))"* =g, et partout

iKl (2,. Tt/\)<1; comme la distance de deux suites S,
est >, on a F<1+Zs,,, on choxs1t {u. de sorte que
Ze <. Alors, F(2"t )———F 2 —|—~—— tend vers 1 quand
n— o. Doilc, quelle que soit la suite “réelle {A.4, la fonction

f= Z et — K, <§———1‘t> est bornée et n’est pas uniformé-
=1 ""’l

ment continue.
Choisissons maintenant la suite {A,} assez vite croissante
pour que le suite

fonpl= ff+p27r), n=1,2, .., p=0, 1, .. F=(w.—1)

soit simple et vérifie Y, — < oo. Alors 1l existé une mesure

np “'n, p
dy a support compact dont la transformée de Fourier s’annule
sur {v, .}, et f satisfait I’équation f+ du = 0, donc f est m.p.,
bornée, et non uniformément continue.

En remplacant C par 9', espace des distributions sur la
droite [3], on définit les distributions m.p.: dire que f est
une distribution m.p., ¢’est dire que 7(f) %= 9’ (1(f) : sous-espace
fermé de 9'), ou que f est solution d’une équation fx¢ =0,
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¢€D. Les régularisées d’une distribution m.p. sont des fonc-
tions er(f); partant de cette remarque, on étend aux dis-
tributions m.p. le théoréeme fondamental et la notion de
série de Fourier. On vérifie que la dérivée d’une distribution
m.p. admet pour série de Fourier la série de Fourier dérivée
formellement. Les distributions bornées sont sommes finies
de dérivées d’ordre fini de fonctions continues bornées; on
en déduit aisément :

TutorkME 2. — Pour qu’une distribution m.p. soit bornée,
il faut et suffit que le spectre {\}| soit réel et simple, et que
a(A)=0 (|A[") pour un N assez grand (f ~ Xa())e’*). Pour qu’une
distribution m.p. soit bornée, il faut et suffit qu’elle soit presque-
périodique au sens de Schwartz (p.p. Schwartz).

En remplacant C par E?(p > 1), espace des fonctions
localement €l» muni de la convergence L’ sur tout compact,
on définmt les Er-fonctions m.p. On étend encore facilement
le théoréme fondamental et la notion de série de Fourier.
On dira qu’une fonction f est EP-bornée si

[fll=sup ( [."1FIP)" < co.

En utilisant la transformée de Carleman, on démontre comme
dans ([2] p. 47) le résultat suivant, moins intéressant que
les théorémes 1 et 2:

St une EP-fonction m.p. (p > 1) est EP-bornée, son spectre
est réel et simple; et ses coefficients de Fourier sont bornés.

REMARQUE. — A priori, nous aurions dii définir des fonc-
tions continues C-m.p., des distributions 9'-m.p. et des
Er-fonctions EP-m.p.; il est aisé de voir que, pour les fonctions
continues, les trois définitions coincident, et que pour les
Er-fonctions, les deux derniéres coincident.

*
* x

La notion de fonction pseudo-périodique est due a Paley
et Wiener, qui en ont donné la théorie dans E* ([4], chap. vir).
La théorie que nous indiquons est trés partielle dans C

(ot se posent les problémes les plus importants); dans E?,
elle reprend et compléte les résultats de Paley-Wiener et
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d’Ingham [15] (théoréme 3) et permet un calcul explicite de
la pseudo-période (théoréme 4); dans le cas de 9', le théo-
réme 5 pourrait s’obtenir directement a I’aide d’un « théoréme
de prolongement» ([2], p. 57); au contraire, notre étude
donne une démonstration simplifiée et plus puissante de ce
théoréeme de prolongement (voir théoréme 6 et corollaire).
Les notions de « suites réguliéres » et de «densité de réparti-
tion » joueront un rodle essentiel.

Cas de C.

DeriniTioN. — Soit feC. St <(f) ne contient que des fonc-
tions bornées, [ est dite C-pseudo-périodique (C-ps.p.)

Toute fonction C-ps.p. est évidemment m.p. Remarquons
que la condition de pseudo-périodicité, pour une fonction m.p.,
ne porte que sur le spectre. Le spectre doit étre réel et simple.
Nous appellerons Q(A) la condition nécessaire et suffiscnte
que doit satisfaire une suite réelle A pour que toute fonction
m.p. de spectre c A soit C-ps.p.

Posons
fi=supif(@)]  [f|=suplfly
I désignant un intervalle borné.

Prorosirion 1. — Q(A) équivaut a Uexistence d'un
intervalle 1 et d’une constante K tels que, pour toute somme

finie s = E a(M)e®, on ait |s|< K|s|; (condition Q(A, I)).

En effet Q(A I) implique Q(A) car I’ |x
pour des polynémes d’ approxunatlon de f entraine |f|<K|flx.
D’autre part, si Q(A, I) n’est pas satisfait, on peut construire
une suite d’intervalles I, emboités croissants, et une suite

L >n + |sn—1| + |Sn—-2| + :
Alors f = Zs, est m.p. de spectre < A, et n’est pas bornée.

s, telles que |s,.|1n<§1; et |s,

CoroLratire 1. — Toute fonction C-ps.p. est p.p. Bohr.

Car il existe des s, convergeant uniformément vers f sur
I, et Q(A, I) entraine que |f—s,| tend vers zéro.

Rappelons qu’une suite est dite réguliére si la distance
entre deux points distincts de la suite est bornée inférieure-
ment par un nombre positif.

20
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CororraIre 2. — Q(A) entraine que A est réguliére. Autre-
ment dit, le specire d’une fonction C-ps.p. est régulier.

Sinon en effet, on prendrait s = ¢** — ¢**, A— A’ tendant
vers zéro, et Q(A, I) ne serait satisfait pour aucun I.

Il serait intéressant de savoir si Q(A) se réduit a la ré-
gularité de A ().

Donnons deux conditions équivalentes a Q(A,I).

Prorosition 2. — Q(A, I) équivaut @ Q'(A,I): toute fonction
uniformément approchable sur 1 par des polynémes

s= Y a(A)e’?,
AEA
est prolongeable de fagon unique sur la droite en une fonction
m.p. bornée de spectre c A.

En effet, Q(A, I) entraine visiblement Q’(A, I). Inversement,
Q'(A, I) signifie que I'application canonique de I'espace C},
des fonctions m.p. bornées de spectre c A (espace de Banach
pour la norme |f|) dans I'espace Cp(I) des fonctions limites
uniformes sur I de polynémes s (espace de Banach pour la
norme |f|;) est une application biunivoque sur CA(I); comme
cette application est continue dans un sens (|f]r<C|f]) elle
Iest dans 'autre d’aprés Banach ([5], p. 41), d’ot Q(A, I).

Prorosition 3. — Q(A, 1) équivaut encore a Q'(A, I): il
existe un K > 0 tel que, pour tout y réel, on puisse trouver une
mesure du. = du,(r) & support dans 1 fermé, de masse totale

f |duw| < K, et dont la transformée de Fourter M(u) == f €™ du(z)
prenne sur N les mémes valeurs que e™.

En effet, Q'(A, I) entraine que toute forme linéaire de norme
1 sur C} est une forme linéaire de norme bornée (< K) sur

Ca(I), représentable par f—»flfdy., feCy, fldp.|<K; en
prenant comme forme linéaire f— f(y), et en 'appliquant
a e*, on voit que Q(A, I) entraine Q’(A, I). Inversement,
si Q"(A, I) est satisfaite, les fonctions s de la proposition 1

satisfont s(y) = [15(z) dp,(z), d’ou Q(A, T).

(*) Depuis le dépét de ce manuscrit nous avons construit une suite A = jA,}
telle que Any.qy —An > o et pour laquelle Q(A) n’est pas sastisfaite. La régu-
larité de A n’entraine donc pas Q(A).
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DeriniTioNn. — Nous appellerons C-pseudo-période attachée
a une suite réelle réguliére A la borne inférieure des longueurs
des I vérifiant Q(A, I) (resp. Q' ou Q).

Nous calculerons (proposition 4) une borne inférieure de
la C-pseudo-période attachée a A, et nous donnerons des
exemples (proposition 6) de suites A pour lesquelles elle est
nulle.

RemarQue. — Nous aurions pu faire, de ’équivalence des
trois conditions Q, Q', Q", une démonstration « triangulaire »
évitant le recours au théoréme de Banach. Mais nous ne savons
pas étendre cette démonstration triangulaire au cas de E?
que nous considérons maintenant.

Cas de E*.

DeriniTioN. — Sott feE’, 1(f) le sous-espace vectoriel fermé
de E* engendré par les translatées de f. Si ©(f) ne contient que
des fonctions E’-bornées, f est dite E’-pseudo-périodique (E*-ps.p.)

Appelons Q,(A) la condition nécessaire et suffisante que
doit satisfaire une suite réelle A pour que toute E’-fonction
m.p. de spectre ¢ A soit E*-ps.p.

Posons

i=(fIFE)" et il = sup il

La proposition 1, les corollaires 1 et 2 et la proposition 2 se
transcrivent immédiatement.

Prorosition 1, — Q,(A) équivaut & Uexistence d’un inter-
valle 1 et d’'une constante K tels que, pour toute somme finie,

s= Y a(A)e™, on ait ||s|| < K||s|| (condition Q,(A, I)),
€A

N
A

Cororraire 1. — Toute fonction E’-ps.p. est presque-pério-
dique au sens de Stepanoff (p.p. Stepanoff).

CoroLrLAIRE 2. — Q,(A) entraine la régularité de A.
Soit L*(I) I'espace des fonctions de carré sommable sur I,
muni de la norme ||f]}.

Prorosition 2,. — Q,(A, 1) équivaut & Qi(A, I): toute fonc-
tion approchable dans L*(I) (c’est-a-dire en moyenne quadra-
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tique sur I) par des sommes s, est prolongeable de maniére
unique sur la droite en une E*-fonction m.p. E*-bornée de spectre

cA.

De la proposition 1, on déduit encore immédiatement :

CororraIre 3 (définition de Paley-Wiener). — f est E’-psp
s’tl existe une longueur L et un nombre K > O avec la propriété
suivante : dés que 1 et J sont des segments de longueur L, et h
une combinaison linéaire de translatées de f, on a ||h||y << K||A|}x.

On peut préciser les corollaires 1 et 2.

TatoreME 3. — a) Q,(A) équivaut & la régularité de A.

b) Pour qu’une E’-fonction soit E’-ps.p., il faut et suffit
qu'elle soit p.p. Stepanoff et de spectre régulier (Paley-
Wiener).

c) Pour les E*-fonctions m.p. de spectre contenu dans une
suite réguliére donnée, f ~ Xa())e™*, on a équivalence des normes

lIfily [Ifllx (pour 1 assez grand) et (X|a(})|*)"*.

DimonsTrRATION. — Pour montrer a), il suffit d’aprés le
corollaire 1, de montrer que la régularité de A entraine Q(A).
Cela résulte de ’étude de Paley et Wiener, que nous reprenons
pour pouvoir nous y référer ensuite. Soit inf |A—2A'| > 2¢.

)\ NEA
et s= Y a(A)e’ (somme finie). Alors s. —fqa e " du,
A a(})

o(u) étant égal & —5)\— sur chaque intervalle (7\——-3 A + d) et nul
ailleurs. D’ot

[ IR = 2 [ o = m2SlaQu)

Ainsi pour tout intervalle U de longueur u<%, on a

in Suy 1y (nsint S o
sl < oS < B an)

Done si I=[—L, —Ii] il existe A=A(L, 8) et C=C(3)

2° 2
telles que ||s|[i < AX|a(A)|* et ||s|]* << CX|a(A)]’. D’autre part
q

af=1lim o (8] < ]

z « 2T
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Enfin
sin® ¢z L] in® &
”\"Hi>£|8|27—=‘u32 la(A)[* —2 M’M

J L x

> wja)f — L s > (= — ) Sla(i)l

et il suffit de prendre L > i—g pour avoir deux constantes A
et B, fonctions seulement de L et de ¢, telles que
[lsllf < AX [a(M)[* < Alls]* < Blls -

La derniére inégalité entraine Q,(A). Les inégalités s’étendent
immédiatement aux limites dans L*(I) des sommes s, d’ou c).
Enfin b) résulte de a) et du corollaire 2.

CoroLLAIRE. — Si A est réunion d’'un nombre fint de suites
réguliéres, et si {a(A){ est une suite de carré sommable (AeA),
il existe une fonction p.p. Stepanoff dont la série de Fourier
est Y a(\)e??.

AEA

Ce corollaire, immédiat, est une généralisation naturelle
du théoréme de Riesz-Fischer. L’hypothése sur A revient a
supposer sa « densité supérieure de répartition » (voir ci-dessous)
fine.

Le théoréeme 3 sera précisé dans la suite: on indiquera ce
qu’il faut entendre par « pour I assez grand »; nous savons

déja qu on peut prendre |I| > —C Nous aurons besoin de la
proposition suivante :

Prorosition 3,. — Qu(A, I) équivaut a Qj(A, I): quelle
que soit la suite de carré sommable {b()){, toutes les fonctions

entiéres O{w), de type exponentiel <J-;—l; satisfaisant ®(A) = b(2)
pour tout AeA, vérifient U'inégalité

NP <K [ |0%(u)|du

et il en existe une vérifiant

[19*(u)| du < KE[B(V)|?

K ne dépendant que de A et 1.
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DéMonsTRATION. — On peut supposer I symétrique par
rapport a l'origine. Soit L} (I) le sous-espace vectoriel fermé de
L*(I) engendré par les e?*, XeA, et I* I'espace des suites {a(A)}
de carré sommable; L} (I) et I’ sont des espaces de Banach
respectivement pour les normes ||f| et n(a)= (X|al(}X)*)"".
Compte tenu de lequivalence des normes [|f]|| et n(a) (theo-
réme 3), Q,(A, I) exprime que la correspondance f<—s>{a(})}
définie par f~ Xa(A)e?® est un 1s0morphlsme entre L2( )
et I'. Une forme linéaire sur I' s’écrit §a(A)}— Za(X)b(A)
[norme: n(b)] et la forme hnealre correspondante sur L (I)

est f—»ff(p avec ( j;(pe =b(A norme : n(q>)=1nf j;lq), "

pour tous les o, satisfaisant (*)] L’équivalence des normes
n(o) et n(b), exprimée en introduisant la transformée de Fourier

P(w)= flcpe"“” et en utilisant le théoréme de Paley-Wiener, n’est
autre que Q;(A, I). Donc Q,(A, I) entraine Q;(A, I). Inver-
sement, supposons Q;(A, I) soit x'n(9) <n(b) <x"n( ); pour
une somme finie s = Ya(A)e?*, on a ||s||1=supj;s<p pour
n(o) =1, et n(a) = sup Za(A)b(A) pour n(b) =1, donc

x'n(a) <[ls|k < *"n(a), d’ou Q.(A, I).

DeériniTioN. — Appelons E’-pseudo-période attachée a A,
et notons l,(A), la borne inférieure des longueurs des intervalles 1
pour lesquels on a Q,(A, I) (resp. Q' ou Q). C’est la borne infé-
rieure des longueurs L dans la définition de Paley-Wiener,
et la borne inférieure des |I| pour lesquels vaut la partie c)
du théoréme 3.

Nous allons montrer que si A est une suite réguliére, on a
I(A) = 2nA, A étant la densité supérieure de répartition
de A. Nous avons besoin des lemmes suivants.

Lemmes sur la densité supérieure de répartition.

Derinitions. — Une suite réelle §A,} est dite bien répartie,
sl existe un D > 0 tel que 7\,.——-—% =0(1) (n=-.-—1, 0,1, ...).

D est alors la «densité uniforme» de §1,}. La densité supérieure
de répartition d’une suite réelle A est la borne inférieure des
densités uniformes des suites bien réparties contenant A
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(oo s’il n’existe pas de telles suites): on la notera A=A{A}.
Soit n(r 4 t) —n(r) le nombre de AeA sur I'intervalle [r, r 4 ¢].

On a (%)
A =1lim lim Ll_—t)i————nu

t>o00 |F|>o00

Rappelons que la densité supérieure d’une suite A positive

est lim n(r),
r>o T

Appelons « mesure caractéristique » d’une suite discréte la
somme des mesures de Dirac aux points dela suite. Nous dirons
que les suites A; tendent vers la suite A si leurs mesures
caractéristiques tendent, faiblement sur tout intervalle borné,
vers celle de A.

Siles A;sont uniformément réguliéres (1 i)\nefA A—A'|>26>0
(¢ indépendant de j) et tendent vers A, on a inf [A—2%'|>24.

A AEA

Lemme 3. — Soit A une suite réelle réguliére,et 0 <D << A{A{.
Alors, soit de U'ensemble des translatées de A, soit de ’ensemble
de leurs symétriques, on peut extraire une suite convergente
sur (0, ) vers une suite réguliére de densité supérieure > D.

DEmonsTrRATION. — Par hypothése, pour L assez grand,
LD entier, il existe un intervalle I, de longueur 2"L conte-
nant au moins 2"LD points de A. Par dichotomie, on peut
construire des sous-intervalles emboités décroissants de I, = I},
soit I, I3, ... I}, tels que I (de longueur 2"/L) contienne au
moins 2" /LD points de A; Ii™' et I ont une extrémité com-
mune, et on pose ¢ = 0 ou 1 suivant que c’est Pextrémité

droite ou l'extrémité gauche. Les nombres «, Z el27" o

un point d’accumulation; soit {nls une suite telle que les
, soient convergents; quitte a restreindre {n.{, on peut
supposer que ¢~ ne dépend pas de +(*). En translatant les inter-
valles I, de fagon que I} vienne sur [O, L], les I}:™* viennent
sur un intervalle I* de longueur 2kL, 1ndependant de n,(°).
Par diagonalisation, on extrait alors, de la suite des translatées
correspondantes de A, une suite convergente sur chaque I,

(%) Voir [2], p. 54, ou A est appelée « densité de répartition ». La définition intro-

duite ici est préférable a celle de [2], qu’on devra restreindre aux suites positives.
() Dés que i > i (k).
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et on vérifie que, sur chaque I* la suite limite a au moins
2¥LD points, ce qui démontre le lemme.

LemMmE 4. — Soit A une suite réelle réguliére,et 0 << D <TA{Aj}.
Il existe des sous-suites finies de A, soit A,, et des peA, tels
que, sur [— =D, ©D], toute fonction g continue soit limite uniforme
de polynémes trigonométriques o, = EZ a,(A)el A=t
X

En effet, si {A*} est la suite limite définie au lemme 3,
on sait que les ¢*** engendrent ’espace des fonctions continues
sur [— =D, =D]. Etant donnée g, on peut approcher ses poly-
némes d’approximation Xc¢(A*)e** par des sommes a,, ce
qui démontre le lemme.

Lemme 5. — (Lévine, [6]) Soit {\,} une suite réguliére
(Mo 1—2A,>28>0), bien répartie et de densité uniforme 1
(JAa—n| < h) avec A,=0. Alors la fonction

con=wI1(1—7)(1—5")

|IC(w)| <<A(1+ |w|)"e™*!  (w=u-+iv)
A ne dépendant que de & et de h.

Lemme 6. — Méme hypothése que lemme 5. Soit {b,} une
suite bornée (resp. de carré sommable). Quel que soit ¢ > 0,
il existe une fonction ®(w) de type exponentiel < + ¢, telle
que D(A,) = b, (— o0 < n<< ) et telle que

sup |P(u)| < A, sup |b,| resp f|(D(u)|2du < A|b,|?

vérifie

A, ne dépendant que de ¢, & et h.
1 K
DimonsTrATION. — Posons Dy (w) = C—i@(“g—g‘”) avec
Kn =¢ et K= [4h+ 2]. C’est une fonction de type exponen-
tiel © 4 ¢, satisfaisant D (A,) = &) (symbole de Kronecker), et,
d’apréslelemme 5, |D,(u)| < 1 i’u} (dans la suite, A;=A/(c, 3, h)).
Quitte & translater la suite {},}, on construit ainsi, pour chaque
m, une fonction entiére D,(w) satisfaisant D,(A,) = o%, et

A
1+ [w— A

e(x*e)lul.

|Dm(w)] <
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Posons ®(w) = Z b,D,(w): c’est bien une fonction de type

exponentiel < Tt+ e, prenant en A, la valeur b, et

A,
l(I)( Suplbml Z (u—A )2'
1 o
Or __Z“,I_—I————_——J 2%1 + (2 8 - Done |(I)(u)|<A1 Sl:.plbm[.
Soit maintenant, sur [ % %], t(x) une fonction bornée

dont la transformée de Fourier T(u f t(z)e " dx satisfait
K, <Tu)(1+u") <K, K, et K, etant deux constantes posi-

tives; par exemple, t(z) = cos @ max (0, 1 — &|z|). Alors

Da(w)| < AT(w—Ay), done S

S 2@’

Cette derniére intégrale égale (Plancherel)

1 "o AT 2
ﬂf_ualzbe t(z)[*d

et comme, d’aprés la démonstration du théoréme 3,

18 ¥ iA,z|2
S 1 Sb,ete|
on a [ |(u)]*du < AZ|b,[.

An)|* du

Remarque. — D’apreés le théoréme de Riesz-Thorin, on a
(J10P)" < A (S8 dis que 2<p < .

Dans la suite, les lemmes 4 et 6 seront seuls utilisés.

Nous pouvons maintenant établir:

TutoriME 4. — La E’-pseudo-période attachée a une suite
réguliére A (borne inférieure des longueurs des 1 pour lesquels
vaut la partie c) du théoréme 3) est l,= 2nA, A étant la den-
sité supérieure de répartition de A.

DimonsTRATION. — Montrons d’abord I, < 2nA. Soit D* > A,
et {A,} une suite bien répartie, réguliére, de densité uni-
forme D*, contenant A. Il suffit d’établir Q;({1,}, I) (voir

2
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proposition - 3,), quand |I] > 2xD* On peut sans restriction
supposer D* =1 et poser b(A,) = b,. La suite {b,} étant donnée,
prenons pour @ la fonction définie au lemme 6: on a bien

(19 < KY[b,[*. Liinégalité Y[O(1,)* < K [|® pour toutes
les fonctions @ de type exponentiel <% résulte de la régu-
larité de A ([7] p. 101).

Montrons maintenant [, > 2z). Utilisons le lemme 4.
Prenons les A, disjoints, et g =0 sur [—=D, =D —¢] =1,
g >0 sur (rRD—¢, mD)=J. Comme les sommes 5, tendent
vers g, le rapport |lo|i.l's|[r' tend vers I'infini; et comme
5% est une somme s, [|s||||s|[{' est aussi grand qu’on veut,
donc Q,(A, I) n’est pas satisfait. Or |I| est aussi voisin qu’on
veut de 2wA. Donc [, > 2%A, et le théoréme est démontré.

Nous ne connaissons d’analogue du théoréme 4 ni pour C,
ni pour 9’'. Cependant la seconde partie de la démonstration
se transcrit immédiatement dans le cas de C.

ProrosiTioN 4. — La C-pseudo-période attachée a une suite
réguliére A satisfait lc > 2=A.

Par contre, c’est la premiére partie de la démonstration
qui se transcrit facilement dans le cas de @', comme nous
allons le voir.

Cas de 9'.

DeriNiTION. — Soit feD'. Si %(f) (sous-espace fermé de 9’
engendré par les translatées de f) ne contient que des distri-
butions bornées, f est dite 9'-pseudo-périodique.

Nous appellerons Qp(A) la condition nécessaire et suffi-
sante que doit remplir A réelle pour que toute distribution
de spectre ¢ A soit pseudo-périodique. Pour simplifier, nous
supposerons que A ne contient pas 0. Les propositions 1, 2,
3 s’étendent encore.

Prorosition 1p. — Qp(A) équivaut a Uexistence d’un inter-
valle borné 1, d’un entier p > 0 et d’une constante K tels que,
pour toute somme finie s= Y a(h)e™, on ait |s| < K|[s?|,
(condition Qp(A, I)). AEA

En effet, Qp(A, I) entraine qu’une distribution m.p. de
spectre c \, et d’ordre g sur I, admet une primitive d’ordre
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p+ g+ 1 bornée. D’autre part, si Qp(A, I) n’était pas
satisfaite, on pourrait construire une suite d’intervalles I,
emboités croissants couvrant la droite, et une suite s,, telles
que

[, <27 et |s&n., > sV 4 [P+ -

(on pose s~ = Xa(A)A""e?%). Alors f=1ZXs, est une distribu-
tion m.p. de spectre A (c’est d’ailleurs une fonction) dont
aucune primitive f©" n’est bornée: ce n’est donc pas une
distribution bornée.

Soit $(I) l'espace vectoriel topologique des fonctions f
indéfiniment dérivables sur I, muni des semi-normes |f®);
(n=0,1, ..). Quand I=(— o0, o), on retrouve 'espace $

de L. Schwartz ([3], t. II, p. 55).

Prorosition 2p. — Qp(A, I) équivaut a Qn(A, I) toute
fonction approchable dans HB(1) par des sommes s= Y, a(A)e?*

. . . )\EA .
est prolongeable de maniére unique sur la droite en une fonction

€B m.p. et de spectre < A.

En effet, Qp(A, I) entraine visiblement Qp(A, I). Pour la
réciproque, on raisonne comme dans la démonstration de
la proposition 2, en utilisant le théoréme de Banach.

La proposition 2, exprime le rapport entre la 9'-pseudo-
périodicité et certains problémes de prolongement considérés

en [2).

ProrositioN 3p. — Qo(A, I) équivaut a Q'(A, 1): pour tout
y réel, on peut trouver une distribution, uniformément bornée,
a support dans 1 fermé, dont la transformée de Fourier prend
sur A les mémes valeurs que ™.

Démonstration analogue a celle de la proposition 3.
Autre forme de Qp(A, I) : pour tout y réel, il existe une fonc-

tion de type exponentiel -z-. uniformément bornée par un

polyndme sur la droite réelle, et prenant sur A les mémes
valeurs que ™.

DerFiniTIoN. — On appellera 9'-pseudo-période attachée a
une suite réguliére A, et on notera Ip(A, I) la borne inférieure
des longueurs des intervalles I satisfaisant Qp(A, I) (resp.

Q ou Q).
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En utilisant le lemme 6 comme dans la démonstration du
théoréme 4, on obtient facilement le théoréme suivant:

TatoriME 5. — Pour qu’une distribution soit 9'-ps.p., il
suffit qu'elle soit p.p. Schwartz et de spectre régulier.
St A est réguliére on a lp(A, I) <<2rA, A élant la densité supé-
rieure de répartition de A.

La démonstration du théoréme 5 n’utilise que trés partiel-
lement le lemme 6: car elle utilise le fait que |P(u)| est
bornée par un polyndme indépendant de y, alors qu’en
réalité |P(u)lest uniformément borné. Le lemme 6 sera
exploité plus complétement dans la derniére partie de cette
note.

*
* x

Soit I un intervalle fermé. Désignons par:

C(I): I'espace des fonctions continues sur I, muni de la
norme |fr.

C'(I): Tespace des fonctions continiiment dérivables sur
I, muni de la norme |f|i+ |f'|x.

Ca(I): le sous-espace fermé de C(I) engendré par les {e|
(ReA).

A : Tespace des fonctions transformées de Fourier de mesures

bornées, f(z) =/e‘“dp.(u), muni de Ja norme ||fHA=f|dp.|

A(I) : Tespace quotient de A par le sous-espace des fonctions
s’annulant sur I (représenté par des fonctions définies sur I,
la norme étant notée ||f]|aw)-

B: le dual de A.

B(I) : le dual de A(I).

On sait (théoréme de Wiener) que lappartenance a A est
une propriété locale, dans ce sens que si, sur chaque inter-
valle I d’un recouvrement fini de la dr01te (deux demi-droites
de sens opposé comptant pour un seul intervalle), on a feA(I)
alors feA. On connait d’ailleurs de nombreuses conditions,
soit nécessaires, soit suffisantes, pour I'appartenance a A(I).
Nous allons montrer que, pour une fonction m.p. de spectre
régulier, I'appartenance a4 A(I) pour un seul I assez grand
entraine I'appartenance a A.

Des éléments ¢eB ont été nommés « pseudomesures » [8]:
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ce sont les distributions (‘) dont la transformée de Fourier
(g, €y = O(u) est bornée. La dualité entre A et B s’exprime
par (o, Y= f ®dp. On démontre que B(I) est constitué des
pseudomesures a support dans I; il nous suffira dans la
suite d’utiliser le fait évident que toute ¢ dont le support est
intérieur & I appartient a B(I).

Lewss 7. — Si feC'(1), on a feA(D) et Ifllxay < K(If I+ |10,
K ne dépendant que de 1

En effet, soit f, la fonction continue égale a f sur [ = [a, b]
nulle en dehors de [a—1, b + 1], linéaire sur [a—1, a] et

sur [, b+1]; on allfIIAa><llf,HA, £\ <|filx et |f|<|f|1+|f|1
11 suffit donc de montrer qu’on a ||fi|lxa <<|f]1+ |f'|+ Or, si on

pose F,(u f fe**, on a
(/1 1) <= [ (W4 w)|F =22 [ (If.] + £

d’ou le résultat.

LemmMe 8. — Soit J un intervalle intérieur a I, et

feA(I) n CA(I). Alors f est approchable dans A(J) par des sommes
finies s = GZ a(A)e?=,
AEA

DimonsTrATION. — So0it U un intervalle intérieur a I, et
contenant J a son intérieur. Supposons geC'(U) n Cy(U).
Sur J, g' est limite uniforme d’éléments de Cp(J) (a savoir
gz + ¢) — g(z)

€
approchable dans C'(J), et a fortiori (lemme 7) dans A(J)

pour ¢ assez petit) donc g'€Cp(J), donc g est

. . 1
par des sommes s. Soit maintenant h, = — max( 0. 1——|§J— ,
€

3
et g.=/f*h. Si ¢ est assez petit, on a geC'(U)n Cy(U),
donc g. est approchable dans A(J) par des sommes s. D’autre
part, quand ¢ — 0, la transformée de Fourier de h, tend
vers i sur tout compact, en restant comprise entre 0 et 1,
donc ||ge—fl|law) tend vers zéro, ce qui établit le lemme.

TutoreME 6. — Supposons A réelle et réguliére, de densité
supérieure de répartition A, |I| > 2znA, et feA(I) n C5(I). Alors
f= EZ a(M)e?® avec X|a(A)| < K||f||xay K ne dépendant que de A

AEA

et
(%) : a support compact; dans [8], on les définit sur le tore.
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DEmonsTraTION. — D’aprés le lemme 8, il suffit d’établir
le résultat quand f=s, somme finie. Le lemme 6 exprime
Pexistence d’un intervalle J intérieur 4 I avec la propriété
suivante: a toute suite {b(A)} bornée en module par 1
correspond au moins une pseudomesure ¢, a support dans J,
telle que (9, €**) = b(A) pour tout AeA, et dont la norme ||¢||s
dans B(I) est bornée par une constante K ne dépendant que
de A et J. Soit maintenant s = Y a(A)e®® une somme finie.

o AEA
On a.<<p, sy=2a(A)b(A) donc X|a(A)| < K|ls|lsx- La méme
inégalité vaut (avec un autre K) en remplacant I par un
intervalle intérieur J assez voisin, d’ou le théoréme.

Cororrare. — Toute fonction e Cx(I) n C'(I), [T > 2nA A}
est prolongeable sur la droite sous la forme f= Y a())e™ et
€A

A

Ifl <ZlaM)| < K(|fl: + |f'lr), K ne dépendant que de A et I.

Immédiat d’aprés le lemme

Les théorémes 3 et 4 d’une part, 6 d’autre part, appliqués
au cas ou A est une suite d’entiers, fournissent d’intéressantes
réponses au probléme soulevé par M. Mandelbrojt dans
([9], p- 142): le spectre A d’une fonction périodique f étant
donné, indiquer des propriétés locales telles que, si fles vérifie
au voisinage d’un point, elle les vérifie partout. Par exemple, le
théoréme 6 montre que, si f~ Y ae™”*, avec I}'im (nj,,—n))=o0,

— >

et si f satisfait au voisinage d’un point une condition garantis-
sant 'appartenance locale a A, alors feA. Dans des cas
particuliers, ce dernier résultat a été trouvé par Kennedy [10].

L’énoncé du théoréme 6 se simplifie pour les suites telles

que Cx(I)c A(I).

Dirinition. — Nous appellerons suites de Szidon de
re espéce les suites réelles A telles que Ca(I) < A(I) pour
tout intervalle I.

Prorosition 5. — Pour que A soit une suite de Szidon de
1re espéce, il faut et suffit que Uune des conditions suivantes
soit réalisée, quel que soit Uintervalle 1:

a) pour les suites sommables {a())}(XeA), les normes Ya(A)|
et |Xa(A)e™®|; sont équivalentes.
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b) a toute suite bornée {b(A)} correspond au moins une mesure
dp. support dans 1 telle que f e dp.= b(A) (AeA).

c) a toute suite {c(A)} tendant vers zéro a U'infini correspond
au moins une fonction o sommable & support dans 1 telle que

Se**o=1c(2) (AeA).

D’aprés le théoréme 6 en effet, une défimtion des suites
de Szidon de 1r€ espéce est la suivante: pour tout I, tout
feCA(I) sécrit Xa(A)e?®, X|a(A)| < oo. D’autre part, C(I)=~C(I)
entraine que {e?*{ est une base de Cx(I) (car de Iexistence
d’une mesure dw 0 a support dans I, telle que fle"’"’dp(x)
s’annule sur A, on déduit immédiatement, pour chaque
AeA, I'existence d’une mesure du,, telle que ﬁe‘“‘“’dm(m) s’annule
sur A sauf en A). Si A est une suite de Szidon de 1re espéce,
application {a(A){—f est donc une application biunivoque
de I’espace l' des suites sommables sur Cx (I); elle est visiblement
continue, donc (Banach) les normes |f|; et X|a(}A)| sont équiva-
lentes, soit a); inversement, a) entraine évidemment que A
est une suite de Szidon de 1re espéce.

Pour montrer a) <=~ b) et ¢) <=~ a), i1l suffit d’utiliser le lemme
suivant, qui est facile & démontrer et sans doute connu:
soit 6, et &, deux espaces de Banach tels qu’existe une appli-
cation linéaire continue de 8, dans &, I'image de &, étant
dense dans &,; pour que cette application linéaire applique
&, sur &, 1l faut et suffit que 'application linéaire transposée,
du dual &; de 8, dans le dual & de &, applique &; sur &,
Pour montrer a) <= b), on prend &, =1', §, = Cx(I), & = I~,
&, = quotient de I'espace des mesures a support dans I par
son sous-espace orthogonal aux e?**. Pour montrer ¢) <= a),
on prend & = c¢ (espace des suites tendant vers zéro a
Pinfim), 8, = quotient de L'(I) par son sous-espace ortho-
gonal aux e??, §; =1l', §, = sous-espace de L=>(I) engendré
par les e?*, soit Cpo(I). La proposition 5 est démontrée.

La condition a) entraine que, si A est une suite de Szidon
de 1re espéce, toute fonction €Cy(A) est prolongeable en une
feCp, avec équivalence des normes |f| et |f|;. Autrement dit,
la condition Q(A, 1) est satisfaite pour tout 1 (*).

(%) Cette remarque, jointe au résultat de Zygmund indiqué plus bas (proposi-
tion 6), rend compte d’une inégalité conjecturée par Turan [11].
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Les conditions b) et ¢), quand A est une suite d’entiers,
signifient la possibilité de choisir «arbitrairement » les coef-
fieients de Fourier d’une mesure (resp. d’une fonction sommable)
dont les indices appartiennent & A. Banach a montré que c)
est satisfaite [avec I = (0, 2n)] quand A est une suite d’en-
tiers lacunaires.

Indiquons maintenant deux conditions, I'une suffisante et
’autre nécessaire, pour que A soit une suite de Szidon de
1re espece.

Prorosition 6. — (Zygmund) [12]. Pour qu’'une suite symé-
trigue {== A} soit une suite de Szidon, il suffit que
)\n-.-i

N >qg>1 (n=1, 2, ...).

Prorosition 7. — Pour que A soit une suite de Szidon de
11e espéce il est nécessaire: 19 qu’elle soit réguliére et de densité
de répartition nulle; 2° que le nombre de points de A de la forme
nu, + -+ + nyu,, ot u, ... u,sont des nombres réels et n,, ... n,
des entiers relatifs tels que

|ni‘+ R |np| <8,
soit N= N(u,, ... u,, s), satisfasse N < Aplog(s+ 1), A étant
une constante ne dépendant que de A.

DimonsTrATION. — Le 19 résulte du fait que Q(A, I) est
satisfaite pour tout I si A est une suite de Szidon de 1€ espéce,
joint au corollaire 2 de la proposition 1 et a la proposition 4.
Le 20 résulte du lemme suivant démontré dans [13] quels
que soient lesr, ., >0, on peut déterminer les signes - et
— de fagon que le polyndme trigonométrique a p variables

P(z,, ... z,) =X, 0P
satisfasse
max |P(z,, ..., z,)|=P < C(Zr,, ... .,.plog(s+1))"
C étant une constante absolue. Pour définir les r, ., on
considére ici successivement tous les points nu, + --- + MUy ¢
on prend Tnyonp=1 si le point nu, 4 .- + nu, appartlent a
A et n’a pas encore été considéré, et r, ., =0 sinon; ainsi

X ...np = Lln, ..n, = N. Posons s(z) = (u Z, ... ux);c ‘est une
combinaison linéaire des e?* et

lislh=N,  [s| <[|P| <C(Nplog (s + 1))
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L’inégalité voulue résulte de I'’équivalence des normes |s| et
Il

On peut sans doute améliorer la proposition 6 & 1’aide des
fines estimations de Stetchkin [14].

La plupart des résultats établis pour les suites de Szidon
de 1re espéce se transcrivent facilement pour les suites de
Szidon de 2¢ espéce, ainsi définies.

DeérinitioN. — Nous appellerons suites de Szidon de 2¢
espéce les suites réelles A telles que Cp c A.

ProrosiTioN 8 — Cy, c A entraine Uexistence d’un intervalle 1
pour lequel Cy(I) < A(I).

En effet, Cy est un espace (¥) admettant les |f|; comme
semi-normes, et A nCp un espace de Banach avec la norme
[Iflla. L’application canonique de A nCp dans Cp (munis de
ces topologies) est biunivoque et continue; Cp, c A exprime
que Papplication est sur Cp. D’aprés Banach les normes [|f]|a
et |f|; sont équivalentes pour au moins un I, d’ou le résultat.

Prorosition 9. — Pour qu’une suite soit une suite de Szidon
de 2¢ espéce, il faut et suffit que l'une des conditions a) b) ¢)
de la proposition 5 soit vérifiée pour au moins un I.

CoroLLAIRE. — Toute suite de Szidon de 2° espéce satisfait

la condition Q(A).

Prorosition 10. — Toute suite de Szidon de 28 espéce est
réguliére, et satisfait la condition 2° de la proposition 7.
Démonstration calquée sur celles des propositions 5 et 7.
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