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THEORIE DES DISTRIBUTIONS
A VALEURS VECTORIELLES (*)

par Laurent SCHWARTZ.

INTRODUCTION

Le présent ouvrage étend aux distributions a valeurs vecto-
rielles les principales propriétés des distributions ordinaires ou
distributions & valeurs scalaires (Théorie des distributions,
Paris, Hermann, 1950-51, et deuxiéme édition du tome I, 1957).
Tant qu’il ne s’agit que de définir les distributions vectorielles,
la dérivation, la transformation de Fourier ou Laplace, ou le
produit scalaire, multiplicatif ou convolutif d’une distribution
vectorielle et d’une distribution scalaire, ou méme les propriétés
topologiques des espaces de distributions, il n’y a pas de diffi-
cultés essentielles; les théorémes sont ceux auxquels on s’at-
tend, les démonstrations se déroulent de facon naturelle; toutes
ces considérations font I'objet du chapitre 1. Au contraire,
le produit scalaire, multiplicatif ou convolutif de deux distri-
butions vectorielles sont des opérations beaucoup plus diffi-
ciles; elle ne sont possibles que moyennant des hypothéses
supplémentaires, souvent inattendues. Les développements
correspondants font ’objet du chapitre 11, ot le lecteur vérifiera
que les démonstrations sont généralement longues et pénibles.
Cependant les résultats qu’on pouvait espérer sont bien vrais,
si I'on consent a faire des hypothéses restrictives assez fortes,
mais inévitables. Et alors les théorémes obtenus sont des outils
assez forts, et permettent de résoudre simplement beaucoup
de problémes.

(*) On trouvera ici la premiére partie d’'un mémoire dont la fin paraitra dans le
tome VIII des Annales de U Institut Fourier.



2 LAURENT SCHWARTZ

Ce travail, bien que paraissant dans un périodique, a le
caractére d’un livre. Il n’est absolument pas destiné a étre lu
de fagon continue, mais plutét a étre consulté; il contient
I’énoncé des conditions dans lesquelles on a le droit de faire,
avec les distributions vectorielles, les diverses opérations qu’on
souhaite naturellement faire.

Nous utiliserons systématiquement les propriétés des distri-
butions scalaires, et des espaces vectoriels topologiques. En ce
qui concerne les distributions scalaires, nous ne donnerons pas,
en général, de référence; il est bien évident que, quand nous
étudierons la dérivée d’une distribution vectorielle, le lecteur
devra connaitre déja la dérivée d’une distribution scalaire et
ses propriétés essentielles. Par contre, pour tout ce qui concerne
les espaces vectoriels topologiques, nous donnerons partout
des références trés précises. A la fin de ce livre, se trouve un
index de toutes les notations et expressions spéciales utilisées
avec référence bibliographique pour leur définition. Signalons
cependant dés maintenant que, conformément a ce qui a été
dit dans Scawartz [1], p. 139, nous utiliserons un accent
circonflexe pour les variables muettes; f(z) veut dire: la
fonction f:z—f(z).

Avant chacun des deux chapitres, se trouve un résumsé,
suivant d’assez prés le texte, et permettant de s’y retrouver
plus facilement.

En principe, tous les espaces vectoriels topologiques consi-
dérés seront supposés localement convexes séparés quasi-
complets, comme il est indiqué page 8, page 50 et page 52.
Ces hypothéses ne seront pas répétées dans les énoncés. Par
exemple ’énoncé complet de la proposition 3 du chapitre 1
devrait étre : « Siles L; sont des espaces vectoriels topologiques
localement convexes séparés quasi-complets, L; est quasi-
complet, et il est complet si les L, sont complets ». Parfois il
sera bon de ne pas faire cette hypotheése, car elle s’avére inutile;
il sera alors spécifié dans ’énoncé que les espaces considérés
(toujours localement convexes séparés) ne sont pas nécessaire-
ment quasi-complets; c’est ce qui est fait, par exemple, a la
proposition 4 du chapitre 1: les L;, jeJ, ne sont pas néces-
sairement quasi-complets, mais les L,, ke K, sur lesquels il
n’est rien dit, sont automatiquement supposés quasi-complets.

La plupart des espaces rencontrés en analyse sont quasi-
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complets, c’est pourquoi notre restriction n’est pas importante.
Nous ne saurions trop conseiller au lecteur de toujours supposer
les espaces quasi-complets, méme quand ce ne sera pas nécessaire;
cela simplifie toujours les démonstrations. La raison pour
laquelle, parfois, nous n’avons pas fait cette hypotheése, est que,
s1 F et G sont des espaces localement convexes séparés quasi-
complets, ’espace £,(F; G) des applications linéaires continues
de F dans G, muni de la topologie de la convergence uniforme
sur les parties bornées, ou le dual fort F; de F, ne sont pas
nécessairement quasi-complets (ils le sont si F est tonnelé).
C’est ce qui se présente, par exemple, dans la thése de
F. Bruhat ('). On trouvera les propriétés essentielles des
espaces quasi-complets dans Schwartz [1], pages 90-92.

La théorie des distributions & valeurs vectorielles a été déja
exposée dans un séminaire (*), mais les démonstrations y ont
été tres écourtées, et sont, dans la plupart des cas, insuffisantes.
Les produits tensoriels topologiques de Grothendieck (°) y
jouent un réle essentiel. Parmi les principales applications déja
publiées, nous signalerons, outre la thése de Bruhat déja men-
tionnée, celle de Lions (*) ainsi que les travaux ultérieurs du
méme auteur. La physique théorique utilise constamment des
distributions a valeurs dans des espaces d’opérateurs (sous le
nom de champs).

(1) ‘F. Bruhat, {1].

(3) L. Schwartz, [2], exposés 20 a 24.
(%) ‘Grothendieck, [4] et [3].

(*) Lions, [1].



RESUME DES PRELIMINAIRES

On donne d’abord la définition des propriétés d’approximation et d’appro-
ximation stricte (p. 5); puis la définition des espaces de distributions, des
espaces de distributions normaux et strictement normaux, de la propriété
d’approximation par troncature et régularisation (p. 7); il en sera fait
constamment usage. Il faut alors montrer que les espaces de distributions
usuels ont ces propriétés : proposition 1 (p. 6), corollaire de la proposition 3
(p. 10), corollaire 2 de la proposition 4 (p. 12); d’autre part la proposition 3
(p. 9) relie entre elles ces diverses propriétés, tandis que la proposition 4

(p. 10) et son corollaire 1 (p. 12). relient les propriétés d’approximation d’un
espace et de son dual.



PRELIMINAIRES

LES PROPRIETES D’APPROXIMATION

Dirintrion. — On dit qu’un espace vectoriel topologique
localement conveze séparé E a la propriété d’approximation (')
(resp. d’approximation stricte), si Uopérateur identique I de E
dans E est adhérent (resp. strictement adhérent) au sous-espace
E' ® E (espace des applications linéaires continues de rang fini
de E dans E) dans Uespace 4.(E; E) (espace des applications
linéaires continues de E dans E, munt de la topologie de la
conyergence uniforme sur les parties convexes équilibrées compactes

de E).

Remarque — Si F est un espace localement convexe séparé,
et si E a la propriété d’approximation (resp. d’approximation
stricte), E' ® F (espace des applications linéaires continues de
rang fini de E dans F) est dense (resp. strictement dense)
dans 4,(E; F). En effet, soit ue4 (E; F); Dapplication
g > ucy de 4, (E; E) dans 4, (E; F) est continue; comme
alors Ie¥, (E; E) est supposé adhérent (resp. strictement
adhérent) a I'ensemble E' ® E, u=u-l est adhérent (resp.
strictement adhérent) 4 I’ensemble des u-y¢, vye E' ® E, qui
est contenu dans E' ® F.

Dans les mémes conditions, F’ ® E est dense (resp. stricte-
ment dense) dans £.(F; E).

Soit en effet u e { (F; E); I'application ¢ — ¢vou de 4,(E; E)

() Cette propriété est étudiée systématiquement dans GroTHENDIECK [4], cha-
pitre 1, § 5. C’est parce que nous avons besoin, dans le présent article, de la propriété
d’approximation stricte, que nous avons écrit ces préliminaires.

PP q p
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dans Z,(F: E) est continue, d’ou la conclusion par le méme
raisonnement que ci-dessus.

De I’ensemble de ces deux résultats on déduit que E' ® F est
dense (resp. strictement dense) dans £,(E; F), toutes les fois
que E ou F a la propriété d’approximation (resp. d’approxi-
mation stricte).

ProrosiTioNn 1. — L’espace 9 des fonctions indéfiniment
dérivables & support compact sur R* a la propriété d’approxi-
mation stricte (').

Soit (a,)y—,,... une suite de fonctions de 9 telle que les «;
forment une partition de 'unité sur R (*).

Soit Q, un cube de cotés paralléles aux axes de coordonnées
et contenant le support de «,. Pour toute fonction ¥ € 9,, on
peut construire une fonction ¥, e & et une seule, périodique,
de cube des périodes Q,, et égale a ¥ dans Q,.

Alors ¥, admet un développement en série de Fourier
¥y = 3 ¢, (V) exp (— 2inl3),
Lezn

(I=(, 1, ... ), systtme de n entiers de signe quelconque;
le = lixi + lzxz + T + lnwn)-
Les formes linéaires ¥ —c, ,(¥') sont continues sur 9,
Pour toute fonction ¢ € D, posons alors :

(1) Lo= Y (2,(2)c,y(x,9) exp (— 2inlz)).
v<j
1 <J

Bien évidemment L;: ¢ — L, est une application linéaire
continue de rang fini de 9 dans lui-méme. Montrons que, pour j
tendant vers l'infini et pour ¢ fixée, L;p converge vers ¢
dans 9. Comme le support de o est compact, il existe un entier

() Nous avons précisément indiqué, dans un mémoire antérieur (Scawartz [1],
page 121, note (29)), qu’il existe une suite d’applications linéaires continues de rang
fini de 9 dans 9 convergeant vers I dans €,.(D; 9). Le résultat de la proposition 16,
page 120 de ce mémoire (¥6™ a la propriété d’approximation stricte), est indiqué et
démontré ici page 12.

(?) Soit (B,)y=1,2... une partition de I'unité sur R"; il suffit de prendre
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Jo=0 tel que a,9=0 pour v>j,; alors Lig se réduit, quel
que soit j >7,, a la somme ) .
v <Jo
H<J
Mais, pour v fixé <j,, la somme
<J

“[Z ¢, v(%,¢) exp (— 2inl)
converge, pour j— o0, vers («,9), dans &; alors Ljg converge

dans 9 vers Y oa,(%3)y = Y a9 =¢. Si maintenant ¢
v<o v <Jo
parcourt une partie bornée B de 9, on peut prendre le méme j,

pour toutes les ¢ € B, et on sait que Y ¢, (%) exp (— 2ixlZ)
[<j

converge pour j— vers («,9), uniformément pour ¢ e B,
donc L;g converge vers ¢ uniformément pour 3 €B et L;
converge vers I'identité I dans £ (D; 9), c.q.f.d.

Prorosition 2. — Soit E un espace vectoriel localement
conveze séparé, F un sous-espace de E, munit d’une topologie
localement conveze plus fine que la topologie induite par E. Si,
dans $,(E; E), I estadhérent (resp. strictement adhérent) a $(E; F),
et st F a la propriété d’approximation (resp. d’approzimation
stricte), il en est de méme de E.

En effet E'®F est dense (resp. strictement dense) dans
4.(E; F), donc a fortiori dans 4(E; F) muni de la topologie
induite par £(E; E); et I est adhérente (resp. strictement
adhérente) a £(E; F) dans £,(E; E) d’ou le résultat.

Définition. — On appelle espace de distributions sur R* un
sous-espace de Uespace D' des distributions sur R", muni d’une
topologie localement convexe plus fine que la topologie induite
par 9'.

On dit qu’'un espace de distributions ¥ est normal (resp.
strictement normal) s’il contient D, si D a une topologie plus fine
que la topologie induite par 36, et si en outre D est dense (resp.
strictement dense) dans 6.

Ondit qu’un espace de distributions ¥ a la propriété d’approxi-
mation par troncature, si, pour toute a < D, la multiplication [«] :
T — aT, est une opération continue de ¥ dans %, et si, lorsque a
converge vers 1 dans & en restant bornée dans $, U'opération [«]
converge vers U'identité 1 dans 4,(%; 76).
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On dit qu’un espace de distributions ¥ a la propriété d’appro-
aimation par régularisation, si, pour toute p € D, la régularisation
fo} : T— T =p, est une opération continue de ¥ dans ¥, et si,
lorsque le support de p >0 converge vers lorigine en méme

temps que |,.p(z)dx tend vers 1, {o} tend vers I dans 4.(%; ).

Remarques. — St #6 est normal et tonnelé, il suffit, pour
qu’il ait la propriété d’approximation par troncature, que [«]
soit une opération continue de ¥ dans # pour aedD, et que,
pour toute T e ¥, oT parcoure une partie bornée de ¥6 lorsque
a parcourt une partie bornée B de #. En effet cela signifie que
les opérateurs [a], aeB, forment une partie bornée de
4,(96; #), donc équicontinue puisque ¥ est tonnelé; comme
alors, lorsque a« converge vers 1 dans & en restant dans
B, [a] converge vers I simplement sur le sous-espace dense
D de #6, [a] converge vers I dans <, (56; #6) (*).

De méme, s1 # est normal et tonnelé, pour que ¥ ait la
proprlete d’ apprOXImatlon par regularlsatlon il suffit que {pg
soit une opération continue de ¥ dans J6 pour ped, et
que, pour toute T ed6, pxT parcoure une partie bornée de

¥ lorsque p >0, f z)dz < 1, et que p e D garde son support
dans un compact ﬁxe de R" 1l suffit méme, si %6 est en
outre quasi-complet, que toute translation T — =, T soit conti-
nue de ¥ dans ¥, et que, pour toute T e 36, les translatées <, T
parcourent une partie bornée de 36 lorsque h reste borné dans R™.
Car alors I’ensemble des opérateurs 7, est borné dans 4,(%6; 76)
lorsque h reste borné dans R, donc équicontinu puisque ¥

est tonnelé; de plus, la fonction 7: h—1,, est une fonction
continue sur R" lorsqu’on munit £(#6; #6) de la topologie de
la convergence simple sur le sous-espace dense 9D de 6,
donc une fonction continue a valeur dans 4,(#; #6) puisque sur
une partie équicontinue la topologie de la convergence compacte
est identique & la topologie de la convergence simple sur un

sous-espace dense de #6. On a donc Te £°(4.(36; #6)). Comme en
outre 4(#; #6) est quasi-complet puisque # est quasi-complet
et tonnelé (*), I'intégrale [,.c(h)t,dh a un sens pour pe P’ et

1

(') Boursaxki [2], théoréme 2, page 27, et proposition 5 page 23.
(*)

Boursak1 [2], corollaire 2 du théoréme 4, page 31.
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xS
représente un élément p(f:) de £,(76; #6) ('); cet élément n’est
autre que la régularisation {p}, car, pour toute T « %, on a

o(7). T=( fwp(h)yndh).T = [rnp(h)5,Tdh (")

dans %, donc dans 9’; or dans 9’ le troisitme membre vaut
p*T. Alors {p} est une application linéaire continue de ¥

dans %, pour pe 9’; si en outre p >0, l/;‘,.p(h) dh =1, et que
le support de p tende vers I'origine, p tend vers ¢ dans &,
donc p(;) tend vers 8(t) =1, = I dans 4,(%; %) (*), et % a
bien la propriété d’approximation par régularisation.

Prorosition 3. — St #6 est un espace de distributions normal,
ayant la propriété d’approximation par troncature et régulari-
sation, il est strictement normal et a la propriété d’approximation
stricte. '

En effet, de 'approximation par régularisation, on déduit
que 6 n ¥ est strictement dense dans #6; par troncature on
en déduit ensuite que 9D est strictement dense dans &n F6
(mum de la topologie induite par #); donc # est bien stricte-
ment normal.

Soit ensuite (px)x—, ... une suite de fonctions de 9,
0x =0, [ .px(z)dr =1, telle que le support de p, converge
vers l'origine pour k— co. Soit d’autre part (a;);—,, .. une
suite de fonctions de 9 tendant, pour j—oc, vers 1 dans &
en restant bornée dans ®#. Alors, dans £, (%6; #6), I est stricte-
ment adhérente & ’ensemble des régularisations {p,}; mais
fox} est strictement adhérente dans ¢,(#6; %) & I'ensemble
des opérations {p,}-[a;]; donc I est strictement adhérente
dans ,(%; %) a 'ensemble des §p,fo[a]e4(D'; D)c(3; D)
(puisque # a une topologie plus fine que la topologie induite
par 9'); d’ou la conclusion en application de la proposition 2
(#=E, D=F; F est bien sous-espace de E muni d’une topo-

(1) Cet élément peut s’écrire p(?), au sens de ScawarTz [1], théoréme 2, page 122 :
¢ e D0 c 8T e 8(L.(%6; 56)).

(3) Scuwartz [1], proposition 17, page 123, appliquée a l'opérateur ¢: u > u.T
de 4.(36; #6) dans J6.

(3) Scawartz [1], corollaire 2 de la proposition 19, page 130.
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logie plus fine que la topologie induite, puisque # est supposé
nrormal; et 9 a la propriété d’approximation stricte (propo-
sition 1)).

CoroLLAIRE. — Les espaces 9™ et 6™ (m fini ou infini);
D, E L, Deet Dip (1< p<<+ ), B, B.(); 9,9, Oy, 0O,
4" () (*), sont strictement normauz, ont la propriété d’approxi-
mation par troncature et par régularisation, et la propriété
d’approximation stricte.

ProrosiTion 4. — St un espace de distribution ¥ est normal,
son dual #6', muni de la topologie 36, de la convergence uniforme
sur les parties convexes équilibrées compactes de ¥, est un espace
de distributions normal. St en outre ¥ a la propriété d’approxi-
mation (resp. d’approximation stricte, resp. d’approximation
poar troncature, resp. d’approximation par régularisation) et s’il a
la topologie v de (36,)., alors ¥, a la propriété d’approxima-
tion (resp. d’approximation stricte, resp. d’approximation par
troncature, resp. d’approximation par régularisation).

Les injections 9 — 3 — 9’ ont en effet des transposées
(D), — #6, — D, ou encore D— Fb,—~D'; comme D est dense
dans 76, et 6 dense dans 9’ puisque D est dense dans 9,
ces transposées sont des injections, et #6, est un espace de
distributions; comme ¥ — 9’ est une injection, 9 est dense
dans %' pour la topologie o(#', 36); D est donc aussi dense dans
#' pour toute topologie compatible avec la dualité entre
F6' et 36, en particulier pour #6,, qui est trivialement plus fine
que o (¥, ) et moins fine que ©(#6', 76)(°).

Si ¥ a la topologie v, la transposition u — ‘u est un isomor-
phisme (algébrique et topologique) de £,(#; #) sur 4,.(36,; %6,).

Soit en effet ue €(36; #6); alors ‘u e £(%6,; 76,).

Réciproquement si ¢ e £(#6,; #6,), sa transposée u = ‘v est
une application linéaire de (#6,) dans (#6,) c’est-a-dire de #6
dans 36, continue pour la topologie v, donc pour la topologie

initiale de J6 si celle-ci coincide avec y (*); on a alors ¢ = ‘u,
avec u € {(36; 76).

() R. est défini dans ScawarTz [1], page 99, 5°. C’est l'espace & des fonctions
indéfiniment dérivables, bornées ainsi que chacune de leurs dérivées, muni de la
topologie de la convergence uniforme sur les parties compactes de 91 ,.

(2) 4'(I") est défini dans Scawarrz [3], page 200.

() BourBak1 [2], proposition 4, page 67, et corollaire du théoréme 2, page 69.

{*) Cette topologie y sera étudiée au chapitre 1, § 1, page 17.
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Ceci prouve que u — ‘u est un isomorphisme algébrique de
4(6; 76) sur £(%6,; 76,).

Montrons que cet isomorphisme est aussi topologique.

Dire que u converge vers 0 dans £(#; #), c’est dire que
(u(z), y') converge vers 0 uniformément lorsque z parcourt
une partie convexe équilibrée compacte de # et y' une partie
équicontinue de #'; comme I'enveloppe convexe équilibrée
faiblement fermée d’une partie équicontinue est encore équi-
continue ('), on peut supposer que y parcourt une partie
équicontinue convexe équilibrée faiblement fermée; une telle
partie est compacte dans #, d’aprés le théoréme d’Ascoli (%),
et réciproquement toute partie convexe équilibrée compacte
de 76, est équicontinue sur (#6;), c’est-a-dire sur # par hypo-
thése; ainsi dire que u converge vers 0 dans ¥, (#; #6), c’est
dire que (u(z), y') converge vers 0 uniformément lorsque z
parcourt une partie convexe équilibrée compacte de # et y’
une partie convexe équilibrée compacte de J6.; mais
(u(z), y'y = (x, 'u(y’)), et cela revient alors a dire que ‘u
converge vers 0 dans {,(#6;; #6;). Ainsi u—'u est bien un iso-
morphisme topologique de £,(%; #6) sur 4,(36,; ¥.).

Par ailleurs cet isomorphisme applique I sur I, #' ®3
sur ¥ ® 7', la multiplication [«] sur la multiplication [«], et
la régularisation {p} sur la régularisation {¢{(3(z)=p(—2)),
d’ou la conclusion.

Remarques. — 1° Si #6 est un espace de distributions normal,
76, (dual fort de #6) est aussi un espace de distributions; mais
il n’est pas nécessairement normal, et de propriétés d’approxi-
mation de # on ne peut pas déduire les mémes propriétés
pour #,. Exemple: %6 = L', #, = L~.

20 S1 E et F sont des espaces localement convexes séparés,
u—‘u est un isomorphisme (algébrique et topologique) de
4(E; F) sur un sous-espace de 4(F;; E;) [espace des appli-
cations linéaires continues de F; dans E;, muni de la topologie
de la convergence uniforme sur les parties équicontinues de F'],

(*) Si H' c #6' est équicontinue, son enveloppe convexe équilibrée Hj I'est aussi
trivialement, donc aussi I'adhérence faible H| de H| (Boursak1 [2], proposition 4,
page 23).

(?) Car cette partie est faiblement compacte (BourBakr [2], proposition 2,
page 65), et sur cette partie les topologies o (¥6', #6) et 6, sont identiques (Bour-
BAkI [2], proposition 5, page 23).
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et sur £(F;; E;) tout entier si E a la topologie y; si en outre
F a la topologie vy, 4(F.; E;) = 4(F:; E.).

30 Si # est strictement normal, il ne semble pas qu’on puisse
en déduire que 6, ait la méme propriété. Mais si # est normal
et a la propriété d’approximation par troncature et régulari-
sation, alors 76, est strictement normal. En effet I'identité est
strictement adhérente, dans . (#6; #), au sous-espace des
opérateurs {py}e[a,]; comme u—‘u est continue de 4, (%6; 7)
dans £, (%6, ; 36;) donc dans ¥, (%6, ; #6.), I est strictement adhérente
dans $,(%.; ) au sous-espace des {a,}o[p]; alors tout
élément T de #6, est strictement adhérent au sous-espace des
([ay]e §82}) T €D, et #; est strictement normal.

CoroLLAIRE 1. — Si 36 est un espace de distributions normal
ayant la topologie y de (36,)., et la propriété d’ approximation
par troncature et par régularisation, alors ¥ et 36, sont stricte-
ment normauz, et ont la propriété d’approximation par tronca-
ture et par régularisation, et la propriété d’approximation stricte.

Il suffit d’appliquer les propositions 3 et 4.

CoRrOLLAIRE 2. — D", &™ sont strictement normauz, ont la
propriété d’approximation par troncature et par régularisation,
et la propriété d’approzimation stricte.

Considérons les espaces #™ définis dans un mémoire anté-
rieur (*).

D’apres H, (page 97), 3™ est un espace de distributions
normal; d’aprés H, (page 98), #™ a la propriété d’approxima-
tion par troncature. L’application de la proposition 2 &4 E = 7™,
F = 9" montre que #™ a la propriété d’approximation
stricte (*) puisque D™ a cette propriété; enfin F™ est stricte-
ment normal (car 9™ est strictement dense dans #™ et 9 stricte-
ment dense dans 9™ pour sa topologie usuelle donc a fortior:
pour la topologie induite par #™).

Le dual #.™ est normal, et, si ™ a la topologie y, #." a la
propriété d’approximation par troncature et la propriété
d’approximation stricte; et il est alors strictement normal (car
&'™ est strictement dense dans #6.", et D est strictement dense
dans ™ donc a fortiori dans '™ muni de la topologie induite
par #.", donc 9 est strictement dense dans #6.").

(') ScawarTz [1], page 97.
(3} Voir note (!), page 6.



RESUME DU CHAPITRE I

§ 1. Le produit ¢ d’espaces vectoriels topologiques.

Si L et M sont deux espaces vectoriels topologiques, on définit un espace
LeM qui leur est canoniquement attaché; plus généralement, si (L)er est un
ensemble fini d’espaces vectoriels topologiques, on peut définir L, = £ L,
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(définition, p. 18). Le produit tensoriel 1? L; est un sous-espace de L,
X
(p. 19), et sur ce produit tensoriel, la topologie induite par L, est la topo-
logie ¢ de Grothendieck. La définition de L, & partir des L; est covariante avec
les applications linéaires continues (proposition 1, p. 20). La proposition 2,
p- 22, caractérise les parties compactes de L,.

L’espace L, est quasi-complet (proposition 3, p. 29).

On peut obtenir divers espaces isomorphes & L,, grice a une partition de
I’ensemble d’indices I (isomorphismes canoniques, proposition 4, p. 30); le
corollaire 2 de la proposition 4, en particulier, est trés important, et sera d’un
usage constant. Le produit ¢ est associatif : si (J, K) est une partition de I'en-
semble d’indices I, L; est isomorphe a LyLyg (proposition 7, p. 38). Les
propriétés particuliéres aux espaces complets (p. 41) sont destinées aux
spécialistes, et ne seront pas utilisées dans la suite. Le cas des espaces de
Banach est étudié p. 44. Nous avons vu plus haut que LeM induit sur
L ® M la topologie ¢ de Grothendieck; il est donc naturel de comparer LeM,
qui est quasi-complet, avec le quasi-complété de L ®, M; c’est I'objet de la
proposition 11 (p. 46), et de ses corollaires 1 et 2, qui seront utilisés constam-
ment.

Dans tout ce § 1, il n’est pas question de distributions; mais le produit LeM
va étre la clef de voite de toute ’étude des espaces de distributions vecto-
rielles, qui va suivre.

§ 2. Définition des distributions a valeurs vectorielles.

Une distribution sur R" a valeurs dans E est par définition une application
continue de 9 dans E (p. 49); I'espace de ces distributions est £(9; E) x> 9'¢E
et sera noté 9'(E).

Pour tout espace de distributions #, on peut définir un espace de distri-

butions vectorielles #6(E) = #6¢E (p. 52). Pour toute distribution Te ¥(E),
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- 3 3 3 . . = s
et tout élément ¢’ € E', on peut définir une distribution scalaire (T, e’)e%;
> <

réciproquement, si 7I)'eﬁ)’(E) est telle que, pour tout ie E', <T, e’) soit
dans 36, T est-elle dans #(E)? 11 en est ainsi si %6 & la propriété e, p. 53;
beaucoup d’espaces usuels ont la propriété ¢ (proposition 16, p. 59). L’es-
pace &'(E) n’est pas I'espace des distributions 4 valeurs dans E, & support
compact, que nous notons &'(E) (p. 61); ils coincident cependant si E est un
espace de Banach.

§ 3. Exemples de distributions a valeurs vectorielles
et propriétés algébriques et topologiques.

Une fonction scalairement localement intégrable a valeurs dans E définit
une distribution, si certaines conditions supplémentaires sont vérifiées (pro-
position 19, p. 66, proposition 20, p. 66, proposition 21, p. 67, et ses
corollaires). La dérivation des distributions est triviale (p. 68); on peut
effectuer le produit multiplicatif (proposition 21 bis, p. 70) ou convolutif
(p. 72) d’une distribution & valeurs vectorielles et d’une distribution scalaire,
dans les conditions auxquelles on peut s’attendre a l’avance; comme nous
P’avons dit dans la préface, il n’y a 1a aucune difficulté, alors que les produits
correspondants, pour deuz distributions vectorielles (étudiés au chapitre 11),
introduisent des difficultés trés sérieuses.

La transformation de Fourier (p. 73) et de Laplace (proposition 22,
p- 76) n’offrent aucune difficulté, elles non plus. Tous ces développements
sont essentiels et constituent, pour I'usage courant, la partie la plus impor-
tante du chapitre.

La transformation de Laplace plus générale, développée a partir de la
p- 76, est au contraire uniquement destinée aux spécialistes, et son intérét
n’est pas prouvé.

Une distribution scalaire est, localement, d’ordre fini et dérivée d’une
fonction continue. Cette propriété n’est plus vraie pour les distributions vec-
torielles; les conditions dans lesquelles elle reste vraie sont énoncées a la pro-
position 23 (p. 84), et ses corollaires 1 et 2, a la proposition 24 (p. 86), et ses
corollaires 1 et 2.

§ 4. Produits tensoriels topologiques d’espaces de distributions.

Un noyau est une distribution T, , sur un produit X'x Y™ Il définit une
opération linéaire continue u —> u+T de 9, dans 9;, et une opération linéaire
continue ¢ > T ¢ de 9, dans D, (p. 91). La réciproque constitue le théoréme
des noyaux (proposition 25, p. 93), lié au caractére nucléaire de 'espace P
ou 8. Si #, et K, sont des espaces de disteibutions sur X' et Y™, on peut alors
étudier 'espace #-eX, (p. 96). La proposition 28, p. 98, donne des exemples
remarquables.
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Dans ces conditions, la transformation de Fourier pour un produit X'x Y™
apparait comme un produit tensoriel de transformations de Fourler (propo-
sition 29, p. 98). Les propriétés liées a la régularité locale (p. 99) ou a la
compacité des supports (p. 100) jouent un réle important. Ensuite sont
étudiés les noyaux définissant I'identité (p. 102), les opérations de convo-
lution (p. 103), ou les opérateurs différentiels (p. 106), enfin les noyaux qui
sont des fonctions (p. 111). Deux noyaux, S; , sur X!'XY™ T, ; sur Y™ X Z*,
peuvent étre composés au sens de Volterra, s’ils ont des propriétés conve-
nables (proposition 34, p. 114). Les lois de composition des noyaux semi-
réguliers ou semi-compacts sont les plus importantes (proposition 35, p. 120).
Les distributions semi-tempérées sont celles sur lesquelles on peut effectuer
une transformation de Fourier partielle (p. 123). Le paragraphe se termine
par une bréve étude des noyaux vectoriels (p. 124), d’intérét secondaire.

§ 5. Distributions sommables.

Une distribution a valeurs dans E est sommable si elle appartient & Dy4(E)
(p. 128). On peut alors définir son intégrale, qui est dans E (p. 129); la
proposition 36 en donne les propriétés essentielles. La proposition 37 (p. 129)
relie le produit scalaire & I'intégrale du produit multiplicatif. On étudie ensuite
les distributions de 9; ,(E) qui sont partiellement sommables en x (p. 130);
I'intégrale partielle permet d’exprimer, avec une notation fonctionnelle
commode, les opérations définies par des noyaux. La proposition 38 (p. 135)
et son corollaire (p. 136) donnent une régle de Fubini pour le calcul d’une
intégrale double vectorielle par deux intégrations simples successives.



CHAPITRE PREMIER

DISTRIBUTIONS A VALEURS VECTORIELLES

§ 1. Le produit ¢ d’espaces vectoriels topologiques.

Le dual L; d'un espace localement convexe séparé L.

Soit L un espace vectoriel topologique localement convexe
séparé, L' son dual. On appelle L; le dual muni de la topologie
de la convergence uniforme sur les parties convexes équilibrées
compactes de L. Si L est quasi-complet, cette topologie est celle
de la convergence uniforme sur les parties compactes, puis-
qu’alors!’enveloppe de toute partie compacte est précompacte (')
et compléte donc compacte. Comme les parties convexes équi-
librées compactes de L sont a fortiori convexes équilibrées
faiblement compactes, il résulte du théoréme de Mackey (*)
que le dual (L;)’ de L. est L. La topologie de L est celle de la
convergence uniforme sur les parties équicontinues de L';
c’est aussi la topologie de la convergence uniforme sur les
parties équicontinues convexes équilibrées faiblement fermées
de L’, car 'enveloppe convexe équilibrée faiblement fermée
d’une partie équicontinue est encore équicontinue (*). La topo-
logie de (L), est celle de la convergence uniforme sur les parties
convexes équilibrées compactes de L;; comme toute partie
équicontinue de L’ est relativement compacte dans L; (*),

() Boursaki [1], page 80, proposition 2.

(2) Boursaki [2], pages 68-69, théoréme 2 et corollaire.

(*) Boursakr [2], proposition 4, page 23, avec E =L, F = C.

(¢) On trouvera une variante de ce théoréme dans Boursakr [3], page 43, théo-
réeme 1 (appliqué & E = L, F = corps C des scalaires); le fait que E soit localement
compact n’est utilisé que pour démontrer que la condition est nécessaire, non pour
démontrer qu’elle est suffisante. On pourra aussi remarquer que si H' ¢ L’ est équi-
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(L¢)e est plus fine que L. Les topologies (L;). et L seront iden-
tiques toutes les fois que les parties convexes équilibrées
compactes de L, seront équicontinues; c’est-a-dire si L a la
topologie de la convergence uniforme sur les parties convexes
équilibrées compactes de L..

On appellera en général v cette topologie (L;)., et on dira
que L a la topologie v si (L¢). = L. Comme les parties convexes
équilibrées compactes de L; sont a fortiort convexes équilibrées
faiblement compactes, y est moins fine que ©(L, L), donc inter-
médiaire entre la topologie initiale et ©(L, L'). En particulier,
toutes les fois que L a la topologie T de Mackey, il a la topo-
logie y. Mais L peut avoirla topologie vy sans avoirla topologie =.
Par exemple, quel que soit I’espace localement convexe M,
L = M; a la topologie y (et n’a pas la topologie = s’il y a dans
M des parties convexes équilibrées faiblement compactes,
mais non compactes). En effet les parties convexes équilibrées
compactes de L, = (M;). sont a fortiort convexes équilibrées
compactes dans la topologie moins fine M, donc sont des parties
équicontinues de L'.

On a donc ((L:);). = L:, quel que soit L. Pour que L ait la
topologie v, il faut et il suffit qu’ll existe M tel que L = M;;
nous venons de voir que c’est suffisant, et ¢’est nécessaire, car,
si L a la topologie v, on a (L;). = L donc L = M; avec M = L..
Parler d’un espace L ayant la topologie ¥ ou parler de deux
espaces L, M, tels que L = M;, M = L, c’est la méme chose.

Les espaces de distributions usuels ont la topologie y: 9™ et
& (m fini ou infini), D', &, ¥, Oy, Og, LP, Dip(1 < p < ), &,
Dr(1<p<<+ ), parce qu’ils sont tonnelés; D", &, B,
puisqu’ils sont de la forme M; (*).

continue, son adhérence faible H' I'est aussi, H' est compacte pour la topologie
faible (Boursak1 [2], proposition 2, page 65), et sur H' la topologie faible coincide
avec la topologie induite par L., (Boursaxi [2], proposition 5, page 23).

(1) D™ est un £F, ™ et 4 sont des espaces de Fréchet, L? est un Banach, 9, r et
®°* sont des espaces de Fréchet (Boursaxi [2], corollaire de la proposition 1, page 2,
et corollaire 2 de la proposition 2, page 2); 9', &', 9’, D r (1 < p < ), sont des duals
d’espaces semi-réflexifs (BourBax1 [2], proposition 4, page 88); Dj1 est le dual d’'un
espace de Fréchet distingué $° (GrorHENDIECK (2], théoréme 7, page 73); donc tous
ces espages sont bien tonnelés. Oy et O sont tonnelés d’aprés GROTHENDIECK [5)],
théoréme 16, page 131. Enfin un espace tonnelé a la topologie T de Mackey d’aprés
Boursaki [2], proposition 5, page 70. Pour l'étude des D, p, Dip, B°, B, voir
ScawarTtz [1], pages 99-102, [5], chapitre vi, § 8, et le présent mémoire, début du
chapitre 1, § 5.
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Les espaces ¢ Li=¢((L)ier) =Li et ¢ (L; M).
i€l i€l

DEriniTiON. — 1 étant un ensemble fini d’indices, les 1!
étant des espaces vectoriels topologiques localement convexes

séparés, L;= ¢ L; est Uespace vectoriel des [formes multi-
i€l

linéaires sur H :)es hypocontinues (') par rapport auzx

parties equwontmues des Li; il est munt de la topologie (locale-

ment convexe séparée) de la convergence uniforme sur les pro-

duits de parties équicontinues des Li. Plus généralement, si M

est localement conveze, :[(Li; M) sera Uespace vectoriel des
i

applications multilinéaires de [] (L,). dans M, hypocontinues
i€l

par rapport aux parties équicontinues des L;; il est munt de la
topologie de la convergence uniforme sur les produits de parties
équicontinues des L.

St I ne contient que 2 éléments i, j, nous noterons ausst par
LieL; Vespace L.

D’autre part, nous dirons, par abréviation, e-hypocontinue, au
lieu de : hypocontinue par rapport aux parties équicontinues des L.

Enfin, sauf mention exprésse du contraire, les L, et M seront
supposés séparés quasi-complets.

Nous verrons alors que s(Li; M) est isomorphe, algébrn-

quement et topologlquement a e((Li)ier, M) et & LieM (corol-
laire 1 de la proposmon 4 et corollalre 2 dela proposmon 7).
Ainsi la notation ¢ (L;; M) n’est-elle que provisoire.

i€l

(1) On trouvera les propriétés des applications bilinéaires & — G-hypocontinues
de E X F dans G dans BourBak1 [2], chapitre i, § 4.

Soient E;, i€ I, et F des espaces vectoriels topologiques; €; une famille de parties
bornées de E; telle que U A; = E,. On dit qu’'une application multilinéaire u
AES;
de HE,- dans F ‘est hypocontinue par rapport aux familles €; si, pour tout jel,
i€1
tout voisinage W de O dans F, tout systétme de parties A,;e&;, iel, i, il
> > >
existe un voisinage V; de O dans E; tel que u((l,-),-g;)eW pour l;€V;, ;e A;
pour & 5 j.
Cela entraine les conséquences suivantes :
a) u est séparément continue;
b) la restriction de u & ( H Ai) X Ej est continue.
i€, i#j

Propriétés analogues pour les ensembles {E;);er-équihypocontinus d’applications
multilinéaires.
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L'injection canonique ® L, — ¢ L,
i€l i€l
> .
Solent /; € L; des éléments des espaces L. Ils défimissent un
élément de £ L,, la forme ( ),gl—>H S ,/ On définit ainsi une

application multlhnealre de [] L, dans L, donc une application
linéaire de ® L; dans L. Cett‘:lapplication linéaire est injective,
car on saitlethue Papplication canonique de g L; dans l'espace
de toutes les formes multilinéaires sur ][ LZ est injective. (On
le voit par récurrence sur le nombre n l(;féléments de I. Cest
évident pour n =1, ou les produits ¢ et ® se réduisent a

I'unique espace L considéré. Supposons démontré que I'appli-

cation est injective lorsque ’ensemble d’indices a n—1 éléments.
Pour simplifier, supposons I = (1, 2,... n). Considérons un

élément A de ® L; dont I'image A dans L, soit nulle. Cet élé-
i€l i=n

ment peut s’écrire Z li 2 ® la, )\ e ® L, les l( « étant 1ndépen-

i=2
dants. La forme multlhnealre qu’il définit sur [] L; est

i€l

@1 .. l)——»z<l oh(, 1),

en désignant par A, 'image de A, dans T L.

i=2
D’apres le théoréme de Hahn-Banach, les [, , étant indé-
pendants, on peut, pour tout indice @3, trouver [, g tel que
<l{,@, l,,¢>= 0 pour a £, =1 pour a = f. Alors la forme

multilinéaire précédente ne peut étre nulle que si 7\3 est nulle,
ce qui implique que Ag soit nulle d’apreés I’hypothése de récur-
rence. Comme c’est vrai quel que soit l'indice $, I’élément

considéré A dans ?{ L; était nul). Ausst considérerons-nous
désormazis %L' com;ne sous-espace vectoriel de L,. Dans ces
i
conditions, 'application (l ),GI->® l;de ][ L;dans L; est continue.
S1L,, ... L, sont identhues au colre‘;)s des scalaires, L; est

identique a L,, algébriquement et topologiquement (en iden-
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tifiant Pélément I, de L, a Pélément [,®1 ... ® 1 de ® L.
i€l
Plus généralement s1 L,, ... L,, sont de dimension finie, L; est

i=n

identique a ® L; (en effet tout élément de L; définit une

i=n

application multlllnealre de H L! dans le dual de (L,), c’est-a-

dire dans L,, et une telle apphcatlon est alors définie par un

élément de L,®<‘g Li>>.

i=2
Compatibilité avec les applications linéaires continues.

Prorosition 1. — Soient L, M;, des espaces vectoriels loca-
lement convezes separes (non nécessairement quast- complets)
dépendant d’un méme ensemble d’indices 1, et soit, pour chaque 1,
u; une application linéaire continue de L, dans M,.

Il existe une application linéaire continue canonique, notée w,
ou ® u; ou ¢ u;, de Ly dans My, qui prolonge Uapplication ® u;

i€l i€l
de ®'L; dans ® M. St les u; sont injectives, u, est injective; si les
i€l i€l

u; sont des monomorphismes, u; est un monomorphisme.

St, pour tout i, u; parcourt un ensemble équicontinu H; d’ap-
plications de L; dans M,, u; parcourt un ensemble équicontinu
d’applications de L dans M.

Soit en effet X e L;. On définit u;.—)z par
L1 (X () = X((wmp)e).

Alors U;.X est bien une forme multilinéaire sur ][ (M)):
i€l

Montrons qu’elle est e-hypocontinue. Pour simplifier, sup-
posons I = (1, 2,... n). Si ;,-, i > 2, parcourt une partie
équicontinue B; de M, ‘u,. rZ: parcourt une partie équicontinue
‘u;.B; de L, parce que 'image réciproque, par u;, du voiii_-
nage B de O de M; est un voisinage de O de L;('). Si m,
converge vers O dans (M,),, ‘u,. m, converge vers O dans (L,),,
parce que l'image par u, de toute partie convexe équilibrée

(!) Nous utiliserons constamment dans la suite la proposition 2, page 101 de
Boursaki1 [2]. Nous I'appliquons ici pour B = B9, A = u;! (B}?).
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compacte de L, est convexe équilibrée compacte dans M,. Comme
alors X est e-hypocontinue sur H Des Ure X est bien e-hypo-

continue sur H )., donc u. XEMI, et u; est bien une
apphcation hnealre de L; dans M;; elle coincide bien, sur

®L‘, avec l'application canonique ® u; de ® L, dans ®M
i€l i€l i€l

S] maintenant X converge vers O dans L;, u;.X converge
vers O dans M;; si en effet les B sont des parties
’ . . ’ ~ ’ = ¢ '

équicontinues des M;, (uI.X) <HBi)=X(H(u,~.Bi)), et

i€l i€l

nous venons de voir que les ‘u;.B; sont des parties équi-
continues des L;; donc u; est continue. Plus généralement
soit, pour tout i, H; une partie équicontinue de £(L;; M,).
Alors U ‘u;.B. est encore une partie équicontinue de L/

parce que n u;7'((B;)°) est un voisinage de O de L; en vertu de
uEHl,

lequlcontlnmte de H;; alors, si X converge vers O dans L,
ur. X converge vers 0 dans M, uniformément pour (u,)er € [[ H;;
i€l

autrement dit ensemble des u;, pour (u)eie [[H, est une
partie équicontinue de £(Li; M,). el

Supposons que chaque u; soit injective. Montrons que u; est
injective. Soit en effet X € L; tel que u;. X = 0. Cela signifie
que X est nulle sur [] (‘u,.M}). Mais, u; étant injective, ‘u;. M,

i€l

est faiblement dense dans L!, donc dense dans (L,);, puisque
le dual de (L)), est L. Donc X, étant séparément continue

sur [] (L), est nulle, et u; est bien injective. Cela nous per-
€1

mettra, si, pour tout i, L; est un sous-espace de M; muni d’une
topologie plus fine que la topologie induite, d’identifier Li @ un
sous-espace de M;, munit d’une topologie plus fine que la topo-
logie induite.

Supposons maintenant que u; soit un monomorphisme,
c’est-a-dire un isomorphisme de L; sur u;(L;) < M;. Montrons

que u; est un monomorphisme. Supposons donc que u;. X
—_—

converge vers 0 dans My, nous devons montrer que X converge
. ) L . !
vers 0 dans L;. Soient donc A] des parties équicontinues des L;;
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—
nous devons montrer que X converge vers 0 uniformément
sur [T Al
i€l
. ] . . .
Soit I, e L; ; puisque u; est un isomorphisme de L; sur u,(L)),

> < <
u;.l; —-><l’ l‘/ est_une forme linéaire continue (l,‘) sur u;(Ly);

de plus lorsque l parcourt A}, (f)o parcourt un ensemble équi-
continu (A}), de formes linéaires sur u(L;). D’apres le théoréme

de Hahn-Banach, (l )» peut-étre prolongé en une forme linéaire
continue ‘r; sur M;, et de maniére que, lorsque (i?) parcourt
(Ao les . m; parcourent un ensemble equlcontlnu B! de formes
linéaires sur M;. On a alors ‘ u,.m === l:, ‘u;.B; = A}, et puisque,
par hypothése, u;.X converge vers O uniformément sur

oA
IIB;, X converge bien vers 0 uniformément sur [[ A et u; est
i€l i€l

bien un monomorphisme. Cela permet, si L; est, pour tout i, un
sous-espace vectoriel topologique de M;, d’identifier L; & un
sous-espace vectoriel topologique de M;.

Remarques : 1° Si les u; sont épijectives, u; n’est pas néces-
sairement épijective, et si les u; sont des épimorphismes, u,
n’est pas nécessairement un épimorphisme.

20 51 L, M;,, N, sont des espaces localement convexes
séparés, non nécessairement quasi-complets, et si 'on a des
applications linéaires continues u;e4(L;; M), v, e 4(M;; Ny,
w; =y, ou; € {(L;; N;), on a ausst w; = ¢1o u.

Ensembles e-équihypocontinus de formes multilinéaires sur
LI (L): et parties relativement compactes de L.
i€l
ProrositioNn 2. — Soit H un ensemble de formes multili-
néaires sur || (L
i€l

Les 3 propriétés suivantes relatives a H sont équivalentes :

a) H est e-équihypocontinu;

b) H est séparément équicontinu, et équicontinu sur tout pro-
duit de parties équicontinues des Li;

c) H est une partie relativement compacte de L.

Le fait que a) implique b) est trivial (méme si les L; ne sont
pas quasi-complets (')). ‘

Montrons que a) implique ¢) (méme si les L; ne sont pas

(1) Voir note (1) page 18.
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quasi-complets). Tout d’abord si I'on a a), H < L. Soit alors U

un ultrafiltre sur H. Comme H est borné pour la topologie de la

convergence simple sur [[Li, U converge simplement vers
i€l

une forme multilinéaire X. Mais comme H est e-équihypo-

continu, X est ¢-hypocontinue donc X e L,('). Enfin, si les

Aj, te ], sont des parties équicontinues, convexes équilibrées

faiblement fermées, donc compactes dans les (L;)., H est équi-

continu sur [[A; d’aprés b), et comme [[A; est compact,

€l i€l
U converge vers X uniformément sur [[Ai(*); doncU converge
— . i€l

vers X dans L;, et H est bien relativement compacte.
Supposons maintenant les L; quasi-complets, et montrons

que b) entraine c) et que c) entraine a). Soit U un ultrafiltre sur

H, H vénifiant la propriété b). H est borné pour la topologie

de la convergence simple, donc Ul converge simplement vers
Pt
une forme multilinéaire X. Puisque H est séparément équi-

continu, X est séparément continue; puisque H est équi-
continu sur tout produit de parties équicontinues des Li, X
est continue sur tout produit de parties équicontinues des L;.
Par ailleurs, si les A; sont des parties équicontinues faiblement
fermées des L;, elles sont compactes dans les (L)), I;I> est équi-

continue sur || Aj, donc la convergence de U vers X est uni-
i€l
forme sur [[ Ai; si nous montrons qu’en vertu des propriétés
i—ei -

ci-dessus, X est dans L; c’est-a-dire que X est e-hypo-
continue, alors cela prouvera que H est dans L, et que c’est
une partie relativement compacte de L;. Pour simplifier,
prenons I = (1, 2, ... n). - .

Considérons la forme linéaire ug (l;, lﬁ.) sur L; définie par

<

(I,1;2) <Z, u;f(z, . Z)>=3()<T, b ... l(D pour tout [ e L.
Lorsque les E, 1=2, ...n,sont fixés, et que i? converge vers
0 dans (L,);, le second membre converge vers 0 puisque X

- <
est séparément continue; donc u‘{( i, ...1.) est une forme

() Boursakr [2], chapitre 11, § 3, n® 5, proposition 4, page 23.
(%) Boursaxki [3], chapitre x, § 3, n° 7, proposition 14, page 34.
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linéaire continue sur (L,);, autrement dit u‘( . l’)eL
Alors ug, définie par (I, ... lﬂ,:)—-»uxaz',...lf,), est une appli-
i=n

cation multilinéaire de [] (L;): dans L,. Montrons que cette

i=2
application linéaire est continue sur tout produit de
parties équicontinues des Li, t=2, ... n. Soient donc Aj
i=2, ... n des parties équicontinues des L; faiblement
fermées, donc compactes dans les (L;).. Soit aussi A] une
partie équicontinue faiblement fermée dans L;. Comme X
i=n

est supposée continue sur |[ Aj, elle est continue sur []A;
i€l i=2

pour l,’ fixée dans Aj, et uniformément lorsque I parcourt le
compact Aj: si i (... I}) converge vers ((l;)o, ...(l,’.)o) dans

HA (l}, L. f')—i(ﬂ, (f)o, (E)o) converge vers 0
umformement pour e A); autrement dit, puisque la topo-
logie de L, est précisément celle de la convergence uniforme
sur les parties équicontinues faiblement fermées de L,
ux (Z, - T)—ui(( ) VA ) ) converge vers 0 dans L,, ce qui

i=n

montre bien la continuité de uix sur H A} Comme alors [] A;

i=n i=2 i=2
est compact, son image u‘<II A,-) est un compact de L,; comme

=2
la topologie de (L,). est précisément celle de la convergence
uniforme sur les parties compactes de L,, puisque L, est quasi-

7

complet, on voit que, si I converge vers 0 dans (L,),, et
que les I,i>2, parcourent les Aj, i(lj'_,l‘; l(Z) converge
vers 0. En faisant le méme raisonnement pour :=2...n,
on voit que X est bien e-hypocontinue et b) entraine c).
Montrons enfin que, si les L; sont quasi-complets, c) entraine
a). Soit donc H une partie compacte de L. A tout X e L,
i=n

associons lapplication multilinéaire ug de ][] (L,): dans L,.

=2
Comme la topologie de L, est précisément celle de la conver-
gence uniforme sur les parties équicontinues de L, la topologie
de L; est précisément celle de la convergence de uz, uniformé-
ment sur tout produit de parties équicontinues des L, 1 =2 ... n.
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Si alors les A,i=2..n, sont équicontinues compactes dans

les (L,)., H A/ est compact dans H )e; et comme

) (x,(l:)iﬂ,...n)—»uf((f:‘)‘zz""")

i=n
est continu de L; X [ Ai dans L, (puisque séparément conti-

i=2

. » -
nue en X, uniformément pour(l{),- — HA,, et séparément
continue en (l,), -, ) I'image par cette apphcatlon du com-

pact H X II A}, c’est-a-dire U uz <H A;), est uncompactdeL,.

Xen =
Comme L, est quasi-complet, la topologie de (L,). est celle de

la convergence uniforme sur les parties compactes de L,, donc,

si ] converge vers 0 dans (L,);, et que les l parcourent les Aj,

t=2...n, —)Z(Z, f;, l‘,’.) converge vers 0, unlformement pour
X e H. En faisant le méme raisonnement avec t = 2, ... n, on
voit que H est e-équihypocontinu, et ¢) entraine bien a).

Remarques. — 1° Si I'ensemble d’indices I a au plus deux élé-
ments, a), b), c) sont encore équivalentes, lorsque H est réduite
a une seule forme multilinéaire X sur TI(L):, méme si les L,
ne sont pas quasi-complets. et

Soit en effet I = (1, 2), et soit X une forme multilinéaire
vérifiant b). On peut choisir la partie équicontinue A, non
seulement compacte dans (L,);, mais convexe et équilibrée.
Alors ug (A;) est convexe équilibrée compacte dans L,.
Comme la topologie de (L,). est celle de la convergence uni-
forme sur les parties convexes équilibrées compacte de L,, on

voit que X(l,, l) converge vers 0 lorsquel converge vers 0,

uniformément pour f' € A,. En échangeant le role des indices
1 et 2, on voit que X est blen €- hypocontmue

20 Supposons les L; complets. Alors la propriété b) est entrainée
par la propriété :

b') : H est équicontinu sur tout produit de parties équicontinues
des Li.

Voir corollaire 3 de la proposition 8.

3% La condition b) relative 4 un ensemble H réduit a une

> . . . . .
seule forme X s’exprime uniquement a partir des topologies
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faibles des L;. En effet dire qu'une forme linéaire sur (L;). est
continue équivaut a dire qu’elle est continue sur o(Li, L)),
donc dire qu’une forme multilinéaire est séparément continue
sur [](L): équivaut a dire qu’elle est séparément faiblement
i€l
continue; d’autre part, sur les parties équicontinues de L;,
(L) et o(L;, L;) induisent la méme topologie, donc dire que X
est continue sur tout produit de parties équicontinues des L,
pour la topologie induite par [](L,):, équivaut a dire qu’elle
€1
Pest pour les topologies faibles.

Cororraire 1. — Soit M un espace vectoriel localement
convere (non nécessairement séparé ni quasi-complet). Pour
qu'un ensemble H d’applications multilinéaires de [] (L)),

i€l
dans M soit e-équihypocontinu, il faut et il suffit que H soit
séparément équicontinu, et que sa restriction d tout produit de
parties équicontinues des L; soit équicontinu.

En effet, pour que H soit e-équihypocontinu, ou sépa-
rément équicontinu, ou équicontinu sur tout produit de
parties équicontinues des L;, il faut et il suffit que, pour toute
partie équicontinue V' de M’, I’ensemble (H; ') de formes

e, . - ' - - — P

multilinéaires (lﬁ).—el—><X((l,{)ia), m’>, XeH, mel,
ait la méme propriété.

Naturellement les propriétés de I'énoncé n’entrainent pas

oL M4 37 r ~ 3
de propriété de compacité; pour (lf)ie[ donné, U X((lﬁ),ﬂ) n’est
fen

pas nécessairement relativement compact (voir page 32).

CoRrOLLAIRE 2. — Si I est un ensemble de n indices, la forme
(n + 1) linéaire: ((L)er, X)X (([)eer), sur (H(L,.)L) X Ly,
i€l

est hypocontinue par rapport auz parties équicontinues des Li et
aux parties compactes de L.

C’est une conséquence triviale de la définition de la topologie
de L;, et de I’équivalence de a) et c).

CoroLLatre 3. — Sotent L, M, des espaces localement
convezes séparés dépendant du méme ensemble d’indices, les L
étant quasi-complets. L’application multilinéaire (u;)ie1— u de

114.(Li; M) dans 9,(Lyi; My) est e-hypocontinue.

i€l
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Soit I = (1, 2... n). Nous allons montrer que si u, converge
vers 0 dans %(L,; M,) (c’est-a-dire uniformément sur toute
partie compacte de L, puisque L, est quasi-complet), et que
les u, i =2...n, parcourent des parties équicontinues H;
de 4(L;; M,), u; converge vers 0 uniformément sur toute partie
compacte de L,, donc dans 4,(L;; M,). Soient B}, i=2...n
des parties équicontinues des M. Puisque les H; sont équi-
continus, les A;j= U‘ui.Bﬁ sont des parties équicontinues

u€H
des L;. Soit maintenant B; une partie équicontinue de M;j; dire
que u, converge vers 0 uniformément sur toute partie compacte
de L,, c’est dire que ‘u, € £((M,):; (L,)) converge vers 0 uni-
formément sur toute partie équicontinue de M;, donc ‘u,.B

!

converge vers 0 dans (L)e.

Supposons alors que X parcourt une partie compacte H
de L, Cette partie est c-équihypocontinue sur [](L.),
puisque les L; sont quasi-complets; donc —)E( (‘u.-.‘n?'i);ex) colillverge
vers 0 lorsque u, converge vers 0 dans £(L,; M,), uniformé-
ment pour_ieH, weH, 1=2..n, (rr?,.eB,f,izi, 2,...n.
Comme cette quantité n’est autre que (ul.-)a ((ﬂ),e[), cela

prouve bien que u; .X converge vers 0 dans M, uniformément
pour X e H, donc que u; converge vers 0 dans £,(L;; M),
c.q.f.d.

CoroLLAIRE 4. — L’application multilinéaire canonique de
11 (L): dans (Li): est e-hypocontinue et limage par cette
i€l
application d’un produit de parties équicontinues des Li est une
partie équicontinue de Ly.

Soient l; des éléments des L;. Ils définissent la forme

linéaire continue X—X ((lf),—e[) sur L;, donc un élément de L.
On définit ainsi une application multilinéaire dite canonique

de JJ(L)): dans (L))..

i€l

Soit I =(1,2,...n). Si les l;,1 =2...n, parcourent des
parties équicontinues des L}, et que [, converge vers 0, X ((E)ie[)
converge vers 0, uniformément lorsque X parcourt une partie
compacte de L;, puisque cette partie est alors e-équihypocon-
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tinue d’aprés la proposition 2; doncl'image de (lﬁ),-e parl’appli-
cation multilinéaire canonique converge vers 0 dans (L;)., ce qui
prouve bien que cette application est e-hypocontinue.

<

Si maintenant tous les li, t = 1,2, ... n, parcourent des
—

parties équicontinues Ai, et que X converge vers 0 dans L,

SZ((E)EI) converge vers 0 d’aprés la définition de la topo-
logie de L;; donc I'image de [[A; par l'application multili-
i€l

néaire canonique est une partie équicontinue de L.

Remarque. — Seule I’'e-hypocontinuité de ’application mul-
tilinéaire canonique fait intervenir (par la proposition 2) le
fait que les L; sont quasi-complets.

Parties bornées de ¢ (L;; M).

Soit X e e (L M')E;I Papplication multilinéaire X, e-hypo-
continue de'Ef[ (L,). dans M, est a fortiori e-hypocontinue de
LII(L,.);, dansif\/i. (La réciproque est inexacte). Nous avons vu

(proposition 2) I'identité des parties relativement compactes
de L; et des ensembles e-équihypocontinus de formes multili-

néaires sur [ (L,): (M = corps des scalaires); nous allons voir
i€l

une propriété analogue relative aux parties bornées de

e (Li; M), pour M quelconque :

i€X

Prorosition 2 bis. — Il y a identité entre les parties bornées
de ¢ (L;j; M) et les ensembles de cet espace qui sont e-équihypo-
i€l

continus de |[(L,); dans M, méme si les L, et M ne sont pas
LEI

quast-complets.
Soit en effet Hc ¢ (L;; M), ¢-équihypocontinu de [] (L)),

i€ i€
dans M. Cela entraine que H soit bornée sur tout produit [] Aj,
i€X

ou l'une des Aj;cL; est fortement bornée, les autres équi-
continues; a fortiort H est bornée sur tout produit de parties
équicontinues des L;, donc bornée dans ¢ (L;; M).

i€1
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Réciproquement soit H une partie bornée de ‘ (L,, M).

Supposons d’abord M = C, _corps des scalalres Soit

I=(1,2,...,n), et supposons que ll parcoure une partie équi-
continue A; de Lj pour i:>2. Alors X(H A’-) est borné,

i€l
quélle que soit la partie équicontinue A; de L, pour XeH.

i=n

Si uz est application de [] (L;); dans L, définie par X, ce qui

9

i=2

i=n

précéde prouve que U ug(H A;) est une partie de L, bornée

. iEH i=2
sur toute partie équicontinue de Lj, donc bornée pour la topo-
. . - < < <

logie de L,; s1 alors /; converge vers 0, X( 1 bay ooy l,’,) conver-
gera vers 0, uniformément pour [; € A}, > 2. En faisant jouer
a chacun des indices 2, ..., n, le rdle que nous venons de faire
jouer a l’indice 1, on voit bien que H est e-équihypocontinue

sur [T (Lq). Si M est quelconque, on remarquera que, quelle
iEL

que soit la partie équicontinue N’ de M’, ’ensemble de formes
multilinéaires (f)lﬂ—><">2((7 ,EI) m’> X e H, m e M, est
borné dans L; donc ¢-équihypocontinu sur H sy, C€ quil

prouve bien encore que H est - equlhypocontmu de [ (Ly)s
dans M. i€x

CororLAIRE. — L’application multilinéaire canonique
((fi)iél’ —}Z) _’—i((E)EEI),
de H Db X e (L;; M) dans M, est hypocontinue par rapport aux

partzes equwontmues des L; et aux parties bornées de ¢ (L;; M),
méme st les L, et M ne sont pas quasi-complets. e

L'espace L; est quasi-complet.

Prorosition 3. — L’espace L; est quasi-complet, et complet
st les L; sont complets.

Soit en effet F un filtre de Cauchy sur L;, borné (resp. quel-
conque). Pour la topologie de la convergence simple sur l[L

ce filtre converge vers une forme multilinéaire X, du fait que le
corps des scalaires est compiet.
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De plus, 7 converge vers X uniformément sur tout produit de

parties équicontinues des L. Il reste donc 4 montrer que X est
e-hypocontinue. D’aprés la proposition 2, nous devons
démontrer deux choses:
Ev . . . ’ . .
a) X est continue sur tout produit de parties équicontinues
des L!. Or cela résulte trivialement de ce que, sur un tel pro-

duit, X est limite uniforme de fonctions continues.

b) X est séparément continue. Supposons, pour simplifier,
I1=(1,2,... n). Fixons [ e L}, i = 2, ... n. L’image du filtre &
par I'application continue de L, dans L,: X~ u’i(z, Z)
(voir notations de la démonstration de la proposition 2), est un
filtre de Cauchy, borné (resp. quelconque), dans L,. Comme L,
est supposé quasi-complet (resp. complet), ce filtre est conver-
gent dans L,; comme il converge simplement vers u’( R )
dans le dual algébrique de L;, on a ux(l,, .. l)e L, donc X

est bien séparément continue, c.q.f.d

Isomorphismes canoniques.

ProrositionN 4. — Soient J et K deux sous-ensembles complé-
mentaires de 1 (les Lj, j € J n’étant pas nécessairement quasi-com-
plets). L’espace Ly est canoniquement isomorphe, algébriquement
et topologiquement, & ¢ (Lv Lg). Les parties e-équihypocontinues

j€y

de Ly sont e-équihypocontinues dans ¢ (L;; Lx); la réciproque est
fausse en général. e
Soit en effet X un élément de L. A des lj, jeJ, donnés

dans les Lj, on peut associer la forme multilinéaire sur [] (L,).
kEK

(l’);,ex—»X((l )iE[> ou f=f’ pour 1=jel], et f— f pour
1=k e K. Cette forme multllmealre est e- hypocontlnue, elle
définit donc un élément ux(@)jg) de Lyx; ug est une appl-

cation multilinéaire de J](L;). dans Lg. Cette application
3

multilinéaire ug est c-hypocontinue; en effet si I'un des
-
éléments [; converge vers 0 et que les autres parcourent des

- . > 5 .
parties équicontinues, X((l,f),-el) converge vers 0, unifor-
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<

mément lorsque les [, keK, parcourent des parties
—

équicontinues, d’aprés la définition méme de X comme

forme multilinéaire e-hypocontinue sur [](L).; cela revient

< i€

précisément a dire que ui((lj)jg) converge vers 0 dans

Lx. Nous avons donc bien associé a tout élément

> . . oy ’ . .

X de LI une apphcatlon multilinéaire e-hypocontinue uz

de IEI . dans Lg, c’est-a-dire un élément ug de 3 (L;; Lg).
JEJ J

Alors X —>ug est une application linéaire u de L; dans
J(Lf’ Lx). Cette application est trivialement injective; si

ug =0, cela veut dire que, pour tout systéme (f-),a, ui((f)jeJ)
est I'élément nul de Lk, donc nul sur tout systéme (l,,)kex,
c’est-a-dire que X((l ),EI) =0 pour tout systéme (l ),ﬂ, autre-
ment dit que X est I’élément nul de L;. On peut donc
identifier L; & un sous-espace vectoriel de ¢ (L;; Ly).

jes
La topologie de L; est alors ldenthue ala topologie induite
par e (L Ly). En effet, dire que X converge vers 0 dans L,
Jj€y

c’est dire que X((l ),EI) converge vers 0, uniformément lorsque
les l’ décrivent des parties équicontinues des L;; c’est donc
dire que u'i((lj')jg) converge vers 0 dans Lg, uniformément

k7 . . , . .
lorsque les I; décrivent des parties équicontinues des L.
L’isomorphisme sera donc démontré quand nous aurons montré
que L;= £ (Lj, Lx), autrement dit que u est épijective.

Soit alors Y un élément de ¢ (L;; Lg).
JEJ

1l définit une forme multilinéaire X sur T1 (L) prenant
i€l

pour valeur sur (I} ;e la valeur de —?((l})jeJ) e Ly sur (l,ﬁ)kex e [] L
kEK

On a précisément Y = ug, et il nous reste a voir que XeLy,
autrement dit que la forme multilinéaire X sur [[(L;). est
e-hypocontinue. Soit donc a un élément de I, et zgtllpposons
que I converge vers 0 dans (L,)., et que les A 15~ a, restent dans
des parties équicontinues A; des L, parties que nous pouvons
supposer faiblement fermées, donc compactes; nous devons
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montrer que X((lﬁ)ig) converge vers 0. Si a € J, c’est évident;

—f /€ .
car alors Y((l,’-)ja) converge vers 0 dans Ly, puisque Y est une
application e-hypocontinue; cela entraine bien, étant donné
la définition de la topologie de Lg, que Y((l})je,) converge
vers 0 uniformément sur [[A;. Supposons donc aeK.
kEK
L’image B de J] A} par Y est une partie compacte de Ly; en
. j€J
effet Y est continue sur I;IA}, et cette partie est compacte
jEY

dans [] (L)) Alors d’aprésj la proposition 2 (qui suppose que
les L,{kaeK, sont quasi-complets), B est e-hypocontinue
sur [ (L)), ce qui prouve bien que _X)((iD;EI) converge
enco::Kvers 0. L’isomorphisme algébrique et topologique de L;

et de ¢ (L;; Lx) est donc démontré.
jes

Remarques. — 1° 51 X parcourt un ensemble e-équihypo-
continu de formes multilinéaires sur [] (L), ug parcourt
i€

évidemment un ensemble e-équihypocontinu d’applications
multilinéaires de [] (L;). dans L.
. & .

La réciproque n’est pas exacte. Soient par exemple, I = (1, 2),
J= (1), K= (2). Si ugx parcourt un ensemble H équicontinu
d’applications de (L,), dans L,, cela n’entraine pas que pour
toute partie équicontinue A; de L, U uz(A;) soit une

ux€H
partie relativement compacte de L,, ce qui serait nécessaire

e
pour que les X correspondant a uz € H parcourent un ensemble

e-équihypocontinu de formes multilinéaires sur (L,); X (L,).

Cela n’entraine méme pas que, pour tout fje L, U ui(f{) soit
relativement compact dans L,. 13€H

Prenons par exemple un espace de Banach N de dimension
infinie. Alors (N),= N (voir page 17). Prenons L, = N,
L, = N, donc 4((L,).; L,)) = 4(N;N). L’ensemble H des
endomorphismes ¢ de N de norme <{1 est équicontinu, et,
pour neN, U v(;z) n’est pas relativement compacte dans N.

vEH

20 Le cas ou I =(4,2;...n), J=(2,...n), K=(1) avait
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été partiellement vu dans la démonstration de la proposition 2.
Mais dans le cas général, nous avons besoin de savoir que toute
partie relativement compacte de L est e-équihypocontinue
sur [ [ (Ly)s, ¢’est-a-dire précisément la proposition 2.

K

k€

30 Si les Lg, ke K, ne sont pas quasi-complets, on peut
seulement affirmer que L; est un sous-espace vectoriel topolo-
gique de 3 (Lj; Lx.). Cependant des ceux espaces sont iden-

tiques si I est réduit a deux éléments j, k, avec J = (j), K = (k).
En effet en reprenant les notations de la démonstration, on
peut toujours supposer que la partie équicontinue choisie A; est
convexe équilibrée compacte dans (Lj).. Alors ?(Aj) est une
partie convexe équilibrée compacte de L,, donc équicontinue
sur (L;); méme si L, n’est pas quasi-complet; cela prouve
que X est e-hypocontinue, et L; = ¢(L;; L,) = 4. ((Ly)es L)

40 Soient L; M, des espaces dépendant du meme ensemble
d’indices I, u; des applications linéaires continues des L, dans
les M, J et K deux sous-ensembles complémentaires de I (les
L; et M;, jeJ, n’étant pas nécessairement quasi-complets).

Sl I'on ldentlﬁe Ly (resp. My a £ (L;; Lg) (resp e (M; MK))

I'application u; de Ly dans M; (proposmon 1) deﬁmt une apphi-
cation u; de ¢ (L;; Lx) dans ¢ (M;; Mg). Pour Xe e (Lj; Lg),
JjE€¥ j€I j€I

u;. X est Pélément de ¢ (M;; Mx) définissant I’application
€

—

J
(E)je;—»ux.[X((‘u..;z; jGJ)] de H (M,); dans M.

50 Soient lJ’, jeJ, des elements des L;. Ce sont des applica-
tions linéaires continues des L; dans le corps des scalaires C.

Alors ® ((l )JEJ, (Ik)kex)(lk = opérateur identique de L,) est,

d’aprés la proposition 1, une application linéaire continue de

L; dans ¢(C, G, ... C, (Lk)k€K> = Lg. Cette application n’est
7€3

autre que X —~ u}((f})ie,), définie dans la démonstration. Il

suffit pour le voir d’appliquer la définition de I'opérateur ® u,

donnée dans la proposition 1. i€l

CororLrarre 1. — L’espace ¢ (L;; M) est isomorphe, algé-
i€l

briguement et topologiquement, a €((L;);er, M) = ¢ L;, produit ¢
T e,
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relatif a un ensemble d’indices 1,, somme de 1 et d’un élément w,

avec L, = M. Il est quasi-complet, et complet si les L, et M sont

complets. Les parties compactes de ¢ (L;; M) sont e-équihypo-
(€I :

continues; la réciproque est fausse en général. L’application
multilinéaire ((E)iEI’ —i) -»")Z((f',.),.g) de TJ(L).x ¢ (Ly; M)
i€ i€l

dans M est hypocontinue par rapport aux parties équicontinues
des L; et aux parties compactes de ¢ (L;; M). L'image par cette
i€l

application d’un produit de parties équicontinues des L; et d’une
partie relativement compacte de ¢ (L;; M) est relativement
compacte dans M. i€t
Il suffit d’appliquer la proposition a Ly, avec J =L, k = {w}.
Ensuite on remarque que les parties compactes de 'EI(Li; M)
13

sont compactes dans L;, donc e-équihypocontinues, donc sont
des parties e-équihypocontinues de ¢ (L;; M) d’aprés la pro-
i€l

position, et la réciproque est fausse en général. L’application

multilinéaire considérée est hypocontinue par rapport aux

parties équicontinues des L; et aux parties e-équihypocontinues

de £ (L;; M) donc a fortiori par rapport aux parties équiconti-
)

nues A; des L; et aux parties relativement compactes H de

e (Lj; M); elle est alors continue sur HKZ X H, et comme
i€1 i€I
cette partie est compacte, son image est compacte dans M.

CoroLLAIRE 2. — St L et M sont des espaces vectoriels loca-
lement convexes séparés (non nécessairement quasi-complets),
on a des isomorphismes canoniques

LeM a4 (L); M)~ 4(M.; L),

4. (Li; M) étant Uespace des applications linéaires continues
de L, dans M, muni de la topologie de la convergence uniforme
sur les parties équicontinues de L'.

11 suffit d’appliquer la proposition 4 au cas d’un ensemble I
réduit a 2 éléments, J et K ayant un élément. La remarque 3
montre que L et M n’ont pas besoin d’étre quasi-complets.
Etant donné I'importance de ce cas particulier, il n’est pas

inutile de détailler ces isomorphismes. Si X e LeM, son



THEORIE DES DISTRIBUTIONS A VALEURS VECTORIELLES 35

image ux dans 4(L;; M) est l'application linéaire continue
de L, dans M définie par

(1, 1;3) ‘wx(l), my=X({@, w) pour el ,m eM.
Son 1mage ‘ux dans £(M_; L) est I’application linéaire continue
de M, dans L définie par

(I, 1; 4) Cug(m’), =X, w) pour Tel!, meM.

L’isomorphisme entre £, (L;; M) et 4. (M;; L) est défini par
la transposition u—‘u.

Remarques. — 1° Si L,, L,, M;, M,, sont des espaces loca-
lement convexes séparés (non nécessairement quasi-complets),
si u, (resp. u,) est une application linéaire continue de L,
dans M, (resp. de L, dans M,), 'image de X’eﬁi’((Li);; L,) par
u, ® u, (proposition 1) est ’élément (u, ® u,) (3()) de 4(M,);; M,)
égal a u,° X °'u, (voir remarque 4 page 33). L’image de
’X)EZ((L,):; L,) par u,®u, est I'élément (u, ® u,) X de
2((M,)!; M,) égal a u,>Xsu,

20 Quand nous avons étudié L,, ’ensemble d’indices I
n’était pas ordonné. Quand nous écrivons LeM, I’ensemble I a
2 éléments, et il est ordonné. Il y a donc lieu de distinguer
LeM et MeL, qui sont canoniquement isomorphes mais
non identiques (de méme que L X M ou L ® M). L’isomor-
phisme entre ces 2 espaces sera appelé symétrie, et jouera un
role important au § 4 (pages 90 a 96). Si u, (resp. u,) est
une application continue de L, dans M, (resp. de L, dans M,), la
symétrie transforme ’application u, ® u, de L,eL, dans MM,
en I'application u, ® u, de L,L, dans M,M,. En particulier,
si L, (resp. L,) est un sous-espace de M, (resp. M,), la symétrie
MM, - M,M, induit la symétrie LeL,— L,L,.

Nous avons donné ajlleurs des propriétés diverses de ces
espaces £ (L;; M), ifE(ML\ L) ().

Rappelons seulement la suivante :

Prorosition 5. — Pour qu’'une application linéaire u de L,
dans M soit continue (L et M non nécessairement quasi-complets),
il faut et il suffit qu’elle soit continue pour les topologies faibles

(3) Scuwartz [1], page 125.
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s(L’, L) et (M, M’), et que sa restriction aux parties équi-
continues de L' soit continue de L; (ou o(L', L)) dans M; ul
faut et il suffit ausst qu’elle soit continue de o (L', L) dans o(M, M')
et que 'image par u de toute partie équicontinue de L' soit rela-
tivement compacte dans M.

Les deux conditions données sont trivialement nécessaires.
Car si u est continue de L; dans M, elle est continue pour les
topologies affaiblies; comme le dual de L; est L, ce sont préci-
sément o(L', L) et (M, M’); par ailleurs, sur les parties équi-
continues de L', les topologies L; et o(L’, L) sont identiques,
d’aprés le théoréeme d’Ascoli; enfin les parties équicontinues
disquées de L. sont compactes. Montrons qu’elles sont suffi-
santes. Si u est continue de (L', L) dans (M, M), sa transposée
‘u est continue de o(M’, M) dans o(L, L’). Si de plus la restriction
de u aux parties équicontinues de L’ est continue de L; dans M,
I'image par u d’une partie équicontinue convexe équilibrée
faiblement fermée donc compacte est convexe équilibrée
compacte dans M. Alors ‘u est continue de M; dans L; et de

‘u e M;; L) on déduit u e $(L;; M), c.q.f.d.

Remarque. — Si u est continue de L, dans M, elle est méme
continue de L. dans (M), topologie plus fine que L (voir
page 17). En effet elle est la transposée “u de ‘u, application
continue de M; dans L. On peut encore dire ceci: Si u est
continue de N dans M, elle est continue pour les topologies ¥
associées, c’est-a-dire de (N;). dans (M[).: en effet elle est la
transposée “u de ‘u, continue de M, dans N.. Si alors N a
la topologie vy, c’est-a-dire si N = L, u est continue de N
dans (M,)..

Ainsi, quels que soient L et M (non nécessairement quasi-
complets), LeM et Le(M;). sont algébriquement identiques,
mais le deuxiéme a une topologie plus fine, et identique si M
a la topologie v.

CoroLLAIRE. — St L et M sont des espaces localement convexes
séparés (non nécessairement quasi-complets), Uespace £(L; M)
des applications linéaires continues de L dans M, munt de la
topologie de la convergence uniforme sur les parties convezes
équilibrées compactes de L, est canoniquement isomorphe & un
sous-espace vectoriel topologique de LM, et a cet espace tout
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entier si L a la topologie v; LM est canoniquement vsomorphe
a £(M;; Lo).

Le dernier isomorphisme est un résultat immédiat du corol-
laire 2 de la proposition 4. D’aprés ce méme corollaire, LM
est isomorphe a 4 ((L:)c; M); comme (L(); est identique a L
mais avec une topologie plus fine, et avec la méme topologie
si L a la topologie v (page 17), on a bien {(L; M) c L;eM et
=4eM si L a la topologie v. La topologie induite par L.eM
sur (L; M) est celle de la convergence uniforme sur les parties
équicontinues de (L;)’, ou encore sur les parties convexes
équilibrées compactes de L; c’est donc bien par définition la

topologie ¢ (L; M).

Associativité du produit e.

Prorosition 6. — Le produtt tensoriel ® L; est un sous-espace
i€l
strictement dense de (L,).; pour qu’une partie de L; soit équi-
continue, il faut et il suffit qu’'elle soit contenue dans l'enveloppe
d’un produit tensoriel de parties équicontinues des L;.
L’application multilinéaire canonique de [[L; dans L;
i€l
(corollaire 4 de la proposition 2) définit une application linéaire
canonique de ® L; dans L;. Cette application est injective;
€1
si en effet I'image par cette application d’un élément A’ de ® L;
i€1
est nulle, on a <7\’, X>= 0 pour XelL; et a fortiort pour
Xe®L; ce qu suffit déja a assurer que A’ =0 (voir
€1

page 19). On peut donc considérer ® L; comme un sous-espace
i€l
de L;. Siles A; sont des parties équicontinues des L], ® A; est
i€l
une partie équicontinue de L;j (corollaire 4 de la proposition 2).
Réciproquement, soit A’ une partie équicontinue de Lj. Son
polaire A’® dans L; est un voisinage de 0; il existe donc, d’aprés

la définition de la topologie de L, des parties équicontinues
A des L; telles que I—X(H AQ)}Q 1 entraine X e A’9; cela prouve

€1 .
que A’C contient le polaire (® A§)° de ® Ajc Ly, alors A’ est
i€1 i€1
contenu dans le bipolaire (® A’,-)OO de ® A
i€ i€l
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Ce bipolaire est I’enveloppe convexe équilibrée faiblement

fermée de ® Aj; mais le dual de (L;); étant Ly, il en est aussi
i€X

Ienveloppe convexe équilibrée fermée pour la topologie
de (Ly)..
En particulier tout point de L; est contenu dans ’enveloppe
d’une partie ?IAﬁ; cette partie est équicontinue dans L; donc
i

bornée dans (L,),, ce qui prouve que ® L; est strictement
dense dans (L,)., i€ c.q. 1. d.

PropositionN 7 (Associativité). — Soit (I))rep une partition
de Uensemble d’'indices 1. Il existe un isomorphisme canonique,
algébrique et topologique, entre Ly = ¢ L, et ¢ Ly, = ¢ ( € L,-).

. . . €1 AEA AEANIEL

Cet isomorphisme associe les ensembles e-équihypocontinus de

formes multilinéaires sur H Je et les ensembles e-équihy-

pocontinus de formes mulullneazres sur [] (Lg):
AEA
Soit en effet X e ¢ Lh.X est une forme multilinéaire sur

€
II (Ly).. Désignons par 0, 'application multilinéaire cano-
AEA
nique de [] (L): dans (Ly,): (corollaire 4 de la proposition 2).
i€1,

Alors (l,),ﬂ—> X((Ol((ﬁ),ﬂx))l ¢ A> est une forme multilinéaire
X sur H ¢ S11’un des (l;) converge vers 0 et que les autres

parcourent des parties équicontinues, I'un des 0).(01):&1,)
converge vers 0 et les autres parcourent des parties équiconti-
nues, puisque 0, est e-hypocontinue et qu’elle applique tout
produit de parties équicontinues des L;, iel,, dans une
. ’ . . 5 ’ .
partie équicontinue de (Ly):;; donc, X étant e-hypocontinue,
—f((ﬁ)ie;) converge vers 0, autrement dit X est e-hypocon-
tinue, XeL.

L’apphcatlon linéaire X — X de ¢ Ly dans L, est injective;
AEA

si en effet X— 0, cela prouve que X est nulle sur le sous-
espace || <® L'> de ]] (Ly):; comme ® L) est dense

AEA \ €L AEA i€,
dans (Ly). (proposition 6), cela entraine X = 0.
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Cette application X X est aussi épijective. Soit en effet

>

Y une forme multilinéaire e-hypocontinue sur [] (L).; elle
i€l

définit une forme multilinéaire _YP sur [[ <® L’>; montrons
AeA \i€L
que cette apphcatlon Y, est e- hypocontinue (en appelant

partie équicontinue de ® L), un produit tensoriel de parties
€I,

équicontinues des L, et en munissant ® L; de la topologle
€1

induite par (Ly);). Soit A=(1, 2, ... m). Supposons que pl, pour

A =2, ... m, parcoure une partie equ1cont1nue de ® L, c’est-a-
J€N

dire un produit ® Aj, les A; étant des parties equlcontinues
JEX,

compactes des (L;). Supposons d’autre part que p,e@ L,

converge vers 0, pour la topologie induite par (Ly,).. Pour tout
systéme de l;.eLj., je [:L: U I,, appelons u?((l})jecli)

=2..,m

la forme multilinéaire sur [] (L,).: (l )I«EL“’Y((l ).ez) Cette
k€L,
forme multilinéaire est e-hypocontinue, c’est-a-dire définit un

élément u?(( ),e(;x,) de L;; nous avons vu (proposition 4)
que u est une application e-hypocontinue de [] (L)). dans Ly,
e{x,
Elle est donc continue sur tout produit de parties équi-
continues, et par suite u?( 11 Aj) est compacte dans L.
JECI

Cela prouve que, lorsque p)\-— ® l’., A = 2, ... m, parcourt

® Aj, et que p, converge vers 0 dans ® L, muni de la topo-

JER kEX,
logle induite par (L), c’est-a-dire uniformément sur toute

partie compacte de L; puisque L; est quasi-complet (propo-
sition 3), ?:((Px)xeA) = <p,, uf((l)je“» converge vers 0.

En faisant ensuite pour A =2, ... m le raisonnement que
nous venons de faire pour A =1, on voit que Y, est bien

/

e-hypocontinue. Mais alors, puisque ® (L;); est dense dans
i€,

(Ly,)e, et que les parties équicontinues de L; sont contenues
dans des enveloppes de produits tensoriels de parties équi-
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. . .. g
continues des L;, i « I; (proposition 6), Y, se prolonge en une

forme multlhnealre Y, =X, - hypocontinue, sur H (Ly,)e ();

AEA
etona Y= X ce qui prouve bien que I’application X-»X
est epqectwe

On voit donc que X—»X est un isomorphisme algebnque

entre les espaces vectoriels ¢ L; et L. Dire que X converge
AEA

vers 0 dans Ly, c’est dire qu’il converge vers 0 uniformément

. . , . . >

sur tout produit de parties équicontinues des L;, donc que X

converge vers 0 uniformément sur tout produit tensoriel de

. , . . . >

parties équicontinues des ® Li, A e A; dire que X converge

i€1,

vers 0 dans ¢ L;, c’est dire qu’il converge vers 0 unifor-
AEA

mément sur tout produit de parties équicontinues des Ly.

En appliquant alors la proposition 6 4 chaque ensemble d’in-

dices I, on voit que X converge vers 0 si et seulement si X

converge vers 0, X — X est un isomorphisme topologique.
Enfin les ensembles e-équihypocontinus dé& formes multili-

néaires sur [[ (Ly): (resp. sur H(Li)é) sont les parties rela-

AEA ' i€1
tivement compactes de ¢ Ly, (resp. L) (proposition 2), donc
E ~

elles se correspondent par I'isomorphisme X=X, et la pro-
position est démontrée.

Cororratre 1. — Les espaces € (L;; M) et ¢ (LI ; M) sont
i€X AEA

canoniquement isomorphes, algébriquement et topologiquement.
L’vsomorphisme met en correspondance les ensembles e-équi-
hypocontinus d’applications multilinéaires de [](L). dans M

et de [ (Ly). dans M. i€t
AEA
Le premier est en effet isomorphe a ¢((Li)er, M), le deuxiéme
e((LIx)le A» M) d’aprés la proposition 4 (appliquée respective-
ment & ’ensemble d’indices I,, somme de I et d’un élément w,
avec L,=M, J=1, K={w{, et a 'ensemble d’indices A,,

(1) Boursak1 [2], proposition 8, page 41 et remarque en petits caractéres sui-
vant la définition 2, page 39. Il s’agit dans Boursak: d’applications bilinéaires, le
résultat est valable pour des applications multilinéaires.
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somme de A et de v, avec L,=M, J=A, K={w}). Mais
alors, d’aprés la proposition 7 (associativité), ces espaces sont
isomorphes (et ils sont aussi isomorphes a L;eM). La corres-
pondance entre ensembles e-équihypocontinus ne peut pas se
montrer de cette maniére, car ces ensembles ne sont pas les
ensembles relativement compacts des espaces isomorphes
considérés (voir page 32). Nous remarquerons simplement

qu'un ensemble H (resp. H) d’applications multilinéaires de

T11(L). dans M <resp. de [T (Ly). dans M) est e-équihypo-
€l AEA i i
continu si et seulement si, pour toute partie équicontinue M

de M’, ’ensemble (H, M) (resp. H, M) de formes multilinéaires
sur JI(L); (resp. IT(Ly):) défini par ( (DX (D)er), m
i€l AEA

pour X e H, ' e’ (resp. par (57 hien — Xt hen)s m)
pour XeH, m' e ‘nt’) est e-équihypocontinu.

11 suffit alors d’appliquer a (H, -m') (resp. H, M) la fin de
la proposition 7.

On remarque d’ailleurs immédiatement qu’on aurait pu
démontrer directement le corollaire, et que la proposition 7 en
aurait été un cas particulier pour M = C, corps des scalaires.

CoroLLAIRE 2. — Les espaces £ (L M) et LM sont canoni-
quement tsomorphes.

En effet £ (L,, M) 2= e((L:)iex, M)N LM (propositions 4 et 7).

Propriétés particuliéres aux espaces complets.

Prorosition 8. — Soient L un espace localement convexe
séparé complet, M un espace localement convexe non nécessaire-
ment séparé ni quasi-complet. Une application linéaire u de L,
dans M, continue sur toute partie équicontinue de L', est continue
sur L.

Soit en effet M, ’espace séparé associé & M. u définit alors
une application u, de L; dans M,, dont les restrictions aux
parties équicontinues de L’ sont continues. Montrons que u,

est continue de o(L’, L) dans o(M,, M;). Soit moeM’ Nous
devons montrer que la forme linéaire l’—>\u0 l’ mo\/ est
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faiblement continue sur L’; or elle est continue sur toute
partie équicontinue de L', notre assertion résulte donc d’un
théoréme de Grothendieck, valable parce que L est complet (*).
La proposition 5 montre alors que u, est continue de L. dans M,,
donc u est continue de L. dans M.

CoroLraire 1. — Si L est complet, la topologie L. est la
topologie localement conveze la plus fine qui induise sur les
parties équicontinues de L' une topologie moins fine que L.
(ou o(L', L)). Appelons en effet M I’espace L', muni de n’im-
porte quelle topologie localement convexe (non nécessairement
séparée ni quasi-compléte) qui induise sur les parties équi-
continues de L’ une topologie moins fine que L; ou o(L/, L).
Alors I'application identique de L; dans M est continue sur
toute partie équicontinue de L', donc continue, et L; est plus
fine que M.

CoroLLAIRE 2. — Si L est complet, une partie W' de L',
convezxe équilibrée, qui coupe toute partie équicontinue de L’
sutvant un voisinage de 0 dans cette partie pour la topologie L.,
est un voisinage de 0 pour la topologie L. '

Appelons en effet M ’espace L' muni de la topologie loca-
lement convexe ayant pour systéme fondamental de voisi-
nages de O les ensembles AW’, A € C, A5£0. M induit sur les
parties équicontinues de L' une topologie moins fine que L.,
donc M est moins fine que L, d’aprés le corollaire 1, et W’ est
bien un voisinage de 0 de L..

CoroLLaIrRE 3. — Soient L, des espaces localement convezes
séparés complets, M un espace localement convexe séparé (non
nécessairement quasi-complet). Tout ensemble H d’applications

multilinéaires de [ (L)). dans M, équicontinu sur tout produit
i€l

de parties équicontinues des L, est e- equzhypocontmu

C’est ce résultat que nous avions annoncé a la proposition 2
(remarque 2°) et a son corollaire 1.

La démonstration n’utilise méme pas la proposition 2.
Soit I = (4, 2, ... n). Soient A; des parties équicontinues

des L, :=2... n. A chaque X eH et a chaque élément

(') GroruenDpiECK [1], corollaire 5°.
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i=n

- , . s e e e < =
(h).-::,..,.. de [] Al, associons I'application linéaire u;(l,, ... l,,) :
i=2

I-X(I,I,...T), de (L), dans M.
Soit M un voisinage de 0 disqué dans M. Appelons W’
ensemble des I de L tels que ui(iz, F)T; soit dans N,

n,
t=n

pour tout X e H, et tout (l?),.zz_“,le 11 Ai. Puisque X est

i=2

équicontinu sur tout produit de parties équicontinues des
Li, W' coupe toute partie équicontinue de L; suivant un voi-
sinage de 0 de cette partie pour la topologie de (L,);; donc
d’apreés le corollaire 2, W’ est un voisinage de 0 de (L,):, ce qui
prouve que H est e-équihypocontinu.

AppricaTioN. — Le dual fort d’un espace de Schwartz complet
est ultrabornologique.

Un espace de Schwartz (') L est un espace localement
convexe séparé tel que, pour tout voisinage disqué ¥ de 0, il

existe un voisinage U de 0 dont I'image dans Lq (*) soit rela-
tivement compacte. On peut encore donner une condition
équivalente : pour toute partie équicontinue A’ de L', il existe
une partie équicontinue convexe équilibrée faiblement fermée B’
telle que A’ soit relativement compacte dans Ly (*).

Un espace localement convexe séparé est ultraborno-
logique (*) s’il est limite inductive d’espaces de Banach; tout
espace ultrabornologique est bornologique et tonnelé, tout
espace bornologique et quasi-complet est ultrabornologique.
Considérons tous les espaces normés Ly, ou les B’ sont les

(1) Cette dénomination est due & M. GrRoTHENDIECK | GROTRENDIECK [2], page 116.

(%) Le voisinage disqué VU définit une pseudo-norme p, telle que U soit la semi-
boule p(?) < 1; Lq) est 'espace séparé normé associé, ﬁqy son complété, espace
de Banaca.

(3) Si B est une partie bornée disquée d’un espace localement convexe M, My est
le sous-espace de M engendré par B, muni de la norme pour laquelle B est la boule
unité. On sait que My est complet, donc est un espace de Banach, toutes les fois
que B est compléte (voir Boursax: [2], page 21, démonstration du lemme 1). En
particulier, toute partie équicontinue disquée B’ de L’ faible est compléte, donc
Lj. est un espace de Banach.

Si © est un voisinage disqué de L, Lo est le dual de Lq) ou f.qg.

(*) Dans Boursaxk1 [2], page 34, exercice 11, on trouvera une définition légére-
ment différente. Ici L est ultrabornologique pour I'une ou I'autre définition, puisque
nous démontrons que tout ensemble W’ convexe équilibré, absorbant toutes les
parties équicontinues, est un voisinage fort de 0.
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parties équicontinues convexes équilibrées faiblement fermées
de L'; les B’ sont alors faiblement compactes donc faiblement
complétes, et par suite les Ly sont des espaces de Banach.
Soit L; la topologie limite inductive des Ly, ¢’est-a-dire la topo-
logie localement convexe la plus fine telle que les injections Ly
— L; soient continues. Comme les injections Li — L. sont
continues, L, est plus fine que L.. Alors, d’apreés le corollaire 1,
valable puisque L est complet, on aura L; = L si 'on sait
que ces deux topologies induisent la méme topologie sur toute
partie équicontinue disquée A’ de L'. Or, si B’ est une partie
équicontinue disquée de L' telle que A’ soit compacte dans Ly,
(une telle partie existe puisque L est un espace de Schwartz),
on sait que, sur Ly, et a fortiort sur A’, L et L sont plus faibles
que Ly ; mais A’ est compacte dans Ly, done L et L. induisent
bien la méme topologie sur A’, et on a bien L; = L.

Comme L est un espace de Schwartz, les parties bornées
de L sont relativement compactes, et comme L est complet, L;
est la topologie de la convergence uniforme sur les parties
relativement compactes, donc finalement L, est la topologle
forte de L', qui est ainsi limite inductive des Lg,

c.q.f. d.

Conséquence: les espaces de distributions &, 9, J’, sont
bornologiques (*).

Cas de quelques espaces particuliers.

Prorosition 9. — Si les L; et M sont des espaces (non néces-
satrement quasi-complets) métrisables (resp. de Frechet, resp.
normés, resp. de Banach), il en est de méme de 3 (Li; M).

Si les L, et M sont métrisables, si (U,.,,,),,=,,,,_“ (resp.
(Via=1,2...) est un systéme fondamental dénombrable de
voisinages de 0 dans L, (resp. M), et si W, est I’ensemble des X
de ¢ (L;; M) tels que _X(HU‘,’ ,,) cV, les W, forment un

€1 i€1
systéme fondamental dénombrable de voisinages de 0 de ¢

i€I
(L;; M), qui est ainsi métrisable. Si alors les L; et M sont des

(*) Propriété démontrée par une autre méthode par GrorHENDIECK [2], page 85,
théoréme 10.
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espaces de Fréchet, ¢ (L;; M) est métrisable et complet
i€l

(corollaire 1 de la proposition 4), donc est un espace de Fréchet.
Si les L; et M sont normés, il existe sur ¢ (L;; M) une
norme naturelle qui définit sa topologle e

(L, 1 5) Kl= sup [X(@)e)]
IZN <1, iex
Si alors les L; et M sont des espaces de Banach, ¢ (L; M)
i€

est normé et complet, c’est donc un espace de Banach.

Dans le cas ou tous les espaces considérés sont normés (ou
sont des espaces de Banach, si on doit les supposer quasi-
complets), les propositions démontrées s’améliorent :

e =TT 1E;
b) dans la proposition 1, ||u| = HHu,H

. > ’ r
a) siles I; sont des éléments des L,

c) IV 1somorphlsme de la proposmon 4, entre Ly et ¢ (L;; Ly),
est une isométrie. jes
d) dans la proposition 6, la boule unité de L; est I’enveloppe
(dans (Ly);) du produit tensoriel des boules unités des L.
e) L’isomorphisme de la proposition 7, ou de son corollaire 1,
est une isométrie.
f) Les 1somorphlsmes € (L M) =~ e((L;)ier, M) = LM sont

des isométries.

ProrositioNn 10. — Si L et M sont des espaces de Banach,
LeM est isomorphe a Uespace des applications linéaires compactes
fatblement continues de L' dans M, et la norme d’un élément
coincide avec la norme de Uapplication linéaire correspondante;
L'eM est isomorphe a Uespace I'(L; M) des applications linéaires
compactes de L dans M, et la norme d’un élément est la norme de
Papplication linéaire correspondante.

LeM est en effet isomorphe a < (L;; M). D’aprés la propo-
sition 5, u appartient a ¢, (L;; M) si et seulement si-elle est
continue de o(L’, L) dans oM, M'), c’est-a-dire faiblement
continue, et si en outre I'image u(B’) de la boule unité B’ de L’
est relativement compacte dans M, c’est-a-dire si u est une
application compacte ('); dans ce cas, comme B’ est compacte

() Les applications compactes sont aussi appelées complétement continues.
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pour L; u(B’) est méme compacte dans M. Pour ue LM,

on a Hu]|=< sul “ul’” d’aprés c¢) page 45, |ju|| est donc
VeEL, ||']) €1

bien la norme de 'opérateur u e {(L'; M).

D’autre part L'e M est isomorphe a & ((L');; M) = £, (L¢; M).
Siu e d(L;; M), u définit a fortiori un opérateur u, de L dans M;
comme la boule unité B” de L" est compacte dans L, son
image u(B”) est compacte dans M, donc I'image u,(B) de la
boule unité B de L est relativement compacte dans M, u, est
une application linéaire compacte de L. dans M. Ainsi u — u,
est une application linéaire de ¥(L;; M) dans ['(L; M). Cette
application est injective; si en effet u, est nulle, u est nulle
puisque L est dense dans o(L”, L’) donc dans L;. Cette appli-
cation est aussi épijective. S1 en effet ¢ est une application
linéaire compacte de L dans M, sa bitransposée u = “ est
continue de (L', L') dans s(M", M'); comme ¢(B) est rela-
tivement compacte dans M, son adhérence ¢(B) est compacte
dans M, donc a fortiori dans s(M’, M’), et comme B” est ’adhé-

rence faible de B, u(B”) est dans ¢(B); alors u applique L”
dans M, elle est continue de o(L’, L') dans o(M, M’), et 'image
u(B”) est relativement compacte dans M, donc, d’apres la
proposition 5, u est continue de L; dans M (et alors u(B") est
méme compacte dans M; mais ¢(B) n’est en général que rela-
tivement compacte), et sa restriction u, a L est bien ¢.

Ainsi la correspondance u<-u, est un isomorphisme algé-
brique entre {(L;; M) ou L'eM et I’espace ['(L;; M) des opérateurs
compacts de L dans M. La norme de ueL'eM~Y (L;; M)
est ||ul| = sup”u.m

7Ten’ s
que u est continue de L; dans M, [|u|| est encore s:np”uo.li

lEB
c’est-a-dire la norme de I'opérateur compact u,, c.q.f.d.

; comme B est dense dans B” pour L; et

¥

Produit ¢ et produit tensoriel topologique.

Prorosition 11. — Soient L, M, des espaces localement
convexes séparés (non nécessairement quasi-complets). L’espace
L ® M (') est un sous-espace vectoriel topologique de LeM. I1

(!) GrorrENDIECK [3] et [4], page 89, appelle L ® M ce que nous appelons L &. M.
Voir aussi ScAWARTZ [2] exposé 7.
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est strictement dense (resp. dense) pour tout M, si et seulement
st L vérifie la propriété d’approximation stricte (resp. d’approxi-
mation) (').

Tout d’abord on a L®Mc LM (page 19). Sur L® M, la
topologie ¢ de Grothendieck est celle de la convergence uni-
forme sur les produits de parties équicontinues de L' et M’,
c’est-a-dire la topologie induite par L:M.

Soit ued(M;; L). L’application 0: ¢v—vou de £ (L; L)
dans 4,(M;; L) est continue, parce que I'image par u de toute
partie équicontinue disquée de M, est convexe équilibrée
compacte dans L. Si u est dans L' ® L, c¢’est-a-dire de rang
finl, vou est aussi de rang fini et faiblement continue, donc
dans M ®L, autrement dit I'application 0 appliqué L' ® L
dans M ® L. Par ailleurs 6(I) = u, s1 I est I'opérateur iden-
tique de L. Donc si L vérifie la propriété d’approximation
stricte (resp. d’approximation), I est strictement adhérent
(resp. adhérent) a L' ® L dans ,(L; L), donc O(I) = u est
strictement adhérent (resp. adhérent) a O(L' ® L)c M ® L
dans Y, (M;; L), c’est-d-dire L ® M est strictement dense
(resp. dense) dans LeM.

Réciproquement, L étant fixé, supposons que, pour tout M,
L ® M soit strictement dense (resp. dense) dans LeM.

Prenons M = L. On sait que Y,(L; L) est un sous-espace
topologique de LeL; (corollaire de la proposition 5).

Comme L ® L' ¢ Y(L; L), et que tout élément de LcL; est
supposé strictement adhérent (resp. adhérent) a L ® L/,
I'élément I de £, (L; L) est strictement adhérent (resp. adhé-
rent) 4 L® L/, et L vérifie la propriété d’approximation
stricte (resp. d’approximation), c.q.f.d.

CororrAIre 1. — Si Let M sont quast-complets (resp. complets ),
et st Uun d'eux vérifie la propriété d’approximation stricte
(resp. d’approximation), alors L & M (resp. L .® M) est
udentique a LeM.

En effet LeM est alors quasi-complet (resp. complet) (pro-
position 3).

On en déduit que si L et M sont complets, et si 'un d’eux
vérifie la condition d’approximation stricte, le quasi-complété
L 8 M coincide avec le complété L ®, M.

(1) Voir Préliminaires.
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CoroLLAIRE 2. — Si les L; sont quasi-complets, et st tous, sauf
un au plus, vérifient la propriété d’approximation stricte (resp.
d’approximation), ® L, est strictement dense (resp. dense)

i€X

dans Ly St tous les L; vérifient la propriété d’approximation
stricte (resp. d’approximation), il en est de méme de L.
Démontrons la premiére propriété par récurrence sur le
nombre n d’éléments de I. Elle est évidente s1 n = 1. Suppo-
sons la démontrée lorsque I a n—1 éléments, et démon-
trons la pour I=(1, 2, ... n). Nous supposons que L,,...,L,,
vérifient la propriété d’approximation stricte (resp. d’appro-

ximation).
i=n—1 . i=n—1
Alors ® L, est strictement dense (resp. dense) dans ¢

=1 i=1

Li’

i=n—1
d’aprés ’hypothése de récurrence; alors ®L,-=< ® L,~>®L,,
i€l i=1
i=n—1

est strictement dense (resp. dense) dans < € Li> ®cL,; comme

i=1
alors L, vérifie la propriété d’approximation stricte (resp.
d’approximation), ce dernier espace est strictement dense
i=n—
(resp. dense) dans ( € 1L,->sL,, d’apres la proposition 11. Enfin
i=
ce dernier espace est L; puisque les L; sont quasi-complets
(proposition 7). Finalement ®L; est strictement dense (resp.
dense) dans L. iex
Supposons maintenant que tous les L; vérifient la propriété
d’approximation stricte (resp. d’approximation). Soit M un
espace localement convexe séparé quelconque, non nécessaire-
ment quasi-complet.

D’aprés la premiére partie du corollaire, ® L;® M est stricte-

i€X
ment dense (resp. dense) dans &((L,)er, Iﬁ) = LM (corollaire 2
de la proposition 7), donc a fortior: L;®M est strictement
dense (resp. dense) dans LyM; alors L;®M, strictement
dense dans L; ®M, est lui aussi strictement dense (resp. dense)

dans LM donc a fortiori dans LiM. Cela prouve, d’aprés la
proposition 11, que L; vérifie la propriété d’approximation
stricte (resp. d’approximation).
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§ 2. Définition des distributions a valeurs vectorielles.

Nous avons vu dans un article antérieur (') que, si 6 est
un espace de fonctions différentiables sur R" a valeurs sca-
laires (réelles ou complexes) et E un espace vectoriel topolo-
gique localement convexe séparé quas1 complet, 1l y a plusieurs
définitions possibles, a priort aussi naturelles les unes que les
autres, pour I'espace des fonctions vectorielles définies sur R"
a valeurs dans E du type . Ainsi nous avons distingué les
espaces D" (E) et 9" (E), appelés alors 9" (E) et 9" (E)
respectivement; d’autre part nous avons défini %" (E) (appelé
alors %”'(E)) comme l’espace des fonctions m fois continuement
différentiables scalairement dans #™, et non comme I’espace
des fonctions scalairement m fois continuement différentiables
et scalairement dans #™, ces deux espaces étant différents
pour m fini. La définition que nous avons retenue est celle qui
pour ¥™(E) donnait le produit tensoriel topologique quasi-
complété #"®; E. Ce sont les mémes considérations qui nous
guideront pour les distributions a valeurs vectorielles.

DeEriniTioN. — Une distribution d’ordre < m (fini ou infini)
sur R" @ valeurs dans E, espace vectoriel topologique localement
conveze séparé, sera une application linéaire continue T de D™
dans E; Uespace de ces distributions, qui est donc 4(9™; E),
sera ausst noté D'™(E). Soit m < m’. Une application linéaire

. = ’ . . . . .
continue T de 9™ dans E définit a fortior: une application
o« 4 . . - . —> .
linéaire continue T' de 9™ dans E; par ailleurs T’ suffit a

caractériser T car elle définit T sur le sous-espace dense D™
de 9™ On peut donc considérer (abstraction faite de toute
topologie) 9'"(E) comme sous-espace de 9'™(E). En particu-
lier tous ces espaces sont contenus dans 9'(E) = 4(9; E),
espace des distributions a valeurs dans E.

(1) Voir Scawarrz [1]; en particulier page 106, lemme 2 page 146, et théoréme 1,
page 111. Nous changeons ici les notations adoptées dans cet article. On voit en

effet que 72 (E) est le plus usité, tandis que #6™(E) ne s’emploie que dans des cas
exceptionnels; autant vaut prendre la notation la plus simple pour le cas le plus fré-

quent; nous écrirons donc désormais J6™(E) et 7m(E) au lieu de 3'6"‘(13) et J6m(E)
respectivement.
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En général nous munirons 9"(E) de la topologie £.(9"; E)
oud;"(E) de la convergence uniforme sur les parties compactes
de D™; parfois de la topologie L,(9"; E) de la convergence
uniforme sur les parties bornées de ™. Pour m infini, ces deux
topologies n’en font qu’une et 9' (E) sera toujours considéré
comme muni de cette topologie.

Dans toute la suite, sauf mention expresse du contraire,

E sera un espace vectoriel topologique localement convezxe séparé
quasti-complet.

ProrosiTion 12. — E n’étant pas nécessairement quasi-
complet, les espaces D;"(E), 4 (El; D) et D"<E sont canoni-
quement isomorphes. Si E est quasi-complet, D,"E est quasi-
complet et identique & D"®.E; st E est complet, D"E est
complet et identique a D" @, E.

DfmonsTRATION. — D™ a la topologie (D™, D'™) ('), done
P = (D). (§ 1, page 17), alors les isomorphismes résultent
du corollaire 2 de la proposition 4 du § 1; comme D" est
complet (*), et a la propriété d’approximation stricte (corol-
laire 2 de la proposition 4 des préliminaires), I'identité
DmeE = D" Q. E (resp. D" ® . E) si E est quasi-complet (resp.
complet) résulte du corollaire 1 de la proposition 11 du § 1.

Si T est une distribution & valeurs dans E muni de sa topo-
logie affaiblie, comme 9™ a la topologie = (D™, D'") de Mackey,
Papplication ide D dans E, faiblement continue, est aussi

continue, et T est aussi une distribution a valeurs dans E
muni de sa topologie initiale.

D’ailleurs pour qu’une application linéaire de 9™ dans E
soit continue, il faut et il suffit, puisque 9™ est bornologique (*),
qu’elle transforme toute partie bornée de 9™ en une partie
bornée de E : I'espace des distributions d’ordre < m a valeurs
dans E, abstraction faite de sa topologie, ne dépend pas de la
topologie de E, mais seulement de ses parties bornées.

(1) Un espace tonnelé a la topologie T de Mackey (Boursaxki1 [2], proposition 5,
page 70); or 9% (K, compact de R") est un espace de Fréchet, donc tonnelé, et P™,
limite inductive des DF, est aussi tonnelé (Boursak1 [2], corollaire de la proposi-
tion 1, page 2 et corollaire 2 de la proposition 2, page 2).

(?) DieuponN£-Scawartz [1], proposition 12, page 82.

(3) BourBakr [4], théoréme 3, page 11; le fait que D™ soit bornologique résulte
de ce qu’il est un espace Y%, voir ibidem milieu de la page 11. On trouvera aussi le
résultat énoncé dans DiEuDONNE-ScawARTz [1], proposition 6, page 71.
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Maintenant, soit ‘T une application linéaire quelconque de E’
dans 9. Par transposition, elle définit une application linéaire
continue de 9™ dans E’*, dual algébrique de E’, lorsqu’on
munit 9" de sa topologie affaiblie, et E'* de la topologie
o(E™ E'); T est une distribution d’ordre <C m & valeurs dans
E"*. Pour qu’elle soit une distribution d’ordre < m a valeurs
dans E(et par conséquent pour que T soit continue de E!
dans 9™, il suffit que, pour toute ¢ e D™, 'ir(q;) soit dans E;
car alors T est une distribution a valeurs dans E muni de sa
topologie affaiblie, donc & valeurs dans E muni de sa topo-
logie initiale.

Notation. — Nous réserverons le nom de distributions
d’ordre <_m a valeurs dans E aux éléments de £(D"; E), et

nous noterons 9;"(E) 'espace £ (DP"; E). Pour Teiﬁ(“ m: E),
nous appellerons T Télément de d(E;; D) associé a T par
transposition; nous noterons 'F(cp) e EI'i image de 3 € D" par T,
et {'T, ¢7>e P'™ I'image ’T(f?) de ¢ e E' par T. Nous poserons

/R = ] AN
1, 2;1) (T, 9 @)= Te), 7)=CT, 7)),
I’égalité entre les deux derniers membres marquant précisément

la relation de transposition entre Tet'T ").

Quant a l'espace D."®.E, il est isomorphe & chacun des
deux précédents mais formellement non identique. Il n’y aura
cependant pas d’inconvénient dans la suite a l'identifier

complétement a £(9"; E). Pour T e '™ et ¢ <E, nous appel-
lerons donc T ® ¢ I’élément de 4(9"; E) défini par

(1, 2; 2) (Te?)(3) =T(s)e,

(1) Nous inversons les notations de ScawarTz [1]: nous appelions L7 I'appli-
cation ¢ - (;, ¢ D, et Ly I'application T > T(;), page 125 de l'article cité; ici au
contraire nous appelons T ou LT Tapplication 4:—»?‘(:[»), et ‘T ou 'L} Papplica-
tion :’-—»(’f‘,:’) Cette modification est motivée par la considération suivante:
si T est une fonction; e 89(E), il est normal que l'application T ou L7 aille dans le
méme sens que I'application ;; or ; applique R" dans E, et sil’on identifie chaque

. . . . > . .
point de R" & la mesure définie par la masse unité en ce point, ¢ devient une appli-
cation d’un sous-espace de &'° dans E; son extension en une application de 80 tout
entier dans E doit étre appelée L3
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et {T ®¢) I'élément de 4(E.; 9/") défini par
(L, 2; 3) (Toe, &)=C, &)T.

Naturellement dans bien des cas il y aura méme intérét a iden-
tifier complétement les 3 espaces isomorphes, et & ne plus

distinguer T de ‘T. Dans d’autres cas il y aura intérét a ne plus
faire aucune identification.

Autres types de distributions vectorielles.

DEFINITION. — J6 étant un espace de distributions ('), E un
espace localement convexe séparé (non nécessairement quasi-
complet), on appelle #(E) l'espace #6:E, identifié aussi a
4.(%.; E).

C’est un sous-espace de 9'(E), muni d’une topologie plus
fine que la topologie induite. C’est I’espace des distributions T

a valeurs dans E, telles que ‘T soit une application continue
de E{ dans 36; sa topologie est celle de la convergence uniforme

de T sur les parties équicontinues de E'. T—T est un iso-
morphisme, algébrique et topologique, de #6(E) sur £/(E;; 36)
¥ (E) est quasi-complet (resp. complet) si # et E sont quasi-
complets (resp. complets). Toutes les propriétés énoncées
pour #(E) se voient immédiatement, en appliquant les résul-
tats du § 1, notamment la proposition 1 (injection de #(E)
dans 9'(E)), le corollaire 2 de la proposition 4, la proposition 3.

Pour % = 9", on trouve #(E) = D,"(E), d’apreés la pro-
position 12.

Dans la suite, sauf mention expresse du contraire, 36 et E
seront supposés quasi-complets.

Prorosition 13. — Soit X un espace de distributions normal
(non nécessairement quast- complet ), et soit E un espace locale-
ment convexe séparé (non nécessairement quasi-complet). L’espace
f.(R; E) est un sous-espace vectoriel topologique de K.(E),
identique & cet espace tout entier sv K a la topologie v.

D’abord J. est un espace de distributions normal (propo-

(1) Rappelons qu’un espace de distribution sur R* est un sous-espace de I'es-
pace 9’ des distributions sur R*, muni d’une topologie localement convexe plus fine
que la topologie induite par 9'.
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sition 4 des préliminaires). Il suffit ensuite d’appliquer le
corollaire de la proposition 5 du § 1.

Remarque. — S1 E est quasi-complet (resp. complet), et si
J est strictement normal (resp. normal), il suffit, pour que
Te 9'(E) soit dans £(%; E), qu’elle soit continue sur 9 muni
de la topologie induite par K.

Les espaces usuels et la propriété (c).

Toute distribution T de #(E) est « scalairement dans #6 »,
autrement dit <T, Z) est dans # pour tout ¢ « E'. Mais la
réciproque n’est pas nécessairement vraie (voir exemple
page 56, avec # = #6™). Nous introduirons alors la propriété ()
relative & Uespace # (non nécessairement quasi-complet) :

Propriété () : Quel que soit Uespace localement convexe séparé

quasi-complet E, toute distribution T d valeurs dans E, scalai-
rement dans ¥, appartient & ¥(E); en d’autres termes toute

application linéaire ‘T de E. dans 3, continue lorsqu’on
munit 3 de la topologie induite par 9', est continue pour la
topologie tnitiale de ¥6.

Si un espace de distributions # a la propriété (), #6(E)
(abstraction faite de sa topologie), dépend de # et non de sa
topologie; en outre il ne dépend que de la topologie affaiblie
de E (voir page 50).

Il nous reste a voir si les espaces # rencontrés dans la pra-
tique vérifient la propriété () ; celle-ci est compliquée a vérifier,
puisqu’elle fait intervenir tous les espaces E; il serait utile de
la remplacer par une propriété intrinséque. Mais les critéres
obtenus sont alors compliqués et inapplicables. Nous allons
plutét partir de critéres suffisants simples, qui montreront
que certains espaces usuels vérifient (¢); et de la passer aux
autres par des méthodes particuliéres a chaque cas.

Prorosition 14. — St K est un espace de distributions normal
et métrisable, %, vérifie la propriété (c).
. = . . . . .
Soit en effet T une distribution a valeurs dans E, scalaire-
ment dans X'. Nous allons montrer que, si ¢ parcourt une

partie H-bornée de 9, T(q«) reste bornée dans E. Pour cela il
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suffit de montrer que T(?) reste faiblement bornée ('), donc
que, pour tout ¢ ek, <T(<p), ;’-> reste borné; d’aprés (I, 2, 1)
c’est évident, puisque, par hypotheése, <T , ;;> est dans W', et
que ¢ reste bornée dans JR. Mais alors, & étant métrisable,
9 muni de la topologie Dy induite par K est aussi métrisable,

et T, application linéaire de Dy dans E qui transforme toute
partie bornée de 9y en une partie bornée de E, est continue
de D5 dans E. Comme 9 est dense, donc strictement dense
dans I’espace métrisable K, et que E est supposé quasi-complet,

T se prolonge en une application linéaire continue de X dans E,
donc T e 4(%; E), et T e 4(E; %), d’ott le résultat.

ExempLEs. — Les espaces & = &, ¥, L? pour 1 L p < oo,
Drr pour 1 < p << oo, B, vérifient les propriétés voulues. Donc:
& ¢, LI pour 1 < g< o0, (Dr9), pour 1 < g o, vérifient la
propriété (e). N

Soit maintenant T une distribution scalairement dans 9'™.
Alors sia € 9, oT est scalairement dans '™ (le produit multipli-
catif d’une distribution vectorielle par une fonction apparte-
nant a & se définit sans difficulté par

(1, 2, 4) aT(¢) = T(eg),
et 'on a

1, 2, 5) aﬁ, ;'7>=<aﬁ‘, ;7> pour tout ¢ e E).

Cela prouve que ‘(«T) est continue de E, dans & Mais la
convergence dans D,;" est locale sur R” et si, pour tout a e 9,
aS converge vers 0 dans &, cela prouve que S converge

vers 0 dans 9. Donc ‘T e 4(E¢; De™), ce qui prouve que U'espace
D vérifie la propriété (e). ‘

Prorosition 15. — Soit # un espace de distributions normal
dans lequel les parties fermées bornées sont compactes, et tel que
son dual ¥, soit strictement normal. St en outre ¥ a un systéme
fondamental de voisinages de O qui sont 9'-fermés dans 36,
alors 3 a la propriété .

(') Toute partie faiblement bornée d'un espace localement convexe est bornée

pour la topologie initiale (théoréme de Mackey; BourBaki [2], corollaire du théo-
réme 3, page 70).
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DEMONSTRATION. — Soit T une distribution a valeurs dans E,
scalairement dans #6. Soit W un voisinage de O, convexe équi-
libré et 9'-fermé, de #; comme T est continue de E. dans #
muni de la topologie induite par 9’, 'image réciproque ‘T"(W)
est un ensemble fermé dans E;, donc faiblement fermé dans E’;
il est de plus convexe, équilibré et absorbant, donc c’est un
voisinage fort de O dans E’ ('); comme les W forment un
systéme fondamental de voisinages de O dans 6, cela prouve

que T est continue de Ej dans 7. Sa transposée T est alors
définie et continue de #, = #, dans E}, bidual de E, muni
de la topologie de la convergence uniforme sur les parties

fortement bornées de E'; a fortior: T est continue de 76, dans
E¢, muni de la topologie de la convergence uniforme sur les
parties équicontinues de E’, topologie induisant sur E sa topo-
logie initiale. Mais comme 9 est strictement dense dans 6.,
que E est quasi-complet, et que T applique 9 dans E, elle
applique aussi ¥, continuement dans E, donc Te%(E), et
¥ vérifie bien ().

Dans la pratique, on verra en général que # a un systéme
fondamental de voisinages de O 9'-fermés de la fagon suivante.
On constatera que toute partie équicontinue H' de ' est

contenue dans I’adhérence faible K’ d’une partie équicontinue
K’ de 3’ contenue dans 9 (des troncatures et régularisations
montreront cette propriété). Alors tout voisinage de O dans
#6 contient un polaire H'?, donc contient un K'® qui est fermé
dans # pour la topologle mdulte par 9’ pmsque K' c9.

Rappelons aussi que, si # a la propriété d’ approx1mat10n
par troncature et par régularisation, #6, est strictement nor-
mal (préliminaires, remarque 3° aprés la proposition 4).

ExempLes. — @', &, ¥ et surtout D, §, 9, que nous n’avions
pas encore obtenus, vérifient la propriété (e).

Les espaces que nous avons obtenus ici rejoignent ceux de
notre article antérieur (*) et avec les mémes notations. Mais

(1) Le polalre de t3! (W) est en effet faiblement borné puisque t3! (W) est absor-
bant, donc aussi horne pour la topologie initiale de E d’aprés le théoréme de Mackey
(BourBaki [2], corollaire du théoréme 3, page 70); alors son bipolaire est un voisi-
nage fort de O dans E’, mais il coincide avec son bipolaire puisqu'il est convexe
équilibré faiblement fermé.

(3) Scawarrtz [1].
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1c1 nous démontrons plus : nous savons maintenant que toute
distribution a valeurs dans E, scalairement dans &, est une
fonction indéfiniment différentiable & valeurs dans E.

Prenons maintenant plus généralement pour espace # un
espace #6° ayant les propriétés définies dans notre article anté-

rieur. S1 T est une distribution scalairement dans 7=, elle est

scalairement dans &, donc T est une fonction indéfiniment
différentiable a valeurs dans E; étant scalairement dans #=, il
résulte de la définition page 102 de notre article précité qu’elle
est dans #~(E) tel que nous I’avions défini 4 ce moment, c’est-a-
dire ‘T e 4(E.; %) (théoréme 3, page 127 de Iarticle cité),
donc #6> vérifie (¢).

En particulier nous voyons que les espaces Oy, $., vérifient
la propriété (e).

Par contre les espaces #™ étudiés dans notre article anté-
rieur ne vérifient jamazis la propriété (¢) pour m fini. Ainst D™,
&m ne vérifient pas (¢). Il peut en effet arriver qu’une fonc-
tion f définie sur R" & valeurs dans E soit scalairement m fois
continuement différentiable sans étre m fois continuement

différentiable. Alors 7, étant scalairement continue, définit
une distribution a valeurs dans E, comme nous le verrons plus
tard (corollaire 1 de la proposition 21); cette distribution est
scalairement dans &™, mais n’est pas dans §"(E) (Par contre,
rappelons qu’on a toujours %" (E) = #" &, E ~ £ (E;36™)) ().

On peut aller plus loin: une distribution Te P (E), sca-
lairement dans &°, n’est pas nécessairement définie par
une fonction scalairement continue a valeurs dans E.

Soit T une distribution a valeurs dans E, scalairement
fonction continue. Comme &° a un systéme fondamental
de voisinages 9'-fermés de O, a savoir les polaires
des parties &°-bornées de 9 (toute partie bornée de &° est
contenue, par régularisation, dans ’adhérence, pour la topo-
logie faible o(&'°, &), d’une partie &°-bornée de 9), T est
continue de E; dans &°, comme nous I’avons vu dans la démons-
tration de la proposition 15. Par transposition T définit une
application linéaire de &'° dans E’, continue pour les topo-

(1) Scawartz (1], théoréme 1, page 111, et théoréme 3, page 127.
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logies fortes, et aussi pour les topologies &° et E! de la conver-
gence uniforme sur les parties compactes de &° et E,. En parti-
culier la masse unité ¢,(y), y € R", a pour image un élément
f(y) de E”; et comme y — ¢,(y) est une fonction continue sur R”
a valeurs dans 8, y — f(y) est une fOIlCthIl continue sur R" a

valeurs dans E! La relation entre T et f est la suivante.
Comme ¢ peut s’écrire dans §;°:

(1, 2; 6) #(@) = [ 3.(y) 5(y) dy,
on a, dans E;:
(1, 2; 7) )= [ ) sly) dy;

> -

et /T e)={f, e') pour tout ¢ e E'. On peut donc dire que la
distribution T est la fonction 7 i valeurs dans EZ, T étant

néanmoins a valeurs dans E. Le prolongement de T a &0 se
définit d’ailleurs aussi par une intégrale a valeur dans E"

(1,2; 8) T(w) = [ F(y) duty),

pour toute p € &.°.

Ce résultat ne peut pas étre amélioré, et on peut voir par un
exemple que 7 n’est pas nécessairement a valeurs dans E.
Soit E = ®;, espace des fonctions indéfiniment différentiables
sur Z" (dual de R* = X") tendant vers 0 & l'infini ainsi que
chacune de leurs dérivées, muni de sa topologie usuelle. Soit T
la distribution sur X" a valeurs dans E définie par la trans-
formation de Fourier F: si ¢ € 9,, T(q,) est son image de Fou-
rier, qui est dans J, et a fortiori dans ®.. Un élément ¢ de E’
est une distribution S, appartenant a (EDL.),, d’aprés la rela-
tion de transposition (1, 2; 1) et la définition de I'image de
Fourier d’une distribution (F8(3) = S(J¢)), (T, ') n’est autre
que la distribution en z transformée de Fourier S de S,;
c’est une fonction continue de z ('), donc T est scalairement
fonction continue. T se prolonge alors en une application
linéaire continue de & dans E; I'image de i, mesure a sup-

(') Scawartz [5], chapitre vir, § 7, exemple 4, page 112.
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port compact, est encore (par continuité) son image de Fou-
rier, mais celle-ci est dans %, bidual de $, et non dans
#, lui-méme. En particulier I'image de ) ( ), yeR? est
exp (— 2imyz), qui est dans %, mais non dans $; la for-
mule (1, 2; 7) est celle qui deﬁmt la transformation de Fourier :

(1,2;9) Fo= [, exp(—2imy2)sly)dy Y.< B cH..

\

Au contraire pour m > 1, on peut arriver a une situation

meilleure. Soit T une distribution & valeurs dans E, scalaire-
ment dans &", m >1. Elle se prolongera en une application
linéaire continue de &™ dans E;. Mais ¢,(y), par régulari-
sation, est limite, dans &,", d’une suite d’éléments de 9, donc
f(y) est limite dans E} et a fortiori dans E; d’une suite d’él¢-
ments de E; alors, comme E est quasi-complet, f est & valeurs
dans E lui-méme; i1l y a donc identité entre les distributions
scalairement fonctions m fois continuement différentiables et
les fonctions scalairement m fois continuement différentiables.
Pour m = o, on retrouverait le fait que & vérifie (e), mais
c’est 4 peu prés la démonstration méme de la proposition 15.

L’analyse utilise d’autres espaces importants, notamment
4'([') et Oc. Montrons qu’ils vérifient (¢). Rappelons que si
R*= X", et si =" est le dual de X" et [' un convexe de
5" (') est 'ensemble des distributions sur X" dont le pro-
duit par toute fonction exp(—£z),£ e [, est dans J;;1l est mumi
de la topologie la moins fine rendant continues les applica-
tions T—exp(—52)T, (e, de 9'([') dans ¥'. Soit T une
distribution a Valeurs dans E, scalairement dans ¢’ (['). Pour

tout ¢ e B/, (T, ¢) est dans ¢ ([); done, pour tout Eel,
exp (—E2)(T, ¢'), c’est-a-dire {exp (— ;a:)T e’\ est dans 9';
comme J’ Verlﬁe (), cela signifie que, si e converge vers 0
dans E., ( (exp (——E:’b)'f, Z/ converge vers 0 dans ¥, donc
que <'T‘ , Z’> converge vers 0 dans ¥'(['); done T applique conti-
nuement E; dans $'(['), et 9'([") vérifie la propriété ().

En outre T e P'(E) est dans (4'(['))(E) si et seulement si,
pour tout £ e [, exp (— E:?:)T est dans 9'(E).

Soit maintenant T une distribution 4 valeurs dans E, scalaire-
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>

ment dans O¢. Elle est a fortior: scalairement dans 4', donc ‘T
applique continuement E; dans J'. Soit F la transformation
de Fourier. L’application #-‘T de E’ dans 4’ est continue, et
elle applique E’ dans Oy; comme Oy vérifie (¢), elle est continue
de E. dans Oy, donc ‘T est continue de E. dans Og, et
Vespace O¢ vérifie la propriété ().

On peut conclure comme suit ce que nous venons de voir
(en y ajoutant les résultats des préliminaires) :

ProrosiTion 16. — Les espaces D™, &™, BT, ¥, Oy, LI (pour
L < q< oo), (i), (pour 1 < g < o), D, &7, o, 5 (T, 6%, sont
des espaces de distributions strictement normauz, ayant les
propriétés d’approximation par troncature et par régulari-
sation, et la propriété d’approximation stricte; ils ont tous la
propriété (¢), sauf D, &™ et BT pour m fini.

Pour les différents espaces # donnés dans cet énoncé, on a
une interprétation simple de #(E). Donnons encore l'inter-
prétation de &' (E):

Prorosition 17. — L’espace B'(E) est Uespace des fonctions
indéfiniment dérivables a valeurs dans E, convergeant vers 0 a
Uinfini ainsi que chacune de leurs dérivées : sa topologue est celle
de la convergence uniforme sur R" de chaque dérivée. St X' et Y™

.. - e .
sont deux espaces euclidiens, #, , = B, ®.%,.

10 Soit en effet f-')e #'(E). Alors fe &(E), donc c’est une
fonction indéfiniment dérivable & valeurs dans E. Mais on sait

/

que T»?(T) est une application linéaire continue de (%°).
dans E. Lorsque £ eh" s’éloigne indéfiniment dans R”, la
distribution DP(¢(Zz — &)) reste dans une partie équicontinue
de 9P, et converge vers 0 simplement sur le sous-ensemble

!

dense 9D de #°, donc converge vers 0 dans (%°)('); alors
?(DP(S(&—E))) =(— 1)“"D”7(E) converge vers 0 pour [§|— oo,
donc f converge vers 0 a I'infini sur R" ainsi que chacune de
ses dérivées; ceci ne suppose pas E quasi-complet. Récipro-

. rg . N . , .
quement, soit f une fonction a valeurs dans E, indéfiniment
dérivable, convergeant vers 0 a I'infini ainsi que chacune de

., < - . . s g .
ses dérivées. Alors ¢’ —><7, e> est une application linéaire de E'

() Boursaxkr [2], proposition 5, page 23.
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dans #°; comme ’ensemble des valeurs de DP7(x), z € R, pour p
fixé, est une partie relativement compacte de E, on voit que,

si ¢ converge vers 0 dans E; donc uniformément sur toute
partie compacte de E supposé quasi-complet, /\7', e’> converge
vers 0 dans #°. Donc ‘f est continue de E; dans #° et fe &'(E).

Enfin la topologie de %' (E)x 4. (E;; %°) est celle de la
convergence uniforme sur R” de chaque dérivée DP<7, e’>, uni-
formément sur toute partie équicontinue de E’; c’est-a-dire

celle de la convergence uniforme sur R" de chaque dérivée D”f.

20 Si alors X' et Y™ sont deux espaces euclidiens,
B, ® B, = ReB, (corollaire 1 de la proposition 11)
= %,(%,) =~ %,(%;). Montrons que cet espace n’est autre que
#. ,- Tout d’abord, c’est un sous-espace de &,8.6,, muni d’'une
topologie plus fine que la topologie induite (proposition 1);
et on sait que §,®.6, peut étre identifié a &, ,('). Soit alors
fe®.8.%,. En la considérant comme élément de $B;(%;),
elle défimit, d’aprés ce que nous avons vu, une fonction indé-

. > b .
finiment dérivable f sur X!, a valeurs dans %,, convergeant
vers 0 & I'infim sur X/ ainsi que chacune de ses dérivées

(f@)=f(=, y)). Soit U, le voisinage de 0 de ®; formé des

fonctions dont la dérivée D? est majorée en module par ¢; alors
> .
Drf(xz) € U, pour |z| > A, convenable, autrement dit

|DiDif(z, y)|<<e  pour  [z[>A

p)
f converge vers 0, ainsi que chacune de ses dérivées, lorsque

|z|— oo. Mais f définit aussi une fonction ‘? indéfiniment
dérivable sur Y™ a valeurs dans $;, convergeant vers 0 a
I'infini sur Y™ ainsi que chacune de ses dérivées (‘7'(_1/) = f(, y)>,
et le méme raisonnement que ci-dessus montre alors que f
converge vers 0, ainsi que chacune de ses dérivées, pour
ly|— oo ; finalement f converge vers 0 ainsi que chacune de
ses dérivées quand |z| ou [y| tend vers l'infini, fe &; ,.

Réciproquement, soit fe &, ,. La fonction f définie sur X'
a valeurs dans §, par la formule ci-dessus est indéfiniment

dérivable. Mais chacune de ses dérivées Drf est une fonction

(') ScawarTz [1], proposition 12, page 113.
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continue sur X' & valeurs dans $,, donc, d’aprés un lemme (')

sur la dérivation des fonctions a valeurs vectorielles, f? est
indéfiniment dérivable sur X' 4 valeurs dans ®;; de plus, elle
converge évidemment vers 0 & 'infini sur X/, ainsi que chacune
de ses dérivées, puisque f converge vers 0, ainsi que chacune
de ses dérivées, pour |z|— oo ; donc on a bien f e $.(%,), ou
fe®. 8. %,

La topologie de I'espace %, (%$;) est celle de la convergence
uniforme sur X‘de chaque dérivée DPF , ¢’est-a-dire celle de la
convergence uniforme sur X'>< Y™ de chaque dérivée DiDYf,
c’est-a-dire la topologie de %

z, y9

c.q.f.d.

Les espaces #(E) pour certains espaces 6.

10 §'™(E) sera le sous-espace de 9'™(E) constitué par les
distributions & valeurs dans E d support compact (le support
d’une distribution a valeurs vectorielles se définit comme pour

une distribution a valeurs scalaires: une distribution est
nulle dans un ouvert ) de R" s1 T(cp) = 0 toutes les fois que
¢ a son support dans (); la partition de I'unité montre que
toute réunion d’ouverts o T est nulle est un ouvert ou
T est nulle; le support de T est le complémentaire du plus
grand ouvert de R" ou T soit nulle. Pour que T soit nulle
dans (, il faut et il suffit que <T, ;’—> soit nulle dans  pour
tout ¢ e E'; le support de T est donc ’adhérence de la réu-
nion des supports des distributions scalaires <T, e ) lorsque
¢ parcourt E’). On sait que, pour m = oo, &' est la limite induc-
tive des 8x, K compacts de R" (car la limite inductive des
tx est une topologie plus fine que &'; mais elles ont les mémes
parties bornées, les parties bornées des &x (*), et comme &
est bornologique (§ 1, page 44), il a la topologie localement
convexe la plus fine compatible avec ses parties bornées, donc
les deux topologies sont bien identiques).

(') Scawarrz [1], lemme 1, page 145.

(*) Toute partie bornée de &' est bornée dans un & (Scuwartz [4], remarques
suivant le théoréeme XXV du chapitre m1); une partie bornée de la limite inductive
des 8 est aussi une partie bornée d’un 8, (Boursaxi [2], proposition 6, page 8).
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On pourra donc définir aussi sur &(E) la topologie limite
inductive des &x(E). Nous ne définirons pas de topologie
sur &'™(E) pour m fini. Il est clair que §™(E)c §™(E); mais
ces espaces sont en général distincts. D’aprés la proposi-
tion 16, §™(E) est l'espace des distributions d’ordre << m

scalairement a support compact, ce qui signiﬁe seulement

que \'_f e/ est a support compact pour tout ¢ eE'. Par
exemple si E = &, la distribution « identique », apphcatlon
identique de &™ dans &™, appartient a §;"(6™) = ,,c(Sm &m), mais
son support est ’espace entier, donc elle n’appartient pas a
& (6m).

L’espace &'(E) est lui aussi localement convexe séparé
quasi-complet, et complet s1 E est complet, car il est limite
inductive stricte d’une suite d’espaces quasi-complets ou

complets (). La topologie de &(E) est plus fine que la topo-
logie induite par &'(E), puisque sur & (E) elles coincident; en
général elle sera strictement plus fine.

Si1 E est un espace de Banach, ou plus généralement un

espace (DF), les espaces &' (E) et & (E) sont algébriquement

identiques. En effet, si Tes (E), T est une application
linéaire continue de & dans E (proposition 13), et en vertu des
hypothéses faites sur E, on sait qu’il existe un ouvert U de &

dont I'image T(U) est bornée (*); mais il existe un compact
K de R" tel que toute fonction kg, o1 k est un scalaire et ol ¢ a

(1) Une limite inductive stricte d’espaces complets est compléte d’aprés Korre [1].
Une limite inductive stricte L. d’espaces quasi-complets L est quasi-compléte; si en
effet F est un filtre de Cauchy borné sur L, c’est un filtre de Cauchy borné sur un L,
(BourBaxki [2], proposition 6, page 8 et [1], proposition 3, page 64) donc convergent.
Comme, pour K c K/, la topologie de & est induite par la topologie de &', 1a topo-
logie & (E) est aussi induite par &’ (E) (chapitre 1, § 1, proposition 1); d’ailleurs tous
les 8¢ (E) ont pour topologie la topologie induite par 9'(E); donc la limite induc-
tive des 8 (E) est bien stricte.

(2) Si L est un espace de Fréchet, M un espace du type (DF), toute application liné-
aire continue de L dans M est bornée, et tout ensemble borné H de &, (L; M) est équi-
borné. En effet on peut identifier H & un ensemble de formes bilinéaires séparément
continues sur L X M’, borné pour la topologie de la convergence simple sur L X M'.
Mais L et M’ sont des espaces de Fréchet (GrRoTHENDIECK [2], page 64 en haut),
alors H est séparément équicontinu sur L. X M’ (Boursaxi [2], théoréme 2, page 27),
donc équicontinu (Boursak1 [2], proposition 10, page 43). Cela signifie bien qu’il
existe un voisinage U de O dans L tel que U u(U) soit borné dans M, donc que H

est équiborné. uen
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son support dans [:'K, soit dans U; alors T‘(:;) =0 si ¢ a son
support dans [:K, autrement dit T a son support dans K, et
Teé& (E). Dans les mémes conditions & (E) et & (E) sont
topologiquement identiques, d’aprés un résultat de Gro-
thendieck ('). Ceci s’applique en particulier & E=¢, ¢,
Dro(1 < g < ).

Par ailleurs, si dans E il existe un voisinage de O ne conte-
nant aucune droite issue de l'origine, &'(E) et io_’(E) sont
encore algébriquement identiques. Soit en effet Tee’(E)

L’application ‘T étant continue de E; dans &, <T, e') reste
borné dans &' et par suite garde son support dans un compact

fixe K(H') de R"lorsque ¢ parcourt une partie équicontinue H’
de E’; or I’hypothése faite sur E revient & dire, par dualité,
qu’ll existe une partie équicontinue H; de E’ qui engendre

un sous-espace falblement dense, alors \T e / a son support
dans K(H;) pour tout e el et par suite T a son support

dans K(H,;), Tet (E). La propriété énoncée pour E revient a

dire qu’il existe une norme continue sur E. L’espace 9" (qui

n’est pas du type (DF)) a cette propriété, car ¢ — sup|¢(z)| est
zER™

une norme continue. Au contraire, nous avons vu plus haut
que & (8) est distinct de &' (8).
20 Nous avons déja étudié I'espace D(E), limite inductive

() GrormEnDIECK [4], corollaire de la proposition 6, page 47, appliqué & E; = 8x;,
ou K;estle compact |z| {i dans R*, et F = E du type (DF); ce corollaire montre
que & ®<E est la limite inductive des 8§i®wE; mais comme &’ et ses sous-espaces 8k
sont nucléaires (donc vérifient la propriété d’approximation, Scawarrz [2], exposé 17,
proposition 4), 8 ®.E = & ®.E = 8'(E) et 8k ®-E = 8k, ®.E = 8k;(E), d'oula
conclusion lorsque E est complet. Pour E non complet, le résultat est encore valable.
En effet, nous allons montrer que le dual de &' (E) et de la limite inductive G des
&k (E) sont les mémes, avec les mémes parties équicontinues, ce qui montrera
I'identité des topologies de &' (E) et de G. Soit donc u une forme linéaire continue
sur G, c’est-a-dire une forme linéaire sur 8'(E) dont la restriction a chaque 8x(E)
soit continue. Comme 8% (E) est dense dans & ( ) (pulsque méme & QE est dense

dans 8% ( )) u se prolonge en une forme linéaire continue ux sur SK( ) siK ¢ K/, ux
estla restnctlon de uxk', donc I'ensemble des ux définit un prolongement de u en une
forme linéaire u sur 8’ ( ), dontla restriction & chaque 8{(( )est continue. Comme §/(E ( )

est la limite inductive des SQ(E), u est continue sur 8'(E), et par suite u est continue
sur §'(E). Méme raisonnement pour les ensembles équicontinus de formes linéaires.
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des DZ(E) (*). Toutes les fois que &'(E) et &(E) coincident
algébriquement, il en est évidemment de méme de D™(E) et
P™(E).

3° Nous avons étudié antérieurement 1’espace $"(E) (%).

Propriétés d’hypocontinuité.

Prorosition 18. — Soit # un espace de distributions normal.
La forme trilinéaire

(T, ?s el) —’«T’ ¢ ;;>> = < (9),€)= <Ta ;;> (%)

sur #6(E) X 36, X E. est hypocontinue par rapport aux parties
compactes de F6(E), et aux parties équicontinues de ' et E'.
L'application bilinéaire (T, 3)—~T(¢) de #(E) X %, dans E
est hypocontinue par rapport aux parties compactes de ¥6(E)
et auz parties équicontinues de ', et l'vmage par cette applica-
tion du produit d’une partie relativement compacte de 36(E) par
une partie équicontinue de ¥’ est relativement compacte dans E.
L’application bilinéaire (T, e )—>/ T, ¢) de #%(E) x E. dans %
est hypocontinue par rapport aux parties compactes de ¥(E) et
aux parties équicontinues de E'; et U'tmage par cette application
du produit d’une partie relativement compacte de 36(E) et d’'une
partie équicontinue de E' est relativement compacte dans 6.

I1 suffit d’appliquer le corollaire 1 de la proposition 4 du §1.

Remarques. — 1° Cet énoncé suppose ¥ et E quasi-complets. Toute-
> < > -

fois, méme s’ils ne le sont pas, (T, e’)-»(T, e’> reste hypocontinue de
(%(E) = 4.(E{; %)) x E{ dans 6 par rapport aux parties équicontinues de
<(E!; %) et de E.; elle est donc continue sur le produit de #(E) par une
partie équicontinue de E’; donc a fortiori sur le produit d’une partie relative-
ment compacte de #6(E) et d’une partie équicontinue de E’; cela suffit pour
que I'image de ce produit, relativement compact dans #(E) X EZ, soit relati-
vement compacte dans 6.

Dans les mémes conditions, I'image par (T, q;) —»T(q;) du produit d’une
partie relativement compacte de #6(E) et d’une partie équicontinue de 3’ est
relativement compacte dans E.

20 Si X est un espace de distributions normal, ayant la topologie ¥, en

(') Scuwartz [1], pages 94-96. g)"‘(E) s’appelait alors, rappelons-le, 9"(E),
tandis que c’est D"(E) qui s’appelait D" (E).
() Scawartz [1], page 97. B™(E) s’appelait alors B™(E).
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posant 3 =X;, on a ¥, = K. Si E est quasi-complet, et si X! est quasi-
complet (sans qu’il soit nécessaire de supposer X lui-méme quasi-complet),
on a un énoncé analogue a celut de la proposition 18, en remplagant %6 par X.,
¥6. par R, et les parties équicontinues de ¥6' par les parties convezes équilibrées
compactes de K.

3° On a une proposition analogue a 18, en remplacant %6, et E. par 6,
et E}, et les parties relativement compactes par les parties bornées, méme si

¥ et E ne sont pas quasi-complets (en vertu du corollaire de la propo-
sition 2°%#),

~

§ 3. Exemples de distributions a valeurs vectorielles
et propriétés algébriques et topologiques.

Nous avons déja rencontré des exemples importants: si

T e %, ;eE, T®e est une distribution a valeur dans E
appartenant a % (E).

Distributions définies par des fonctions.

DErintTiON. — On dit qu’une fonction f, définte presque
partout sur R* a valeurs dans E, définit une distribution a valeurs
dans E, si | est scalairement localement sommable, cest-d-dire
st /\7 ) Z’> est localement sommable pour tout ¢ eE etsi Papplica-
tion linéaire ¢ —><—)f, P ) est continue de E; dans 9'. La distri-
bution T définie par f est Uunique distribution T telle que
<T‘, ;’> = /\?, Z'/ pour tout ¢ eE'; on udentifie ?d T et lon écrit
T=F

Remarques. — 1° Si f définit une distribution, celle-ci est sca-
lairement une mesure, donc 7 définit une mesure ou distribu-
tion d’ordre 0 & valeurs dans E : fe D'o(E).

Soit f une fonction scalairement localement sommable. On

peut toujours définir un élément 7'(9) du dual algébrique
E'* de E' par I’égalité

13:1) G, )=F 0w = [ (@), ?)s(z) da

-
pour tout ¢’ € E'.
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f définit alors une application linéaire de 9 dans E'*; si
- <
¢ converge vers 0 dans 9, \/?, e’>(cp) converge vers 0 pour ¢' fixé,

donc ?(q;) converge vers 0 dans E'* pour la topologie s(E' ¥, E').
Autrement dit f) définit toujours une distribution & valeurs
dans E'* muni de la topologie o(E'*, E').

20 Pour que 2 fonctions f, g, définissent la méme distribution,
il faut et il suffit qu’elles soient scalairement presque partout
égales; cela revient a dire qu’elles sont presque partout égales,
s’ll existe dans E’ un ensemble dénombrable faiblement
dense (').

. re , .
Prorosition 19. — Pour qu’une fonction f, définie presque
partout sur R", a valeurs dans Uespace localement convexe séparé
(non nécessairement quasi-complet) E, et scalairement localement

Y

sommable, définisse une distribution sur R" a valeurs dans E, il

faut et il suffit que, pour toute ¢ e D, P'élément f (¢) de E'*
défini par (1, 3; 1) soit dans E.

Si en effet cette condition est réalisée, f? définit une distri-
bution 4 valeurs dans E muni de sa topologie affaiblie, donc
dans E muni de sa topologie initiale (voir page 50).

Prorosition 20 (Gelfand-Dunford). — St E est le dual
faible G d’un espace de Fréchet G (ou plus généralement d’un
espace localement convere G auquel soit applicable le théoréme
du graphe semi-fermé pour les applications linéaires dans les
espaces de Banach) (*), toute fonction a valeurs dans E, sca-

lairement localement sommable, définit une distribution a valeurs
dans E.

(1) Soit en effet H cet ensemble. Pour tout de H, il existe un ensemble N§, de
> > <

mesure nulle de R", en dehors duquel (f(z) —g(z), ¢') = 0. Si alors N est la
<

réunion des N7, pour ¢ € H, N est encore de mesure nulle; alors, pour x & N,

7(::) —E(:c) est une forme linéaire faiblement continue sur E’, nulle sur H, donc
> >

nulle sur E{ et f(x) = g(z) pour z& N.

(3) On dit qu’on peut appliquer & un espace localement convexe G le théoréme du
graphe semi-fermé pour les applications linéaires dans les espaces de Banach, si
toute application linéaire de G dans un espace de Banach, dont le graphe est semi-
fermé (fermé pour les suites convergentes), est continue. Il en est ainsi si G est un
espace de Fréchet (Boursaxki [1], corollaire 5 du théoréme 1, page 37), et plus géné-
ralement s’il est ultrabornologique (limite inductive d’espaces de Banach), puisqu'’il
en est ainsi si G est un espace de Banach, et que, s’il en est ainsi pour des sous-espaces
G; d'un espace G muni de la topologie limite inductive des G, il en est ainsi pour G.
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DiMoNsTRATION. — Soit ¢ € D; nous devons montrer que
f(3) est dans E. Soit K le support de ¢. Le dual de E est
E' = G, et par hypothése < f, g > est localement sommable
pour tout geG.

Alors E——><7', g>R (restriction de <f, g a K) est une applica-
tion linéaire de G dans I'espace de Banach L'(K) des classes
de fonctions sommables sur K pour la mesure dz. Le graphe
de cette application est semi-fermé (fermé pour les suites
convergentes); car si gﬁ est une suite d’éléments de G conver-
geant vers 0 pour v— oo, et s1¢ f, ,/h converge vers un ele-
ment h de L’(K), on peut extraire une suite partielle des gv

pour laquelle \f, gy/K converge presque partout vers h; comme
les fonctions \f, gv> convergent vers 0 en tout point z de R*
puisque f(z) e G/, on a nécessairement h = 0 et le graphe est
bien semi-fermé. Si alors G est un espace auquel on puisse
appliquer le théoréme du graphe semi-fermé pour les applica-
tions linéaires dans les espaces de Banach, l'application
E»/\f E}K est continue. Alors la forme linéaire

— /—> 6\\

g [ @), 24 (a) da

e

est continue sur G, donc f(3) e G’ =
c.q.f.d.
ProrosiTioN 21. — Si g est une fonction définie presque
partout sur R* a valeurs dans E, scalairement mesurable et telle

que, pour tout compact K de R", 'enveloppe de g(K) soit faible-
ment compacte, et si h est une fonction numérique définte presque

partout sur R™ et localement sommable, alors f = gh définit une
distribution a valeurs dans E.

DeémonsTrATION. — Tout d’abord f est scalairement loca-
lement sommable. Soit ensuite ¢ € D, de support K, et soit

M= f)h z)||¢(z)|dz. Alors I'intégrale ﬁng(x)h(x);(x) dz est
un élément de E'* qui est contenu dans M fois I'enveloppe
(dans E™* muni de la topologie o(E*, E’)) de g(K). Comme
I’enveloppe de }(K) dans E est faiblement compacte, donc est
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une partie de E’* disquée contenant E(K), elle est aussi son
enveloppe dans E'*, donc 'intégrale est dans E, c.q.f.d.

>
Cororraire 1. — Une fonction f définte sur R" a valeurs
dans E, scalairement continue, définit une distribution a valeurs

dans E.
En effet, en faisant g=/f , h =1, on voit que g(K) est
faiblement compact dans E puisque f est faiblement continue,

alors son enveloppe dans E est faiblement compacte puisque E
est quasi-complet (*).

CororLAIRE 2. — Si E est semi-réflexif, si g est une fonction
définte presque partout sur R* a valeurs dans E, scalairement
mesurable et localement bornée, et si h est une fonction numé-
rique définie presque partout sur R" et localement sommable,
7 = gh définit une distribution a valeurs dans E.

En effet munissons E de sa topologie affaiblie o(E, E’).
Comme toute partie bornée de E est relativement compacte
pouro(E, E’) du fait que E est semi-réflexif (*), la proposition 21
donne la conclusion.

Dérivation des distributions.

.« ., > . . . =g
La dérivée DPT d’une distribution T a valeurs dans E (non
nécessairement quasi-complet) est définie par:

(1, 35 2) (DT) () = (— 1) T(Drg),

pour toute ¢ € D; ou

(I, 3; 3) (D'T, ¢)=D¥T, ¢,
pour toute ¢ eE.

Autrement dit la dérivation n’est autre que l'opération
Drel de 9'¢E dans 9'¢E, associée, en vertu de la propo-
sition 1 du § 1, &4 D?, opération linéaire continue de 9’ dans 9,
et I, opération linéaire continue identique de E dans E. Les for-
mules précédentes sont celles de la remarque 1° page 35 du § 1,

. , I = vy -
appliquées a X =T e {(D; E).
(1) L’enveloppe d’une partie faiblement compacte est faiblement compacte, dans

un espace quasi-complet. Voir GRoTHENDIECK [6], remarque page 185.
(2) Théoréme de Mackey, BourBakr [2], théoréme 1, page 88.
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Dr est une opération linéaire continue de 9'(E) dans lui-
méme. C' est la seule opération linéaire continue qui vérifie

(1, 3; 4) D(S®e)=DrS®e,

pour toute Se 9’ et tout ¢e E, puisque 9’ ® E est dense dans
9D'(E) (9" ayantla propriété d’approximation, voir préliminaires
corollaire de la proposition 3, et § 1 proposition 11).

Multiplication.

Soilent # et £ des espaces de distributions (non nécessaire-
ment quasi-complets) sur R”, % normal. On dit que Se %’
est un multiplicateur de # dans ¥, s’il existe une opération
linéaire continue [S] de # dans &, qui, sur D c #, coincide
avec la multiplication par S. On notera encore T — ST I'opé-
ration [S]. N

Alors on peut aussi définir ST e 4(E) pour T e #(E) (E non
nécessairement quasi-complet) par

(I, 3; 5) <S'i)‘, e)= S<T, ¢), pour tout ¢ eFE'
On aura aussi, s1 € est normal, donc aussi 4 :
(I, 3;6) (ST)(3) =T(Sg) pour toute e,

S étant défini par transposition comme un multiplicateur de 4,
dans J6,. . N

L’opération linéaire continue T — ST de #(E) = #:E dans
£(E) =4eE n’est autre que [S] ® I, associée a [S] e {(%6; )
et Ie{(E; E) d’aprés la proposition 1 du § 1, et les formules
ci-dessus sont celles de la remarque 1° page 35 du § 1. Si1 76
vérifie la propriété d’approximation, c’est la seule opération
linéaire continue qui vérifie

(I,3;7) S(T@Ta) = ST®e, pour toute T e 6 et tout ¢ « E.

Soient 76, et 76, deux espaces de distributions normaux, S un
multiplicateur de #6, dans 9’ et de #, dans 9, tel que les
multiplications par S coincident sur #6, n 36,; ceci se produira
stirement s1 9D est dense dans #, n #6, muni de la borne supérieure
des topologies induites par #, et #6,, puisque ces multiplications
coincident sur 9D (cette propriété de densité sera slirement
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elle-méme vérifiée si #6, et #, ont tous les deux la propriété
d’approximation par troncature et par régularisation). Alors
S est un multiplicateur de #, (E) dans 9'(E) et de #6, (E) dans
D'(E), et sur #, (E) n %, (E) les deux multiplications par S
coincident en vertu de (1, 3; 5).

Soient maintenant 36, X, ¢, trois espaces de distributions
(non nécessairement quasi-complets) sur R”, # et X normaux.
On appelle multiplication de # XX dans £ une application
bilinéaire séparément continue, dont la restriction & DX 9D soit
la multiplication usuelle. Si une telle multiplication existe,
elle est unique.

ProposiTion 21 bis. — Sotent 36, X, ¥ des espaces de dis-
tribution sur R", # et X normauz, E un espace localement
convexe; ces espaces ne sont pas nécessairement quast-complets.
S’tl existe une multiplication de 36 X K dans 4, alors elle permet
de définir -une application bilinéaire de ¥6(E)X K dans {(E),
vérifiant (I. 3; 5) pour SeX, T e H(E), ¢ e E/; cette applica-
tion n’est pas nécessairement séparément continue. St la multi-
plication de 3 X dans £ est hypocontinue par rapport aux
parties compactes (resp. bornées) de ¥ et a un ensemble S de
parties bornées de X, Uapplication bilinéaire de 36(E)X R dans
4(E) est hypocontinue par rapport aux parties compactes (resp.
bornées de ¥(E)) et a Uensemble © de parties de K.

On remarque en effet que S € K est un multiplicateur de 7
dans ¢, au sens défini plus haut;il peut donc définir une multipli-
cation continue de #(E) dans (E), vérifiant (I,3;5); on a donc
bien défini une application bilinéaire de #(E) X X dans £(E).

De plus sila multiplication de # X X dans £ est hypocontinue
par rapport a un ensemble & de parties de X, alors, pour
Ae@, les Se A forment un ensemble équicontinu de multi-
plicateur de # dans Y, donc de #(E) dans {(E), d’apres la

proposition 1 du chapitre 1; ce qui prouve que, si T converge
vers 0 dans #6(E), et que S parcourt une partie de J apparte-

nant a &, ST tend vers 0 dans 4(E). Mais cela n’entraine pas
que 'application bilinéaire ainsi définie de #6(E) X K dans £(E)
soit séparément continue: si T est fixé dans #(E), et que S

o
converge vers 0 dans J, il n’est pas certain que ST converge
vers 0.
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Mais supposons la multiplication de # X K dans £ hypo-
3 . . =
continue par rapport aux parties compactes de #. Alors, s1 T
parcourt une partie compacte de #(E), et ¢ une partie équiconti-
nue de E’, {T, Z> parcourt une partie relativement compacte
de 36 (proposition 18 et remarque qui la suit); s1alors S converge
vers 0 dans X, S<T, ;7/ converge uniformément vers 0 dans &,
donc ST converge uniformément vers 0 dans %(E). La conti-
nuité séparée de 'application bilinéaire de #(E) X J& dans 4(E)
permettra alors de P'appeler, elle aussi, une multiplication.
Supposons enfin la multiplication de # X X dans £ hypocontinue
par rapport aux parties bornées de #. Si alors T parcourt une
partie bornée de #6(E) ~ 4, (E;; #), et ¢ une partie équiconti-
nue de E’, (’f‘, ') parcourra une partie bornée de 6; si S
converge vers 0 dans X, S<T‘ , 27/ convergera uniformément
vers 0 dans £, donc ST dans {(E), c.q.f.d.

Notation fonctionnelle des distributions.

Il est commode d’avoir le plus souvent possible pour les
distributions une écriture analogue a celle des fonctions. Nous
adopterons les conventions suivantes :

10 Une distribution T sur I’espace R” de la vanable z pourra
s’écrire T(Z) (comme une fonction pouvait s’écrire f(z) ()) et
non plus seulement T,.

20 Dans une formule intégrale, ou la variable z est muette,
la méme distribution pourra s’écrire T(z), comme on écrit f(z)
avec une variable muette  dans une intégrale.

Ainsi l'intégrale de T, égale a T(1), s’écrira, si TeDy :

(I, 3; 8) T(1) = [, T(2) da.

Ce que nous écrivions T(¢) ou T.¢ ou T,.¢(x) pour gD et
T e 9', s’écrira alors

(I, 3; 9) T(¢) = Ju T(2) ¢ (2) d;

c’est en effet I'intégrale, au sens de (1, 3; 8), de la distri-
bution-produit multiplicatif T(Z)y(z). S1 R’ est le dual d’un

() Cette notation a déja été employée dans Scawarrz [1], page 139.
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espace de distributions normal X, il arrivera fréquemment
que (1, 3;9) soit encore exacte pour geX et TeX' (nous
verrons plus loin quelles conditions doivent étre exigées pour
cela; voir proposition 37).

Les mémes notations seront utilisées pour des distributions a

. /A > » . .
valeurs vectorielles : T(Z) et T(z). Nous définirons I'intégrale
> . >

de T par (I, 3; 8), au moins lorsque T e &' (E), alors (1, 3; 9)
est valable, au moins pour ¢ € D et T € 9'(E).

La seule chose qui distinguera la distribution d’une fonction

partout définie est la possibilité pour cette derniére d’écrire
f (a), pour a donné dans R

Convolution. — Soient #6 et { des espaces de distributions
sur R*, #6 normal. On dit que S est un opérateur de convolution
de % dans ¢, s’il existe une opération linéaire continue {S{,
notée T — S+T, de # dans ¢, qui, pour T =g e9, donne
S+T = Sx¢, produit de convolution. Alors on peut aussi

définir S « T « 4(E), pour T e #(E), par
(I, 3; 10) (ST, ¢)=5+(T, &) pour tout & eE'.

On a aussi, si £ donc £, est normal:
(I, 3;11) (S xT) (q«) = 'T(Sv'*q:), pour toute ¢ € £,

S étant par transposition un opérateur de convolution de
4. dans #6.. L’opérateur T~S+T de % (E) = #:E dans
Y(E) = 4%E n’est autre que {S{®I, associé en vertu de la
proposition 1 du § 1 a {S{ e £(36; £) et I e £(E; E).

La convolution avec ¢ est 'opérateur identique; la dériva-
tion D? est une convolution avec DPS. La convolution avec
ae® donne une régularisation d’une distribution a valeurs
vectorielles par une fonction numérique indéfiniment diffé-
rentiable. On voit immédiatement que, si a;e€ 9 converge

vers & dans &2, alors les régularisées a;*T convergent vers T
dans 9'(E); toute distribution est limite de ses régularisées.

Ajoutons enfin que la régularisée TeadeTe 9D'(E) para e D se
calcule ponctuellement par

(I, 3; 12) (Tea)@) = Te(a(z—E) = fua(@—ET(E) &&.
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(Cette formule s’obtient en faisant le produit scalaire avec
e e E").

On peut naturellement faire des remarques analogues a
celles que nous avons faites & propos de la multiplication, et
donner une proposition analogue & 21 bis.

ReEMARQUE. — Si 36 posséde la propriété d’approximation par
troncature et régularisation, alors ¥ (E) la posséde aussi. Soit en
effet («,) une suite de fonctions de 9, convergeant vers 1 dans &
pour v— oo, en restant bornée dans $. Alors les opérateurs [a,]:
$—a,}, convergent vers I dans £,(#; #6), donc les opérateurs
[a,]®I:  —a,Z convergent vers I® I =1 dans $(36(E); #(E))
(corollaire 3 de la proposition 2 du chapitre 1). On raisonne de
méme pour les régularisations {p,}: 3—>¢=*p,. Dans ce cas,
¥(E) n 9(E) sera strictement dense dans #(E); si on sait que %6
est normal, on saura aussi que D(E) est sous-espace strictement
dense de #(E), avec une topologie plus fine que la topologie
induite.

Transformation de Fourier.

L’image de Fourier 5T d’une distribution T « 9'(E) (E non
nécessairement quasi-complet) se définit par:

(I, 3; 13) (57‘)(?)=_'T(Cicp), pour toute ¢ed;
ou

(1, 3; 14) {(aT, ¢)=%KT, ¢) pour tout e ek
L’opération linéaire continue T — 9T de ¥'(E) = 9'¢E dans
$'(E) = 4'¢E, quoique notée F, est en réalité 'opération 7 ® I,
associée en vertu de la proposition 1 du § 1 a Fe4(J', ¥)
et Ie4(E; E). § applique continuement Oy(E) sur O¢(E) et
inversement. On a la formule de réciprocité de Fourier:
53T = 93T pour toute _'Teﬁf’(E). Enfin la multiplication,
opération bilinéaire de Oy(E) X 4’ (resp. Oy X 9'(E)) dans
¥'(E), hypocontinue par rapport aux parties bornées, est
transformée par F en la convolution, opération bilinéaire de
Oc(E) X ¢ (resp. Oc X ¥'(E)) dans 4'(E), hypocontinue par

rapport aux parties bornées.
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Transformation de Laplace ().

Soit ' un ensemble convexe du dual =" de R", et soit T
une distribution de (4'(['))(E). Pour tout Ze[ fixé, on
peut calculer I'image de Fourier, par rapport a =z, de
exp (—£2) T(3) < 9.(E) -

(I, 3; 15) F(E, ) = (Fw [exp (—E2) T(2)])() |
= [rexp (— (¢ + iR)z) T(z) dz,

élément de Jy(E). Nous écrivons la derniére intégrale bien
qu’elle n’ait, actuellement, pas de sens; une justification sera
donnée page 133 au §5. Nous omettons le facteur 2 comme il
est habituel dans la transformation de Laplace. F(%, 7)) est une
distribution tempérée en 7, a valeurs dans E, dépendant de
£ e l'. On sait que, lorsque £ décrit 'enveloppe convexe d’un
nombre fini de points de [, la fonction ¥ — exp (—&.2) <T(.%), ;7\/
a valeurs dans ¥, est indéfiniment dérivable, et sa dérivée
Dr estla fonction § — (— Zz)P exp (—£Z) <'T(:%), e’>; cela prouve
que, si T'on identifie 9,(E) & 4(E;; J7) et qu’on le munit de la
topologie de la convergence simple sur E’, £ —exp (—£z) T(Z)
est une fonction indéfiniment dérivable de % a valeurs dans
9(E), de dérivée Dr égale a £ — (—z)P exp (—Ez) T(Z).

Mais alors, d’aprés un lemme général sur la dérivation (%), elle
sera aussl indéfiniment dérivable pour la topologie ordinaire
de Y.(E) (qui est celle de la convergence uniforme sur les parties
équicontinues de E’), si chaque dérivée £ — (—z)Pexp (—E:?:)T(:?:)
est continue en £ pour la topologie ordinaire de ¥ (E) (tou-
jours lorsque & parcourt ’enveloppe convexe d’un nombre fini
de points de ). Nous avons & montrer pour cela que, s1 £—£,

le produit <(eyf\ (—E%) —exp (—E&,2)) (—2)"T(2), ;’> converge
vers 0 dans J;, uniformément lorsque ¢’ parcourt une partie
équicontinue de E’; or il converge vers 0 dans 9, (parce que

<(——5:)pf(§;), ¢ ) reste borné dans 9. et que
(exp (—E2) —exp (—&,2))
converge vers 0 dans &,) et reste borné dans ¥, (parce que

(1) Pour toutes les notations et propriétés relatives a la transformation de Laplace,
voir ScawarTz [3].
(*) ScawarTrz [1], lemme 1, page 145.
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<T, ;7> reste borné dans 4'(I')); mais, sur toute partie bornée
(donc relativement compacte) de ¥’, la topologie ¥’ est iden-
tique a la topologie induite par 9’, donc il converge vers 0
dans J;. Ainsi nous avons bien montré que £ —exp (—E&)—T(&)
est une fonction indéfiniment dérivable de £ & valeurs dans
9z(E), tant que & parcourt I’enveloppe convexe d’un nombre fim
de points de ['.

Il en résulte que § — ﬁ(E, 7) est une application indéfiniment
différentiable a valeurs dans $3(E), lorsque & parcourt I’enve-
loppe convexe d’un nombre fini de points de I'.

Nous supposerons désormais [' ouvert. On sait qu’alors, pour
tout &, et tout ¢  E/, /-IE'(E, 1), 27> est dans (Oy),, donc F(E, )
est scalairement dans (Oy),, et comme Oy a la propriété ¢ (propo-
sition 16 du § 2), F(§, 7)) est dans (Om)5(E) pour tout el
Posors p=E&t+ i, pour £el et n quelconque, on peut

écrire F(F;, )=F( ). On a, pour tout p tel que £ e[’ et tout
¢ B

(1, 3; 16) (F(p) fx _exp (— pa){T(x), @) da.

Comme, pour p fixé, exp (— pZ)T(Z) est scalairement dans (Og),,
donc dans (O¢).(E) puisque O¢ a la propriété ¢ (proposition 16),
nous verrons plus tard (proposition 36 page 129 du § 5) qu’on
peut écrire aussi vectoriellement :

(1,3;17)  F(p)= [, exp (—p2)T(a) do.

La fonction F: p—»f?(p) est scalairement holomorphe;
comme E est quasi-complet, cela suffit & prouver qu’elle est
holomorphe (').

Cette fonction holomorphe F nlest pas quelconque: pour
tout ¢ e E’, la fonction <F(p), ;7/ est majorée par un polynome
en |p| (dont le degré peut dépendre de ?) lorsque £ parcourt
un compact de [' et que n varie dans Z". On peut donc dire

() Car, étant scalairement holomorphe, elle est scalairement indéfiniment déri-
vable par rapport aux variables complexes p,, p,, ..., P, donc elle est indéfiniment
dérivable par rapport & ces variables (ScawarTz [1], lemme 2, page 146) donc holo-
morphe.
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e . . .
que F est scalairement a croissance lente en |p| lorsque &
>

parcourt un compact de ['. Réciproquement, soit F une fonction
holomorphe de pel 4 iZ" scalairement a croissance lente

en [p| lorsque § parcourt un compact de ['. Pour tout ¢ ek,
@(p), ;7/ estimage de Laplace d’une distribution <T, ;'_/ de 9'(I).
Cela définit T comme distribution sur R" a valeurs dans le dual
algébrique E'* de E’, mum de la topologie o(E'*, E’) (page 51
du § 2). Montrons que T est une distribution 4 valeurs dans E
lui-méme, et appartient a (9'(['))(E). Choisissons £ dans [';
on sait que {exp (—%2)T (&), e?/\ est I'lmage réciproque de
Fourier de <F(E + 1), e"> Mais —F(E—l— 11) est une fonction
continuedena valeursdans E, doncune distribution enva valeurs
dans E; elle est scalairement dans $; d’aprésles hypothéses; donc
elle est dans 97(E) puisque 4’ a la propriété (¢) (proposition 16
du § 2); alors exp(—%Z)T(Z) est une distribution appartenant
a¥.(E); cela prouve (voir page 58 du § 2) que T est bien dans
(9 (I))E). Enfin <F, ;7/ est 'image de Laplace de <T, ;’>,
donc T est I'image de Laplace de T. Ainsi nous avons démontré :

Prorosition 22. — Toute distribution T e (9"())(E) admet
une transformée de Laplace, qui, lorsque I’ est ouvert, est une

fonction holomorphe ?(ﬁ) de p e ' + iZ" a valeurs dans E, scalai-
rement & croissance lente en |p| lorsque £ décrit un compact de I';
réciproguement, toute fonction holomorphe ayant cette propriété
est transformée de Laplace d’une distribution et une seule
de (W' (1) )(E).

Dans le cas d’une variable (n = 1, espace R de la variable
réelle t) et de distributions scalairement & support limité a
gauche, comme c’est le cas le plus fréquent dans les applica-
tions, nous aurons besoin d’une transformée de Laplace en
un sens un peu plus général.

Nous appellerons 6§ I'espace des fonctions ¢ qui sont « dans
& a gauche et dans ¢ a droite », c’est-a-dire telles que, pour
toute fonction « indéfiniment dérivable, a support limité a
gauche, et appartenant a $, ay soit dans 4. Nous le munirons
de la topologie la moins fine pour laquelle toutes les appli-
cations ¢ — a5 (a du type précédent) soient continues de &
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dans 4. Nous appellerons maintenant £(— a), a réel, I'espace
des fonctions ¢ telles que exp (at)g soit dans &Y, muni de la
topologie pour laquelle ¢ — exp(at)¢ est un isomorphisme
de £(— a) sur &Y. Pour a < a', £(— a’) est un sous-espace de
%(— a), avec une topologie plus fine que la topologie induite.
On appelle £ P'espace des fonctions indéfiniment dérivables,
qui tendent vers 0 plus vite que exp (—at) lorsque t— 4 oo,
ainsi que chacune de leurs dérivées, pour tout a réel; £ est
I'intersection de tous les £(— a); nous le munirons de la
topologie borne supérieure des topologies induites par les
E(— a). € et les £(— a) sont des espaces de Fréchet-Montel,
strictement normaux, vérifiant la propriété d’approximation
par troncature et par régularisation, et la propriété d’approxi-
mation stricte. 6§ n’est autre que £(0). Le dual (8¥)' de &Y
est I’espace des distributions a support limité a gauche, qu
sont tempérées a droite. Appelons €' le dual fort de £(' = «;).
C’est la réunion des «'(a), ou 4'(a) est le dual de 4(— a).
En effet soit T e €'; 1l existe un voisinage de 0 de £ sur lequel
T est bornée, donc T est continue sur £ muni de la topologie
induite par un £(— a) convenable, donc T e £'(a). %'(a) est
I’espace des distributions a support limité a gauche dont
le produit par exp (— at) est tempéré [soit en effet T e 4’ (a);
s1 g € D converge vers 0 dans &9, exp (— at)e converge vers 0
dans 4(—a), donc (exp (—at)T). (3) = T(exp (—at)¢) converge
vers 0, donc exp(— at)T est 4 support limité a gauche et
tempérée; réciproquement si cette condition est vérifiée, et
si D converge vers 0 dans %(— a), exp(at)} converge
vers 0 dans &9, alors T () = (exp (—at)T). (exp (at) ¢) converge
vers 0, et T est dans £'(a)].

L’expression de toute Te<% comme exp (a’i‘) S, Se¥,
montre que £’ est le domaine naturel de la transformation de
Laplace. L’image de Laplace YT de T e<%' est définie par

(1, 3; 18)
AT (p) = Ti(exp (—pt)) = [pexp (—pt)T(t)dt,  p=E-+in.

Les deuxiéme et troisitme membres n’ont pas immédiate-

ment un sens; en effet, si grand que soit £ = Rp, exp (— pt)
n’appartient jamais & £. Mais toute T e £’ appartient & un
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%' (a); elle est alors une forme linéaire continue sur l'espace
#(— a); or exp (— pt) appartient & £(— a) pour £ > a.

De plus p — exp (— pt) est une fonction holomorphe de p
4 valeurs dans £(— a) lorsque £ > a. On en déduit que YT est

une fonction holomorphe de p pour £ > a. On peut encore
définir T dés que le 3° membre de (I, 3; 18) a un sens; or

Pexpression de T e %'(a) comme produit de exp (af) par une
distribution tempérée a support limité & gauche montre pré-
cisément que exp (——p?) T(z) est sommable en ¢t pour £ > a; cela
définit 4T(p) pour & > a, et comme de plus p —exp(—pt)T(t)
est une fonction holomorphe de p a valeurs dans 91, pour £ > a,
4T est aussi une fonction holomorphe de p. Naturellement
nous rejoignons ici la théorie générale de la transformation de
Laplace. Si [', est le convexe £ >a de la droite réelle duale
de R, #'(a) est le sous-espace de §' (I',) formé des distributions &
support limité a gauche.

Soit maintenant T € 9'(E) une distribution sur R & valeurs
dans E. Comme £ est métrisable et normal, £ a la propriété (e)
et £ (E) est 4,(£; E); ceci vaut aussi pour £'(a). Si donc T est
scalairement dans %', elle est dans 4'(E); mais on ne peut

pas pour cela définir son image de Laplace. Car si ¢ e E', le
domaine de définition de .‘I(ﬁ, ;7>) est un demi-plan
£E> a(«?), ou a(e?) peut dépendre de ?, de sorte que 4T peut

n’é&tre défini pour aucune valeur de p. Nous dirons que Teg (E)
a une image de Laplace, si elle appartient & un (%'(a))(E)
convenable (nous appellerons alors a® la borne inférieure des
a tels que Te (£'(a))(E); a© est éventuellement égal & — o),

auquel cas son image de Laplace 4T est une fonction holo-
morphe de p & valeurs dans E pour § > a. Une telle circons-
tance aura siirement lieu s’il existe un voisinage de 0 dans £
dont I'image par T soit bornée dans E;car alors T est continue
sur £ muni de la topologie induite par un £(—a) convenable
et comme &£(—a) est strictement dense dans £ et E quasi-

complet, T se prolonge en une application linéaire continue
de £(—a) dans E, et T e (£ (a)) (E). Comme £ est un espace
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de Fréchet, cette circonstance se produira toujours si E est du
type (DF) ().

SiT a une 1mage de Laplace FF (p) est une fonction holo-
morphe de p a valeurs dans E pour & > a0.

Le fait que, pour tout ¢ « B/, (T, ¢ ) ait son support limité
a gauche, entraine alors que |<—I$ (p)s e )| soit majoré, pour
£ >a > a’, par le produit d’une exponentielle exp (b%) par
un polynome en |p|(*); b et le degré du polynome peuvent
dépendre (pour a' fixé) de ¢ <E'; on pourra dire que, pour
E>a > a, _F(p) est scalairement majorée par le produit
d’une exponentielle en £ par un polynome en |p| Récipro-
quement si F(p) est une fonction holomorphe pour £ > a, &
valeurs dans E, ayant la propriété précédente, elle est, d’aprés
la proposition 22, transformée de Laplace d’une distribution
Te(9” (I') )(E ol f‘ est le convexe % > a; mais pour tout
¢k, (T e’/ ason support limité a gauche donc /T ¢)e % (a),
et par suite Te(i’ YE) et afortwn Te@’(E)

Mais si nous avons 1ntrodu1t &', c’est pour pouvmr étudier
certains cas ou E n’est pas du type (DF), et ou par suite £'(E)
n’est pas la réunion des (£'(a))(E).

Nous supposerons que E est la limite projective filtrante
stricte d’une famille d’applications linéaires (w;)e; dans des
espaces E; (E et tous les E, quasi-complets). Pour ;j >, il
existe une application linéaire continue w; de E; dans E,
telle que ;= 70w

En outre, si (Z),a est une famille d’éléments e; e E; telle
que, pour j > 1, on ait ;3), =Ty (;:), il existe un ¢ (et un seul) de E
tel que, pour tout ¢, on ait ¢ = 1:,-(2). Enfin E a la topologie la
moins fine pour laquelle toutes les applications «; (E — E))
soient continues. Soit alors T une distribution & valeurs dans E;
elle est dans 4'(E) si et seulement si, pour tout ¢, son image
'n:,-(T) est dans #'(E) [s1 T e '(E), m(T) =(I®m) (T) est dans
4’ (E;) d’aprés la proposition 1 du § 1. Si réciproquement
-n:i(T) estdans £ (E,) pour tout, comme tout élément e de E est

1) Voir note (2), page 62.
(?) ScawarTz (3], page 206.
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delaforme ‘n‘(é’:.) pour un: convenable ('), ona {T, ;’->= <1r,(T'), 2>,
donc T est scalairement dans €', et par suite dans £'(E). Cette
propriété est donc valable non seulement pour # = %', mais
pour tout espace ¥ ayant la propriété (¢)]. Par ailleurs le

systéeme des T,=m (T) vérifie, pour j >i: Ti—-uu(Tj) Réci-
proquement si (T )ge[ est une famille de distributions, T:

valeurs dans E,, telle que, pour j>1, on ait Ti—nij(TJ), il
existe une distribution et une seule T a valeurs dans E
telle que T, = ﬂ‘(_'f') pour tout i. En effet, pour toute ¢ € 9, nous
appellerons T(ep) I'unique élément ¢ de E tel que pour tout :
on ait 1':,.(3) = T‘i(cp); Papplication linéaire <p—>T(q;) est conti-
nue puisque chaque application ;0T : qo—»f(cp) est continue,
et que la topologie de E est limite projective de celles des E,.
Finalement la donnée d’une distribution T e #'(E) est équi-
valente a celle d’une famille de distributions T, e £'(E)), telle
que, pour j >, on ait T, = mjﬁ':-). Alors, d’aprés ce que nous
avons vu plus haut, T, a une transformée de Laplace s1 nous
supposons que chaque E; est du type (DF): cette transformée

est une fonction —F’,(f)) holomorphe pour & >aj, a valeurs
dans E, scalairement majorée par le produit d’une expo-
nentielle en £ par un polynome en |p| pour £ >a’ > ai; cette
famille de fonctions holomorphes est cohérente, en ce sens que,

pour j >1, on a aj >aj, et F’i(p) = nij(ﬁ(p)) pour £ > aj, car

F(p) = Ti(exp (—pt)) = (ryoT)) (exp (— p1))
= my(T; (exp (— pt))) = my(Fy(p)),
mais elle ne définit pas forcément une fonction holomorphe a
valeurs dans E, car sup (aj) est peut-étre 4 oo.
Réciproquement, si F, est un systéme de fonctions holo-

morphes, F,(p) holomorphe pour ¥ > a? & valeurs dans E,, si

toute fonction F; est scalairement majorée pour & >a' > a°
par le produit d’une exponentielle en £ par un polynome en |p|,

etsicesystéme est cohérent (aﬂ > apour j>1, et F(p) =1:,-j(F’j(p))

(1) BourBaxki1 [2], corollaire de la proposition 10, page 76. La somme finie peut
ici étre remplacée par un seul terme, parce que I’ensemble d’'indices est filtrant.
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pour £ > aj), il existe un systéme de distributions Tied (E),
tel que E soit 'image de Laplace de T, et comme ce systéme
est cohérent, 1l existe une distribution T et une seule, apparte-
nant a £'(E), telle que F, soit I'image de Laplace de -n:i(T).
C’est le systéme cohérent des F, qui peut étre appelé la trans-
formée de Laplace de Te £ (E).

Naturellement il n’était pas indispensable de supposer les E,
du type (DF); il suffit de supposer que, pour une raison quel-

S

conque, T, = =(T) appartienne a un (£ (a))(Ey), a; fini.

Dans les applications pratiques, E est lui-méme un espace
de distributions, et c’est alors fréquemment une limite pro-
jective d’espaces de Banach. Dans la transformation de
Laplace partielle par rapport au temps, nous utiliserons
comme espace E I’espace des distributions 9D, sur Y. Il est
la limite projective des Ex = (9x)’, K compact de Y™, 'appli-
cation ntx de ' dans (Di)' étant la transposée de I'injection de Dy
dans 9. Comme 9Dy est un espace de Fréchet, (Dg)' est du type
(DF). En fait il est plus pratique d’utiliser les Eq = 9,, espaces
de distributions sur les ouverts bornés QO de Y™. 9’ est aussi la
limite projective des applications ng de 9 dans 9D, trans-
posées des injections de Do dans D. Tout élément de E est
alors une distribution S définie par le systéme cohérent des
distributions locales Sq, Sq étant la distribution induite par
S sur 'ouvert Q de Y™

Comme 9g n’est pas un espace de Fréchet, Dy n’est pas du
type (DF), mais nous verrons plus loin que c’est sans impor-
tance. Soit T une distribution sur R X Y”, R étant la droite
réelle de la variable t. Nous I’écrirons T(f), distribution en t &
valeurs dans 9;, ce qui est possible en vertu de la partie tri-
viale du théoréme des noyaux (*).

Nous dirons alors qu’elle admet une transformée de Laplace
partielle par rapport a ¢, si _'i‘(i) appartient a £,(9,). Si Q est un
ouvert borné de Y™, et si K est un compact de Y™ conte-

nant (), on peut écrire TQ = nQ(T) = Tg, x(-n:K(T)), Q. K
étant ’application (Dg)' — 9D, transposée de I'injection Dg—Dx.
Comme alors Tx = =x(T) appartient a un (£'(ax))(Ex) conve-

() ScawanrTz [1], page 138.
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nable, on peut &tre siir, bien que Dy ne soit pas un espace du
type (DF), que Tg appartient & (%' (ax))(Eq)-

Nous considérerons donc comme transformée de Laplace
de T le systéme cohérent des ﬁg(f)), Fg(f)) est une fonction
holomorphe de p a valeurs dans (93),, pour £ > a%; elle est
scalairement majorée par le produit d’une exponentielle en £
par un polynome en |p| pour £>a’' >ay; le systéme est
cohérent en ce sens que, si w et Q sont deux ouverts bornés
de Y" et si w c (), on a ay >a?,,,*et, pour & > ag, E,(p) est la
distribution (en y) induite par Fg(p) dans 'ouvert o de Y™
Réciproquement, si les Fq forment un systéme cohérent de
fonctions holomorphes pour les divers Q bornés de Y™, ayant
scalairement la propriété de majoration précédente, elles
constituent la transformée de Laplace d’une distribution
T(f) e £,(9,). Naturellement T est donnée comme distribution
ent a valeurs dans 9, et on ne peut lui associer cette fois une
distribution T(¢, §) € D;, qu’en utilisant la partie non triviale
du théoréme des noyaux (').

Il n’est pas inutile dans ce cas particulier de préciser a
nouveau concrétement la marche des opérations. On reconnai-
tra que la distribution T(§) = T(i, §) appartient & £}(9)), si
elle appartient scalairement a %, c’est-a-dire si, pour toute
¢ ed,, la distribution T.g= f, ~T( ¥)¢(y)dy (notations de
la théorie des noyaux, formule (I, 4; 4) du § 4) appartient
a %, c’est-a-dire si la forme linéaire

V@) — [[ Tt y) V()¢ (y) dedy

est continue sur 9, muni de la topologie induite par £,. Soit Q
un ouvert borné de Y™ La transformée de Laplace associée

4 Q est une fonction ﬁQ(f)), holomorphe en p pour § > ag,
convenable, a valeurs dans (9g),. Elle est définie par I'intégrale

(I, 3;19) F(p, §) = [(T(t, §)exp(—pt)dt, E>ah,
qui a au moins un sens scalairement : pour toute ¢ € (9g),, on a

(I, 3; 20)
JeF(ps 9)9(y) dy = [rexp(—pt)dt [T (t y)9(y) dy,
() Scawarrz [1], page 143.
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pour £ > aj. La deuxiéme intégrale du 2¢ membre donne
une distribution de £, qui appartient 4 £;(a,), donc son pro-
duit par exp (— pt) est dans (Dy.), pour £ > af.

Tout ce que nous venons de voir trouverait en réalité sa
place normale au § 4, mais nous n’avons pas voulu partager en
plusieurs morceaux la transformation de Laplace, dont le
mécanisme est déja lourd (*).

Distributions d’ordre fini et dérivées de fonctions.

Une distribution T e 9'(E) (E non nécessairement quasi-
complet) est d’ordre fini si elle appartient & un 9'"(E),
m fini convenable. Si E est quasi-complet, il suffit pour cela

que T soit continue sur 9 muni de la topologie induite par 9™,
puisque D™ est strictement dense dans D; il suffit également
qu’elle soit scalairement d’ordre m, puisque 9™ a la propriété ().

Une distribution T e 9’ (E) est localement d’ordre fini si,
sur tout ouvert () borné de R", elle est une distribution d’ordre
fini. Lorsque E est le corps des scalaires, on sait que toute distri-
bution est localement d’ordre fini; pour E quelconque, il n’en est
rien. Ainsi 'application identique de 9 dans D est une distri-
bution & valeurs dans E = 9; elle n’est évidemment pas loca-
lement d’ordre fini, car, quels que soient ’ouvert borné Q de R*
et I’entier m, elle n’est pas continue de Dy muni de la topologie
induite par 97 dans 9 muni de sa topologie usuelle.

Une application linéaire u d’un espace vectoriel localement
convexe L dans un espace vectoriel localement convexe M est
dite bornée s’il existe un voisinage de O dans L dont ’image par u
soit une partie bornée de M. Une application bornée est conti-
nue; si L ou M est normé, une application continue de L dans M
est bornée. Un ensemble H de 4(L; M) est dit équiborné s’il
existe un voisinage U de 0 dans L tel que U u(U) soit une

u€H
partie bornée de M. Un ensemble équiborné est équicontinu;

si L est normé, un ensemble borné de £,(L; M) est équiborné (*).

() Cette transformation de Laplace partielle a été introduite par Garnir, dans [1].

(3) Il importe de ne pas confondre les parties bornées de £ (L;;M) pour une topo-
logie quelconque de cet espace, et les parties équibornées, qui ne dépendent pas d’une
topologie sur € (L; M). Dans le cas d'une seule application u de L, dans M, il n’y a
pas d’ambiguité A dire qu’elle est une application bornée, car un élément unique de
¢ (L; M) est toujours une partie bornée et il serait sans intérét de le constater ou
d’en parler.
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Plus généralement, soit © un ensemble de parties bornées
de M. Une application linéaire u de L dans M est dite G-bornée,
s’ll existe un voisinage de O de L dont I'tmage par u appar-
tienne 4 ©. Une application compacte de L dans M est G-bornée,
si G est ’ensemble des parties compactes de M. Un ensemble H
de 4(L; M) est dit G-équiborné, s’il existe un voisinage U de O
dans L tel que U u(lU) e @.

u€H

On dira donc qu’une distribution T e D'(E) est bornée, ou
©-bornée, si I'application qu’elle définit de 9 dans E a cette
propriété; elle sera dite localement bornée, ou localement
©-bornée, si, pour tout ouvert () borné de R”, I’application
qu’elle définit de 9, dans E est bornée, ou G-bornée. On parlera
de méme d’un ensemble équiborné, T-équiborné, localement
équiborné, localement G-équiborné, de 9'(E).

ProrositioNn 23. — Soit E un espace localement convexe
séparé (non nécessairement quasi-complet), & un ensemble saturé
de parties bornées de E, et supposons E T-complétant (toute
partie disquée de E appartenant a G est complétante). Pour
qu'un ensemble H de 9'(E) soit localement G-équiborné, il faut
et il suffit que, pour tout ouvert Q borné de R", il existe un entier m
fini tel que H soit un ensemble T-équiborné d’applications
linéaires de DY, dans E.

Dans ce cas, sur H, lestopologies induites par Dg(E) et (D) o(E)
coincident.

La condition est trivialement suffisante, sans méme supposer
que E soit G-complétant. Montrons qu’elle est nécessaire.

Soit donc H un ensemble localement T-équiborné de 9'(E).
Soit () un ouvert borné de R" et soit ()’ un autre ouvert borné

contenant (). Il existe, par hypothése, un voisinage U’ de 0 dans

Dy tel que U T(”U’) ait une enveloppe B e ©. Alors Eg est
Ten
un espace de Banach.
Mais il existe un entier m assez grand pour que 4 = U' n Dg
soit un voisinage de O dans 9, pour la topologie induite par 93,
Alors chaque TeH est continue de Dq, muni de la topo-
logie induite par 93, dans Eg, et, comme 9 est strictement

>
dense dans 97, T se prolonge en une application linéaire
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continue, que nous appellerons encore T, de D3 dans Ep. On a

alors, si U est I’adhérence de U dans DG : U T(ﬂ) c B, B étant
— Ten

fermée dans Eg. Comme U est un voisinage de O dans 99 ('),

on voit que H est bien un ensemble G-équiborné d’applications

linéaires de 97 dans E.

Comme H est alors une partie équicontinue de £(9p; E), la
topologie induite sur H par (9;")o(E) = 4,(95; E) coincide
bien avec la topologie induite par Dg(E) = 4,(Dq; E), D étant
dense dans 93 (*).

Cororraire 1. — St E est quasi-complet, pour que Te 9D'(E)
soit localement d’ordre fini, il faut et il suffit qu’elle soit une distri-
bution localement bornée.

10 Soit en effet T localement d’ordre fini. Soit Q un ouvert
borné de R", et soit ()’ un autre ouvert borné contenant Q.
Dans (Y, T est d’ordre fini < m; elle définit donc une applica-
tion linéaire continue de 97, a fortiori de 95, dans E. Mais
DG est un espace normé; donc T est une application bornée
de 95, et a fortiori de Pq, dans E: T est une distribution
localement bornée. Pour ceci, il n’est pas nécessaire de sup-
poser E quasi-complet.

20 Soit maintenant T une distribution localement bornée.
D’aprés la proposition, puisque E est quasi-complet, pour tout
ouvert borné Q, 1l existe un entier m tel que T applique conti-
nuement 99 dans E, donc T est d’ordre <<m dans Q: T est
localement d’ordre fini.

CororrLAIrRE 2. — Si E est du type (DF) et quasi-complet,
toute distribution da valeurs dans E est localement d’ordre fint;
st H est une partie bornée de 9'(E), alors, pour tout ouvert Q
borné de R", il existe un entier m tel que H soit un ensemble
équiborné d’applications de 97, dans E; alors sur H les topo-
logies induites par D,(E) et (9")o(E) coincident.

Soit en effet T e 9'(E). Soit @ un ouvert borné de R~
T est une application linéaire continue de D5 dans E; mais D5

(') Boursaxki [5], proposition 2, page 26.
(3) Boursaxk1 [2], proposition 5, page 23.
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est un espace de Fréchet, alors, s1 E est du type (DF) ("), T est

une application bornée de Dg, donc de D, dans E; T est donc
une distribution localement bornée, et par suite localement
d’ordre fini d’apres le corollaire 4, puisque E est quasi-complet.

Si H est une partie bornée de 9'(E), elle est une partie
bornée de {(Dg; E); comme Dg est un espace de Fréchet et E
du type (DF) ('), H est un ensemble équiborné d’applications
de 9g, donc de Dy, dans E; H est donc une partie localement
équibornée de 9'(E), et il suffit d’appliquer la proposition,
valable puisque E est quasi-complet.

ProrosiTion 24. — Soit QO un ouvert de R*. Toute distribu-

tion Te (D™Mq(E) (E non nécessairement quasi-complet) est
somme de dérivées d’ordre < m + n+ 1 de fonctions continues
& valeurs dans E :

(I, 3; 21) T= Y Drf, fo € 85(E).
(pl<m+n+1
Il existe des applications linéaires continues u, de (D.")q
dans &Y, telles que la décomposition (I, 3; 21) soit possible avec
fo=(u,®I).T. . .
Soit © un ensemble saturé de parties bornées de E. St H est
un ensemble de (D.")o(E) tel que, pour toute partie bornée B

de 93, U -'T(B) aprartienne a G, alors on peut, pour toutes les
- Ten

T e H, choisir la décomposition (1, 3; 21) de maniére que, pour
tout compact K de Q, UE(K) e®.

Ten
DEmonsTRATION. — Nous démontrerons d’abord un lemme :

Lemme. — Dans R", & est somme de dérivées d’ordre <m-+n-+1
de fonctions m fois continuement différentiables & supports
compacts.

Soit en effet E une solution élémentaire de 'opérateur de
Laplace itéré A*. Nous supposerons d’abord m + n + 1 pair,
m+n+1

et prendrons k = 5

(1) Voir note (2), page 62.
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On sait que E peut étre choisie proportionnelle & r**~" ou
r**=" log r selon que 2k — n = m + 1 est impair ou pair (*);
en tout cas elle est m fois continuement différentiable dans R".
Alors, si y e D est égale a 1 au voisinage de P'origine, & = yE
est une paramétrix (*) de A*:

(I, 3; 22) Mo =¢6—L, Le9,
ce qui s’écrit précisément

(I, 3; 23) 8=A'w+L= 3 DL, L,ed

|pj<m+n+1

Si maintenant m + n 4 1 est impair, nous prendrons
=" +n+2
==t
rentiable, et (I, 3; 22) s’écrit

(I, 3;24) S=A'w+L= Y DM, Med,

|PI<m+Hn+2

Alors E est m + 1 fois continuement diffé-

ce qui entraine de nouveau (I, 3;23), en prenant pour L,
certaines dérivées d’ordre <1 des M,.

Démontrons maintenant la proposition 24. Soit d’abord
Q = R" On a immédiatement :

(,3;25) T=&T= 3 DL«T= Y D¢L,+T).
IPI<m+n+1 |P|<m+n+1

La convolution avec L,e9™ est une opération linéaire

continue u, de 9" dans & (ona (TsL,)(@) = [, T(E)L,(z—&) d%;

lorsque z décrit un compact de R*, L(z—£) déecrit un compact

de 4¢; s1 alors T(8) converge vers 0 dans (DM, (T=L,)(x)

converge vers 0 uniformément lorsque z décrit un compact de
R" donc TxL, converge vers 0 dans &), donc (u,® I):

T—-»L *T est une opération linéaire contlnue de ED""(E)
dans &(E), et (I 3; 25) donne (I, 3; 21) avec fp p*T.
Si Teén(E E) (resp. &™(E)), les 7;, sont dans 9°(E) (resp.

9°(E)), et comme les supports de & donc des L, peuvent &tre
choisis dans un voisinage arbitraire de 1’origine, les supports

des fp peuvent étre choisis dans le voisinage d’ordre <Ce du

(*) Scawarrz [4], formules (II, 3; 16 et 18).
(%) Scawarrz [5], formule (VI, 6; 22).
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support de T, ¢ >0 arbitraire. De plus, u,®1: 'T‘—»Lp*-’f‘,
est continue de §;"(E) dans 9°(E).
Soit maintenant  un ouvert quelconque de R* et

T e (9")o(E). Soit (Q,),_, ,, .. un recouvrement localement fini
de () par des ouverts (), relativement compacts dans Q, et soit

(Qy)y—=4,»,... un recouvrement subordonné (Qjc(,). Soit
(0ty)y=y,4,... une partition de I'unité relative au recouvrement

(QY)y=41,s,..- On a T‘:Zaﬁ, «,T € &™(E). Il existe alors une

décomposition &,T = % D?f,,, ou f,,eD(E) a son
[Pl “m+n+1
support dans (,. On a alors

>

> > >
T= Y Drf, avec = 2 fov
|1P|<m+n+1 v=1,2,..

série convergente parce que, sur tout ouvert relativement
compact de (), tous ses termes sont nuls sauf un nombre fini;
ainsi la décomposition (I, 3; 21) subsiste lorsqu’on remplace
R* par Q; et on forme facilement les opérateurs u, mais
ce ne sont évidemment plus des convolutions.

Si T parcourt une partie bornée H de (9;")o(E), chaque f:
parcourt une partie bornée de 6 (E), puisque u,®1 est continue

de (9")o(E) dans 8,(E); alors U ]TP(K), pour tout compact K

TEH
de (), est une partie bornée de E. Plus généralement, soit G un
ensemble saturé de parties bornées de E, et soit H un sous-
ensemble de (D;")o(E) tel que, pour toute partie bornée B de

D0, U T(B) e . Cela exprime simplement qu’il est un ensemble
Ten

localement G-équiborné d’applications de 93 dans E. Alors,

pour la décomposition (I, 3; 21) trouvée dans la démonstration,

U E(K), pour tout compact K de (), appartient & ©. Montrons-
Ten N -

le pour O =R" On a f,(2) = (T+L,)(@) = [,, T ()Ly(a—¥)d§;
pour z e K| Lp(x— E) parcourt une partie compacte donc
bornée B de 2F, d’ou le résultat. Pour () quelconque, on procé-
dera encore par partition de l'unité, nous laissons au lecteur

le soin de le faire; la proposition 24 est ainsi complétement
démontrée.
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Remarque. — On ne peut, ni dans le lemme ni dans la
proposition, remplacer m + n -+ 1 par m 4+ n—1.

Si en effet on le pouvait, ¢ serait somme de dérivées d’ordre
< n—1de fonctions continues (a cause du lemme, pour m = 0;
ou a cause de la proposition pour E = corps des scalaires,
T = &, m = 0); alors toute distribution S dont les dérivées
d’ordre < n—1 sont des mesures, serait une fonction continue
(car S=8:5= % DrLeS= 3 L,aDSeto); or -}

|Pt<n—1 IpI<n—1
0 <A <1, n’est pas une fonction continue, et ses dérivées
d’ordre <.n—1sont des fonctions.

Pour n = 1 (cas de la droite R), on ne peut méme pas rem-
placer m + n + 1 par m + n. Si en effet on le pouvait, toute
distribution S dont les dérivées premiéres sont des mesures
serait une fonction continue; or S = Y, fonction d’Heaviside,
de dérivée Y' = ¢, donne un contre-exemple.

Pour n > 2, nous ignorons si on peut, dans le lemme ou la
proposition, remplacer m + n + 1 par m -+ n; nous ignorons
si 8 est somme de dérivées d’ordre < n de fonctions continues;
nous savons qu’'une conséquence qu'on pourrait tirer d’une
réponse positive 4 ces questions, a savoir que toute distribu-
tion, dont les dérivées d’ordre <C n sont des mesures, serait une
fonction continue, est exacte pour n impair > 3; ce résultat
est trivialement faux pour n = 1, nous ignorons ce qui en est
pour n pair, et de toute fagon cela ne semble pas donner de
renseignements sur les questions précédentes.

CororraIre 1. — Si E est G-complétant, s TefD'(E) est

-
localement G-bornée, T s’exprime, sur tout ouvert borné Q0 de R",
comme somme finie de dérivées de fonctions continues & valeurs

dans E :

(1, 3; 26) T= D*f,,
1Pl <NQ)

avec ﬁ,(Q) €. Si en outre T parcourt un ensemble H localement
G-équiborné de 9'(E), Uentier N(.)) peut étre pris le méme
pour toutes les TeH, et les f, peuvent étre choisies de maniére
que U f:(Q) appartienne d G, et que, sur H, les applications

Ten
T — f'p de Do(E) dans &°(E) soient continues.
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I suffit d’appliquer les propositions 23 et 24 & un ouvert
Q,5Q, avec N(Q) <m(Q,) + n+ 1.

CoroLLAIRE 2. — St E est du type (DF) et quasi-complet,
toute distribution a valeurs dans E est, dans tout ouvert () borné
de R", somme finie de dérivées de fonctions continues a valeurs
dans E. St H est une partie bornée de 9'(E), Q un ouvert borné

de R, la décomposition (1, 3; 26) est valable pour toutes les Te H,

avec le méme N(Q), et des ﬁ telles que U f;(Q) soit une partie
Ten -
bornée de E, et que, sur H, les applications T — f, sotent
continues de Dg(E) dans &5(E).
Il suffit d’appliquer le corollaire 2 de la proposition 23, et la
proposition 24.

§ 4. Produits tensoriels topologiques d’espaces de distributions.

Noyaux.

Ce paragraphe généralise le § 2 (propositions 12, 13, 14) et
le § 4 (propositions 22, 23, 24, et théoréme des noyaux) de
notre article antérieur ('). Soient X/, Y™, deux espaces eucli-
diens. Il existe une symétrie canonique s: (z, y)—(y, ) de
X% Y™ sur Y™ X X!'; par transport de structure, elle défi-
nit un isomorphisme canonique T — T de 9, sur 9} ,; on
pourra noter symboliquement

(I, 4; 1) T(y, 2) = T(z, )
Si T est une fonction f, cette symétrie se définit aussitét par
(I, 4; 2) *f(y, z) =f(x, y) pour tous zeX', ye¥Y

Si T n’est pas une fonction, la formule (I, 4; 1) doit &tre
interprétée, puisqu’il s’agit d’un transport de structure, et
que 9’ est défini comme dual de 9, par:

(I, 4; 3) ‘T(q,)_—_—T(s_’;), pour toute ¢ e Dym, xu.

(Nous avons écrit s~', mais il n’y a aucun inconvénient a

appeler aussi s la symétrie de Y™ X X' sur X' X Y™; si X' et

(1) Scawartz [1].



THEORIE DES DISTRIBUTIONS A VALEURS VECTORIELLES N

Y™ sont confondus avec un méme espace R” s est une opéra-
tion de R* X R” sur lui-mé&me, qui est bien sa propre inverse :
s* = identité).

Soit T une distribution sur X' X Y, T(z, y)e9,,. Elle
définit deux opérations importantes associées au noyau T

10 L'opération ¢ — T.¢ ou T.¢(') de 9, dans 9.,

(L 45 4)  (T-9)(3) = [;aT(&, y)o(y)dy;

nous mettons Z parce qu’il s’agit de distributions en =z, et
qu’on ne saurait donner 4 z une valeur particuliére; nous ne
mettons pas ¥ mais y parce qu y est variable muette dans une
formule d’intégration, ce qui & soi seul empéche de donner a y
une valeur particuliére. Nous justifierons ’emploi du symbole
d’intégration aprés (I, 4; 10).

Plus précisément, la dlstnbutlon (T.v)(z) e D, est définie
par

S (Teo).u=T,, - (u(z)e(y)) pour ue9d,
[ fo(T-o)@ula)do= [[u,1nT(w y)ulz)ely) dady,
ce qui peut s’écrire, avec la notation intégrale de (I, 4; 4) :

(I, 4; 6) [uu(@)de [1nT(z, y)o(y)dy

= [[urexnT (@ y)u(@)e(y) dzdy.
20 L’opération u - u-T ou u.T de 9, dans D, :
(L47  (@T)E) = feul@) T, §)ds.

Cette deuxiéme application est transposée de la précédente,
et 'on a:

(I, 4; 5)

(1, 458) Joef)o=ue (10 =Toy (e ly);

(1) La notation T.v est peut-étre préférable a la notation T.¢, car elle indique
tout de suite de quoi il s’agit, méme si les variables z, y, ne sont pas indiquées. Mais
elle est typographiquement compliquée; en outre, Ty, pour v € D,, et T+, pour

¢ € 9z, 5, marquent bien deux opérations analogues.: une intégration j; m @Y-es qui

donne une distribution en z, et une intégration / f . dz dy..., qui donne un
. Xl y™
scalaire.
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Posons maintenant E = 9,. Puisque T définit une applica-
tion linéaire continue de 9, dans 9,, elle définit une distribution

sur X'a valeurs dans E; si nous 'appelons T, on aura :
(1,4;9) Tg)=9¢.T, pour ge9,

Elle définit aussi une distribution sur Y™ 4 valeurs dans
F = 9;, qui est la distribution définie par ‘T a partir de la
formule (I, 4; 9), et qu'on pourra donc noter °T :

(1,4;10) “T(¢)=T.q, pour ge,

Ce sont les formules (I, 4; 9 et 10) qui justifient ’écriture

(L 4; 4 et 7); T est une distribution sur X' & valeurs dans D,
u(z) T(Z, §) aussi, et u.T est son intégrale comme dans (I, 3; 9).
Nous reverrons cette question au § 5, 1°) page 131.

La transposée ‘T de la distribution T est une application
de E' = 9, dans 9, qui n’est autre que celle qui est définie
par la dlstnbutlon T; il o’ y aura d donc _pas d’inconvénient a
identifier T et °T, et on aura aussi °T = T.

Le théoréme des noyaux indique que, rec1proquement toute
application linéaire continue de D, dans 9, ¢’est-a-dire toute
distribution sur X' & valeurs dans 9;, peut étre définie comme

la distribution T associée a une distribution T € 9, ,; autre-
ment dit (abstration faite de la topologie, au moins provi-

. > . .
soirement), T—T est un isomorphisme de 9;, sur D (D,).

De méme ‘T—~"T est un isomorphisme de D, . sur Dy(Dg).
Poursuivant les conventions de la page 51, nous sommes amenés
a identifier les 3 espaces 9,89, = ,D’a,i)’,, &f(.‘:}),; D), D,y €t
par suite aussi les 3 espaces 98,9, _.,D’eﬁ);, 4Dy; D)y Dy 25
I’opération ¢t ou s fait passer d’un systéme a ’autre. En résumé,
nous nous permettons d’identifier deux de ces espaces iso-
morphes, si et seulement si, dans ’écriture de ces espaces,
I'ordre des variables z, y est le méme. Dans bien des cas il
peut étre plus commode de tout identifier, mais dans d’autre
cas de ne faire aucune identification; d’ailleurs le caractére
assez arbitraire de ces identifications saute aux yeux. Un cas
important est celui ou X'= Y"= R". Les régles précédentes
conduisent alors 4 ce qui suit.
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Soit T une distribution sur R* X R" Elle définit deux opé-
rations ¢ -~ ¢+T et ¢ >T-¢ de Dp» dans Dps; celles-ci opérent
cette fois dans les mémes espaces, mais sont distinctes, et
toujours définies par les formules (1, 4; 4) et (1, 4; 7), ou n’in-
terviennent que des variables génériques ou muettes, z, y, qui
peuvent étre aussi bien remplacées par d’autres. C’est toujours

Popération ¢ — ¢-T de 9 dans 9" qui définit la distribution T

associée 3 T : T est une distribution sur R* 4 valeurs dans Din.
La symétrie s opére de R" X R" sur lui-méme, donc par
transport de structure de Dga,.re sur lui-méme; a T elle fait
correspondre ‘T qui est une autre distribution sur R* X R~

Alors °T est la distribution sur R* & valeurs dans Di» définie
par ¢ > ¢-T=T.g; T coincide avec ‘T, transposée de la
distribution T au sens de la page 51. 51 maintenant U et V
sont deux distributions sur R*, U®YV est une distribution bien
déterminée sur R* X R" a ne pas confondre avec V® U, qui
est sa symétrique; U® V est la distribution sur R* X R”, qui, a
la fonction (z, y) — u(z)¢(y) de Dpn.ns, fait correspondre

U(w)V(9). Alors la distribution (U®V) associée a U®V est
définie par ¢ — U(¢)V, sa transposée est ¢ — V(¢)U. Nous
avons la un exemple typique ou toutes les 1dentifications ne
sont pas souhaitables, mais ou celles que nous avons adoptées
ne ménent pas a contradiction.

Nous allons voir maintenant que 9,89, = D (D;) est
isomorphe a 9, ,, non seulement algébriquement, mais topo-
logiquement; et nous donnerons en méme temps une nouvelle
démonstration de 'isomorphisme algébrique; pour tout cela,
nous nous appuierons sur la théorie des espaces nucléaires de
Grothendieck, qui est la clef des théorémes relatifs aux noyaux
(nucléaires vient précisément de noyaux).

Le théoréme des noyaux.

Prorosition 25. — (Théoréme des noyauz). 9, , est identique,
algébriquement et topologiquement, a 9, (9,) = 9, ®.9D,.

DimonsTrATION. — Comme toute distribution T e 9, ,
définit 'application linéaire continue ¢ —¢.T de 9, dans 9P,

elle définit un élément T de D2 (D,); T—T est injective,
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parce que si T =0, T est nulle sur le sous-espace dense 9,® 9,
de 9, ,. Donc 1l est trivial que 9, , est un sous-espace de 9D,(9;).
D’ autre part, si T converge vers 0 dans Dz, T(3) converge
vers 0 uniformément quand ¢ reste bornée dans 9, ,, donc
a fortiort T(u®v), ued, ved,, converge vers 0 uniformé-

ment quand u et ¢ restent bornées dans 9, et 9,, donc T
converge vers 0 dans 9,®.9;; il est donc également trivial que
la topologie de 9, , est plus fine que la topologie induite par
2. (2)).

De la méme maniére, il est évident que &, est un sous-
espace de 6;(6)) (car s1 Teé,,, 9—¢.T est continue de &,
dans &), et que sa topologie est plus fine que la topologle
induite.

Un élément T de €, &, 8, = &, ¢ §, est une forme bilinéaire sur

6, X &,, séparément continue, donc continue puisque &, et &,
sont des espaces de Fréchet('); réciproquement toute forme
bilinéaire continue sur &, X & est a fortiori e-hypocontinue
sur (&), X (8));, donc appartient a 8.,e6,. Ainsi 6; 8.8, est,
algébriquement, 1'espace des formes bilinéaires continues sur
&, X 8, ou des formes linéaires continues sur §,®,6, donc
z®:6, = (6,8;8,). Un élément T de &,, est une forme
linéaire continue sur §,, = §,®.8,, donc &, est, algébrique-
ment, (6,8.8,)" (appelé encore par Grothendieck espace des
formes bilinéaires intégrales (*) sur §, X &,). L’injection de &; ,
dans &,®.8, est la transposée de I’application canonique
de 6,88, dans £.®6,.

Utilisant alors le camctere nucléairede &, et &,(°), nous pouvons
écrire que 8,8.8, = §,8,8, (que nous noterons simplement
£.886,), done 8., est algébriquement identique a §;8.8,.
D’autre part, la topologle de &, , est celle de la convergence
uniforme sur les parties compactes de &, , = 6,8 6,; la topo-
logie de &, ®. &, est celle de la convergence uniforme sur les
produits tensoriels de parties compactes de &, et de &,; mais,
puisque & est un espace de Fréchet, toute partie compacte de
6, 8. &, est contenue dans I’enveloppe d’un produit tensoriel de

() Boursaxki [2], proposition 2, page 38.

(*) GrorrENDIECK [4], § 4, n°3, page 124.

(}) GroTrENDIECK [5], § 2, n° 3, théoréme 10, page 55. Voir aussi Scawarrz [2],
exposé 18, page 5, exemple a).
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parties compactes de &, et de &, ('), et les deux topologies sont
les mémes. Tout ce que nous venons de faire ici n’est qu’une
partie de la démonstration, dans le cas particulier des espaces &,
et §,, d’'une proposition générale :

St G et H sont des espaces de Fréchet nucléaires, G' et H' sont
nucléaires, et le dual fort de G®H est 4,(G; H') =G ®H' (*).
Nous avons préféré redonner la démonstration dans ce cas
particulier, étant donné son importance.

Revenons maintenant 4 9, et 9,. Ces espaces sont bien
nucléaires (*), mais ne sont plus des espaces de Fréchet.
D’ailleurs la conclusion analogue a la précédente serait fausse :
D (D) =D, ®D; sera bien identique, algébriquement et topo-
logiquement, a 9, ,, dual fort de 9,,; mais 9,,=9,8,9, (*),
algébriquement identique a4 9,8.9,, ne lui est pas identique
topologiquement (*), et n’a pas le méme dual, on a donc
D.BD;+ (9,89,).

Ce que nous devons faire ici, c’est répéter la quatrieme partie
de la démonstration élémentaire du théoréme des noyaux,
donnée antérieurement (°). Soit T e D;®D;. T est une forme
bilinéaire hypocontinue sur 9, X 9,. Soient L et M des
ouverts bornés de X' et Y™ Si a (resp. ) appartient a 9,
(resp. 9,), et vaut 1 sur L (resp. M), la forme bilinéaire
(u, ¢)—T(au, Bv) coincide avec (u, v)—T(u, ¢) sur le sous-
espace Dy, X Dy de D, X 9,; mais comme la premieére est hypo-
continue sur &, X &, il existe une distribution Ty x(Z, #)
telle que, pour u e 9, et ¢ € Dy, on ait:

(I, 4; 11) T(u, ¢) = Tru(u®9).

Les ouverts L X M forment un recouvrement de X' X Y™
Si L x M, L' X M, sont deux de ces ouverts, Lc L', Mc M,
'I"L.M et TL:.M' coincident sur Dy, .y puisqu’elles coincident sur
le sous-espace dense P, ® Dy. L’ensemble des distributions
Tiw définit donc une distribution Te9.,, telle que

(') GroTrENDIECK [4], § 2, n° 1, corollaire 1 du théoréme 1, page 52.

(?) GrormenDpIECK [5], § 2, n° 1, théoréme 7, page 40, et § 3, n® 2, théoréme 12,
page 76. Voir aussi ScawArTz [2], exposé 19, théoréme 3, page 4.

{3) GrormENDIECK [5], § 2, n® 3, théoréme 10, page 55. Voir aussi Scawartz [2].
exposé 18, page 5, exemple b).

{*) GroraenpiECck [5], page 84.

(5) ScuwarTz [1], page 116.

() Scawarrz [1], page 144.
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T(u®¢)= T(u, ») pour ued, et ve D, et D, , est bien algé-
briquement identique a 9, ® 9,.

Reste a voir I'identité topologique de ces deux espaces. La
convergence de T vers 0 dans 9, ® 9, signifie la convergence
de T(u®y) vers 0, uniformément lorsque u et ¢ restent bornées
dans 9, et 9,; donc aussi la convergence de «(z)p(y) T(z, y)
dans &,®6,, pour toute ae D, et [ €D, Mais nous savons
que la topologie de &, ® &, est celle de & ,, et la convergence de
afT vers O dans & ,, pour toute ae D, et B €9D,, est précisé-
ment la convergence de T vers 0 dans 9, ,, convergence qui
est de nature locale sur X‘ X Y™; donc les topologies de 9, , et
D, ® D, sont bien identiques, c.q.f.d.

Les espaces #6,¢ X,.

Soit #6,, (resp. A,) un espace de distributions sur X' (resp. Y™).
On peut alors considérer, d’aprés la proposition 1, #.¢X,
comme un sous-espace de D¢ D, = 9, ,, muni d’une topologie
plus fine que la topologie induite. Pour que T e 9, , appar-
tienne a 6,¢X,, il est nécessaire qu’il appartienne a 9 e X,
donc que u — u-T définisse une application linéaire continue
de 9, dans K,. Il est aussi nécessaire qu’il appartienne a
¥,.e Dy, ce qui veut dire que v — T.¢ est une application
linéaire continue de 9, dans ¥6,. Mais ces deux conditions
nécessaires ne sont pas suffisantes; #, ¢ X, n’est pas l'inter-
section de #,¢ D) et de D, ¢ K,; on sait par exemple qu’un
noyau régulier, appartenant a la fois &4 6,¢ 9D, et & D e &,
n’appartient pas nécessairement a 6,¢ 8, =6, ,, espace des
noyaux régularisants, comme le montre ’exemple du noyau
3E—§)()

Remarque. — La symétrie s: 9, , - 9, , induit la symétrie
¥R, — R,e¥6, (voir remarque 2°, page 35).

Critéres d'appartenance a #6,eX,.

Prorosition 26. — Soient 36, et %, des espaces de distribu-
tions normaux (¥, n’est pas nécessairement quasi-complet),
¥, vérifiant la propriété (¢). Toute distribution T e 9,8 X, telle
que, pour toute v € X}, T .o soit dans ., appartient & X,.

Il suffit d’appliquer la définition de la propriété (¢) & E = X,

{!) Voir plus loin, page 99 et page 102.
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(rappelons que, dans la propriété (¢), E est supposé quasi-
complet, mais non #5,).

Remarque. — En échangeant les rdles de z et y, on a natu-
rellement un critére symétrique, utilisant u-T au lieu de T.y.

Prorosition 27. — Soit 36, un espace normal tel que, dans
4,(%6,; ¥6,), Uidentité soit strictement adhérente au sous-espace
des restrictions d’applications linéaires continues de 9, dans #,;
et soit M, un espace normal tonnelé; ces espaces ne sont pas néces-
sairement quasi-complets. Alors toute distribution T e D e(M,),
telle que, pour toute ¢ve M, T.¢ soit dans 36, appartient
a H6.e(M,)..

Rappelons d’abord qu’un espace tonnelé a la topologie © (),
donc a fortiori la topologie ¥.

Appelons A, (M,; #6,) 'espace de toutes les applications
linéaires de M, dans #6,, muni de la topologie de la conver-

gence simple. L’application L — Lo ‘T est continue de 4,(%6,.;
%) dans A (M,; #,). On a I.T = 'T; et si L est la restriction
d’une application linéaire continue de 9, dans ¥, LoT est
continue de N, dans #6,, parce que T est continue de M, dans

9D. Alors ’hypotheése faite sur %, entraine que T soit stricte-
ment adhérente, dans A,(M,; #,), au sous-espace £,(M,; #6,)
des applications linéaires continues de M, dans #,. Mais
comme N, est tonnelé, L (M,; #6,) est quasi-fermé dans
A(M,; #,) (car toute partie bornée de 4,(M,; #,) est équicon-
tinue, et toute application simplement adhérente a une partie

équicontinue est continue) (*), donc T est continue de m,
dans #,, et T € 36, ¢ (M,)., c.q.f.d.

Remarque. — La condition de I’énoncé relative a #6, est
sGrement vérifiée, si ¥, (supposé normal) a la propriété d’ap-
proximation par troncature et régularisation; car alors I est
strictement adhérente dans £ (%6,; #6,), donc a fortiori dans
4,(%,; %.), au sous-espace des applications {py{e[a,] (voir

(1) Boursaki1 [2], proposition 5, page 70.

(3) Voir Boursaxki [2], théoréme 2, page 27; et proposition 4, page 23. Rappelons
qu’une partie A d’un espace vectoriel topologique F est dite quasi-fermée, si tout
point de F, adhérent a une partie bornée de A, est dans A.
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préliminaires page 9), restrictions d’applications continues
de 9, dans 9, donc dans #,.

Cas ou 6, et Ji, sont de méme nature.

Prorosition 28. — On a les identités (algébriques et topolo-
giques) :
&, = 6,86, Iy = 9, ® 8",/, _
(QM)iC,J' = (OM)J: ® (Ol\’d\)ya gDz,y = 9).1: ® gDy, _
5;,), = 8:/1: ®.8,ly’ . 'gi.{t,y .= glx ® 87;, (O/C)_z, yA= (Olc)_t ® (Oe)y,
%x,y = g‘)’z ® '%.‘/’ (g‘)’c)z,y = (g‘)’c)z ®e (E“))c)y‘

DimonsTrATION. — A part & et $,, tous les espaces consi-
dérés sont nucléaires, ce qui permet d’écrire ® pour ®, = ®.(').

Le cas de #" a été réglé a la proposition 17; celm1 de B, &,
f, Om, dans un article antérieur(*); nous avons aussi indiqué
a ce moment que 9, ® D, est identique algébriquement a 9, ,,
mais non topologiquement, car il a une topologie moins fine, et
n’a méme pas le méme dual.

La quatriéme identité est le résultat de la proposition 25.

La cinquiéme a été démontrée comme résultat intermé-
diaire pour démontrer la proposition 25.

La sixieme se démontre de la méme maniére que la cin-
quiéme : ¥, et §, sont des espaces de Fréchet nucléaires, donc
le dual de 4,8 9, = 4 ,, c’est-a-dire J; ,, est I, ® J, (voir pages
93 a 95).

Enfin la septiéme se démontre par transformation de Fourier
a partir de la troisieme. Nous utiliserons pour cela la proposi-
tion suivante :

Prorosition 29. — La transformation de Fourier ¥, sur
Spy = 9289, est le produit tensoriel 7, ® F, des transformations
de Fourter sur §, et J,.

En effet , , et 5, ® J, sont toutes deux continues sur ¥, ,,
et elles coincident sur le sous-espace dense J; ® §;, comme on
le voit immédiatement.

Ceci nous permet de terminer la démonstration de la pro-
position 28. La transformation F;®J, de (Oy):® (Oy), sur

(0c). ® (0c), est un isomorphisme, restriction de I'isomorphisme

(!) GrorrENDIECK [5], théoréme 10, page 55.
(?) ScawarTz [1], proposition 12, page 113, et bas de la page 115.
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Fe®F, de ¢ ® Yy sur I, ® J) (remarque 2° aprés la proposition 1
du § 1); mais ce dernier n’est autre que F; , (proposition 29), et
on sait que (Oy); ® (Ou)y = (O, » (proposition 28), enfin % , est
un isomorphisme de (Oy)z, , sur (Oc),. ,, donc (Oc),. ® (0c), = (0¢)., ,,
c.q.f.d.

Remarque. — 6,(8,) et 6,(6,) coincident, algébriquement et
topologiquement. En effet, on a a priori £,(€)) < 6;(6)); mais
6,(6)) = &, , < 6,(6)), donc 1l y a bien coincidence algébrique.
Ensuite 6,(6,) est a priort plus fine que §&,(6;); mais
6.(6,) = 6, ,, et comme &(6)) et &, induisent la méme
topologie sur les 6y.x (H et K compacts de R"), et que &,
est la limite inductive des &y, x, 6, , est plus fine, donc ces
deux topologies sont identiques. Ceci est conforme a ce que
nous avons vu page 62, puisque &, dual d’un espace de
Fréchet, est du type (DF).

Cas ou #6, et Ji, ne sont pas des espaces de méme nature.

Noyaux semi-réguliers, réguliers, régularisants (').

64(Dy) =6,8 D, =L(8,; D;) est 'espace des noyaux semi-
réguliers en z ou semi-réguliers a gauche; la symétrie s le
transporte sur I'espace 9,(6,) = 9, ® 6, = {(D,; &,), qui, dans
D, ., est espace des noyaux semi-réguliers en z ou semi-
réguliers a droite. D’aprés la proposition 26, appliquée a
H, =6, h,=D), T est semi-régulier en z si et seulement si,
pour toute v € D,, T.¢ est dans &,.

D (6,) =D, ® 6, =4(D,; §,) est I'espace des noyaux semi-
réguliers en y ou semi-réguliers a droite; 1l est transporté par
la symétrie s sur 6,(9D;) =8, ® D, = L(&); D.), espace des
noyaux semi-réguliers en y ou semi-réguliers a gauche.

Si T est semi-régulier en z, la formule (I, 4; 4) peut-étre
considérée comme définissant un élément de &, intégrale

en y de T(&,@)0(§) = T(H)o(§) « €,(6,); elle peut donc &tre
remplacée par une formule analogue ou Z est remplacé par z,
elle est alors valable pour tout z fixé dans X/, 'intégrale ayant
un sens évident puisque T(z, 7) est une distribution en y et ¢(¥)
une fonction indéfiniment différentiable a support compact.

() Ces noyaux, ainsi que ceux du numeéro suivant, ont été étudiés dans Scawarrz

[6], n® 6 et 7.
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On peut aussi écrire (I, 4; 7) pour ueé8,, car z —T(z, ¥) est
une fonction indéfiniment différentiable de z & valeurs dans 9,
donc on peut faire son produit par une distribution u(Z), et
comme celle-c1 est a support compact, u(Z)T(z, §) est une
distribution a support compact en z 4 valeurs dans 9;, et son
intégrale a un sens comme élément de 9,.

L’intersection de §,8 9, et de 9, &6, munie de la topologie
borne supérieure des topologies induites, est I’espace des noyauz
réguliers. 11 est distinct de 6,86, = §, , = 4(8}; §,) = L(6}; &,),
espace des noyaux régularisants.

Il faut prendre quelques precautlons st X'=Y"=R"

On ne doit plus dire semi-régulier en z ou en y.

Dans Dgeppn=D' ® D', le sous-espace E® D' est 'espace des
noyaux semi-réguliers par rapport a la premiére variable, ou
semi-réguliers & gauche; 9’ ® & est I’espace des noyaux semi-
réguliers par rapport a la deuxiéme variable, ou semi-réguliers
a drotte.

Ils sont échangés par la symétrie s; ’espace des noyaux
réguliers et I'espace & ® 6 des noyaux régularisants sont globa-
lement invariants par la symétrie s.

Noyaux semi-compacts compacts, compactifiants.

8(D)) = 6,8 Dy = L(6,;D;) est I'espace des noyauzr semi-
compacts en z; la symétrie s le transforme en ’espace
D(8;) =D, @83— £(D,; 8.), qui est encore appelé espace des
noyaux semi-compacts en z. D;(8)=9D;® 8, =4(D,; &) est
Pespace des noyauxr semi-compacts en y; la symétrie s le
transforme en l’espace 6’(@’)—8’@9)’ = 4(6,; D}), qui est
encore appelé espace des noyaux semi-compacts en y. L’inter-
section de 6,89, et de 9, ® §,, munie de la topologie borne
supérieure des topologies induites, est I'espace des noyauz
compacts. 11 est distinct de &, ® &, =&, , =4(8,; 6,) =4(8,; &),
espace des noyaux compactifiants. Autrement dit un noyau

compact n’est pas une distribution a support compact
sur X' X Y™

ProrosiTion 30. — Pour qu'un noyau Te9,, soit semi-
compact en z, il faut et il suffit que Uintersection du support de T
avec toute bande X' X K, K compact de Y™, soit compacte.

La condition est évidemment suffisante; car s1 'intersection
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précédente est contenue dans H X K, H compact de X/
alors, pour v e D et ue Dy, Q=(:H, T(u®v)=0, donec T-v¢
est dans &y, donc dans &'; si ¢ converge vers O dans Dy, T-¢

converge vers 0 dans &y donc dans &'; T est alors une appli-
cation linéaire de 9, dans §;, continue sur chaque 9x donc
continue sur D,, et T €6, ® D;.

La condition est aussi nécessaire. Car si T 8,89, T est
une application linéaire continue de I’espace de Fréchet 9Dg,
(K,, voisinage compact de K) dans &;, dual de Fréchet; il
existe donc un voisinage de 0 dans 9, d’image bornée dans & (*);
comme toute partie bornée de &, est contenue dans un &y, H

compact de X/, T applique 9y, dans 6y; on en déduit que
(T+v).u=T(u®v) est nul st ue D, a son support dans [H,

et ve D, dans K,; si Q est P'intérieur de K,, T est nulle sur
Din X Dg, done par continuité sur Dy g (*), autrement dit T
a un support dont I'intersection avec X' X () est contenue dans
H X Q; Pintersection de ce support avec X' X K est donc
contenue dans H X K, donc compacte.

Remarque. — La condition énoncée revient a dire que la
projection (z, y) — y est « propre » ou continue a I'infini quand
on la restreint au support de T.

CoroLLaire. — Si T est un noyau semi-compact en z, a tout
compact K de Y™ on peut associer un compact H de X' tel que, st
veD, a son support dans K, T.¢ ait son support dans H; a
tout ouvert borné w de Y™ on peut associer un ouvert borné
Q de X! tel que la distribution induite par u.T sur Uouvert v,
pour ueb,, ne dépende que de la restriction de la fonction u a
Pouvert ().

Il suffit en effet de prendre pour H un compact tel que I'in-
tersection du support de T avec X' X K soit contenue dans
H X Kj et pour Q un voisinage ouvert borné quelconque du
compact H associé au compact K = », puisqu’alors, pour
v e D,, u est nulle sur un voisinage du support de T.¢ quand
elle est nulle dans Q: u.T est nulle sur » si u est nulle sur Q.

{!) Car T est séparément continue sur Dy, X &, donc continue, d’aprés Bour-
sax1 [2], proposition 2, page 38. "
(3) Scawartz [4], chapitre 1v, § 3, théoréme III.
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Prorosition 31. — Si T est un noyau régulier compact, il
appartient a D, 8 D), D, ® D,, 6,8 8, &, ® &,.

Tout d’abord, pour ve9,, T.¢ est dans &, puisque T est
semi-régulier en z, et dans &, puisque T est semi-compact en z,
donc dans leur intersection 9,; en appliquant alors la proposi-
tion 26 a #, = 9,, M, = D,, on voit que T est dans 9,3 D,.
En utilisant alors le fait que T est semi-régulier en y et semi-
compact en y, et en appliquant le raisonnement précédent
a ‘T, on voit que T est dans 9, 9,.

Soit maintenant v €8, Comme T est semi-compact en y,
T .y a unsens;si w est un ouvert borné de X/, il existe un ouvert
borné () de Y™ tel que la restriction de T . ¢ & w ne dépende que
de celle de ¢ & Q (corollaire de la proposition 30, avec échange
des roles de z et y); mais, dans Q, ¢ coincide avec une fonc-
tion ¢, € D, donc, dans o, T . ¢ coincide avec T . ¢, € &, (puisque
T est semi-régulier en z); donc T.v <6, et alors la proposi-
tion 26 appliquée a #, = &,, M, = &;, montre que T €6, ® &,.

Le méme raisonnement appliqué a “T montre que T € 8, ® &,.

Remarque. — On voit que, dans le cas particulier de #, = &,
R, =§,, ou de #,=8,, K, =§,, I'intersection de 76,:D, et de
DeeR, est J6,eR,.

Remarquons aussi que les propriétés énoncées dans le corol-
laire de la proposition 30 sont valables, par passage a la limite,
pour T régulier compact, méme si u et ¢ sont des distributions.

Le noyau &(z — %) de I'identité.

Soit X‘'= Y™ = R". L’injection canonique de ? dans ¥’
est associée 4 un noyau J(z, ¥), qui doit vérifier

(I, 4; 12)
Jeo=y¢,; pour ve9PD; ou J(u®v)=ﬁ\,,u(x)v(x)dx, ued, ved,

On sait qu’un tel noyau est unique. Or le noyau défini par:
(I, 4; 13) J(cp)=ﬁ,.;,(x, z)dz pour toute 9e9,,,

répond a la question.

Soit #6 un espace de distributions normal; I'opérateur iden-
tique de 9 dans 9’ se prolonge en I'opérateur identique de 7
dans #; donc J(z, ) € £(#6; #6) c #6.c¥6 (proposition 13). En
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particulier, il appartient 4 DD, D' @D, £8¢, 6 ®E, 98¢,
¥849.

Done J(z, ) est régulier compact. En tant que noyau semi-
régulier en z, il est défini par la fonction z—¢(z) = &(y—2)
a valeurs dans 9;, ou ¢(a) = &(§ —a) est la distribution
définie par la masse + 1 au point a de R", puisqu’on doit
avolr

(L 4;14) [ J(@, y)o(y)dy=9v(z) pour ve®D et xeR"

C’est ce qui justifie I’écriture J(%, §) = 3(§ — z). (Mais une
justification compléte ne peut résulter que de la théorie du
changement de variables pour les distributions: §(§ — %) est
le résultat du changement de variables z = y—z sur la distri-
bution ¢(z). Voir au numéro suivant, page 104). En tant que
noyau semi-régulier en y, 3(§ — %) est défini par la fonction
y—¢(y). Naturellement ¢(§—Z2) est invariant par la symétrie s
(parce que la transposée de I'injection de D dans 9’ est I'injec-
tion de D dans 9'), ce qui s’écrit ¢(Z — §) = (§ — 2).

Remarquons que y — ¢(Z — y) est une fonction indéfiniment
différentiable & valeurs dans &', mais que si on la considére
comme distribution, elle est 4 valeurs dans 9.

Les noyaux de convolution.

Généralisons les résultats précédents. Soit S une distribution
sur R*. Nous allons définir la distribution T(Z, ) = S(Z2—79)
sur R* X R"

Nous utiliserons la théorie générale du changement de
variables ('). Soit f(Z) une fonction indéfiniment dérivable
(ou simplement continue) sur R"*; son image réciproque par
Papplication (z,y) -=z=z—y de R" X R* dans R" est
f(Z —9). On définit ainsi une application linéaire continue
f(2) —>f(Z—79) de g dans Epn  po. Soit ¢(Z, y) dZ /\ dyy une forme
différentielle de degré 2n appartenant a 9, ,; f(Z —1¥) se définit
en tant que courant de degré 0 sur R* X R" par

(I 45 15) (&, §)ds A dJ— [ frn. 0ol (5 —1) 9(z, y) dz dy.

(') Dés qu’on fait un changement de variables, on doit raisonner sur les courants.
Voir de Ruax [1].
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Effectuons dans cette intégrale le changement de variables
z—y==E& y=n; elle devieni

(1, 4; 16)
L fioneFEVSE 1, m) dEdn = (10 f(E) dE fr09(E + 1, m)
On voit alors que I'opération « image réciproque »:
f@)—~f@—7y),
s’étend aux courants de degré O sur R”; si S(z) est un tel

courant, son image réciproque, qu’on notera encore S(Z — ),
est le courant de degré O sur R* X R”, défini par:

(1, 4; 17)
f ﬁ‘w v—y)4(z, y) dody = [, S(E) dE [,$(E+n, n)dn,

et S(z) — S(Z— ) est une opération linéaire continue de Din
dans Dpa s po.

Pour éviter les ennuis créés par la différence entre les dimen-
sions n et 2n, nous pourrons aussi donner une autre définition
de S(z— ). Pour cela nous effectuerons le changement
de variables £ =2z —y, n =y, indéfiniment différentiable
ainsi que son inverse, et conservant les volumes, dz dy = df dy,
ce qui permet de conserver I'identification des fonctions loca-
lement sommables avec des distributions. Formellement S(z — %)
devient S(£), auquel nous donnerons un sens comme distri-
bution en £, v, en P'identifiant 4 S(§)®1(7}). Celd donne pour
S(z — y) la nouvelle définition suivante :

(I, 4; 18)  [[rrwS@E—y)3(, y)dody
- f.ﬁ“xm (5()®1(m)) ¢ (E + 7, n)dEdn,

que I'on peut calculer par deux intégrations simples succes-
sives (') :

(L, 45 19)  [foorne SE—1)3(z, y)dady
= [aS(5) dE mr(E—f-"), n)dn = fradn [SE)$E + 7, 1) dE.

On voit donc que cette définition coincide avec la précé-
dente. Notons qu’on peut aussi définir S(z — §) par le change-

() Scawartz [4], chapitre 1v, § 3, théoréme IV.
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ment de variables ' =z, v = 2z —y; S(Z— y) devient for-
mellement S(#'), qu’on identifie & 1(£') ® S(#'), ce qui donne la
définition :

(1, 4; 20) fjl;,.xn,.s(x———y)op(a:, y) dzdy
= fj;"xl\"(i(&,) ® S(YII))GP(E’a E’ —yl’) dgldn/,

calculable également par deux intégrations simples successives :

(L421) [ ﬁ,nxmsw—y)qa(x, y) dz dy
= dn ﬁw s' E—n')d¥
= Jpd p(E, & —n')dn".
(Les deux derniéres définitions de S(a:—y) donnent le

méme résultat, car, en posant § 4+ v =% dans la derneére
intégrale du 2e membre de (I, 4;19), on obtient une expres-

sion de f S(z—y y)dzdy, qui n’est autre, au change-
ment prés de § en v/, que celle du 2¢ membre de (I, 4; 21).

Soit D un opérateur différentiel a coefficients constants, D son
symétrique (transformé par la symétrie z — — z de R*(*)).

En appliquant la formule (I, 4; 18), on a

(1,4;22) [/ D.(Se—y)3(x, y)dady
-—ffo———) = (z, y)drdy
= Jf s >®1 ) (D) &+ n, m) dE dn
= [ (8(5) @ 1(n)) De (g (% + , m)) dEdn
—ff(DS(E) (0)g &+, ) dE d

= [[(DS)(e—y)9(=, y)dzdy,
d’ou

(L,4;23)  D,(S(z—y)) = (DS)(z—y).

En appliquant au contraire la définition (I, 4; 20), on a, de la
méme maniére :

(I, 4; 24)  D,(S(z—y)) = (155) (*—y)
(parce qu’ici (D,5) (¥, & —v') = D, (3(¥, & —n )-

(') ScawarTz [5], formule (VI, 4; 7), page 23.
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Ces formules sont d’ailleurs bien connues en théorie du chan-
gement de variables.

Le noyau S(z — y) = T(z, y), ainsi défini, est le noyau de la
convolution: ¢y > T+ ¢ =Sx*p, ou u—»u-T= u*g, car, pour u

etved, (I, 4;21) donne:
(1, 4;25)  [[ S(z—y) u(z) o(y) da dy
f g [ S(n)e(E —x)
de sorte que

(1, 43 26) (T-0) (&)= [ S(t) o(&—1) dt=(S=v) (%),

Iégalité étant d’ailleurs valable aussi si ’on remplace Z par z
fixé dans R". Le noyau S(Z — ) est en effet régulier, 4 cause
des propriétés connues de la convolution, mais le calcul (1, 4; 25),
par le théoréme de Fubini, montre d’avance que I'intégrale du
2¢ membre de (1, 4; 25) est une fonction de %' indéfiniment
différentiable. Pour z fixé dans R, la distrlbutlon S(x——y)
n’est autre que la translatée ~=(2)(S(— 7)) =r(=z (S ),
tandis que, pour y fixé, la distribution S(Z — y) est
©(y) S(&) (ce qui justifie encore 1'écriture S(z —4)). En
effet, S(x — §) doit étre I'image u+T de la distribution u
constituée par la masse + 1 au point z, ¢’est donc bien fc(x)(g(j}))
La formule (I, 4; 4) s’écrit alors

(I, 45 27) (S+9)(®) = [@uS(z—y) o(y)dy= |, S(t) ez —1)dt,

écriture formelle classique de la convolution.

S1 S est & support compact, S(Z — ¥) est en outre un noyau
compact, comme il résulte des propriétés de la convolution,
ou de la proposition 30 (le support de S(z— #) étant I'en-
semble des couples (z, y) vérifiant x —yeL, L = support
de S); si S est une fonction indéfiniment différentiable, S(z— )
est un noyau régularisant.

Noyaux des opérateurs différentiels; opérateurs de caractére
local.

Nous dirons qu’'une application linéaire continue ¢ —T.¢
de Dy dans Dy. est de caracteére local, si, quel que soit I'ou-
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vert Q de R", la distribution induite par T.¢ dans Q ne dépend
que de la fonction induite par ¢ dans (. Cela revient aussi a
dire que le support de T.¢ est contenu dans le support de ¢, ou
que T (u®y) est nul si les supports de u et de v sont sans point
commun.

Soient a et b deux points de R", distincts; soient A et B des
ouverts contenant respectivement a et b, et sans point com-
mun. Alors T est nulle sur 9, ® Dy, et, par passage a la limite,
sur D,,.5('); son support dans R* X R* ne contient donc pas
de point (a, b), il est donc contenu dans la diagonale z =y
de R* X R" (ce qui entraine que T soit un noyau compact,
d’aprés la proposition 30). Réciproquement tout noyau ayant
son support contenu dans la diagonale est de caractére local,
car alors, si u et ¢ ont des supports sans point commun, u®¢ a
son support sans point commun avec la diagonale, et T(u®9)
est bien nulle. Cherchons alors a caractériser les distribu-
tions T dont le support est contenu dans la diagonale. Les
directions des axes Oy,, Oy, ... Oy, forment un systéme
libre de directions transversales 4 la diagonale, et les
dérivations partielles suivant ces directions commutent.
Alors T s’exprime d’une maniére unique comme somme
(localement finie)

(1, 4 28) T, §)=3(— 1)''DIT (2, §),

ou T, (z,§) est 'extension a R" X R" d’une distribution T,
définie sur la diagonale (*). Mais, sur la diagonale, on peut
prendre comme systéme de coordonnées z,, z,, ... Z,; une
distribution T, sur la diagonale peut donc étre définie par une
distribution A (%) sur R" avec, pour ¢ € Dprypn:

(I, 4; 29) T0) = [rAd(2)3(2, 7) da.
On aura finalement

(1, 4; 30) T(u®¢)= ijnA u(z) D7¢(z) dz,

(1) ScawarTz [4], chapitre 1v, § 3, théoréme III.
(3) Scawanrrz [4], chapitre 111, § 10, théoréme XXXVII.
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donc T.¢ est la distribution Y A D%, et I'opérateur v —T.¢
est Uopérateur différentiel : g

(1, 4; 31) D=3 A,Dr,
q

a coefficients distributions A, Cet opérateur différentiel est
éventuellement d’ordre infini, mais fini sur tout ouvert borné
de R" Réciproquement, tout opérateur différentiel d’ordre
localement fini & coefficients distributions est évidemment de
caractere local.

Si T définit un opérateur de caractére local, il en est de méme
de ‘T, puisque cela s’exprime par une condition symétrique
(avoir son support contenu dans la diagonale de R” X R").

Si1 T ala décomposition (I, 4; 28) avec (I, 4; 29), on a

(I, 4; 32) *T(z, §) =2 (—1)""DiT,(, ),

q

T,(z, §) étant symétrique d’aprés (I, 4; 29).
On a alors

(I, 4;33) ‘T(v®u)=T(u®v)
= [paA(®)u(z) DI0(x) dx

=3(—1)" [ D(Ay(2) (@) (z) dz,
de sorte que ‘T définit 'opérateur

(I, 4; 34) u—T.u=u.T=3(—1)7D/(Au),
q

opérateur ‘D qui est bien le transposé de I'opérateur différen-
tiel D de (I, 4; 31).

Supposons maintenant que T soit en outre semi-régulier a
gauche. Comme 1l est semi-compact a droite, il appartient a
§® &' (voir remarque, page 102). Alors, pour toute ve &, T.¢
doit étre dans 6. Montrons que tous les coefficients A, appar-
tiennent a & (ce qui entrainera que T soit régulier compact); la
réciproque est évidente. Supposons-le démontré pour tous les

)

(go) !

q<q, et montrons-le pour g¢,. Prenons ¢ =
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Alors D% est nul, sauf pour ¢ < q,; puisque les A, sont
dans & pour ¢ < ¢,, que T.¢ est dans &, et que D% = 1, on a
bien A €&, c.q.f.d.

S1 nous avions supposé T semi-régulier a4 droite, le méme
raisonnement sur ‘T aurait abouti 4 la méme conclusion.

Nous pouvons rassembler les résultats obtenus:

Prorosition 32. — Il y a identité entre les opérateurs linéaires
continus de caractére local de D dans D' (resp. dans &), les opé-
rateurs linéaires continus de D dans 9’ (resp. dans &) définis
par un noyau ayant un support contenu dans la diagonale de
R* X R" et les opérateurs différentiels d’ordre localement fint a
coefficients distributions (resp. d coefficients fonctions indéfini-
ment dérivables).

Remarques. — 1° Les opérateurs différentiels d’ordre 0 sont
les multiplications v — Ay, A € 9. Le noyau d’une telle opéra-
tion est T(Z, ) défini par

(I, 4 35)  T(9)= fuAl@)(z, 2)do.

On peut I’écrire

(I, 4; 36) T(2, §) = A(2)(z—§) = A(§)I(2—]).

De tels produits n’ont pas a priort un sens; mais il y a diverses
maniéres de leur en donner un, qui est bien celui qu’on attend.
On remarquera, par exemple, que, si'on pose z=¢,z—y=1v/,
comme page 105, A(%)$(Z— #) devient formellement A(¥)S(#')

qu'on peut définir comme le produit tensoriel A(E)®8(%)
Avec cette définition, on a bien

(L 4 30 [fannA@S@—y)(, y)dzdy
fﬁnxmm s' ®8 W )(E, ¥ —n')dE' dy
A [ondn )3, & —n')dn’
= [ AE)3(E, ¥)dE,

qui coincide avec (I, 4; 35).
De la méme maniére, le noyau T de (I, 4; 28) peut s’écrire

(1, 4; 37) T(z, )= ZA (2)Dic(z — B).
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En effet, avec la définition ci-dessus, (I, 4; 37) signifie,
compte tenu de (I, 4; 23):

(I, 4; 38)
fﬂ\"xnn (z, y)¢(z, y)dzdy
_fﬁnxm(ZA (&)®De(n )) 9(E, & —n')dE dn’
=3 [ A [ (DB )e(E, §—n')dn
=3 [ [ (1) D"(qo (&, & —n))dy
gf (2 [ 80) B —a)dy' (")
= fn A, (& )(D3e)(E, ’)d&',

ce qui coincide bien avec la défimtion de T par (I, 4; 28),
compte tenu de (I, 4; 29).

On remarque aussi que le noyau T associé a l'opérateur
différentiel D s’écrit

Mais encore faut-il donner un sens a cette expression. On
considére 5(Z — ) comme un élément de £ ® 9’ (noyau semi-
régulier a gauche), et D comme un opérateur linéaire continu
de 6 dans 9', de sorte que le second membre de (I, 4; 39), si
I'on identifie D, & D ® I, définit un élémentde 9’ ® 9’ quin’est
autre que T; cela revient en effet a écrire (d’aprés la remarque
10 de la page 35, avec u, = D, u, = I, ‘X = injection identique
de D dans € représentée parle noyau $(& —3),L, = ¢, L,=9’,
M=9 M=9) que D est 1dent1que DoI, I étant'identité.

De la méme maniére, on peut écrire

(I, 4; 40) T(z, §) = X (—1)"D3(A,®) 3(&—9)),

Il

qui n’est autre que (I, 4; 28), compte tenu de (I, 4; 36). Cela

revient a écrire
(I, 4; 41) T(%, §) = 'D,e(z—3),
ou Pon considére ici ¢(£ — §) comme un élément de 9’ ® &

(*) L’expression (DJ cp) (a, b) veut dire: la valeur pour z =a, y = b, de la
dérivée partielle DJ (cp (z, y A
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(semi-régulier a droite), ‘D comme opérateur linéaire continu
de & dans 9, et ‘D, comme représentant 1 ® ‘D.
Pour °T, on a les formules :

(I, 4; 42) “T(2, §) = 2 A,(9) Djo(z —3§)

= DJO(& —9§)=3 (*1)!(’:[)1(1\7('%)6(*%‘_37))
=D, 8z —7p). ¢

Remarquons que (I, 4; 39) et (I, 4; 41) donnent
(I, 4; 43) D,2(z —§)="D,c(Z2—7);

cette relation caractérise d’ailleurs ‘D & partir de D, car elle
s’écrit directement

(I, 4; 44) [ ‘Du(@)e(z)dz= [, u(z) Dy (2) da,

pour ued, ved.

Remarquons aussi qu'on peut généraliser les formules
(I, 43 39) et (I, 4;41). Si Se8§,89, définit 'opération S:
p— S, de D, dans &, loperatlon DoS de 9, dans D, est
définie par un noyau qu'on peut écrire D S(x y)—(D®I)
S(z, ); si SeP,88, définit 'opération S de &, dans &,
Popération ‘SoD de 9, dans 9, est définie par un noyau qu’on
peut écrire ‘D, S(z, §) = (1®'D)S(&, ). On obtient toujours
ces formules en appliquant la remarque 1, page 35. Elles sont
valables méme si X' et Y™ sont distincts; elles s’écrivent :

(I, 4; 45) D [1.S(#,y)o(y)dy= [,n DS (2, y)o(y) dy,
(I, 45 46) [1S(#, y)De(y) dy= [,a'D,S (&, y)o(y) dy;

le lecteur justifiera aisément cette écriture.

Ces formules sont valables, si D est a coefficients indéfini-
ment dérivables, pour Se®; , quelconque, et D, S(Z, )
ainsi que ‘D, S(Z, ) ont alors leur signification élémentaire
usuelle.

Noyaux fonctions.

Nous allons introduire des espaces fonctionnels nouveaux.
4" sera I’espace des classes de fonctions localement sommables
sur R*; 1l sera muni de la topologie définie par la famille des
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semi-normes Ny : f—»ﬁ[f(x)]dx, ou K parcourt la famille
des parties compactes de R* Son dual sera appelé X=: c’est
I’espace des classes de fonctions bornées a support compact;
nous le munirons de la topologie (£'). de la convergence uni-
forme sur les parties compactes de £'. Alors £' est un espace de
Fréchet, X~ est localement convexe complet ('); £', et par
conséquent 1>, sont strictement normaux, et ont la propriété
d’approximation par troncature et par régularisation, et la
propriété d’approximation stricte (Préliminaires, proposi-
tions 3 et 4); Ji* a la propriété ¢ (proposition 14).

Prorosition 33. — Soit T une fonction localement sommable

sur X! X Y™ Alors Te ¥, ®.4L), et T se prolonge en une appli-
cation linéaire continue de Ry dans <; pour toute ve X3,
T. ¢ e 4} est donnée, pour presque toutes les valeurs de z, par U'in-
tégrale :

(I, 45 47)  (T.9)(@) = [1aT(x, y)o(y)dy.

On sait en effet () que &, , = £, ®, 4.

Comme &' a lapropriété d’approximation et qu’il est complet,
£L®,;4, est un sous-espace de £;®.%} (') = Gely =4 (%75 L2).
Alors, pour T e f} ,, nous appellerons toujours ¢y — T .¢ le prolon-

gement a 57 de T e 4(9,; D).

Soit maintenant ¢ e ;. La fonction T(Z, §) ¢(§) est som-
mable sur H X Y™ ou H est un compact quelconque de X';
d’aprés le théoréme de Fubini,

(L, 4; 48)  (T:9)(2) = [ T(x, y)o(y) dy

existe pour presque toutes les valeurs de z, et représente une
fonction de z localement sommable. Alors ¢ — T : ¢ est une

application linéaire de X7 dans {;; nous devons montrer que
T:0=T.v.

(!) DieupoNNE-ScuwarTz [1], proposition 12, page 82.

(2) D'aprés GroTHENDIECK [4], page 71, 5 ®.{} est identique a $1(£}), espace
des classes de fonctions localement sommables sur X' a valeurs dans £}; mais
4L (4}) et €1,y sont tous deux complets, et induisent sur le sous-espace dense £LQ¥!
la méme topologie, donc sont identiques.

(%) GroTHENDIECK [4], § 5, n° 1, lemme 19, page 169: €} et ¥} sont des espaces
complets, et {1 est limite projective des espaces de Banach ¥}, (H compact de X!),
qui ont la propriété d’approximation.
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Comme T.¢ est définie par prolongement, la forme bili-
néaire A : (u, v) — u. (T - ¢) est la seule forme bilinéaire séparé-
ment continue sur J7 X X} qui coincide avec

(U 9)>T.(@®0)= [[o 3Tz, y) u(@) o(y) dudy

sur 9, X 9,. Or d’une part, pour toute u € X; et toute ¢ e X7,
on a, d’aprés Fubini,

(I, 4; 49)
u.(T:0)= [qu(@)dz [ T(z, y)v(y) dy
—fxw (2, y) u <)<y)d:v
(¥) dy [ Tz, y)u(z)dz=rv.(u:T),

doncB: (u,¢) > u. (T :¢) coincide avec A sur 9, X 9,; d’autre
part, cette forme bilinéaire B est séparément continue sur
Rz X K7, car, pourv e K7, T : v est dans 4}, et, pour toute u e K7,
u:T est dans €}. On a donc bien A=B, et T:0=T-¢.

Remarque. — Supposons que TeX;, ait en outre la pro-
priété suivante :
T est semi-compact en y; et, pour tout compact H de X!,

f | T (z, y)|dx est borné pour y € Y™

Alors T est dans £, 9, et, pour toute ue i, T(u) =u.T
est dans %7 : en effet u. T est dans 4}, a un support compact,
et, s1 H est le support de u:

(1, 4 50) [(w-T)(y)| <[|u(@)l= sup [y [T (z, y)|de.

Alors la proposition 26 (ou les roles de z et y sont échangés,
et ou I'on remplace X, par £}, et 3, par R;, ce qui est permis
puisque K vérifie la propriété ¢) montre que

T e @ e K2,

T est donc continue de %= dans Ry, En outre T est une apph-
cation continue de ¥, dans 4.

Cette application peut toujours s’écrire ¢v—T: ¢, avec
(T: ¢o)(z)= ﬁ,,, T(z, y)v(y)dy. Soit en effet H un compact
de X'; le support de T coupe H X Y™ suivant un compact H X K,
K compact de Y™; alors T(z, ) ¢(y) est mesurable, et
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Jedy [o[T(@, y)o(y)ide<+ o, donc T(Z, §)o(f)e Litrn;
alors ﬁmT(x, y)¢(y) dy a un sens pour presque toutes les
valeurs de z et représente une fonction T : ¢ € £} ; de plus

(1, 45 50 LI(T: ) (@)ldo< (sup ful Tl y)]dz) [lo(v)idy,

donc ¢—T : ¢ est continue de &, dans £;; v —>T.v et v—>T: ¢
sont continues sur ¥} et coincident sur %y, dense dans ¥, donc
partout sur ).

Composition des noyaux au sens de Volterra ().

Prorosition 34. — Soient X', Y™, Z", trois espaces eucli-
diens, et S, ,e9,,, T, .« D, ., deux noyauzr. Supposons qu’il
existe au moins un espace de distributions normal X, sur Y"
(non nécessairement quasi-complet), tel que

Sed.B(XK), TeX 9.

Alors il existe un noyau et un seul SoT e D, ., appelé produit
de composition de Volterra de S et T relativement a Uespace %,
tel que

(I, 4; 52) SoT=S8T(*), ou (SoT).w=S.(T.w),

(*) Cette composition a déja été sommairement étudiée dans Scawarrz [6],
n° 8 (théoréme IX, X XI)

(%) Ces résultats, ‘SoT =BT et SoT =ToS sont évidemment assez choquants,
et indiquent que les notations ne sont pas bonnes. Pour avoir de bonnes notations
partout, il aurait fallu changer beaucoup de notations déja bien établies en mathé-
matiques :

10 Kcrire les opérations initiales par des fleches de droite 4 gauche, et les trans-
posées par des fleches de gauche a droxte :

voll

CLBLAdoaCLE A, etC' 3 B/ £ A/d’ouC' 5 A’ Une fonction quelconque f
devrait alors s’écrire f(z) < z.

20 Une distribution T sur R" & valeurs dans E étant une opération E < 9, devrait
définir un élément de E ¢’ et non 9'(E) ou P'¢E; T serait toujours I'opération
E.> 9.

3° En conservant la régle de la page 92, permettant d’ldentzﬁer les espaces qui
ne changent pas I'ordre des variables, on identifierait T€ 9; , a Te D;eD;, définis-
sant I'opération 9, < 9, ; T serait alors Yopération T «v < v. Dans ces conditions on
identifierait ‘T € Dy,, a ‘T € DjeD,, définissant 'opération u > u«T ou *Teu < u,
opération Py > D) ou D, < 9, (changement de I'ordre de z, y, ou du sens de la
fleche).

. . — > > > >

40 SOT serait défini par SOT = SoT ou SOT = !To’S, u«(SOT) = (u+S)-T, et
(SOT)+w = S« (T+w). La formule intégrale (I, 4; 54) serait conservée.

C’est la non-adoption de 1° en mathématiques qui est le péché originel.
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pour toute weD,, ou
(I, 4; 53) SoT=T-5, ou u.(SoT)=(u.S).T,

pour toute ued,.

SoT ne dépend que de S et T, non de R,, si X, a la propriété
d’approximation par troncature et par régularisation; on dit
alors que S et T sont composables.

St S et T sont 2 fonctions localement sommables, S semi-
compact en y, et si, pour tout compact H de X/, f}IIS(x, y)|dx est

borné pour y e Y™, alors S et T sont composables, So T est une
fonction, donnée pour presque toutes les valeurs de x et z par U'in-
tégrale

(I, 45 54) (SoT)(z, 2) = [1aS(z, y)T(y, ) dy.

St #,, M,, sont des espaces de distributions normaux (quasi-
complets ), et st K est quasi-complet, (‘§, T)——» SoT est Uapplica-
tion bilinéaire canonique ('S, T) - (S®I)T de

L,(%,; 36,) X (%,¢,)

dans ¥,cW,, hypocontinue par rapport aux parties équiconti-
nues de &(X,; #6,) et aux parties compactes de R, cN,; st K,
a la topologie v, (S, T) —SoT est une application bilinéaire
de (%6,¢(%,)) X (K, eM,) dans #,eM,, hypocontinue par
rapport aux parties compactes.

On a en effet ‘T e 4(9,; %,), donc aussi ‘T e 4(D,5 ((R,):)e)
(remarque, page 36, appliquée a L = 9, M = X)), et

Sed(((K)); 2.),  done  SoTed(d,; D),
et il existe bien un noyau et un seul SoTe®; . tel que
SoT =S T, ce quiest (I, 4; 52).
De méme
Se¥®,; (K)), Ted((H); D), donc ToSei(d,; 9);

cette application est transposée de ST e 4D,; 9;), donc on
aSoT="ToS, ce qu est (I, 4; 53).

A priort SoT dépend non seulement de S et T, mais de
I'espace 1, considéré. Nous allons voir qu’il n’en dépend pas.
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si X, a la propriété d’approximation par troncature et régu-
larisation. Soit (o))y_,,... une suite de fonctions de 9,
tendant vers 1 dans & en restant bornée dans #; soit (py)y—y s, ...
une suite de fonctions > 0 de 9, de supports tendant vers I’ori-

gine pour v— oo, et telles que j;,,. ey(z)dz =+ 1. Alors on a
(I, 4; 55) T-.w=1Im ({im (GX(PV#(T‘W)))),

la limite étant prise dans X,, donc a fortiori dans la topologie
affaiblie ¢(#,; %,); mais ‘S, continue de ((%,);). dans 9;, est
continue pour les topologies affaiblies o(%,, %)) et ¢(9;, 9,), et
par suite on a, la limite étant prise pour la topologie ¢(9;, 9,) :

(I, 4;56) (SoT).w= %i:{lo(}\iﬂ(s.(a;‘(pv* (T-w))))).

Or, pour v et A fixées, a)(p,*(T-w)) € D,; donc son image

par § est connue dés que S, T, w, sont données, indépendam-
ment de X,; et il en est de méme de la limite faible dans 9,
quand A puis v tendent successivement vers co. Alors SoT est
connu comme noyau de 9; ,, pour S et T données, indépen-
damment de X,. Mais naturellement cela ne signifie pas que
deuz noyauz S et T puissent toujours étre composés; ils le
peuvent s’il existe un espace tel que %, et alors So T ne dépend
pas de cette espace s’il a la propriété d’approximation par
troncature et régularisation. On dira alors que S et T sont
composables, et on parlera de SoT sans spécifier X,.
Supposons que S et T soient des fonctions (localement
sommables), S semi-compact en y, et que, pour tout compact

H de X/, ﬁl‘S(x, y)|dz soit borné pour ye Y". On sait que
Tefledicded,, et que SedieRyc D, eh; (proposition 33
et remarque qui la suit), donc S et T sont composables
(avec R,=4, (K).=1%7), et de plus SoTed(R; L) et
‘SoT e4(%7; 4;). Nous allons voir que SoT est méme une
fonction, So T e £} ,, donnée par (I, 4; 54).

Soit en effet we X7; on sait que T.w est donnée, pour
presque toutes les valeurs de y, par

(L 4;57)  (T.w)(y)= [ Ty, 2)(2) dz.

Alors T.w e {}; d’aprés la remarque qui suit la proposition
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33, S.(T.w) est donnée, pour presque toutesles valeurs de z,
par : :

(1, 4; 58) (S+(T-9))(@) = [1uS(x, y)dy [ T(y, Dw(z) da.

Soit H un compact de X'; alors 1l existe un compact K de Y™,
tel que S(z, y) = 0 pour ze H, y¢K, puisque S est semi-
compact en y. Soit d’autre part L un compact de Z". La fonc-
tion S(z, y) T(y, Z) est mesurable; on a

[frn Ty, Dldydz [,1S(z, y)ldw < + oo,

puisque la derniére intégrale est supposée bornée et que T est
localement sommable; donc S(z, #)T(y, z2) est sommable sur
H X KX LouH X Y" X L; alors, d’aprés le théoréeme de

Fubini, |,.S(z, y)T(y, z)dy a un sens pour presque toutes les
valeurs de z, z, et représente une fonction N localement som-
mable de z, z. De plus, S(z, y)T(y, z)w(z) est aussi sommable

sur H X Y™ X Z*, de sorte que ffwxz,,S(x, )T (y, 2)w(z) dydz
a un sens pour presque toutes les valeurs de x. Si, pour un z
déterminé, cette intégrale a un sens, celle du 2¢ membre de
(I, 4; 58) en a aussi un, et elles sont égales; et elles sont alors

aussi égales a

(I, 4; 59)  [ow(2) dz [1aS(z, y)T(y, 2)dy.

Finalement, on voit que (SoT).w est une fonction, donnée
pour presque toutes les valeurs de z par

(I, 4; 60) ((SoT)-w)(z) = [, N(z, 2)w(z) dz = (N -w)(x),

de sorte qu’on a bien SoT=Ned ..

Naturellement, si S et T sont des fonctions, il y a bien
d’autres cas que celul que nous venons de traiter, pour lesquels
SoT est une fonction donnée par (I, 4; 54) (ne serait-ce que le
cas obtenu en changeant les rdles de S et T); nous n’avons
voulu ici que donner un exemple des difficultés qui se
présentent: il ne s’agit pas seulement de montrer que

j;,,, S(z, y)T(y, z) dy a un sens pour presque toutes les valeurs

de z, z, et représente une fonction localement sommable de z,
z, mais que S et T sont composables au sens indiqué ici
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(avec un espace Ji, ayant les propriétés voulues), et que So T
est donné par 'intégrale ci-dessus.

Soient maintenant S e 4(RK,; 76,) c b, (N,),.. D’apres la pro-
position 1 du § 1, on peut deﬁnlr une application linéaire
continue S ® I de K, e M, dans ¥6,¢ M. (I, opérateur identique
de M); on a bien évidemment (S® I)T =SoT pour
T e X, M, d’aprés la remarque 1° de la page 35, puisque cela

revient a dire que ‘SoTo'T= SoT. Le corollaire 3 de la
proposition 2 du § 1 (valable lorsque les espaces #6, &, I,

sont quasi-complets) montre alors que (tg, T)—-»S oT est une
application bilinéaire de 4,(%,; 76,) X (%,¢M,) dans #,¢M,,
hypocontinue par rapport aux parties équicontinues de 4(7i,; #6,)
et aux parties compactes de X, eM,. On peut modifier de diverses
fagons ce dernier résultat. Supposons toujours T e %, ¢ N(,, mais

seulement Sed,¢ (%,),, ce qui entraine Se A((3,)0):5 56,),
mais non nécessairement ’§e§f(’f¥ ;%,). On a quand méme
S e 9((%6,).; (K,)), T e9((%,);; M), donc ToS e 4((36,).; N,), et
par suite So Te F6,¢N,. Si'S converge vers 0 dans #6,¢ (%,),,

S converge vers 0 dans 4((%6,);; (%,).); si alors T parcourt
une partie compacte de Ji, ¢ W,, T parcourt une partie équi-
continue de L((R,)e; M) (corollaire 1 de la proposition 4 du §1),

done TS converge vers 0 dans £,((%6,).; W.), et par suite
So T converge encore vers 0 dans %6, ¢ ‘th Mais s1 T converge
vers 0 dans K, N, ‘T converge vers 0 dans 4 ((M,)5 K,); et si
S est un élément fixe de 76, ¢ (K,). tel que ‘S, continue de

X,).). dans %6, ne soit pas continue de K, dans 36, So'T ne
convergera pas nécessairement vers 0 dans L. ((N.);; 3,), et
par suite So T ne convergera pas vers 0 dans 36, ¢ N..

Donc (S, T)—=SoT est une application bilinéaire de
(#6,¢€ (],):) X (H,eM,) dans #6,¢ M., mais on ne peut pas affirmer
que cette application soit séparément continue.

Si XK, a la topologie y, alors ((%,).). =%, (page 17),
£(R,; ¥6,) =36, ¢ (R,). (corollaire de la proposition 5 du § 1),
et Papplication bilinéaire ci-dessus est hypocontinue par
rapport aux parties compactes de #6,¢ (HK,). (qui sont des parties
équicontinues de 1(( )e)e; %) = 4(K,; %) d’aprés le corol-
laire 1 de la proposition 4) et de X, < M,.
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Remarque. — 1° S’il existe un espace normal T, tel que
SeDye(K,)., T e hyeD:, on peut définir SoT méme si K, n’a
pas la propriété d’approximation par troncature et par régula-
risation; les propriétés d’hypocontinuité de la proposition
restent exactes; mais SoT, pour S et T données, peut alors
dépendre de 'espace K, considéré. Toutefois, pour affirmer
que SoT ne dépend que de S et T, il est beaucoup trop res-
trictif de supposer que X, a la propriété d’approximation par
troncature et regulansatlon Il suffira par exemple de savoir
(voir la démonstration page 116) que, lorsque « € 9 converge
vers 1 dans & en restant bornée dans %, et lorsque e 9
a son support convergeant vers l'origine tandis que p >0

et que f;,,p(y) dy converge vers 1, les opérateurs de multipli-

cation [a] et de régularisation {p} convergent vers I dans
L((K,))e; (K,)s), out 4 est la topologie de la convergence simple,
et ou (h,); est 'espace X, muni de la topologie affaiblie
(%, &)).

20 Supposons que ¢, soit un espace de distributions normal,
et que SeP, 84, Te(%).®D, Alors, en passant aux
noyaux symétriques, on pourra montrer, en appliquant la
proposition 34, l’existence d’un noyau SoT =T o’S). Ce
nouveau noyau est indépendant de I’espace £,, si celui-ci a
la propriété d’approximation par troncature et par régulari-
sation, ou la propriété plus faible signalée a la remarque 1°.
51 S et T sont composables au sens de la proposition 34, relati-
vement a un espace Ji,, ils le sont au sens symétrique indiqué
ici, relativement a 4, = (&,),, et le produit de composition est
le méme. Si en effet

Sed,8 (%), Tek 89,
alors
Se @; ® (13,, Te (gfy)nl: ® @;,
avec £, = (K,); (voir remarque page 36), et on a, d’aprés les
formules (I, 4; 52 et 53) :
(ToS)="ToS="ToeT=Te§=SoT
ou ‘(To*S)=SoT.
Les propriétés d’approximation par troncature et régulari-
sation pour ¥, et pour ¢ ne sont pas équivalentes, mais les
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propriétés plus faibles indiquées a la remarque 1° sont équi-
valentes, car u —‘u est un isomorphisme topologique de

((K))es (Ry)e) sur £((4,)s5 (4)a)-

Associativité du produit de Volterra.

Soient X!, Y™, Z", UP, des espaces euclidiens, et Re 9, ,,
Sed, ., Ted,,, 3 noyaux. Il peut fort bien arriver que les
2 produits de composition (RoS)o T, Ro (So T), aient un sens
et solent inégaux, ou qu’'un seul d’entre eux ait un sens ().

Mais supposons qu’il existe des espaces de distributions
normaux J%,, M., tels que

Re®,® (%), SeRe@), Tem, 9,

alors on peut définir d’emblée un produit RoSoT e 9, ,, rela-
tivement a K, N, par:

(I, 4;61)  (RoSoT).w=R-(5-(T-w))
pour toute we D, ou
(I, 4; 62) u-(RoSoT)=((u-R).S)-T

pour toute ue9D,.

Si &, et M, vérifient la propriété d’approximation par tron-
cature et régularisation, ou la propriété plus faible de la
remarque 19, page 119, ce produit dépend intrinséquement de
R, S, T, et nonde &, et I,.

D’autre part, on a dans ce cas

(I, 4;63) RoSoT=(RoS)oT=Ro(SoT)

(associativité), chacun des produits ayant un sens intrinséque,
indépendant de J, et N,.

Nous laissons au lecteur le soin d’étendre le résultat a la
composition d’un nombre fini de noyaux, et d’établir les pro-
priétés d’hypocontinuité d’un tel produit.

ExempLes. Prorosition 35. — Le produit de composition
de Volterra de plusieurs noyaux a un sens, si tous ceux qui sont
a droite de U'un d’eux sont semi-réguliers d gauche, tous ceux qui
sont a gauche semi-réguliers d droite, aucune hypothése de régu-

(!) Voir exemples de noyaux de multiplication ou de convolution: Scawarrz [4],
formules (V, 2; 9 et 10), et [5], formule (VI, 5; 3).
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larité n’étant faite sur ce noyau, et si, en méme temps, tous ceu..
qui sont d droite de Uun d’eux sont semi-compacts d gauche, tous
ceuxz qui sont & gauche semi-compacts a droite, aucune hypo-
thése de compacité n’étant faite sur ce noyau. En particulier, il a
un sens st tous les noyaux sont réguliers, sauf un au plus, et tous
compacts, sauf un au plus.

St tous les noyaux sont réguliers (resp. compacts), et tous,
sauf un au plus, compacts (resp. réguliers), le produit est régulier
(resp. compact).

St tous les noyaux sont réguliers, et 'un d’eux régularisant
(resp. si tous sont compacts, et 'un d’eux compactifiant), et st en
méme temps tous, sauf un au plus, sont compacts (resp. réguliers),
le produit est régularisant (resp. compactifiant).

Soient en effet X+, X, ... X des espaces euclidiens, et soient

Te®,, ,j=12 ..., I—1

Supposons, pour fixer les idées, T, Ty, ,, ..., T,_,, semi-régu-
liers a gauche et semi-compacts a gauche, T,_, semi-compact a

gauche sans hypothése de régularité, T,, T, ,, ..., T;_,, semi-
réguliers & droite et semi-compacts a gauche, T,_, semi-régulier
a droite sans hypothése de compacité, et T,, T,, ... T,_,,

semi-réguliers a droite et semi-compacts a droite. Alors
T,0T,o0...0T,_, a un sens intrinséque et est associatif, grice
a une chaine d’applications linéaires continues :

(’ I / < ..
£‘519@11—19 -)g)zni_)@‘”k_)gfk—i—)&’k_z'_’

o/ / / / / [0\Y
—&, >8>, —D; oD D

(voir démonstration de la proposition 31 et remarque qui la
suit).

51, au lieu de cela, nous supposons T,_, semi-régulier a gauche
sans hypothése de compacité, T,, T,_,, ... T)_,, semi-compacts
a droite et semi-réguliers a gauche, T,_, semi-compact a droite
sans hypothése de régularité, et si nous ne changeons rien aux
hypothéses relativesa T,,...T,_,nT,,... T,_,, on aurale méme
résultat avec une chaine d’applications

ﬁ)x‘—>ﬂ)11~‘——>---—>ﬂ)_tk+i—>§)xk——>8 1—» —_— .

! ! i l
b, —>& >, —-D; D> .

Dans chacune des deux hypothéses, tous les noyaux d’indice
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strictement plus grand que 'un d’entre eux sont semi-régu-
liers & gauche, et les noyaux d’indice strictement plus petits
sont semi-réguliers & droite, aucune hypothése de régularité
n’étant faite.sur ce noyau; il en est de méme pour les hypo-
théses de compacité; la position relative des deux noyaux de
transition est quelconque (et ils sont confondus si h = k).

Si en particulier tous les noyaux sont réguliers, sauf un au
plus, et tous compacts, sauf un au plus (les 2 noyaux excep-
tionnels ayant une position relative quelconque, et pouvant
ou non étre confondus), on se trouve dans ce cas.

Supposons maintenant tous les noyaux réguliers, et tous,
sauf un au plus, par exemple T,_,, compacts. On se trouve dans
le cas d’une chaine d’applications

qf 2 O - ‘@ o3
ﬂ)xl-—> "Dzl_,_) < -—)@zhﬂ——)g)xh«»bxh__l» S _—)U’e_)b"’i’
donc le produit est semi-régulier a gauche; mais on a aussi une

chaine d’applications

@ e 2/ 2! o) R\ I
@ — P T — — — —).‘...-)@.—)g
£ z__, Ty - Oz, Ty z, L)

donc le produit est semi-régulier & droite (les 2 chaines donnentle
méme produit, parce que tous les espaces. D, &, D', &', ont la
propriété d’approximation par troncature et régularisation),
et par suite il est régulier. On montrera de la méme maniére
que si tous les noyaux sont compacts, et tous, sauf un au plus,
réguliers, le produit est compact.

En particulier, si tous les noyaux sont réguliers compacts,
il en est de méme du produit.

Supposons maintenant tous les noyaux réguliers, T,_, régu-
larisant, et tous les noyaux compacts, sauf peut-étre T,_,.
Si h < m, on aura une chaine d’applications continues

>/ 2/ [
zgz‘—»sz‘_‘ — s e (/)‘l.m'—Pﬂ)mm_‘ ——)@_’,m_2-—>

- D,

h+1q h h—1

Th—g 2 1
>

(le fait que ‘T,,_, applique continuement &, dans D,  résulte
de ce qu’il applique &, dans &,  puisque régularisant, et
dans &,  puisque compact; alors il applique &; dans
b, nb, =9, ., et application est continue en vertu
de la proposition 26 ou 27), donc le produit est régularisant.
Démonstration analogue pour £ > m.

Z
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De méme, si tous les noyaux sont compacts, 'un d'eux

compactifiant, et si tous, sauf un au plus, sont réguliers, le pro-
duit est compactifiant.

Distributions semi-tempérées, et transformation de Fourier partielle.
On dit qu un noyau T e®;, est semi-tempéré en z, s’il
appartl_c__n_t a ‘

SeD, = 9.8 D) = 4(9,; DY) ~YUD,; 5L).

Z,y

Pour q-u 1.1 en soit ainsi, 1l faut et i suffit qu’il vérifie I'une
des 2 conditions équivalentes suivantes :

4o I’application w~— u+T est continue de 9., muni de la
topologie, induite . par .4, dans 9D, (parce que D est dense
dans ¥, et 9’ complet).

20 Pour toute ve D,, T.o est dans ¥, (propositions 26 et 27).

Pour toute T semi- temperee en z, on peut effectuer la trans-
formation de Fourier partielle %, en z [qu’on peut noter sym-
boliquement

(I, 4; 64) T— j;" exp (— 2inzd)T(x; §)dz < Yt® D);

cette notation sera justifiée page 134]

La transformation précédente n’est autre que ¥, ® I opérant
sur ¥, ® D, (proposition 1 du § 1, et transformation de Fourier
page 73, avec E = 9)).

Si en outre T est dans $;e},, alors son image de Fourier est
dans - SR,

La formule (I, 3; 13), appliquée 4 E = 2‘),, donne, pour toute
ue .;YE

(I, 4; 65) u-FT=39u.T.
La formule (I, 3; 14) donne, pour toute v € 9, :
(I, 4; 66) F,T.v=53(T.v).

Soit T une distribution tempérée sur XX Y": Ted,, Elle
est alors semi-tempérée en z, puisqu’elle appartient meme a
4% ® 9! (proposition 28) ; on peut donc calculer sa transformée de
Foumer partielle 4, T, qui, appartient a 9 ® ¥;, donc est semi-
tempérée en y; on peut alors calculer sa transformée de Fourier
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partielle ,(%.T); le résultat obtenu est simplement sa trans-
formée de Fourier totale en z, y, car on a

(I, 4; 67) (I ®%,)0 (9,0 1,)=7,®3,
et 1l suffit alors d’appliquer la proposition 29.

Noyaux a valeurs vectorielles.
Soit E un espace vectoriel localement convexe séparé (non
nécessairement quasi-complet).

Une distribution T e D.,E) sera un noyau a valeurs
dans E. On devra ici distinguer soigneusement la transposi-
tion ¢ et la symétrie s. La symétrie s: (z, y) — (y, z), isomor-
phisme de X' X Y™ sur Y™ X X! définit, par transport de
structure, un isomorphisme canonique, toujours appelé s:
T—T, de D, (E) sur 9D, (E), avec ses=1.

Un noyau T e 9.,(E) définit les opérations suivantes :

10 Une application linéaire continue de 9, ,dans E, appelée T.
Sa notation intégrale sera :

(1, 4; 68) o(3, §)>T 9= [[u e 1@, y)3(s, y)dady <E,
pour 99, ,.
Alors la symétrique “T est une application linéaire continue

de 9, , dans E.
La transposee T est une application linéaire continue :
¢ ——>\T, e/, de E. dans 9;,; alors la transposee “T= ‘T

<

est une application linéaire continue: ¢’ —>\T e , de E.
/

dans 9, , N

20 Une application linéaire continue: u—u-T, de 9,
dans 9,(E) par

(I, 4; 69) (u-T).o=T.uo®9¢), ued, ve9

»
Sa notation intégrale sera :

(I, 4; 70)  w(@)— [ T(z, §)u(z)dz < D,(E),

pour ue9d,. >

On pourra noter TefD’ (9,(E)) cette application. Alors ‘T
est sa transposée, application linéaire continue de (9,(E)).
dans 9.
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3° Une application linéaire continue ¢—T ¢, de 9, dans
D;(E), par

(I; 4 7) (T-0).u=T.uev), ued, ved,

Sa notation intégrale sera

(L 45 72)  o(§) = f1n T(3, y)o(y) dy < B(E),
pour v € 9,.
On pourra noter ‘Te@'(ﬂ)’ )) cette application, car

oo T =T.o. Alors ‘T est sa transposée, application linéaire
contmue de (9(E)); dans 9.
On a toujours:

D.,(E)=49D,,; E)y=9; ,e E=(9;e9,) e E,

en vertu du théoréme des noyaux (proposition 25).
D’autre part, on a aussi:

9(9}(E)) = 4(D.; B}(E)) = D e 9} (E) = D e (9} ¢ E).

Si alors E est quasi-complet, la proposition 7 du § 1 montre
que tous ces espaces peuvent &tre identifiés, et aussi s’écrire

DeDeE=¢(D;, D), E), ou (9,09, E)],

parce que 9, et 9, ont la propriété d’approximation stricte
(corollaire de la proposition 3 des préliminaires, et corollaire 2
de la proposition 11 du § 1).
De méme on a toujours
Dy E)=4D,.; EY=9, e E= (9,e9;) ¢ E,
et
DyYD,(E)) = UDy; D(E)) = D, e D(E) = D) e (D, ¢ E),
et, si E est quasi-complet, tous ces espaces sont identiques, et
identiques a

DD eE=c(D, 9, E)= (9,09, 0E),

et alors la symétrie s permet de passer de la premiére catégorie
d’espaces a la seconde.

De plus, toujours si E est quasi-complet, 9, (E)=9,e9D,cE
n’est autre que I’espace des applications bilinéaires de 9, X 9,
dans E, hypocontinues par rapport aux parties bornées, muni
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de la topologie de la convergence. uniforme sur les produits
de parties bornées de 9, et 9, (corollaire 2 de la proposmon 7,
avec L, =9, L, =9, M = E)

Enfin rappelons que; si 36, et }, sont des espaces de dis-
tributions, on a les identifications ot 1somorphismes suivants
(s1 E est quasi complet) :

(#,c %) e E= 3, (K, e B~ (%,e6,) e E =K, (36, ¢ E),

I'isomorphisme étant la symétrie s.

§ 5. Distributions sommables.

Rappelons d’abord quelques propriétés, dont nous nous
servirons désormais sans référence dans tout ce paragraphe.

Le dual de 'espace: %" des fonctions indéfiniment dérivables
sur R", convergeant vers 0 & I'infin: ainsi que chacune de leurs
derlvees est 'espace Dy, des distributions sommables sur R".

Il pourra étre muni de la topologie (91.). de la convergence
uniforme sur les parties compactes de ®° (auquel casson dual
‘est' B%), ou de la topologie forte (i), que nous noterons sim-
plement Dy.. Le dual de 9y, ou bidual de &', est 'espace B des
fonctions indéfiniment dérivables sur R”, bornées ainsi que
chacune de leurs dérivées. B peut étre muni de la topologie
forte de dual de Dy, qiie nous hoterons simplement %, ou de la
topologie %,.(') de la convergence uniforme -sur les parties
compactes de (Dp): (Du). = B.. # n’est pas un espace de
distributions normal, et son dual n’est pas:-un espace de
distributions; mais %, est strictement normal et a pbur dual Dy..
Toute partie bornee de % est contenue dans I’adhérence, pour
la topologie o(®, Di.), donc pour la topologie B, d’une partie
#B-bornée de D c ®* (par troncature), donc B est un espace de
Fréchet distingué, et Di. est bornologique et tonnelé (*);
alors toute partie bornée de $ est équicontinue sur Dy. La
topologie de Dy, est indifféremment celle de la convergence
uniforme sur les parties bornées de $° ou de ®.

Les parties bornées de $, sont identiques aux parties bornées

(1} L’espace R, a été étudié sysiématiquement dans Scawintz {1], pages 99-102.
(*) GrormenbiEck [2], théoréme 7, page 73.
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de % (car les parties bornées de $, sont a fortiort bornées dans
o(H; Dp); mais Dy est complet comme dual de Pespace de
Fréchet #°, et, dans le dual fort # de I'espace complet Dy, toute
partie faiblement. bornée est. fortement bornée (')), donc
equlcontmues sur Dy, et par suite relativement compactes
dans (1.). = B, d’aprés Ascoli; alors, sur ces parties bornées,
la topologie est identique a la topologle plus faible induite
par 6 (eu ¥'), et (B,), = D..

La dualité entre 9r. et & peut se défimir par l'intégrale

(T, ) =>T(2) = [ T(@)o(2) da.

L’intégrale T — [ T = T(1) est une forme linéaire continue
sur Dy, (pulsque 1e® = (Du)), mais discontinue sur (Di.).,
puisque 1 &% = ((Dn.).)'. .

# et ® sont des espaces de Fréchet. #° a la propriété
d approx1mat10n par troncaturé et régularisation (corollaire
de la proposition 3 des prehmmalres) donc est strictement
normal et a la propriété d’approximation stricte, et (D). a les
mémes propriétés (corollaire 1 de la proposition 4 des préli-
minaires). ;

Ensuite 9. a la propriété d’approximation par troncature
et régularisation, donc est strictement normal et a la propriété
d’approximation stricte, et 5, a les mémes propriétés, d’aprés
la méme suite de raisonnements. (EDL) et B, ont la propriété (¢)
(voir pages 54 et 56). Enfin %°, $, (Dy.)., Q, i, B, sont complets (*).
La proposition 8 du § 1 montre, alors qu’une application linéaire
de 3. dans un espace localement convexze M, dont les restrictions
aux parties bornées de B sont continues pour la topologie indutte
par &, est continue.

Les espaces identiques ou isomorphes

(D4)(E) = (D). 8. E () = 4(8"; E)() = L(EL; (D))

(') Dieuponng-Scawartz 1], proposition 7 page 73, et Boursak1 [2], pro-
position .1 page 86.

(?) B° et B sont des espaces de Fréchet, Dy« est le dual fort d’ un Fréchet, (D).
et B. sont des duals d’espaces bornologiques, munis de la topologie de la convergence
uniforme sur les parties compactes (Boursaki {2], exercice 18, page 37. Voir aussi
Scuwartz [1], page 101).

(3) Corollaire 1 de la proposition 11.

(*) Proposition 13 du.§ 2.
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ne sont que d’un intérét limité; car 'intégrale d’une distribu-
tion appartenant a de tels espaces n’aura pas de sens. Plus
précisément, si T e 4(®°; E), sa bitransposée “T sera une appli-
cation linéaire continue de (#')" = % dans E’, et on pourra
poser [..T = “T(1) e E". Il n’y aura aucun espoir de pouvoir
remplacer E” par E; car si nous prenons pour E l'espace &
lui-méme, et pour T l'application identique de %, alors “T
est application identique de &, et alors [, T =1 & mais ¢ #".

L’espace . a la propriété d’approximation stricte, donc
D(E) = I8 E=x~ Y4 (E,; D). Mais il ne posséde pas la pro-
priété (e): si une distribution T & valeurs dans E est scalai-
rement dans Py, elle est dans (D.)(E) et non nécessairement
dans D (E) qui est plus petit [si nous reprenons I’exemple
ci-dessus ou T est I'application identique de &', ‘T est 'appli-
cation identique de 9y, elle n’est pas continue de E; = (Dy.).
dans 9. Donc T est scalairement dans 9i., mais non dans
Di(E)]. Malgré ce désavantage, c’est bien Di(E) Despace
intéressant, sur lequel on peut définir 'intégrale.

DErFiniTION. — On appelle espace des distributions sommables
sur R* a valeurs dans E (non nécessairement quasi-complet),
Pespace topologique

@Ll(E) = @118 ’ftjie(Ei; @LI) (‘).

C’est aussi Uespace 4,(B.; E); st E est quasi-complet, c’est
le sous-espace de 9'(E) formé des applications continues sur les
parties B-bornées de D munies de la topologie induite par 6.

La fin de la définition se voit immédiatement : on a en effet
De E = 4 ((Dr):; E), mais (Du), = R., et les parties équi-
continues de (D) sont les parties bornées de % ou %,
puisque Dy, est tonnelé. D’autre part, soit T une distribution 2
valeurs dans E, dont la restriction a toute partie $-bornée B
de P soit continue pour la to_gologie induite par & donc par %..

Si E est quasi-complet, T se prolonge en une application
continue, de B, adhérence de B dans %, dans E. Comme
toute partie bornée de %, est contenue dans I’adhérence d’une

() Nous appelons ici sommables les distributions que nous appelions stricte-
ment sommables dans ScuwaRrtz [2], exposé 21, définition 8, page 5.
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partie B-bornée de D, T se prolonge finalement en une applica-
tion linéaire de %, dans E, dont les restrictions aux parties
bornées de %, sont continues, donc continue, et T  4(%,; E).

DerinitioN. — L’intégrale ﬁ,,-'f' = ﬁ,,T(x) drvde Te Du(E)
(E non nécessairement quasi-complet) est Uélément T(l) de
E(1e3%,).

ProrositioN 36. — L’intégrale, application linéaire continue
de 91.(E) dans E (E non nécessairement quasi-complet), est
Uapplication ﬁ‘,, ® Ig de Du.e E dans Ce E =E.

St ¢ est une application linéaire continue de E dans F (non
nécessairement quasi-complet), alors v(T) e D (F), et

(1, 5; 1) Jro#(M) = o( [taT).

En particulier, pour tout e <E:
(I, 5; 2) S, &)={[o.T, &).

Le fait que l'intégrale et ’application j;,.@ Iz coincident
est trivial (remarque 1°, page 35 du § 1).

Le fait que V(T) = (IgL, ® v)(_’i‘) € D1.(F) résulte de la propo-
sition 1 du § 1. D’aprés la remarque 1° de la page 35, on a,
pour toute T € 4(B,; E): o(T)=voT e 4®.; F); on en déduit
ﬁ,,v(?) = v-T(i) = vj;,,T, ce qui est (I, 5;1).

Remarque. — Soit T une distribution scalairement sommable.
Comme (D), a la propriété (e), T appartient, si E est quasi-
complet, & (P).E = 4(%"; E). Alors sa transposée T est
continue de E; dans (9y.), mais aussi de E; dans (Dp.), = D5 si
dans E les parties bornées sont relativement compactes, en
particulier si E est un espace de Montel, E, = E;, donc

T e (E¢; D), et T est sommable.

Nous pouvons maintenant compléter ce que nous avons dit
page 72.

Prorosition 37. — Soit # un espace de distributions normal
(non nécessairement quasi-complet), tel que tout a e 6 soit un
multiplicateur (') de 36, dans Dy,. Alors, pour toute T e ¥, (E)

() Voir page 69.
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(E non nécessairement quasi-complet), oT est sommable, T — oT
"est continue de %, (E) dans EDU(E), et Uon a

(1,5; 3) - T(@ = feT

Remarquons d’abord que « est multiplicateur de . dans
Dy, si et seulement s’il est multiplicateur de #, dans 7 (par
transposition, si o est multlphcateur de B, dans ¥, 1l est multi-
plicateur de #, dans (8,). = D, ; si' « est multxphcateur de %6,
dans Dy, 1l est multiplicateur de (D1.).; = B, dans (#6,)., donc
a fortiort dans 6).

~Alors a est multiplicateur de: #,(E) dans Dy (E), de sorte

que, pour toute Te ¥, (E), o«T est: bien sommable. On a,
d’aprés la formule (I, 3; 6), pour toute ¢ « %,

(L 55 4) T(ag) =oT(g),
le premier membre ayant un sens parce que age ¥ = (¥6,)
et Te 4((#c).; E), et le deuxiéme parce que 9B et
oT e D). (E) = 4(%,; E).

En faisant ¢ = 1, on obtient (I, 5; 3).

CoRoLLAIRE. — Soit E quasi-gomplét. St _'Teﬂ)’(E) est sca-
lairement dans Dip, 1 < p <l 0 et st ae EDva<-% —I—ﬁ—, = 1>

pour p~1, a. e B pour p =1, alors «T est sommable, et T— oT
est continue de (Dp),(E) dans Dy, (E).

Comme en effet (D). a la propriété (¢) (exemple, page 54),
T est dans (Die)(E). Mais la multiplication par « est une
application linéaire de B, dans Dy, pour p =1, dans &’
pour p = 1, continue sur les parties bornées de $, (comme on
le voit trivialement, parce que, sur ces parties, la topologie est

induite par &), donc sur ®; alors a est un multiplicateur de
(Dye). dans Dy, et par suite de (D) (E) dans (D) (E).

Distributions partiellement sommables en z.

DeErinitioN. — Une distribution T e 9, (E) est dite partiel-
lement sommable en z, si elle appartient d

(D), e Dye E = (DL)(DYE)) = (D). ® Dy )(E
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L’intégrale partielle en x, notée T f;. T(z, y) dz, est Uopération
linéarre contl.nue f  ® Iy, «E) de (D)o Dy( E)) dans D)(E), cest
ausst lapphcatwn ﬁ:@l ®Ie de (D). e Dy e E dans Dye E,; ou

Papplication 1,® [ de D¢ ((Di)o(E)) dans D, E.

Si E est le corps des scalaires, on remarquera que 9, est un
espace de Montel; donc (remarque, page 129, en y remplacant E
par D)) une distribution T e 9., , est partiellement sommable
en z, si et seulement si elle vérifie I’ une quelconque des condi-
tions equlvalentes suivantes :

10 u — u- T est continue de 9,, muni-de la topologie induite
par $;, dans 9;;

20 Pour toute v € D,, T . ¢ est dans (D).

Dans ces condltlons, Pintégrale en = peut &tre définie par

(1,5:5)  fenoly)dy [ T(@, y) do = [u(T-0)
wdz. fy,,. T(z, y)v(y) dy, pour toute ved,.

Cette notion d’intégrale partielle permet d’écrire commodé-
ment beaucoup de formules. Par exemple :
10 Opérations Lntegrales deﬁmes par les noyaux.

On désire pouvoir écrire, pour ue®, et TeD;, u-T
suivant (I, 4;7):

(u-T) = [ru(2)T(x, §)da.

Le produit multiplicatif u(z)T(z, y) est dans &, ® 9,, donc
partiellement sommable en z, et le second membre a bien un
sens; cette formule est un cas particulier de (I, 5; 3) pour a = u,
¥ = QD,et E = ﬂ)_ly

On a une écriture analogue (I, 4; 4) pour T-¢, ce qui permet
d’écrire la formule (I, 4; 6). Nous avions a4 ce moment déja

]ustlﬁe ces écritures, parce que seul §'(E) et non D (E) inter-
venait.

20 Convolution.
Soient S'et T deux distributions sur R”. On peut définir le
“produit S(z — ) T(y), sans aucune condition sur S et T,

comme 1mage du produit tensoriel S(g) ® T(n) parle changement
'de variables

R B
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Autrement dit, par définition, si ue9D,, v D, :

(L5 7 [feemSE—y)THu(@)9(y) dedy
= [ fanrens (SE) @ T(m))u® + m)o(n) d& dn,

égal, d’aprés Fubinm ('), a:

(I, 55 8)  fauTlne(n) dn fro SEu(E +n)ds = (S+u)T-o,
de sorte que, en tant que noyau, S(& — y)T(§) vérifie

(1, 5; 9) u(S(&—§)T(H) = (S+u)T.

On voit alors aisément que, dans tous les cas classiques ou la
convolution a un sens, cette distribution S(z—#)T(y) est par-
tiellement sommable en y, et que son intégrale en y est le pro-
duit de convolution :

(I, 55 10) S«T= |p.S(z—y) T(y) dy.

Prenons, par exemple, Sed' T e Oc.

Pour vérifier que S(z—y)T(y) est sommable en y, nous
devons vérifier que, pour toute ue®D, la distribution
u-(S(z—#) T(H) = (S»u)T est sommable. Mais S+ u est le
produitd’un polynome par une fonction appartenanta $; comme
T e Ok, le produit (S+u)T est aussi dans 9 done sommable et

’on a méme, par conséquent, S(z—g) T(y) € D, ® (Oc),-

Soit S fixé, et u borné dans 9,; alors S«u est le produit d’un
méme polynome par une fonction qui reste bornée dans B; si
alors T converge vers 0 dans O, (S+u) T converge vers 0
dans Oc. Autrement dit, T— S(Z — ) T(y) est continue de
0% dans 9. & (06), = £(D.; (06),); donc T— [L.S(&— y)T(y)dy
est continue de Og dans 9. Mais T—Sx«T est continue de Og
dans ' donc a fortiori dans 9'; et ces 2 applications coinci-
dent visiblement pour T e D dense dans O¢ (formule (I, 4; 26),
avec T =), donc pour T € O; quelconque, ce qui prouve bien

I, 5; 10).
( Nous laisserons au lecteur le soin de montrer que
(S, T)—>S(z—y) T(y) est méme une application bilinéaire de

() Scuwarrz [4], chapitre 1v, § 3, théoréme IV.
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¥ x Og dans ¥, & (Oc),, hypocontinue par rapport aux parties
bornées (').

30 Intégrales de Fourier vectorielles.

Soit Ue 9.(E). Montrons que son image de Fourier
V=30< Yr(E) peut s’écrire :

(I, 55 11) V() = [, exp (— 2ira%)U(2) da.
Nous montrerons d’abord un lemme:

Lemme : exp (—2irit) <Y, Y et € I, B¢
Il suffit de montrer la premiére propriété. Pour cela, on
remarque que, si o € D¢, Pintégrale

(I, 55 12)  [o,exp (— 2ina%)p(8) dE = exp (— 2iwik) -9

représente Fp e, et que ¢ — Fo est continue de D;, muni
de la topologie induite par ¥, dans 9, donc on a bien
(exp (— ztnx;)) < 4(9;; 9.), donc exp (— 2inas %) e 9,8 9%

Remarquons que, si 'on identifie 9,89 a 4(9,; J’g) Popé-
ration définie par le noyau étudié est la transposée de F, c’est
donc encore J:

U—3U =V =U-.exp(—2init).

La propriété (I, 5;11) résulte alors, dans le cas scalaire
E = C, de la proposition 37: on pose
=9, H=9, E=9,
T = exp (— 2ix2%) e #,(E), a=Ue¥Y,=%.

Le produit «T est sommable en z, et son intégrale est Tea=9U.
I1 suffit seulement de vérifier: a) que la proposition 37 s’ap-
plique. La multiplication [a] est bien continue de § dans 9Dy,
et méme dans Og, puisque a = Ue ', ce qui permet de mon-
trer que exp (— 2in£)U(Z) est non seulement dans (9y.), ® 9%,
mais méme dans (Oc), ® I;

b) que le produit multiplicatif défini par la proposition 37
coincide avec celui qui est défini ici. Ce dernier est le produit,
dans 9 ¢, de exp (— 2irzt) €6, ; par U(z) = U(@)®1() € D
Mais la multiplication [U,] de &, dans 9, est continue, et la

(1) Consulter, pour toutes ces propriétés, Scuwartz (5), chapitre vii, notamment
théoré¢mes VI, IX, XI.
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multiplication par U(% ®1(€) est l’operateur [U,]® Iy sur
&, ® 8. La multxphcatlon de la proposition 37 est I'opérateur
[a]® Ie=[U,]® L sur 9,8 %. Alors ces 2 opérateurs coin-
cident sur I’élément exp (— 2in2£), car celui-ci est dans 6,89,
et les 2 opérateurs précédents sont les restrictions, sur les’
espaces considérés, de Popérateur [U;] ® I; sur &, ® Dg.
Cependant la proposition 37 ne démontre pas la formule

(I, 5; 11), st U est a valeurs vectorielles. oy
Nous remarquons alors que UeY.8 E est un multlphcateur
continu de ¥, dans (Oc) ® E (car, lorsquee parcourt une partie

équicontinue de E/, U ¢ / parcourt une partie bornée de ¥,
donc un ensemble équicontinu de multiplicateurs de 9,
dans O¢); c’est donc un multiplicateur continu de ¥, ® 9¢ dans
((0c), ® e ® E), de sorte que le second membre de (I, 5;11)
est dans cet espace ((0¢),®9%; ® E);, donc partiellement sommable
en z, et son intégrale en z est dans ¥ ® E (et, comme plus haut,
les divers sens possibles du produit multlphcatlf coincident,

car, si [U] est le multiplicateur défini par U sur §,,1ls coincident
tous deux avec la valeur de l'opérateur [ﬁ] ® I; sur
exp (—2i1t5:2)e8z®9)é). Il reste 4 montrer que le second
membre de (I, 5; 11) est V(z) Or c’est démontré pour E = C.
Pour E quelconque, prenons ¢ e E', alors:

(I, 5;13) (¢, [wexp(— 2inat)U(x) dz)

j;,.exp (——2i1cxf)\U (), ‘>d;z
=T, ¢y={(30, e> , ¢,

ce qui démontre complétement (I, 5; 11). :
En remplacant E par 9,(E), on ]ustlfie la définition mtegrale

de la transformation de Fourier partielle; pour Ue (90D, 0E)::
(1,5; 14)  9,0= [, exp (— 2inab)U(g, §) dz,
qui appartient & (9; ® D; ® E)7; en outre

exp (— 2inf) U3, §) e ((0c). ® 9; © 9, ® E);.
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Identité des espaces (Di.)., et (Du:), &x (D),

PROPOSITION 38..— Sur X' X Y™, les espaces (i), et
(D)o B (Dis)y peuvent étre. ldentzﬁes, algébriquement et topo-

logiquement; Uintégrale |[|,, yn est le produit tensoriel des

intégrales: simples f ® [ym-

Tout d’abord nous avons vu (proposmon 17) que B, ,= R, %;.
Mais alors on sait (corollaire 4 de la proposmon 2) que
(S, T,) =S, ®T, est une apphcatlon bilinéaire 'de

(8= Le)e) >< ((85), = ((D4),).)

dans (®;, ,).= (( e y)or - hypocontmue, donc en particulier
separement falblement continue. Cela prouve d’abord que
(D). ® (D1)), est contenu dans (D), , Par ailleurs il est
évidemment dense dans (91,),,, car 9, , est dense, et que
D, ®D, est dense dans D, , pour la ‘topologie 9, ,, donc a
fortwn pour la topologie mdulte par (EDL‘)I ,~ 51 on prouve que,
sur (D), ® (D1.),, la topologie G induite par (Dy.),.,  coincide
avec la topologle T, Pidentité algébrique et topologique de
(Di.)z.y et de (D), B (D1), sera démontrée. Mais (Dy..),, (DL,

(DLi)z, 5, sont des duals forts d’espaces de Fréchet &, %, 33”,
donc lapphcatlon bllmealre (S, T,) - S,®T,, séparément
faiblement continue, est continue ('); et comme = est la topo-
logie localement convexe la plus fine sur (9p.),® (EDL.), pour
laquelle cette application soit continue, = est plus fine que .
Il nous reste & montrer que & est plus fine que .

Appelons B, lespace des formes bilinéaires continues sur
(D)e X (Di)y; ™ est la ‘topologie de la convergence uni-
forme sur les parties équicontinues de $,, tandis que G est la
topologie de la convergence uniforme sur les parties bornées
de B,, = R.

1 suffit donic de montrer qu’on peut identifier &, & un sous-
espace de #, la’ dualité de (D1.),®(Dr), avec B, devenant la
restriction a B, de sa dualité avec B, et que les parties équi-
continues de B, sont des parties bornees de # (la proposition
étant alors démontrée, il en résultera d’ ailleurs que %, = %,
et que les parties équicontinues de %, sont exactement les
parties bornées de %).

(1) Dieuponng-Scawartz [1], théoréme VIII, page 94.
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Soit O € B,. © définit a fortiori une forme bilinéaire continue
sur &; X &), donc un élément 0 de (6.®6,) = (&;,) =§,,.
De plus, &' étant dense dans (91), 0 détermine compléte-
ment O, autrement dit © —0 permet d’identifier £, a4 un
sous-espace de &_,.

Mais, pour p et ¢ fixés, lorsque & (resp. w) parcourt X!
(resp. Y"), D23(Z— &) (resp. Di8(7 — 7)) reste borné dans
(Di1), (resp. (D),), donc O (DES(Z—E), DIS(§ —mn)) reste bornée,
c’est-a-dire DED$ 0 (5, n) = (—1)»+70 (D(z —E), DI8(§ —n))
reste borné; donc 0 e %, et B, est bien identifié & un sous-
espace de . Il faut montrer que cette identification respecte
la dualité avec (Pp), ® (Dy),, autrement dit que, si Se (D),
et Te (D), on a

(L, 55 15) 6(8, T)= [[ou, 4n(S(z) ® T(3))0(x, y) dzdy.

Or cette égalité est vraie pour Seé&; et T e8], par défi-
nition méme de 0; &, et & sont denses dans (Du.), et (Du),;
© est continue sur (Dy), X (Du),; si donc on prouve que la
forme bilinéaire sur (D), X (Du:),, définie par 0 au 26 membre,
est aussi continue, I'identité des 2 membres de (I, 5; 15) sera
bien prouvée.

Or, si S et T convergent vers 0 dans (Pp), et (D), respec-
tivement, on sait que S® T converge vers 0 dans (D), ,, ce qui
démontre notre assertion, puisque e B, ,.

Soit enfin H une partie équicontinue de %,. Elle est en parti-
culier bornée. Alors 8(D28(z—&), Di8(§ —1), reste borné pour
teX, neY", 6OeH; donc 0 reste bien bornée dans %
pour 0 € H, ce qui prouve que G est plus fine que =, et fina-
lement prouve l'isomorphisme (algébrique et topologique) de
(g)ll-’)z.y et ("GDL‘%@n(@i')r

Prouvons enfin la derniére partie de la proposition 38: Les
formes linéaires f /;,Xf,,, et ﬁ,@ f . sont toutes deux continues

sur (Pn),,,, et elles coincident trivialement sur le sous-espace
dense 9,®9,, donc partout sur (D), 87 (DL.),, c.q.f. d.

CoroLLAIRE (Théoréme de Fubini). — St '-fe(ﬂ)}“.)z,,(E),

> . o, .
T est partiellement sommable en z, son intégrale en x est une dis-
tribution sommable en y, et

(I, 55 16)  [[unyn L@, ) dedy= [rndy [, T(z, y)da.
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On a naturellement ausst :

(L 5 17)  [[u,.sn (@, y) dady = [ dz [ T(z, y) dy.

On sait qu’il existe une application linéaire continue cano-
nique de (D), ®; (D), dans (D), ®.(Dr),; cette application
est compatible avec les injections de ces 2 espaces dans
9, autrement dit on a le diagramme commutatif :

( £’)x®ﬂ(®;")y - ng@ﬂg);
1
(B0).8(Dh)y — 9,89,

Donc cette application canonique est une injection, et
(D11): O (P11), est un sous-espace de (D), 8 (DL),, muni d’une
topologie plus fine que la topologie induite.

Une distribution T e (9L,), ®; (DL.), n’est pas nécessairement
sommable, et n’a pas d’ 1ntegrale au sens antérieur du terme;
néanmoins ﬁ, fp définit sur (D), ® (D), une forme
linéaire continue, qui prolonge I'intégrale définie sur (91).,,,
et que nous appellerons intégrale double généralisée. [Noter
que, pour T e (D1,), ® (D), et a € B, ,, «T n’est pas nécessai-
rement dans (9y,), ®; (Dr.),, donc n’a pas d’intégrale double
généralisée].

De méme ((91).8: (D)) ® E est un sous-espace de
((Dr): B (D)) & E, avec une topologie plus fine que la topo-
logie induite (proposition 1 du § 1); sur ce dernier existe
une intégrale double generahsee ﬁ,@ j;,,, ® Iz, qui prolonge
I'intégrale double sur le premier.

N Le théoréeme de Fubini est alors exact méme pour
T e (D). B (1),) & E, le premier membre de (I, 5; 16) ou
(I, 55 17) désignant I'intégrale double généralisée.

La formule (I, 5; 16) est en effet triviale et exprime la loi

de composition :

(1, 55 18) [4® [n®Iz=(Lc® n®I)e( [u®L,®lk),
Ic étant Popérateur identique sur le corps des scalaires C.

Remarque. — Les propositions 17 et 38 montrent que %,
et &, sont des espaces L et M tels que (L® M) =L'®;M'.

FIN DU CHAPITRE I
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