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GROUPES FUCHSIENS ET REVETEMENTS
par Léonce FOUREKES (Marseille) (*).

INTRODUCTION

Nous nous proposons d’étudier un groupe G, Fuchsien ou
Fuchsoide, contenant des transformations elliptiques. Le groupe G
pourra opérer dans l'intérieur d'un cercle G ou dans le plan pointé,
mais nous emploierons toujours le langage se rapportant au cercle.
Malgré I'utilisation constante du « vocabulaire analytique », (Groupes
Fuchsiens, Surfaces de Riemann, etc...) les démonstrations sont
valables non seulement pour un groupe de transformations homogra-
phiques mais aussi pour tout groupe d’homéomorphismes du cercle
sur lui-méme, & condition que ce groupe soit proprement discon-
tinu (*) et admette des domaines fondamentaux D, possédant les
propriétés suivantes (*):

a) tout cercle C’ c C est recouvert par un nombre fini de domaines
fondamentaux D,.

b) Soit P appartenant a la frontiére de n domaines fondamentaux
(n>1); il existe un voisinage simplement connexe v(P) séparé par
les frontiéres des D, en n composantes seulement de telle maniére
qu'il existe un homéomorphisme de v(P) sur un cercle dans lequel
les frontiéres des D, intérieures & v(P) se représentent suivant des
rayons. Un tel voisinage v(P) sera appelé voisinage élémentaire.
(Dans le cas des groupes Fuchsoides de transformations homogra-
phiques, cette derniére condition est réalisée avec des domaines
fondamentaux limités par des arcs de cercle.)

(') Ce travail a été fait pendant un séjour & I'Institute for advanced study (Princeton).

(%) Voir Farou, Fonctions algébriques, t. 11, p. 69, ot sont en évidence des groupes
discrets qui ne sont pas proprement discontinus.

(®) Nous appellerons de tels groupe H-Fuchsoides.
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Nous avons pris soin de rcjeter a la fin de nos démonstrations
I'introduction de la structure conforme pour mettre en évidence son
role secondaire dans ces questions malgré le changement de termino-
logie qui en résulte dans les énoncés finaux.

Nous rattachons I'étude du groupe G a celui des revétements
ramifiés d’une certaine surface. Je rappelle ici les définitions que
nous avons adoptées pour les revétements ramifiés (*):

a) ¢ désigne une représentation continue d’une surface § dans une
autre S de sorte que si M e S, {7'(M) soit un ensemble 1solé.

Définition 1. — P e S est couvert sans ramification par A c ¥ (pour ¢)
s'il existe un voisinage V(P)c 8 tel que Ey s =A nt7'[V(P)] ne
soit pas vide et que toute composante connexe de Ey 4 soit représentée
biunivoquement par ¢ sur V(P).

(¥, t) est un revétement de S relativement non ramifié si tout point
P €S est couvert sans ramification par § (pour ¢).

Définition 2. — P €8 est couvert avec ramification par A c § s'il
existe V(P) tel que:
1° Ey 4 ne soit pas vide.

2" [; désignant une composante connexe quelconque de Ey 5
=Tint"'(P) n’est pas vide.

3 Ii=T,— 2. ([} ¢) est un revétement relativement non ramifié
de V*(P)= V(P)— P.

(Si M e V(P), t='(M) a n points dans I}, ou n est indépendant
de M et est appelé I'ordre du revétement (I'; ¢), ou 'ordre de rami-
fication du revétement ([';, ¢) de V(P).)

(¢, t) est un revétement de S relativement ramifié si tout point P e §
est couvert avec ou sans ramification par J (pour ¢).

Définition 3. — P e S est régulierement couvert par ¥ (pour {),
s'il existe V(P) c S tel que toutes les composantes connexes [; de Ey 4
recouvrent P avec le méme ordre de ramification fini.

Si tout point P eS est régulierement couvert par § (pour ¢),
(4, t) est un revétement régulierement ramifié de S.

(*) L. Fourks, Recouvrements de surfaces de Riemann, Ann. Ec. N. §., t. 69, 1952,
p. 183. Aux indications bibliographiques il conviendrait d’ajouter R. H. Fox : Recent
developments of knot theory at Priuceton, Proceedings of the International Congress 1450

(Cambridge), t. 11, p. 453.
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b) Dans les définitions 1, 2, 3 remplacons les surfaces S et if par
deux surfaces de Riemann R et ‘R et ¢ par une représentation ¢ assu-
jettie aux mémes conditions que ¢, et en outre conforme biunivoque
en tout point ol ¢ était seulement biunivoque.

On démontre alors le théoréme suivant (°).

Tukorime. — Soit (R, ¢) un revétement de R relativement ramifié :

a. Les points ou ¢ n’est pas biunivoque sont isolés ;

b. Soit P—=1¢(£): il est possible de trouver sur R et R des voisi-
nages V(P) et V(L) dont les paramétres z et T obtenus par les unifor-
misantes locales T et G sont tels que T .¢ .G~ = k(.

Le premier chapitre est consacré a la construction d’une surface
de Riemann R et d'une projection } de C sur R, invariante par les
fonctions de G, de sorte que (C, ¢) soit un revétement réguliere-
ment ramifié de R.

Dans le deuxiéme chapitre nous étudions le groupe de Poincaré
de R et montrons qu'il est isomorphe au quotient de G par un certain
sous-groupe de G, que nous déterminons.

CHAPITRE I

I. — Points fixes des transformations elliptiques.

A. — Soient D) et D, deux polygones fondamentaux pour le
groupe G et g, la transformation de G qui représente D; sur D, :
D, g D,. Soit D, la frontiére de D; : un sommet de Dj est soit un
point de D frontiére pour au moins trois polygones fondamentaux
(au moins deux s'il s'agit d'un point sur la circonférence de C),
soit un point fixe de transformation elliptique; un c6té de Dy est
une portion connexe de D} limitée par deux sommets conséculifs.
s;, u désignera le coté de D, image par ¢ , du cdté s;x de D;. Les
cOtés de D;, intérieurs & C se répartissent par paires de colés

(%) L. Fouris, loc. cit., p. 183. Ce théoréme permet {’identifier ces définitions a celles
de Stoirow : Legons sur les principes Aopologiques de la théorie des fonctions analvtiques,
Gauthiers-Villars, 19338.
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congruents : s; ) est congruent a s, s'il existe une fonction de G,
@i telle que

(1) S0 = Fi0)(Si2)-
On a alors 9;,)=¢,0)-

S p=9,, st(si'. D=9, e Fin(8i) = 9, we Py P (Siw) = ’{/.-({;)(Si, (1)

d’on la relation

(2) Pilw) = F1, - Fict) * Ppos-

En particulier : si D,=1¢,,(D,) ¢, .=9;, et d’aprés (2):
Fi(w) = ir)- D’apres (2) également :

(B)  Phw=Pnp i Pmy o o= Fui-Fwm Fup  (3)

donc si g,,, est elliptique de période n : ¢j,==1, ¢, est clliptique
de période < n d’apres (3) donc de période n d’apres (3).

B. — Soient S, et S, , les deux composantes de D*—(s; , u's; ).
Si S, et S,  contenaient chacune un point surla circonference de C,
D, séparerait C— D, en au moins deux composantes connexes,
'une g, contigué & D, suivant s, ,, I'autre & contigué & D, suivant

. : les domaines g%,, (D,) seraient dans ¢, pour p > o, et-dans J;
pour p < o ce qui est impossible lorsque g,,, est elliptique puisque
@iy = iy - Dans la suite 7,,, est une transformation elliptique de
période n et nous supposerons de plus le numérotage des D,
tel que :

D,=#%,D,); D, =%i,(D.) = 5iy(D,) = %in(D,); cees
D :?:' (1) (Du) DI :?i(l)(Dn

n n
_—_l ’(Dl u s;) est limité par deux courbes fermées S; :l | Sia

et S; — l ,S‘ i- L'une de ces courbes, soit S; n’a pas de points sur

la cu'conférence de C et est contenue dans la région intérieure a
'autre. Nous nous proposons de montrer que § Si se réduit a un point:
supposons le contraire. Il y a alors au moins un cdté s; , ¢ S} suivant
lequel D, est conhgu a D En transformant D.J par %) et ses
itérées successxves on constrmt un domaine A® image de A' par

ft,H(A)
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a) Dy« A' (fig. 1) alors A' n A*—=¢. Les frontiéres de A, soient
St =¢,uS) et Si=¢, u(S:) sont toutes deux intérieures a S}, donc

sont deux courbes fer-
mées 'une intérieure a
Vautre :

1 cas. — S} inté-
rieure & S} (cas de la
figure 1). ¢, , repré-
sente alors biunivoque-
ment, domaine fonda-
mental sur domaine
fondamental, I'intérieur
de S} sur 'intérieur de
S; : le nombre des
domaines fondamen-
taux devrait étre le
méme 2 l'intérieur de

Fig. 1.

S; et de S} ce qui est impossible puisque ce nombre est fini, que
Si est a I'intérieur de Sj, et que D, n’est pas a l'intérieur de S;.

2* cas. — 3j intérieure & S}.¢,, représente alors biunivoque-
ment, domaine fondamental sur domaine fondamental, l'intérieur
de S} sur I'extérieur de Sjce qui est impossible puisque le nombre
des domaines fondamentaux est fini a l'intérieur de S}, infini A

I'extérieur de S;.

b) D, c A" entraine A'=A*. Tragons dans D, un arc «, joignant

Fig. a.

contenant @& n D,, l'autre

(:lnDp.

deux points congruents
surs; ets; ,. Lesimages
de a, par ¢, constituent
une courbe fermée A
invariante par ¢, qui
réalise un homéomor-
phisme de l'intérieur &
de A sur lui-méme. Si
g.uz;lzz ou n (fig. 2),
¢f=an(D,uD,us; )
sépare @ en au moins
deux composantes, l'une

o est ouvert et les deux

régions que l'on vient de définir n'ont pas de point frontitre
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commun. @,,(e! )=@an D,u Dl’-*-l u 8;,,) ne pourrait étre connexe.
On doit donc avoir soit .= 2 soit .—=n. Si w.=n, D, est contigu
é D, suivants; , donc & D, suivants; , et en permuttant les notations
, et s;  on se raméne au cas .—2. Soient donc D, et D, contigus
smvant 8y, , =8, ets; =s; ,. Sis;  ets; K n'ont pas une extrémité
commune ils sont séparés par un cbté Sy, , suivant lequel D, ne
peut &tre contigu qu’avec D,. Il en résulte qu'il ne peut y avoir de
sommet de D, entres; , et s;  (sur la partie de D} qui contient s, ,)
et par conséquent S, et 8;, , seraient un seul et méme cté de D,.
S; se réduit bien & un point qui est le point fixe de ¢, .

TutoriMe 1. — Si deux cdtés s, s’ du polygone fondamental D
sont congruents par une transformation elliptique ¢, s et s' ont pour
extrémité commune le point fize de g.

C. Cycles elliptiques. — Soient A A, ... A,, k sommets du poly-
gone fondamental, congruents par les fonctions de G et points
doubles de transformations elliptiques. Par un procédé classique dix
a Brahana(®) et schématisé par les figures 3 et 4 on peut & partir
du premier polygone fondamental en construire un autre dont les
sommets elliptiques n’ont pas de congruents sur la périphérie de ce
méme polygone. Dans ces conditions les deux cdtés du polygone
issus d'un méme sommet elliptique sont congruents par la transfor-

ig. . ' Fig. h.

mation elliptique ayant cc sommet pour point double («, et a, dans
la figure 4). Nous supposcrons toujours par la suite que les poly-
gones fondamentaux sont du type ci-dessus.

(") Brauaxa, Annals of Math , 23, 1923, p. 144
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Il. — Construction de la base.

A. Le polygone de base. — Désignons par B, I'ensemble des
points intérieurs aux arcs de D} représentés sur leurs congruents par
une transformation elliptique . £B::U‘Bv. Soit (), I'ensemble des

points fixes de transformations elliptiques sur D} et et Q= U Q,.
Posons 2= JD, et c=Du B u Q (fig. 5).
a) Voisinage élémentaire dans C. — Un ouvert contenant M sera

un voinage élémentaire de M, si suivant la position de M 1l satisfait
4 'une des conditions suivantes:

1° Si Me?, il y aun D, et un seul tel que MeD,, il existe alors un
ouvert Ve(M) tel que MeV¢(M) avec V(M) c D, ;

2° Si Me®. Il y a deux D, soient D, et D, ayant M pour point
frontiére commun; D, et D, sont contigus suivant s, , —=s;, ol
s;, u€By et s, v€D}. Montrons que s;,€B,: 9i()=%uv- Pi: Fv.u OF
i) = iy est elliptique donc aussi g, et par suite s; ,€B,. Un voi-
sinage élémentaire V(M) est un ouvert contenant M, satisfaisant a
VeM)c D, uD,us,, et séparé par s, , en deux composantes seu-
lement.

frontiere de ¢

....... arcs de@8 ¢ ¢
\/ o points de ic @

kig. 5.

3 MeQ. M point fixe de transformation clliptique de période n,
est sommet commun & n domaines fondamentaux D, , D,,....D,
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et extrémité commune de n cotés de B, quc nous noterons ¢; pour

$1,/=51,v.,- Un voisinage élémentaire V{(M) est un ouvert contenant
M, satisfaisant a:

V(M)c(D,,uD,,u...uDy)u(t,ut,u...ut)uM

et séparé par les arcs ¢, en n composantes seulement.

On remarquera que les voisinages élémentaires constituent une
base pour les ouverts de C.

b) Voisinages élémentaires dans A. — Soit d,—D, u B, u (), et
J, une application continue de d, sur un ensemble A de sorte que f,
prenne les mémes valeurs pour deux points de d, congruents par une
transformation elliptique de G et seulement pour ces points. A est
connexe et d’aprés le théoréme 1 est de genre zéro et méme simplement
convexe.

f(DY)=2¢ f(B)=P MQ)=0 et f(s,)=n0a) si s est un arc
de B,.

On définira les voisinages élémentaires dans A d’'une maniére
analogue & celle servant a définir les voisinages élémentaires dans C.

Fig. 6. Fig. 5

1° Si mes, v(m)ce.

o e N ’ : .4 ¥ . d
2" mef, mesy, v(m) c ¢ u 7 en étant séparé par 5; en deux compo-
santies seulement.

3" mew. Soit 1 I'arc de B aboutissant en m, v"(m)c ¢ u = um sans
étre séparé en plusieurs composantes par <.

Les voisinages élémentaires ainsi définis constituent unc base pour
les ouverts de A.
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¢) Expression de la conlinuilé de f,. — f, étant continue,
f}[v(m)] est ouvert relalivement i d,.

1° med, f;'[v°(m)] est un Vi(m) ou MeD,.

2" mef, f7'[v°(m)] a deux composantes ouvertes dans d,, c’est-
a-dire pouvant étre obtenues par intersection de deux ouverts O,
et O, avec d,. On peut supposer que O, et O, ne coupent chacun
que deux domaines D, (y compris D). V,=0,nd,, V,=0,n d,.

Fig. 8.

Fig. g.

V, et V, contiennent respectivement les arcs s, et s, de B, tels que
Su(s,) = fi(s,). s, et s, sont congruents par 3,,)==9,, . $y.u(s,) =5s,.
&, w(0,)=0,, 3, (V,)=V,=d, n O0,.V, uV estunouvert:V nD,
et V. n D, sont des ouverts dans C donc leurs points sont intérieurs
aVuV:s=VnB=VnV =Vn B,; s1 Mes,, Me(O, n O,)
donc M est intérieur 2 un ouvert W c (0, n 0,); soit PeW, ou bien
Pe(d, n O,) ou bien Pe(d, n O,) donc PeV, uV, et Wc (V, uY)).

3" mew .M =f;'(m).V,=f,'[v"(m)] est un ouvert de d,. Soient
D, =D,, D, ...D, les n polygones fondamentaux ayant M pour
sommet commun, V,V, ...V, lesimagesdeV, dansD,, D,,...D,,.
Pour démontrer que V, uV, u...uV, est un ouvert il suffira de
montrer que M est intérieur a cet ensemble, cela en utilisant I'ouvert
O,, qui sert a définir V, comme ouvert relativement a d,. et les
images O,, de O, par les ¢, ,, MenO et on termine comme
dans le cas précédent

d) Extension de f,. — Soit MeC. — 1° Si MeD, MeD,. Soit
M, =¢,,(M)€D,. Toute autre fonction de G représente M sur un
domaine fondamental autre que D,. Posons f(M)=f,-¢, ,(M).

2° Si Me# il existe deux transformations de G, ¢, et ¢, représen-
tant M sur B, et obtenucs par représentation sur D, des deux
domaines fondamentaux D, et D,. ayant M pour point frontiere. La
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rclation %uv = v Fu,u montre que g, (M) et 3, (M) sont
congruents sur B,. Dans ces conditions

m=fM) =[5, (M) =Lro5,,(M).

3° Me(Q) est sommet commun de plusieurs domaines fondamen-
taux D, D,, ... D, .%,, . estune transformation elliptique de point
fixe M. Donc %, ,=%,,v°%u, . estindépendant de p, donc aussi
=15 () = ().

[l résulte de I'étude de la continuité faite en ¢) que I'image inverse
d'un voisinage élémentaire dans A est la réunion de composantes
qui sont chacune des voisinages élémentaires dans C. Il en résulte
que l'image inverse d'un ouvert dans A est un ouvert dans C.

Si Me (D n k). alors me(2 n B) et les ouverts V{(M) ou V, n V, sont
représentés biunivoquemcnt par f sur v(m); en d’autres termes
toute composante connexe de f~'|v°(m)| est appliquée par f topolo-
giquement sur v°(m). Si Me() donc mew. la composante de f~|v*(m)|
contenant M comprend n « secteurs » V, ou n est la période de la
transformation elliptique de sommet M: m est couvert a l'ordre n
par la composante connexe de f~'[v"(m)] qui contient M (pour la
représentation f').

Lemme 1. — (€. f) est un revétement régulierement ramifié de A,
ramifié seulement aux points de f (Q) (C; est une composante connexe
quelcongue de C).

e) Structure conforme de A. — Soient meA et v(m) un voisinage
élémentaire de M dans A. Soit 0, une composante arbitraire mais
fixede f~'(v): U, ="' (v).

Une composante quelconque ‘U; de f~'(v) est représentée sur U,
par fi'of qui est une fonction homographique de G.

1° Si mes v B, prenons comme uniformisante de v(m) la repré-
sentation biunivoque Tof~' ou T est l'uniformisante de U,. La
structure conforme étant déja définie sur €, ces uniformisantes
définissent une structure conforme cohérente sur A — w indépen-
dante du choix de la détermination f~'. (C;— Q, f) est un revéte-
ment relativement non ramifié de A — .

2° Si mew, soit V(M) la composante connexe de f~'[v*(m)] qui
contient M: (U(M)—M, f) est un revétement relativement non
ramifié de v*(m) — m, avec la multiplicité n (ot n est le nombre des
polygones D, ayant M pour sommet commun). D’apres le théoréme
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cit¢ dans l'introduction on peut déterminer une uniformisante locale
de v°(m) cohérente avec la structure conforme déja définie dans A — w,
par la relation T3G~' = k(" qui s'éeritici T=k[H[f']]" ou T est
I'uniformisante cherchee de v*(m), f' la détermination def qui
associe ''(M) a v“(m). et Il 'uniformisante de C(M) qui n’est autre
qu'une représentation conforme de V(M) sur un cercle, M se repré-
sentant sur l'origine. Ce résultat peut itre obtenu directement:
représenions conformément par F, le cercle C sur un cercle du
plan z, M étantreprésenté & I'origine. La transformation elliptique ¢

de point fixe M sc transpose en une rolation d’angle 3~ qui reste
n

encore une rotation d’angle 2 . apres représentation conforme K

n
de F(T(M)) sur un cercle; [KoFof ']* définit alors une uniformi-
sante de v°(m) cohérenteavec la structure conforme déja définie dans
A — w: sil'on remarque qu’a un facteur constant prés KF—=H on
retrouve l'expression précédente.

Nous appellerons A le polygone de base et sa structure conforme
sera dite 'image par [ de la structure conforme de C.

B. — Construction de la base. — Désignons par D, la réunion
de D, (ouvert) et de la partie de sa frontiére qui est intérieure a C.
Soit b, une application continue de D, sur une surface R’ de maniére
que b, (M)="1,(M’) si M et M’ sont congruents et seulement dans ce
cas. ,of,' représente A biunivoquement sur un domaine A’ c R’,
la fermeture de A’ dans R’ étant R’. Les voisinages élémentaires
dans R’ seront définis de la maniére suivante :

1° peA’, v°(p) est I'image par {,f,"* d’un voisinage élémentaire
dans A ;

2° pe(R"—A’). En p aboutissent n arcs de la frontiére de A’ dans
R’ ct un ouvert contenant p sera un voisinage élémentaire si la
frontitre de A’ dans R’ sépare v(p) en n composantes seulement
représentées sur des secteurs circulaires par une homéomorphie
convenable de v(p) sur un cercle.

On étend ensuite J, en une application continue { de G sur R’ de
sorte que (M) =1y (M’) lorsque M et M’ sont congruents, comme on
a fait l'extension de f, en f. Lorsque p¢}(Q) toute composante de
| ”(p)j est représentée par § biunivoquement sur v°(p). Si

pey (L) (ped’); toute composante de }~'[v(p)] recouvre p avec la
méme multiplicité.



6o I.. FOURES

Tukorime 2. —  Flant donné dans un cercle G un groupe
H-I'uchsoide  d’homéomorphismes contenant des transformations
elliptiques, il existe une surface &' et une projection '} de C sur R’ de
sorte que (G, ) soit un revétement de R’ régulierement ramifié auc
points umages par '} des transformations ellipliques du groupe.

Désignons par R la surface de Riemann obtenue en introduisant
dans l'intérieur de R’ la structure conforme image par | de la struc-
ture conforme de C (dans le cas o (; est-un groupe Fuchsoide). On
écrira R—=C mod G ou R= G R contient alors une image
) §

conforme biunivoque de A que nous appellerons encore A.

Tuforime 2 bis. — [lant donné dans un cercle C un groupe
Fuchsien G de transformations homographiques, contenant des trans-
Sformations elliptiques, il existe une surface de Riemann R et une
projection Riemannienne § de G sur R de sorte que (G, ) soit un
revétement de R réqulicrement ramifié aux points images par @ des
pounts fires des transformations elliptiques de G.

C. — Le revétement universel de R. — Pour construire le revéte-
ment universcl de R on peut utiliser le systéme des courbes tracées sur
R (ou R) et limitant A (resp ') simplement connexe. Ce systéme de
courbes comprend au plus une infinité dénombrable de cOtés associés
par paires. On juxtaposera des polygones identiques a A suivant les
cotés homologues (') et cetle opération se poursuivra indéfiniment.
Par passage a la limite on obtiendra un cercle € et une projection f
de € sur R de sorte que (€, ¥) est le revétement universel de R. Le
groupe Fuchsoide des transformations de § par lesquelles f est inva-
riante, ou plus brievement le groupe de revétement universel de R
sera noté (*. Nous utiliscrons la méme notation G* pour le groupe
fondamental de R’ qui peut s’obtenir par le méme procédé que pour R’,
a ceci pres que le groupe IFuchsoide G* est remplacé par un groupe
H-Fuchsoide. Dans la suite, d’ailleurs nous étudions les relations
algébriques entre G et (i el la structure conforme de C n’inter-
vient plus.

(") Cette méthode cst utilisée dans la démonstration des théorémes d’uniformisation par
Birrersacu, Fnnktionentheorie, t. 11; dans « Sur la théoric des surfaces de Riemann »
Ann. Ee. N. Sup., 1951, j'appelle « lois de la soudure » les principes qui codifient cette
Juxtaposition des polygones identiques.
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CHAPITRE 11

I. — Les générateurs d’un groupe H-Fuchsoide.

A. — Construction des générateurs. — Nous étudions un groupe G
(qui peut étre aussi bien le groupe G*) avec les notations de la
premitre partie.

1° Développement de %, .. — Supposons pour simplifier I'écriture
que le numérotage des domaines D, soit tel que

:Pl(i):?nz’ ?2(2):?:.3’

Dans ces conditions

-

Py = Pmnare

?Iv-‘l :?2-3 * ?1-3 == ?h‘: * ?'.’(I) ¢ ?::l * ?Iv: = ?I(l) * ?'_'(I)'
Supposons que:

(l) ?h'l:’?l(i)'?;’(l)""'C‘anl(l)'

On en déduit

’ —_— I r rr ’” , —_ ,-
Yohnet— Ynn+1° Yi,n Yo Yn) Yoo YL Yi,n ¥ny)

=T Frwr s Ty

L’expression (1) constitue un développement de %, suivant les
iy D’une maniére générale soit I'(1, i,) une chaine de n domaines
contigus joignant les domaines D, et D, : D,=D,,D,,...,D, . D,
R N . n I 2 n J

est contigu & D, | suivant S\pi; == S0 de sorte que i,

G —?}‘j(i})
(2) Yion= TN Pl Py

Ainsi a toute chaine ['(1, n) joignant le domainc D, au domaine D,
on a associé un développement de %, ,. Inversement étant donné un
développement arbitraire :

iy Ve o - Fint)
on peut constituer une chaine de domaines D,, D, , D, , ..., D, de

la maniére suivante :

Dvl — ?jl(’)(D1) ) Dvi — ?ji(vi)(]-)vl/) ; SRR Dyn - ?./‘n(vn—l)(l)'/u-'n )
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et d’aprés ce qui précede la fonction 7, , peut se développer suivant :

7“ Ya T f.h f.l-: """ 9.’)-
On dira que la chaine I'(1, v,)=(D,, D,,, ..., D,) et le déve-
loppement ¢;, ¢, ..., ¢;, sont associds.
\4,,«»
Fig. 10
2" Produil. — Solent g, =9, .9, ... 9, €l % =%, .%;, ... 9

ou g, (resp.g; ) est écrit pour ¢, . (resp. g; ).

Soit Dl—‘ v, [*(Dl)_' T’h)\(Dl)‘—' Y1 V(D'L)

On peut obtenir D) comme image de D, par ¢, , en construisant
I'image par ¢, , de toute la chaine ['(1, ). On obtient alors une chaine
['(1, A) alaquelle on associe le développement suivant de ¢, »

?ivl:?jl'?jz" * ?jl.?il‘qlit.' '?"k;
d’ou la formule :
3) devg, ,=dev(g,,. c';h“):(dcv %, v)(dev 9,,:‘).

Fig. 11.

La formule (3) est d’ailleurs évidente si 'on se rappelle que le
développement est un véritable produit d'éléments de G. On écrira
de la méme facon

ot

'Yil .

’”,
Vi Pigmr
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3° Reégle de calcul. — Si dans le développement de ) deux facteurs
consécutifs ont pour produit I'unité, on obtient encore un dévelop-
pement de  en retirant ces deux facteurs du premier développement:

g!/:A.q,,-.q,j.B:A.B si G =1,

J
Bien que cette regle de calcul soil une évidence nous aurons a nous
reférer a cette opération formelle que nous appellerons briévement
simplification.

4° Le domaine de référence. Soit g, , développé suivant les ¢, et
['(1, n) la chaine associée a ce développement. Désignons par D, un
domaine quelconque, étranger ou non a cetle chaine. Prenons D,
comme domaine de référence et introduisons une chaine arbitraire

['(o, 1), joignant D, a D,.

Fra=F1n - Pay - PRy ™ Fot - Pi@ Py o Ph - Pro

PUISqUE Tig) = 0.1 - Ficor* Pr.o- _ _
Or ¢, , admet un développemgnt suivant les ¢, , associé a ['(o, 1)
:t 9,,, admet le développement inverse du précédent.

(4) Pr.n— 11 Fio

Au développement (4) correspond unc nouvelle chaine ['(o, m)
qu'il est facile de construire d’apres la relation

Pi.n = Fo, 1 P10y P20y * * * Pncoy* P10+

I'ig. 11,

Désignons par I'(n, m) la chaine issue de ), et congruente a ['(1, o),
iverse de ['(o, 1). On obtient

I'(o, m)="1"(o, 1)41I'(x, n)1'(n, m).
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Tutorime 3. — Les ¢, constituent un systéme de généraleurs du

groupe G.

B. — Les relations fondamentales. 1° Soit P un sommet
d’'un polygone fondamental ou viennent se rencontrer les cotés
i) Sinjor +++» Sij, dans cet ordre avec la disposition usuelle:
Sif i1 = Si -

Formons le développement de ¢; ; — 1 associé a la chaine des
domaines

D,, D;, .... D, D,
Porii * Picor + Fistor * + - Pincor + iy =1
ou
Pu - Fior + - - Pieor * Firso = Firo
(5) Qi Py P =1
ue nous écrirons Fp—1.

(5) et toutes les relations analogues obtenues a partir de tous les
sommets d'un polygone fondamental quelconque constituent les
relations fondamentales (*) de G. Autour d’'un sommet elliptique
nous aurons ¥ —=1.

2° Le systéme des relations Fp— 1 est complet.

a) L’opération U. — }eG étant écrit sous la forme ¢ =g, . ¢, ...4;,
ou les 9, sont des générateurs, nous appellerons opération U
I'opération formelle qui consiste i introduire dans l'écriture de ¢,
entre deux générateurs une expression de la forme ¢;,,. F. ¢, 3 ou F
représente un produit de relations fondamentales de G (pour le
systtme de générateurs ;). Le développement utilisé pour ¢, ; est
I'inverse du développement utilisé pour g, ,. Puisque

f)\,y-F-?p,)\Zl
on peut énoncer :

Lemme B1. — | n’est pas changé par l'opération U.

b) Réduction des chaines. — Soit y—=1¢, .3, ...5,=1 et (I)
la chaine des domaines D;, issue de D, représentée par ce dévelop-
pement de . (I') est une chaine fermée puisque ) —1.

@) Supposons que la chainc ([') limite une région intérieure (I*)
contenant donc un nombre fini de domaines fondamentaux. Intro-
duisons provisoirement une numérotation particuliére des domaines

(8) Cf. Farovu, ouvrage cité, p. 143. On doit remarquer que le nombre des relations
fondamentales obtenues n’est pas minimum (Fatou, p. 197).
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D,, telle que D D,D, soicnt trois domaines consécutifs de (I') et
D,D.D D, des domaines de ([*) répartis comme I'indique la figure 13.
Notons aussi provisoirement ¢*° le générateur défini par

P = Px,0- Ps,5- Fo.s ou Fi6 = Po,5- F" %+ Pu, 00

Avec ces notations nous pouvons écrire

(6) y=A.g"1.¢*".B,

oi A et B représentent des produits de générateurs. Ecrivons les
relations fondamentales en a, b, ¢, d

Fa=?2,l.?!,‘ ?52_1

A ]

Fo=0"".¢"%. ¢"".¢"* =1

F _?:7 ?1” ?3.2 1
?.

2,5 56 .67 7,2

\l/ A 1,4 45 5, 6 6,7 7,3 B .?2'7.?7'3.?312.?2,3.B
=A.¢" . @ " "% . 0" B.

Une opération U convenable effectuée sur (6) a permis de remplacer
le développement (6) de ¢ par le développement (7), dont la chaine
associée contient seulement des domaines de (I') et de (I) sans
contenir D,.

B) La chaine (I') ne limite pas de région intérieure. Ecrivons la
suite des domaines constituant cette chaine

(8) (T)=DD,...D,D,
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correspondant au développement de . Supposons que (I') n’ait pas
de sous-chaine fermée, c’est-a-dire qu'a part D; aucun domaine D,
ne se rencontre plusieurs fois dans la suite (8). Nous dirons qu'un
domaine est perlphenque pour (1') s'1l est contlgu a un domaine
n’appartenant pas a (I'). Il y a toujours au moins un domaine péri-
phérique autre que D,. Soit avec des notations convenables D, un
tel domaine. Si D, n’est contigu qu’a un seul domaine D, c’est que
le développement de ¢ peut s’écrire y—A.¢"*.3*.B que l'on
simplifie:  —A.B.

La chaine associée au nouveau développement de ¢ ne contient
pas de nouveau domaine el ne contient plus D,.

Supposons D, contigu a D, et D, (dans I'écriture de la chaine (8)
associée au développement de ¢) de sorte que ¢ =A.¢"".¢>*.B.
La frontiere de D, est séparée par les arcs de contact de D, avec D, et
D, en deux plages dontl'une (d’aprés |’ hypothese B) et une seulement
(pmsque D, est périphérique) doit appartenir a la frontiére d’autres
domaines de (I'). Soient D,D D D .D.D, (fig. 13) les domaines de
(I') contigus & D,. Comme dans le cas « on peut en transformant le
développement de ) par une opération U convenable écrire { de telle
maniére que la chaine associée au nouveau développement de ¢ ne
contienne plus D, sans contenir de nouveaux domaines.

v) Reprenons le développement de ¢

(9) =99, Fu=1
et soit (') la chaine fermée correspondante.

i) Par une suite d’opérations U ellectuées sur (g9) on peut rem-
placer (g) par une expression (9') dont la chaine associée (I") ne
limite pas de région intérieure (d’apreés o).

i) Etant donné une chaine fermée, sans sous-chaine fermée, et
ne limitant pas de région intérieure, on peut par une suite d’opéra-
tions U sur l'expressions de {, faire disparaitre d’aprés 3, tous les
domaines de cette chaine un par un sauf I'un d'entre eux choisi
arbitrairement.

iit) Dans la chaine (1) remplagons d’aprés ii) toute sous-chaine
fermée par son domaine extréme : ainsi une chaine

(Fl): Da'"Dl'DiDj"'Dle'D{S""Db

dans laquelle D,D; ... D,D; ne contient pas de sous-chaine fermée,
sera transformée en la chaine

(F”)Z Da e Da'DiDﬁ’ cee D{,
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(I') sera & son tour remplacée par une nouvelle chaine (I") dont
le nombre de domaines qui la compose est inférieur & celui des
domaines qui composent (1"). Par itération finie de ces opérations

’ LRV AN . St LR Srar
on réduit (') 2 son domaine initial d’ou1 la propriété pour le systéme
des relations fondamentales Iy — 1 d’étre complet :

Lemme Ba. — Le systéme de relations fondamentales Fy—1 est
complet, end’autres termes : par une suile finie convenable d’opérations U
effectuées sur Uexpression de ), et U'upplication de la seule régle de

simplification, on peut réduire formellement lexpression de ¢ a
Uidentité.

C. — Pour le groupe G* nous appelerons O, les générateurs, en
écrivant @, pour ®,, ou P, associe deux cdtés congruents de A,. La
relation fondamentale obtenuc en considérant la chaine des polygones
A, ayant :fpour sommet commun. se nolera :f, —1.

I[. — L’homomeorphisme de G sur G*.

A. — L'homomorphisme T. — ¢, associe sur la frontiére de D les
cOtés s, o et s; o: si g, n'est pas elliptique il y a sur la frontiere de A,
deux arcs g; o et 5, respectivement images par ¢ (avec les notations
du théoréme 2) de s; o et s; . Les deux arcs ,, et 5; , sont congruents
par un générateur de G* que nous notons Q.

A un élément de G qui s’écrit

m:?il * "Piz cre :P"n
faisons correspondre 1'élément de G* qui s’écrit
X:T(:z:) :(I),» (pi P (I),'n

si g, est clliptique, par comenhon b, =1.

Remarquons que si 3,,,, = f,p onaaussi @, _, ._<I) donc T(x)
ne change pas lorsqu’on simplifie I’expression de = (en en retirant le
produit ¢, . ,,.,).

T est une transformation définie sur un groupc libre, mais pour
montrer que T est aussi une application de G il faut étudier les
transformées des relations fondamentales.

1° Transformation des relations fondamentales. Soit P un sommet

d'un polygone D;. En P aboutissent les cdtés s, ; ; s, ;i -+ . ¢ 8y,
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dans cet ordre; la relation fondamentale définie en P s’écrit

(5) P Piy - P =1-

Si P est un point fixe d'une transformation elliptique g;, (5) se
réduit & ¢f =1, et comme T(p)=1, T[¢{]= [T(g)|"=1.
Si dans (5) ¢, est elllpthue $i,,0 @ pour image dans A, un arc Tiy v
joignant un sommet de A, 4 un pomt intérieur de A,, image du point
fixe de Fior-

En £, image quelconque de P aboutissent les cdtés de méme indice
qu'en P et dans le méme ordre :

G‘n \ ) O'"' Ve ) s Gikr Yk

mais certains de ces cdtés o, ,, par exemple ne séparent pas deux
domaines fondamentaux. La relation fondamentale %, définie en £
8’écrira

(9) d, .0, .....0, =1

ot certains des générateurs @ doivent &tre réduits a I'identité : ,, qui
fait passer du domaine A,, au domaine A,, ., =A4,, « i travers » le
cdté o, , intérieur & A, ; g, est nécessairement elliptique puisque
Gy V, €8t un arc intérieur a A,,; mais on a précisément T(¢,)=1
lorsque ;. est elliptique.

Le premier membre de (g) s’obtient donc en transformant formel-
lement par T le premier membre de (3).

Inversement une relation fondamentale de G* s'obtient a partir
d'un sommet d'un polygone fondamental A,, mais ce sommet est
I'image d'un sommet d’'un D,. Toutes les relations fondamentales
de G* s’obliennent donc par transformation des relations fondamen-
mentale de G. Toutefois une relation fondamentale de G* peut étre
la transformée par T de deux relations fondamentales distinctes
de G: Nous n’aurons pas & faire de distinction.

Lemme A1. — Les relations fondamentales de G* s’obtiennent en
transformant par T les relations fondamentales de G.

CororLatre, — X =T (x) est inchangé par U'opération U effectuée
sur x.

En effet T(g;, .) et T(g,, 1) ont des développements'inverses
comme ¢y , et ¢, 3, et F, se transforme par T en F, qui est une
relation fondamentale de G*;

Tlex p-Fa @pa] =T(en ) - Fo - T(gp0)=1.
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2° X est indépendant du développement de .
Soient =y que nous distinguons par deux développements dis-

tincts ¢y™' = 1. Le corollaire ci-dessus et le lemme B2 prouvent que
T(zy™")=T(1) = 1. D’autre part si
=0 i Py et T=@; PPy

T(zz) = (I)i.(pi, (I) 2,0, ...0,=T(z).T(z)

donc T(z™')=[T(x)]~" qui doit 8tre regardée comme une identité
entre deux développements, le développement de = étant le méme
dans les deux membres.

Ty ) =T(). T(y~)=T(z).[T(y)] ' =

T(x) =T(y)

Tutortme 4. — La transformation T définie en A est un homo-
morphisme de G sur G*.

done

B. — Le noyau de I'homomorphisme T. — 1° Le sous-groupe
invariant K. — Soit K le sous-groupe engendré par les transfor-
mations elliptiques de G.

heK si h=1{, . ¢, ..., ou les ¢, sont des transformations
elliptiques de G, soit alors G

= B b b

Chaque produit {~'. ¢;, -y estelliptique (les pomts fixes de ¢, sont
transformés par ¢™' en les points fixes de {™'. ¢, . ¢ a lmtérleur
de C) donc A'¢K et K est un sous-groupe invariant.

Corollaire Br. Si{;. €K et €K alors ¢{:de€K.

Corollaire Ba. Si{;. ;. €K et {€K alors ¢} K.

2° K ¢ noyau de T. Soit ¢, elliptique, P, son point double
sommet du polygone D,. D’aprés le chapitre 1, 1™ partie, les deux
cotés de D, aboutissant en P, sont congruents par {¢,.

Fiy=Fu0- V- P, est un générateur elliptique de G.

b= %01 ¥ g
dev "l"l = (dev ?0-1) ¢ ?1 * (dev ?ho)
d’ou T(q/‘) =1

T étant un homomorphisme tout produit de transformations ellip-

tiques, donc tout élément de K est représenté par T sur l'identité
de G*.
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Nous allons prouver maintenant que le noyau de T ne contient
pas d’autre élément que ceux de K.

3° Représentant réduit. — Soit |€G développé en un produit de
générateurs

(10) V=¢,. 9. Pk

(11) P=TW)=9 99«
dans cette écriture non simplifiée de ¥ certains facteurs peuvent
étre égaux a I'identité et du fait de leur suppression dans (11), deux
facteurs consécutifs dans la nouvelle écriture de ¥ peuvent étre
inverses 'un de l'autre. Leur suppression du développement de ¥
conduit encore & un développement de ¥'. La suppression des facteurs
correspondant dans (10) fournit le développement d'un élément {’
que nous appellerons représentant réduit de T~'(¥'). Le dévelop-
pement de (' est tel que son transformé par T n’est susceptible
d’aucune réduction par la simple application de la régle ¢,¢7'=1.

Soit ¢, obtenu a partir de ¢ par suppression dans (10) d'une
expression de la forme 0.9, . ¢, ...¢;,.07" ou O est un produit de
générateurs, et ou les ¢; sont des générateurs elliptiques.

$=A.8.0.0....9,.0"".B  §,=A.B
i, i, - - i €K donc 0.0,-¢,---9,-07'K

et d’aprés le corollaire B, si §,€K on a aussi {eK.
¢/ est obtenu & partir de | par répétition finie de I'opération ci-dessus
qui a fait passer de ¢ a J,. Si {’eK on a JeK.

4° L’opération U sur ¥'. — Soit ¥ =a . B (ot & et & sont deux
produits de générateurs); soit |’ le représentant réduit de T~ (¥):
¢=A.B.

(12) VY—=a.6.F. .. B

ol & est un produit de générateurs et F, une relation fondamentale
de G*, transformée par T d'une relation fondamentale F, de G, qui
n’est pas nécessairement unique. Soit E un représentant réduit
de T~'(8). '
y=A.E.F,.E7'.B

simplifionsalors I’écriture (12) et considérons le représentant réduit "
de T~'(\F') avec la nouvelle écriture de V":

si VeK, VeK et ek,
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5° Supposons maintenant T(y)=1. — ¥Y'=T({)=1. D’aprés
le lemme B2 on peut réduire formellement le développement (11) &
I'identité. Le représentant réduit de T~'(1) est I'identité de G donc
est un élément de K et par suite J¢K.

Tukortme 5. — Le noyau de l'homomorphisme T de G sur G*
est le sous-groupe de G engendré par les transformations elliptiques
de G.

En reprenant les notations de la premitre partie, et en désignant
de nouveau par R’ la surface intervenant dans le théoréme 2, on peut
énoncer.

Tutortme 6. — Le groupe de Poincaré de R’ est isomorphe au
quotient du groupe G par le sous-groupe engendré par les transfor-
mations elliptiques de G.

C. — Comparaison des groupes et des revétements. — Soit G
un groupe H-Fuchsoide opérant dans C et ne possédant pas de
transformations elliptiques. Soit S —=C/G.

a) G est le groupe de Poincarré de S. Il existe une application

continue f de C sur 8, invariante par les homéomorphismes de G,
et telle que

(G, f) est un revétement non ramifié de S.

b) Soit g un sous-groupe de G. X = C/g. Il existe une application
continue ¢ de C sur 2, invariante seulement par les homéo-
morphismes de g, et telle que (C, ¢) est un revétement non ramifié
de X.

On peut alors déterminer une application continue ¢ de X sur S
telle que

(X, ¢) est un revétement non ramifié de S.

¢) Soit G* une extension de G telle que G soit isomorphe au
quotient de G* par le sous-groupe engendré par les transformations
elliptiques de G". Soit 8*— G/G*. Il existe une application continue f*
de C sur S invariante par les homéomorphismes de G*, telle que

(C, f*) est un revétement réguliérement ramifié de S*, le groupe
de Poincarré de S* étant isomorphe a G.



