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LE PROBLEME DES TRANSLATIONS ISOTHERMES
ou construction d’une fonction analytique admettant dans un
domaine donné une fonction d’automorphie donnée,

par Léonce FOURES (Princeton).

§ 1. — Deux théorémes préliminaires.

Nous admettrons sans démonstration (') les deux théorémes
sulvants :

TutorkME 1. — Soit une suite de fonctions z,,, — f,(z,) vérifiant
les conditions suivantes :

a) f(z,) est holomorphe univalente dans C,(|z,| < r,) avec f,(0)=o0
f ,’,(0) = 1I.

b) L’image de C, par f, est un domaine G, ,cC, _,.

Dans ces conditions

1. Les cercles G, de rayons croissant ont une limite G : || << R<{+o0.

2. fu.n(2a.n) considéré comme fonction ¢, ;. (2,), représente C, sur
un domaine G, ., cC, ,,<C, ,:

Pour tout n fixe les q, , ont une limite ®,(z,).

3. Pour toutm >n ®,09, n_.(2,) = P,(z,).

4. Tout cercle G’ c C est couvert par limage G, ,,, de G, par d,
pour n assez grand.

5. Si un arc de la circonférence de G, est représenté par tout ¢, ,
suivant un arc de la circonférence G, _,, la fonction &, représente
Uintérieur de cet arc analytiquement sur un arc de la circonférence de G,
qui est alors de rayon fini.

Soient deux cercles G, et C, des plans des variables z, et z,. Soit

(") L. Fourés: Sur la théorie des surfaces de Riemann : Ann. Ec. Norm. Sup. 68, 1951,
pp. 3-13.
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C{c C(i=1,2) un domaine simplement connexe de frontiére I';. T';
désignant la circonférence de C; mnous noterons y,=T;nT},
¥i="T;—1v;. Nous supposerons que y; comprend plus d’'un point
mais ne couvre pas toute la circonférence I';.

Soit donnée une correspondance conforme biunivoque entre
Giet Cy; z;—=1;(2), [y = Vi '] satisfaisant aux conditions frontiéres

suivantes (2) :

Conditions CF. 1° Si zevy;, S{i(z)nC;=¢g qui entraine

fif )nC _‘¢Ouz EYJ

2° Il existe sur y; deux points «; et {5, accessibles dans C;; les
chemins d’accessibilité séparant les éléments frontitre de C; en deux
plages, I'une de ces plages v, satisfaisant aux conditions :

a) ynCG=g; b Sj(x)nC=g SiE)nC=4g;
¢) S (Yl)DYJ

TutorimMe 2 (*). — Avec les notations précédentes et sous les condi-
tions GF, il est possible de construire un cercle C contenant une image
conforme biunivoque G} de G, Cj de G, de sorte que G} n C3 soit une
image conforme biunivoque de C; et de Cy, deux points de G;et G;
associés par § ayant méme image dans C} n C3.

Nous écrirons C=C, % ,C, ou C,1_* G, (raccordement de G, et G,
suivant Cj ou par ¢). Si la correspondance entre Ci et G, est maxima,
c’est-a-dire si nous exigeons que z, € G, et z, € G, aient dans G des
images distinctes dés que z, ¢ C{, on peut affirmer, dans le cas ou
les frontieres de G| et C; sont des arcs de Jordan partout accessibles,
que si la condition CF 1° n’est pas réalisée G, % C, ne peut pas
exister.

(%) En nous écartant 1égérement des notations classiques, et en désignant par zyun point
de la frontiére G d’un domaine D : SP(z,) est I'ensemble des valeurs a telles qu’il existe unc
©

suite de points { z, ; » 2,€D, (2, > 25 quand v > ) avec lim f(z,)=a; 8§ (z))= D‘ M,
V>0 -

o M, = l | SP(E) od £eC.
0<[E—201<1/n

On doit remarquer que dans ’expression des conditions CF, G; et G; ne jouent pas des
rdles symétriques, le choix des indices i et j se fait & I'avance et les conditions GF peuvent
&tre remplies pour un mode d’attribution des indices et non pour I’autre.

(®) Dans le mémoire cité (AEN) ce théoréme est démontré sous des conditions moins
larges : les frontidres de G/ et C étaient des courbes de Jordan. Les hypothéses indiquées
ici sont les plus larges possibles compatibles avec la démonstration donnée antérieurement.
1l est & remarquer que les conditions CF sont exigées sculement dans un sens, qui n’a
d’illeurs pas d’influence sur le résultat.
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§ 2. — Représentations du domaine quotient.

Soient inclus dans un cercle G deux domaines simplement
connexes D et D’, D n D’ =£ g, ayant chacun plus d’un point fron-
tiere sur la circonférence de C. Soit A le complémentaire dans C de
D u D’ (On peut avoir A — ¢). Supposons D représenté sur D’ confor-
mément et biunivoquement par { satisfaisant (pour une attribution
convenable des indices i et j, aux domaines D et D’) aux condi-
tions CF.

Nous nous proposons de construire une fonction holomorphe dans G,
qu’elle représente sur un domaine doublement connexe, deux points
de G ayant méme image si et seulement si ils se correspondent par {.
Le probléme posé est celui d'une représentation conforme biuni-
voque du domaine C* quotient de C par la relation d’équivalence {.

Désignons par {Cvi une suile de disques identiques 3 G; E dési-
gnant un élément géoméirique de G, 1'élément correspondant dans
C,estnoté E .

D) et D, se trouvent en correspondance conforme biunivoque
(comme aussi Dy et Di, D, et D;, D, et D;), et cette correspondance
satisfait aux conditions d’application du théoréme 2. Il est donc
possible de réaliser le raccordement C*—C,1® G, normalisé au
centre de G, (*). C* est séparé en cinq régions :

2 2 /2,
D%a ?y dev ng Dgz,

chacune de ces régions n'a d’élément frontiere commun qu’avec
celles qui lui sont adjacentes, dans I'ordre ou elles sont écrites. Les
régions D} et D} sont en correspondance conforme biunivoque d’ou
la possibilité de construire C* —C* 21 C, séparé en sept régions:

D3 83 3 3 3 2 '3
3y 3 31y 19 12 2y 2 .

D’une manitre générale, en opérant alternativement le raccor-
dement d’un nouveau disque suivant D, et Dy, ,, et en normalisant
toujours au centre de "', on obtiendra C"=C"""2*,C, (ou Dy

(%) Le centre de G, a pour image le centre de (2, la dérivée de la représentation y étant
égale & 'unité,
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représente D, si n est pair, D, si n est impair). C" est séparé en
an— 1 régions:

n
Dy, 8y, o.., OF, diy, 8%, diy, 01, dny, 85, d3, 8%, ..., O%, Dy
pour n pair
m
D2, o or_,, D,
pour n impair.
it 2, , un arc a circonférence de C" qui n’est pas frontiére
Soit o, , rc de | fé de C p
d'une des régions extrémes : «, , est représenté analytiquement
(x,,» ouvert) sur un arc de la circonférence de tout C"(m > n).
Ont été définies par les opérations de raccordement :

a) des fonctions ¢, , définies sur C* qu’elles représentent confor-
mément et biunivoquement sur une portion de C***.

b) des fonctions f7(z) définies sur G qu’elles représentent sur
Of"=djudjudy avec les correspondances partielles D —dj,
A>3, D' —=d.

On peut encore conclure d’aprés le théoréme 1.

1° Les cercles C* ont une limite C: cercle de centre O et derayon R,
d’un plan .

2° Pour tout n fixe les ¢, ; ont une limite ®,.

3° fi(z) =®of7] est indépendante de n: O,of] = &,00, n_,of].

4° Tout cercle ¢’ c C est couvert par I'image de C* par ®, pour
n>N (€= > pour n >N).

5° Tout «, , est représenté analytiquement sur un arc de la
circonférence de C.

C se trouve séparé en une infinité de domaines adjacents, chacun
d’eux n’ayant des éléments frontiére en commun qu’avec les deux
domaines qui I'encadrent lorsqu’on les écrit dans I'ordre :

b d S e

53°

3, d

31 a1’ d 82’ d

12° 24°

ou ..-,d"j, 8.,, djk’ s e ey s e ey e ey ey dmn, Sn’ dno’ o ey

0 =dy u §; u dj, est 'image de C par f;

SizeD, f(z)=fiey(z) ed;donc si L ed; fi!Q)=¢'of7'(%)
et fi'=yofj".

Size D’ {7'(z) e D donc fioy™'(2) =fi(2) e dj.

Disons que { et I’ C sont équivalents 8'il existe f; et f, tels que

SiiQ=f'®) (Si ze D, 2 e D' avec 2’ ={(z), L =f}(z) et § == f(2)
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sont équivalents puisque {ed; et que I'on a alors

JEO=4f7 O =/2"1))-
Posons ¢ =L({) =f,of;'(¢) définie dans d}. Par L({), d} est

représenté conformément et biunivoquement sur dy; si

Cedy [ =4"fi (D) eD, foof " =fuodofi ' () =Ffmofi'(®).
Smof7'(€) est définie sur 97 et L(¥) se trouve définie par prolongement
dans 3} u 8} qu’elle représente conformément et biunivoquement sur
3y u o5 D’apres le théoréme de monodromie L(¢) prolongeable dans
C entier y est uniforme, et il en est de méme pour {=L7'(¢): L(%)
conservant le cercle C est homographique. L({) associe dans C des
points appartenant toujours a des régions (des types 9; et dj,) diffé-
rentes non contigues (°), et ne peut avoir de points doubles dans C,
donc elle n’est pas elliptique.

Posons d;—d; u J;. Il y a dans 9, un et un seul point {’ équivalent
atey, quel que soit {. Gonsidérons d; et 0, contigus et la transfor-
mation L, qui associe les points équivalents ded; et d;; L, prolongée
dans C entier associe toujours les points équivalents de deux domaines
3, et o, contigus (dans le méme sens) ; donc toute transformation L(%)
est une puissance d'itération positive ou négative de L.

L, posséde deux points doubles sur la circonférence de €, suivant
lesquels s’accumulent les points équivalents d'un point quelconque.
Ces points sont en général distincts : ils ne peuvent étre confondus
que si, sur la circonférence de G, les frontiéres de D et D’ ont un
point commun, qui se correspond a lui-méme par le « prolongement
de ¢ a la frontidre ».

Premier cas. L, a deux points doubles distincts : une transfor-
mation homographique ¢—=1I({) peut leur associer o et oo, en
transformantl'intérieur de € en le demi-plan J(¢) >o0.HoL, o H™' =K't
(K réel). Par la transformation 6(f)—1log ¢ sur J(¢{) > o on obtient
une bande 0 << J(0) <= et hoHoL cH '™ =064 logh' =04 k.

Deuxiéme cas. L, a deux points doubles confondus : une trans-
formation homographique 6 —=H(¢) leur associe le point a I'infini
en transformant C en le demi-plan J(6) > o. HoL,oH™" =06+ k.

(®) Ge mode de démonstration n’est pas valable si d;; et dj, ont des éléments frontiéres
communs : L qui associe les points équivalents de d;; et dj; contigus est la transformation
L, dont il est question plus loin ; le fait que toute L est une puissance d’itération de L, ne
fait pas intervenir d’hypothése sur les points doubles de L,. Or L n’a pas de point double
(L % L,) donc L, non plus, a l'intéricur de C.
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Troisiéme cas. C est le plan entier ; L, est une translation puisque
le point a l'infini est le seul point double ; par une rotation § = H(¢)
on peut amener cette translation a la forme HoL o H™' =04k (réel).

A. Isolons dans le plan § une image d’'un seul domaine 3}. Dans
cette image conforme biunivoque de C, les images de deux points
de D et D’ associé par { se déduisent 'une de 'autre par la trans-
lation 6 —6 k. ue,

B. Effectuons sur le plan 6 la transformation w=—=e* . S1 ze D
et 2/ e D’ sont dans G, Liés par 2/ —=1{(z) ils ont méme image dans le
plan w. La fonction w(z) répond au probléme posé au début du para-
graphe. Le domaine couvert par les valeurs w est soit une couronne
circulaire (premier cas), soit l'intérieur du cercle unité privé de
I'origine (deuxiéme cas), soit le plan entier privé du point a l'infini
et de l'origine (troisieme cas).

Hypothéses 3 et 4. — Sotent sur une surface de Riemann & deux
domaines simplement connexe A et A(A, nA,=—¢), représentés
conformément et biunivoquement Uun sur lauire par §,(z,) ou
$,,(z,)=143". Supposons que Uon puisse former un domaine I' c R,
simplement connexe tel que A, c T, A, c T, el tel que par ® (représen-
tation conforme biunivoque de I’ sur un cercle G), la transposée de
$,p, Pod,0®™" soit une représentation § satisfaisant aux condi-

tions CF (°).

Tuforitme 3. — Il existe une représentation conforme biunivoque
g de T sur un domaine G du plan w, telle que gobyeg ' =w+k
(Théoréme des translations isothermes).

Fonctions d’automorphie. — Soit R la surface de Riemann d'une
fonction analytique w—/f(z): une fonction d’automorphie de f,
Z—=0¢(z) satisfait & foo—f.0=f"of est donc une fonction
analytique définie sur un domaine AR, et prenant ses valeurs
dans R.

A condition de restreindre suffisamment son domaine de définition
toute fonction analytique peut éire uniforme univalente: nous
pouvons donc nous donner une fonction d’automorphie par une
représentation conforme biunivoque {,, entre deux domaines A, et
A, tous deux cR.

(8) C’est tonjours le cas lorsqu’il existe sur la frontitre de A; un continu formé de points
accessibles 4 la fois dans l'intérieur de A; et dans la composante connexe de 1'extérieur
(sur R) qui contient A; (i==1, 2; j =13, 1).
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Tuéoriwe 4. — Sous les hypothéses 4, concernant A, A, §,,, &,
il existe une fonction analytique uniforme sur T et admettant dans A,,
¢,, pour fonction d’automorphie.

Remarque 1. — R sera souvent le plan complexe; { étant arbi-
traire, en restreignant au besoin son domaine de définition on peut
affirmer qu'il existe toujours une fonction holomorphe dans une
portion simplement connexe du plan admettant ¢ pour fonction
d’automorphie : la fonction irouvée peut étre prolongeable au dela
du domaine ou nous venons de la définir, mais nous ne donnons
aucune précision sur ce qui se passe dans le domaine ainsi étendu.

Remarque 2. — Il est des cas ou la fonction d’automorphie est
donnée simplement par une relation entre les projections des points
des domaines A, et A, sur un plan complexe ou une autre surface
de Riemann R. ® n’étant pas imposée & 'avance nous pourrons dans
certains cas profiter de la liberté de ce choix pour réaliserles conditions
CF sur un domaine T'.

Exemple : soit une relation conforme biunivoque entre les deux
domaines spiralés D, et D,.
Nous ne pouvons pas con-
struire I" dans le plan ou
D, et D, nous sont donnés.
Mais si nous introduisons
la surface de Riemann fer-
mée, recouvrement d’ordre
2 du plan, ramifiée en
ABAB, on peut con-
struire I" sur cette surface,
les domaines D, et D, étant
aussi définis sur elle.

Dans le théoréme des
translations isothermes on aura toujours la liberté de remplacer R
par une surface R*, recouvrement de R relalivement ramifié ou
non, si cette opération peut permettre comme dans ’exemple précé-
dent la construction de T.
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§ 3. — Généralisation.

Le théoréme 4 permet de démontrer le suivant dit théoréme de
représentation conforme des surfaces de Riemann quasi simples (7).

Tutorime 5. — Une surface de Riemann (variété analytique
complexe & deux dimensions) de genre zéro (ou quasi-simple) est
représentable conformément et biunivoquement sur un domaine plan.

Ce théoréme nous permet de généraliser les théorémes 3 et 4, et
si nous I'admettons & priori, la méthode que nous allons suivre nous
permettrait d'en déduire les théorémes 3 et 4.

Soient sur une surface de Riemann R de la variable ¢, une suite
finie ou infinie de domaines A, A, ..., 3, ... représentés confor-
mément et biunivoquement l'un sur l'autre par des fonctions {;;
A, _zb,j( ) 41 =4 A, n A,—=g(p£q). Soient sur R, V(%)
un voisinage de , lumformlsante locale étant notée U(V) ou U(Z).
Nous supposerons que les frontieres I'; des A; sont formées d’arcs
continus dont tous les points sont accessibles par I'intérieur et par
'extérieur (supposé connexe) (*) sur R. Ainsi la correspondance {;;
réalisée par prolongement de {; aux frontiéres, est ponctuelle
bicontinue et biunivoque; séparons sur la frontiére de chaque A,
deux suites d’arcs ordonnés circulairement de la maniére suivante (*)

i i i i i

e A ALy e e, AL AL AL
i i i i
A AL A A

2,3? cee p—2, p—1?

A;’—‘v p’

avec {jj(Ah, ») :Af,,‘ et Kf,,, n X;,, w=@sim=~m oun=£n'
Joignons sur R, A!,_, & AiZ} ; par une bande %; ne se recouvrant

pas, limitée par des arcs de Jordan de sorte que

i=—1,2, ..., p ... M=0,I ...q...

(") Le mode de démonstration sera publié ultérieurement. Voir aussi W. H. Goltshalk :
Conformal mapping of abstract Riemann surfaces. University of I’ennsylvania, 1950
(mét"ode des fonctions harmoniques).

(®) Ces restrictions ne sont pas nécessaires ; nous les faisons pour simplifier le texte de
la démonstration valable sous des conditions aux frontiéres beaucoup plus générales: On
peut supposer par exemple qu’il existe sur chaque I', un arc de Jordan y, accessible par
Pintérieur (supposé connexe), nous devrons ajouter seulement quelques restrictions
concernant la succession des images des y, sur la circonférence d’une image circulaire
commune de tous les A,, sur laquelle les poinls de A;-et Aj associés par ¢;; aient méme
image.
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Soit D= uAl,_,uBuAZ] (=12 ...p...), D =A,

i—4, 0
et C:l ’LD,

i=0
C est simplement connexe; les relations {; établissent entre parties
de C des relations d’équivalence. Soit C*le domaine quotient : nous
allons montrer que C* est une variété analytique complexe : Repré-
sentons C* topologiquement par {=—703(¢) sur un domaine C de
connexion égale au nombre de domaines donnés A;. T({) doit étre

univalente dans' 'ﬂ&k (Iordre de succession des A}, , le permet,

méme sous les hypothéses de la remarque ("’)) et doit vérifier
(%) =190(%), lorsque {=1{;(¢), (¢ e4;). Soient B,=7T(H),
D —=0(\,) (nous prendrons comme domaine D wun cercle),
L, ,=%G(AL,,). Sous les conditions de régularité que nous avons
1mposées aux frontiéres nous pouvons pour construire T, réaliser
d’abord la représentation de tous les A; sur un méme cercle : cette
représentation prolongée aux frontiéres est ponctuelle, bicontinue,
biunivoque, et vérifie T({;) = ©;o §i(%), (¢ e A,-), (*°). On peutensuite
réaliser la représentation de chaque %; séparément ('').

Structure analytique de G. Pour vérifier que C* est une variété
analytique complexe, nous allons faire de © une représentation
conforme, en dotant G d’une structure analytique complexe,
compatible avec la topologie du plan qu’il posséde déja. Soit
dans C, la famille des voisinages d'un point z, formée des cercles
v(z,.0)(jz2 —2,| < p) tels que v(z,, ¢) c G et vérifiant les conditions
suivantes

1° z, e B;. Ghoisissons ¢ < o, =dislance de z, a la frontiére de B,.

(?) Pour la démonstration du théoréme 6 celle condition peut étre remplacée par la
suivante moins restrictive ; il ne doit pas y avoir de disposition du type :

vy Abay vy Al oAbz ey A

(R

(") ©; et G; désignent les restrictions de G aux domaines A; et A, distincts si on considére
G appliquée a G ct non & C*.

(") Sous des hypothéses moins restrictives lorsque ¢; n’est pas ponctuelle, on pourra
pour réaliser G faire un découpage de chaque A; en secteurs par des arcs de Jordan
intérieurs ; chaque secteur étant contigu a un arc Ap, est un seul (un arc est ici un
ensemble d’¢léments frontiéres ayant pour image par représentation conforme sur un cercle,
un arc de la circonférence). Nous adjoignons alors & chaque B; les deux secteurs de A; et
Aj+ 4 qui lui sont contigus : on peut alors réaliscr les rcprésentations topologiques de chaque
bande « étenduc » de manidre a satisfaire aux condilions de continuité qui permettent de
raccorder les extrémilés de ces bandes en une image conlinue des A;.
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Associons a v(z,, p) 'uniformisante locale KoU oG '[v(z,. ¢)] oit K
est une représentation conforme entre domaines plans.
2°z, el .. z, est image d'un seul {, eC { eAn , (ou l'on a

n=—m-}¢, e===t£1). On prendra ¢ < o, de sorte que
v(zo’ Po) < (D v l’-"m,n v Bm) ou m _max(m n) m+ ( + )

G '[v(z,, p] est uniforme et 'on a T '[v(z,, )] € (dnu iB,,,' uA, L)
L’uniformisante locale est KoW % '[v(z,, )] uniforme.

3° z, e D. T7'(v) et multiforme (les branches en sont ‘61-"(1))). Par
définition de la correspondance conforme réalisée par {¢; entre
domaines de & on a W(3)=koU{y(d) ou k est une représentation
conforme entre domaines plans. Prenons alors comme uniformisante
locale de v(z,, p), (o0t p << po =distance de z, & la frontitre de D):
Kol o T *[v(z,, p)|, le facteur K permet d’identiﬁer toutes les unifor-
misantes locales quelle que soit la branche G;* utilisée.

Pour vérifier que 1'on a bien défini sur G une structure de surface
de Riemann, on doit vérifier que les images de v, n v, par les uni-
formisantes locales de v, et de v, sont en correspondance conforme.
C’est évident toutes les fois que T' est uniforme puisque
T '(v,) n T '(v,) est alors s=¢ si v, nv,5~¢ et les uniformisantes
locales de ¥, =%"'(v,), et UV,— G '(v,) représentent bien
& '(v,) n T '(v,) sur des domaines en correspondance conforme
biunivoque. Si ©'(v,) est multiforme (v, c D) on a vu que l'on
pouvait prendre pour l'uniformisante locale, n'importe quelle
branche de T~', en particulier nous pouvons en prendre une, telle
que&'(v,) n T'(v,) £ g siv, nv, 5~ ¢ et on est dans le cas précédent.
C* estdonc bien une variélé analytique complexe i laquelle on peut
appliquer le théoréme 5.

Tutorkme 6. — Soient sur une surface de Riemann R, une suite
de domaines simplement connexes, A, A,, ... A,... limités par des
arcs de Jordan, et représentés conformément et biunivoquement l'un
sur Uautre par des fonctions {;.

Il est alors possible de construire sur & un domaine T' simplement
connexe tel que A, c T', et une fonctlion f holomorphe dans T telle que
SO =f(t) si et seulement si te A,.t' €A, {p et q quelconques) avec
&= gl £).

En d’autres termes il existe une fonction f définie dans un domaine
I et admettant dans un domaine donné A, cI' toules les fonctions
Yy, pour fonctions d’automorphie.



LE PROBLEME DES TRANSLATIONS ISOTHERMES 27b

D’aprés la relation d’ordre imposée aux A}, , on a pu imposer &
G la condition topologique suivante : il existe dans le plan de G
un point « tel que si ¢ parcourt un arc joignant deux points
Lebd &, ey, Ly =1Yi,, (%) sonimage z—="T() parcourt une
courbe fermée de sorte que arg™ (z — o) croisse de 2.

Par une représentation conforme de G (muni de la structure ana-
lytique dont nous l'avons doté) nous conserverons cette propriété
d’existence de », en appliquant C sur une couronne circulaire
fendue suivant des arcs de cercle : le centre de la couronne sera ce
point  que nous prenons pour origine du nouveau plan . La
transformation ¢{—logw fournira une représentation conforme
biunivoque de I' pour laquelle les images des A, se déduisent les
unes des autres par des translations 2in=, ces translations associant
des points de T" associés par ¢;.

Tukorkme 7. — Sous les hypothéses du théoréme 6 il est possible
de trouver une fonction g holomorphe dans T, univalente telle que
9(‘«1 =9(%) + 2"'(_‘1 — p)© si <-p ), e, L= $gp(5)-

On peut faire ici les mémes remarques que celles que nous avons
déja faites a la fin du § 2 sur la liberté que nous avons de choisir R.

(Parvenu aux Annales le 5 novembre 1951.)



