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SUR LES TRANSFORMATIONS ET EXTENSIONS

DE

LA FORMULE DE STOKES

Par M. A. BUHL

TROISIEME MEMOIRE®

Ce Mémoire contient, dans sa premiére partie, de nouvelles applications géomé-
triques de la formule de Stokes qui, logiquement, devraient étre rapprochées du
travail consacré a de telles applications et publié en 1gro. Mais je ne puis évidem-
ment donner les résultats que dans 1'ordre ou je les obtiens.

L’idée fondamentale est de déterminer des aires, sur une surface donnée E, par
un contour fermé = non tracé sur E, mais pris de maniére tout a fait quelconque
dans I'espace. C’est le cone ayant pour sommet l'origine O et X pour directrice qui
découpe sur E les aires & étudier. Celles-ci sont des fonctions de X, des fonctions de
ligne, au sens de M. V. Volterra, et il semble que les propriétés a obtenir dans une
telle voie soient nombreuses et d’'une simplicité remarquable.

Au sujet des fonctions de ligne, on peut faire une remarque fort curieuse et
générale. :

Si I'on posséde un jour une théorie de ces fonctions dont tous les chapitres cor-
respondront aux chapitres de la théorie des fonctions de points (géométriques ou
analytiques), elle sera vraisemblablement, dans son ensemble, plus étendue et plus
complexe que la théorie des fonctions ponctuelles. Mais ceci n’empéche pas qu’il
semble y avoir, dans la théorie des fonctions de lignes, des chapitres particuliérement
simples n’ayant point, quant & cette simplicité, d’analogues dans la théorie des
fonctions de points. Ainsi sur un cercle de rayon rationnel je ne puis, & l'aide de

(*) Ces trois Mémoires ont été précédés par deux autres : Sur les applicalions géoméiriques
de la formule de Stokes et Sur la formule de Stokes dans Uhyperespace, publiés aussi dans ce
- Recueil. Le présent travail est donc, en réalité, le cinquieme d’une série de publications
consacrées au méme sujet.
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droites et d’autres cercles, déterminer un arc rationnel; au contraire, en coupant une
sphére par un cylindre circulaire, Viviani, au dix-septiéme siécle, y déterminait déja
trés simplement un contour enfermant une aire rationnelle.

Sur une ellipse. je ne puis déterminer des arcs liés par une relation imposée
qu’en faisant appel, en général, aux ressources de la théorie des fonctions elliptiques.
Or, il ressort du présent Mémoire que ce n’est nullement nécessaire pour construire,
sur 'ellipsoide, des aires ainsi liées.

Dans la seconde partie, j'examine surtout la proposition suivante : le théoréme de
Cauchy-Poincaré, pour les fonctions de n variables complexes, revient simplement & la
formule générale de Green o les variables deviennent imaginaires.

On a ainsi non pas le théoréme de 'intégrale multiple & variables complexes qui
est nulle pour une certaine variété fermée, mais un théoréme exprimant la valeur
d’une telle intégrale étendue & une portion ouverte de la variété en question. Et cela
vaut peut-étre un peu plus, car le second théoréme donne immeédiatement le premier
sans que la réciproque soit vraie.

L’attention a été réattirée sur ce sujet par M. Emile Picard, qui a précisément
consacré son Cours de 1914 & la formule de Green et a ses applications aux fonctions
de variables complexes, Je dois avouer, qu'd mon grand regret, je n’ai pu me pro-
curer sur ce Cours que des renseignements fort vagues; je dois méme craindre en
avoir inconsciemment reproduit certains points. La plus grande ambition que je
puisse avoir, bien qu’elle ne corresponde méme pas & celle d’'un auditeur direct, est
que mon travail soit simplefnent rangé avec ceux suscités par I'enseignement du
Maitre.

Quant 4 la formule de Green proprement dite, je la rattache a une identité,
comme toutes les formules analogues étudiées dans mes précédents travaux; la
transformation fait alors retrouver la théorie générale du multiplicateur de Jacobi.
La premiére idée & cet égard me parait avoir été émise par M. P. Appell dans une
Note qui m’a été d’un trés important secours.

Enfin les deux parties du Mémoire ne sont pas aussi disparates qu'il pourrait
sembler au premier abord. Que la variable qui doit, en général, étre complexe sur
une surface algébrique puisse, en redevenant réelle, nous donner des propriétés
purement géométriques d’intégrales attachées a la surface, c’est ce que I'on sait suffi-
samment de par les si élégants résultats dus & M. G. Humbert; je dois beaucoup
aussi & I'étude des travaux de ce savant.




PREMIERE PARTIE

Nouvelles applicatiohs géométriques (*).

[4] Les applications qui vont suivre reposent sur une transformation de la for-
mule de Stokes ordinaire qui, loin d’en étre une extension, en est une particulari-
sation; derriere celle-ci, cependant, semblent pouvoir se dérouler d’innombrables
conséquences géométriques.

Dans la formule habituelle

I
d Q J .

N AL 2 RV A Ll
P Q R

posons
P=yH, Q=—u«H, R=o,

H étant une fonction homogéne d’ordre — 2 en x, y, z. 1l vient :

H 0H AL . 2
//[am oy + 8y —Y<2H+ac—\%+y H):Ida:fH(ydx—-—-acdy).

z oy
Or, d’aprés le théoréme d’Euler,

et, par suite,

" 0H
(2) f/ D—z(aac-{—ﬁy+~(z)ds=[H(ydx—xdy).

On peut observer que xx + 8y + vz est la distance de I'origine O au plan tangent
mené, a la cloison 4, en I'élément ds, 14 ol les cosinus directeurs de la normale sont
«, 8, v. Donc

(2 + By + v2)ds =3dTD

(*) Sur de nouvelles applications géométriques de la formule de Slokes (Comptes rendus,
17 mai 1915).
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si dI est le volume du cdne élémentaire qui a pour sommet O et pour base ds.
Par suite, (2) peut s’écrire

D
3 /f ‘\IZ{ d[‘:f}l(ydw—acdy).

Par permutations circulaires et avec deux autres fonctions F et G, analogues A I,
on a deux autres formules telles que I'addition des trois donne :

dx dy dz
) G
5/[(3‘”—}—@-[-)2)(1[’:‘/; oy
F G Hl
ou, plus explicitement,
de dy dz
3 /‘ oAF G dH do—
©)] f¢<ﬂ+8y+¥ (2 4 By + v2) G_.[ x y z
F G H

Telle est la formule qu’il s’agissait d’obtenir et sur laquelle va reposer tout ce qui
suit. Elle est évidlemment moins générale que (1), car P, Q, R sont des fonctions
quelconques, tandis que ¥, G, H sont des fonctions homogénes d’ordre — 2.

Pour ce que nous avons A faire, c’est surtout la formule (2) qui interviendra
comme étant plus maniable que (3). Toutefois, (2) a le léger inconvénient de ne pas
étre parfaitement symétrique dans des questions géométriques ou la symétrie est
cependant manifeste. Dans de tels cas, on se rappellera qu'il est toujours possible
d’adjoindre & (2) deux autres formules analogues avec lesquelles on aurait une for-
mule (3) parfaitement symétrique.

(2] Aires définies sur une surface par un conlour non situé sur la surface. --
Soit une surface I ayant pour équation

(4) SX Y, Z) =1,

J élant homogéne d’ordre m en X, Y, Z. Hors de celle surface et, pour le moment,
sans aucune relation avec elle, considérons un contour fermé qui pourra servir de
directrice & un cone de sommet O; ce cone découpera sur E une cloison dont
aire o; sera déterminée par le choix du contour ¥.

Nous allons d’abord nous proposer d’exprimer cette aire s, au moyen d’une inté-
grale double attachée & une cloison o jetée sur le contour ¥.

Sur la cloison ¢ considérons, en M, un élément ds que nous joindrons & O par un
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cOne élémentaire donnant, en N, sur E, un élément ds:. La normale en N, a E, a

pour cosinus directeurs :

L L L
Vii+fi+f2 Vi fi VoA IS

Fic. 1.

Or, en vertu de Fhomogénéité de f, ces expressions sont homogénes d’ordre zéra
et ne doivent point changer si l'on y remplace X, Y, Z par «, y, z coordonnées
de M. '

Si I'on projette dog, en N, sur la sphére de centre O et de rayon ON, cette pro-
jection a pour valeur :

xf, + 3/, + 2.
Va +y + 2V + )

day.

De méme, pour la projection, en M. de ds sur la sphére de rayon OM, on a :

ax + By + 12

————dg.
\/xﬁ+y$+zg

Or, ces projections doivent étre entre elles comme les carrés de ON et OM. On a
donc :

W+ ¥y + 3. dow X' Y 4+ 7
@+ By +y)Vi++ 100 TEY S

De plus, on voit immédiatement que le point N, appértenant a la droite OM et a
la surface d’équation (4), a pour coordonnées :

X=alfy ] " Y=ylf@y 5, L=z "
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Portant ces valeurs de X,Y,Z dans I'équation précédente, on en tire définiti-
vement :

m--e

G)  dse= [y, ] " (S S G B2 y2)de

Donc

© o= [ Uy T T LSS by 412

Telle est 'expression de I'aire de la cloison E par une intégrale double attachée a
une cloison ¢ de contour X.

[3] 1l est maintenant évident, au point de vue géométrique, que la cloison ¢ n’a
joué qu'un rdle intermédiaire dans le raisonnement précédent. Peu importe sa
forme; son contour ¥ a seul de I'importance. L’aire s est une fonction de ligne, au
sens de M. V. Volterra, savoir une fonction du contour fermé . L’intégrale double
de I'égalité (6) doit stirement étre transformable en une intégrale de ligne par la for-
mule de Stokes. On peut méme dire que la formule de Stokes ne joue pas ici un role
plus ou moins accidentel; elle est profondément d’accord avec la nature des ques-
tions qui vont &tre développées, puisqu’elle est essentiellement relative & I'invariance
d’intégrales superficielles quand celles-ci sont attachées & des cloisons variables a
frontiéres invariables.
~ Mais la premiére remarque particuliére au présent sujet est que la formule de
Stokes (1) n’a pas besoin d’y intervenir dans toute sa généralité. La particulari-
sation (2) suffira. Les intégrales doubles de (2) et (6) seront, en effet, identifiables si,
dans celle de I'égalité (6), les termes dépendanl de f forment un ensemble homogéne
d’ordre — 3. C’est bien ce qui a lieu.

[4] Remarquons, avant d’aller plus loin, que I'expression (5) de dox est suscep-
tible de quelques vérifications partielles immeédiates.

Tout d’abord, si la cloison ¢ vient se confondre avec s, (5) doit donner do,=ds.

Dans ce cas, «, B, y désignant aussi bien les cosinus de la normale en N, on a:

af + ¥+ mf

ax + 8y + vz = =
VL VRS

et, comme f=—1, on a bien dsx=ds.

Autre vérification. Elevons 4 la puissance k les deux membres de I'équation (4)
de la surface E. Tout se passe comme si f était remplacé pa_rf", fonction dont I'ordre
d’homogénéité serait alors mk. Donc I'expression de do,; ne doit point changer si I'on
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y remplace f par f* et m par mk. Cela est immédiatement vérifiable en écrivant cette
expression (5) sous la forme

@ dn=—1] (5 ‘5)1-(°/’*)1—(”Jf%f]%@w+@y+yadm

2 dx —D—v— hF4

[B] Carte plane conservant, dans Oxy. les aires s.. — De la comparaison des
formules (2) et (6), on conclut

) @;lﬁ@m—xm

en posant

® =L e nt

d’ou

(10) H=— 20+ [ 177 (14 134 S0 e,

L’intégrale qui figure dans cette derniére égalité est évidemment une intégrale
partielle en z; I'intégration indéfinie doit entrainer, en général, I'adjonction du
terme en Q.

Ce terme doit étre ou nul ou homogéne d’ordre — 2.

Ceci posé, nous arrivons au point essentiel de la premiére partie de ce Mémoire.

Nous prenons I'expression (8) de s avec la valeur de II formée en (10). Soit H,
une fonction quelconque de «, v, z et considérons la surface

(1) H=H

sur laquelle nous tracerons le contour . Alors

(12) TES /H,(ydx—wdyj

et l'aire o, est ainsi ou particulierement facile & exprimer ou comparable de maniére
intéressante avec quelque autre grandeur géométrique ayant pour expression le
second membre de (12).

Ainsi soit
(13) H:&:m&:~i

L’équation (o) devient :

m-+-a

(i) =@y = [T



92 A. BUHL.

C'est la I'équation d'une surface s tel qwun contour = y tracé donne sur Oxy une
projection contenant une aire 11 égale & Uaire o. déterminée sur E par le cone O3.

Si 'on déforme la projection I1 en lui conservant son aire, ¥ se déformera sur la
surface d’équation (14) et ainsi nous obtiendrons sur E une infinité de cloisons ayant
toutes méme aire.

Méme conclusion si, sans toucher & IT, on fait varier (14) en modifiant Q. Enfin

les deux procédés peuvent étre combinés pour I'obtention de cloisons équivalentes
sur E. '

Fic. 2.

En général, et tout au moins pour des contours suffisamment petits, il n’y aura
point de difficultés a faire correspondre un scul pointde s, et par suite un seul point
de I, & un seul point de E. Ainsi nous aurons en II une carte de E avec conser-
vation des aires. C’est d’abord ce probléme cartographique qui nous donnera des
résultats simples, nombreux et élégants qu'on pourrait évidemment raltacher a
d’autres méthodes de représentation des surfaces sur un plan. Mais il ne faut pas
perdre de vue que la méthode précédente semble dépasser de beaucoup, en puis-
sance, le dit probléme cartographique. Celui-ci correspond & la valeur constante de H,
indiquée en (13), alors que H, pourrait étre une fonction quelconque de «, y, z, ce
qui, en vertu de (12), ferait correspondre & ¢ non pas une autre aire, mais des
expressions géométriques fort diverses. D’ailleurs, nous donnerons plus loin (n* 26
4 29) quelques exemples de cette derniere catégorie.

CORRESPONDANCES ENTRE AIRES PLANES.

[6] Des correspondances entre aires planes, en nombre infini, peuvent &tre obte-
nues avec une extréme facilité comme applications trés élémentaires des généralités
précédentes. 11 serait méme puéril de profiter de cette abondance pour réunir ici un
grand nombre d’exémples, mais il n’est pas mauvais de montrer briévement quels
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sont les résullats rudimentaires qui peuvent étre considérés comme les germes, les
prototypes de résultats plus élevés qui seront établis ensuile.

L’équation (4) la plus simple est ¢videmment celle ou f est fonction homogéne
du premier ordre. On a ainsi le plan I

L (ha + gy + v2)
— (A }I- vZ)—1
P

ol %, w.v scront des cosinus direcleurs pour la distance p le séparant de O
I’équaltion (14) des surfaces ¢ est alors

2

p

( : —Q .
(15) ! "<x’y)+v()\x+gy+vz)“’ ‘

S

Fic. 3.

Si I'on prend Q=—o, on a deux plans, symétriques par rapport a I'origine, dont

I'un est

e 4wy 4- vz —i_

Vv
Un contour d’aire sy, tracé dans E, se projette coniquement, de O, dans le plan g,

. . I . .o
suivant un contour enfermant une aire — ¢, et celle-ci, projelée orthogonalement
v

sur Oxy, redonne bien ¢,. Rien de plus évident; mais, si I'on remplace maintenant
Q(x, y) par une fonclion homogéne d’ordre — 2, on voit, par exemplé, que le plan ¢
peut étre remplacé par unc infinité de surfaces du quatricme degré. Lt celles-ci ne
correspondent encore qu’a un choix de Q qui est des plus simples.

[7] Pour priciser, prenons maintenant le cas ot le plan I est paralléle & Oxy ct
a pour équation z=c¢. Ona A\=p—=o0, v=1, p=c ct I'équation des surfaces o
devient :

2

1=Q(r,y) + —.

Z

Fac. de T., 3¢ 8., VI. 13
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Prenons, en parliculier, le cylindre -

dont la section droite par le plan Oz est une quartique AB bien connue sous le nom

de Kreuzcurve. Dans le plan z=¢, prenons, par exemple, le rectangle A'B'C'D’ dont
le cité A'B’ est dans Oz

H
0
s, ;
[
/o

Fia. 4.

De O, ce reclangle se projette coniquement en ABCD sur le cylindre cruciforme,
el le quadrilatére ABCD se projette, parallélement & Oz, sur Oxy, suivant A"B"C"D".
L'aire A"B"C"D" doit élre égale a celle du reclangle A'B'C'D'. C’est ce qu'il est bien
simple de vérifier directement. Soient

HA'=¢ , HB' =¢,, AD'=B'C =0,
d’ou facilement
ON'=Va +¢2, OB =\a* +¢.

Quant & la courbe CD. clle est intersection du cylindre cruciforme et du plan
OC'D" d'équation cy =bz: éliminant = entre cette dernidre et 'équation du cylindre,
on a, pour la courbe projection C'D",

C’est une autre Kreuzcurve pour laquelle aire A"B"C"D" est

o’ b dr
L =00, — ).
ot \/wz P

(’esl bien I'aire du rectangle A'B’'C'D'.

On voit ainsi, d’'une maniére purement géométrique, pourquoi la Kreuzcurve est
une courbe facilement quarrable.



TRANSFORMATIONS ET EXTENSIONS DE LA FORMULE DE STOKES. 95

[8] Le raisonnement du paragraphe 6 ne s’applique pas pour des plans I paral-
leles & Oz, I'équation (15) ne conservant pas de significalion immédiate pour v=o.

. x o, .
Recommengons pour le plan E d'équation x=a. Alors, pour f:;, I'équation (14)

devient : '
el

1=Q(x,y) 2“2—.1:—"

z
3 B
0 \ x
c A
‘ Dy[¢
J
D
Fie. 5
Prenons, en particulier,
20’z = x°.

Cette surface ¢ est un cylindre de génératrices paralléles a Oy ct dont la scction
par Oxz est la parabole cubique OB'. Dans le plan x = a, considérons le rec-
tangle ABCD servant de base au cone de sommet O qui, dans de telles conditions,
est une pyramide. Celle-ci pénétre dans le cylindre ¢ suivant un contour dont la
projection sur Oxy est le triangle OA'D'. Ce triangle doil avoir méme aire que le rec-
tangle ABCD.

n effet, si AB=10, AD =¢, on calcule immédiatement que

0A'=\/2ab, AD =5 Vaab.
a
L’aire du triangle OA’D' est bien bc.

Aulre exemple. — Remplacons le rectangle ABCD par un cercle de cenlre A et de
rayon AB=25. Le cone de sommet O ayant ce cercle pour base coupe le cylindre
suivant la courbe gauche

2a’z =ux*, (2 +y) ="

dont Ia projection sur Oxy a pour équation

e A
. T x
y, ) 2 b’ 2 *
« ha
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C’est une sorte de huit dont on aper¢oit immeédiatement la forme en se basant
précisément sur sa définition spatiale. La demi-boucle de celte courbe doit avoir méme
aire que le quart du cercle A. Or

\/;”1‘ 4 o b — -
[ % \/h’ — 1%1— dr= [ Vb — utdu = A 0.

AIRES SPHERIQUES.

[9] La questlion des aires sphériques a donné lieu 4 un nombre considérable de
travaux et ce a des points de vue assez divers. Dans le domaine purement géomé-
triqud, on sait le grand intérét qui s’attacha, pour I'époque, aux résultats de Viviani
concernant les aires sphériques exactement quarrables. D’autre part, la nécessité de
conserver les aires dans les cartes géographiques, quoique moins impérieuse que
celle de conserver les angles, donne des résultats extrémement variés.

D’aulre part encore, I'aire, sur la sphére de rayon unité, correspond a la notion
d’angle sphérique ou solide qui s’introduit dans de nombreuses questions de Phy-
sique. M. Emile Picard a précisément effectué, en ce sens, un important rappro-
chement en le faisant dépendre de la formule de Stokes (Trailé d’Analyvse, t. I,
2° édit., p. 133).

Dans un ordre d’idées plus abstrait ct qui fait penser & nouveau aux recherches
géométriques de Viviani, M. ;. Humbert généralise, pour la sphére transpercée par
un cone, le théoréme de I'angle plan mesuré par la somme ou la différence des arcs
qu’il intercepte sur une circonférence quelconque (Sur guelques propriétés des «ires
sphériques. Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1888). La question, qui
débule d’'une maniére élémentaire, peut étre élevée jusqu'aux hautes régions de
I’Analyse. M. Humbert a montré (Sur le lhéoréme d’Abel el quelques-unes de ses appli-
cations & la Géomélrie, loc. cit., 18go, p. 241) qu'elle se généralisait pour la sphére
coupée par certains faisceaux de surfaces algébriques.

Il est intéressant de ratlacher certains des résultals de M. Humibert & la formule
de Stokes particularisée sous la forme (3). Les autres résultals qui suivent ont surtout
pour but de préparer la difficile étude des aires ellipsoidales; celle-ci serait inextri-
cable si 'on ne pouvait considérer V'ellipsoide comme une sphére déformée sur
laquelle on cherche, en vertu de la continuité, ce que deviennent certains théorémes
sphériques.

Les méthodes exposées au début du présent Mémoire donnent le moyen d’obtenir,
sur la sphére, une foule d’aires ¢équivalentes, ou d’aires rationnelles, ou d’aires
ayant des irrationalités algébriques fixées a l'avance, le toul en n’employant que des
surfaces algébriques tantdt de révolution, lantdt quelconques. 11 est, & coup stir,
beaucoup plus facile d’obtenir des aires sphériques rationnelles que d’en obtenir de

plancs, construites par arcs de cercle, comme les lunules d’Hipparque.
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[10] Pour surface E. d’'équation (4), prenons la sphére
: I
(16) J= @y =1,

L’équation (14) des surfaces s cst alors

3

(17) 1=0Q(xz,y) — 2“'/(32’ +y 42 *dz
ou :
(18) L= Q0 y) — 2Rz

N

Ces surfaces ne sonl pas nécessairement de révolution, ce qui est déji une remar-
que assez curieuse, mais les plus simples le sont et nous prendrons d’abord, / élant
" un paramétre assimilable & une longueur,

ak*

(@, y)= x4y

Posant x* 4 y*=r*, nous aurons pour équation, cn coordonnées semi-polaires,

des surfaces s ou du méridien de ces surfaces :

(1¢ . al* 2R*z
I —_—— e —
.’) T e ) \/;Q i -

Cette équation, ordonnée sous la forme
(20) rrrt—4k) (r* + 2°) + 4k + (B*—RY)2°) =o,

est celle d'une courbe plane qui, en général, est du sixieme degré, ce degré s’abais-
sant au quatrieme pour k=R. Ce n’est donc point ici pour }=o0 qu’on obtient
les surfaces s les plus simples. Pour =R, I'équation précédente peut s’écrire

(r* + 2% (2R* — 1 S = 4R

Dans le plan de cetle courbe méridienne et avec I'origine pour pole, prenons des

coordonnées polaires ¢ et w, c’est-d-dire posons r=¢ sin w, z=y¢cos w, laxe polaire
étant Oz. 11 viendra :

(O]
¢ cos —=1R.
‘ 2
Cette courbe se trace avec facilité et élégance en partant de la circonférence de
centre O ct de rayon R. A parlir de A, sur Oz, on considére deux arcs AB ct BC

égaux; la tangente en B et le rayon OC donnent un point D dont le lieu est la courbe
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en question. Elle est évidemment symétrique par rapporl aux axes ct I'équation car-
tésienne écrite sous la forme

o Q—‘RQ . r%
Vik—r

montre que les poinls doubles E, E' ont pour abscisses =+ I{-\/; cependanl que les
asymplotes réelles paralléles & Oz sont d’abscisses 4= aR. La courbe est étudiée avec de
plus nombreux détails géométriques dans les Ebene Kurven de M. Gino Loria
(1 édit., p. 215). Un géométre de Vérone, P. Delanges, la conslruisait déjaen 1783,
pour résoudre le probléme de la trisection de l'angle ct, en conséquence, l'appélait
lrisécante; il est curieux de conslater qu’elle réunit ce fameux probléme & celui de la
planificalion des aires sphériques.

o

o
>

<,

| ) 0 E |F

Fig. 6.

A ce dernier point de vue, que L'on fasse tourner la figure autour de Oz et lout
cone de sommet O interceplera sur la sphére une aire o, et donnera, sur la surface
de révolulion ayant pour méridienne la trisécante, un contour ¥ dont la projection
sur Oxy aura une aire égale a o,.

kin particulier, sile cone s’ouvre de maniére & se confondre avec le plan Oxy, on
voit aisément que U'aire de 'hémisphére doit élre égale & celle d'un cercle de rayon
OE = l{\/;. (’est bien ce qui a lieu. Si le cone continue & s'ouvrir de maniére i se
refermer de T'autre colé du plan Oxy. laire o peut tendre vers l'aire de la sphére
enlicre, le conlour ¥ s’en allant & I'infini vers le cylindre de révolution asymplote &
la surface . Le contour X a alors pour projection sur Oxy le cercle de diamétre FF’
et, par suile, l'aire de la sphére doil étre égale & celle d’un cercle de rayon OF = aR.
(’est bien encore ce qui a lieu. Plus généralement, un plan normal & Oz et passant
par C donne sur la sphére une calotte dont la fleche est R(1 —cos ») et dont 1aire
est 22R*(1— cos w).

Le cone de sommet O qui passe par le conlour de cetle calotle donne, sur la
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surface de révolution =, un cercle dont le rayon est la distance de D a l'axe Oz,
soit 2l{sin%.' -

Laire de ce cercle, qui se conserve par projeclion sur le plan Oxy, est bien égale
A celle de la calotte précédente.

[44] 1l ne parait pas difficile de faire I'étude géométrique des courbes méri-
diennes (20) pour k quelconque. Bornons-nous & k=o, c’est-a-dirc & Q=o. Nous
venons de voir que ce cas n’est pas le plus simple, contrairement & ce qu'on pourrait
croire au premier abord, mais, au point de vue de la simplicité, il vient vraisembla-
blement en second licu. ‘

Pour k=o, I'équation (20) devient

r(r* 4 Zf)y=4R"z"
o'

S

!

= \/ml;l{“ —

Z

v
P

Fic. 7.

Avec les coordonnées polaires r—g¢cosw, z=¢ sinw, prises celle fois comme &
" Pordinaire avec I'axe polaire dans le plan z=o0, I'équation précédente devient :
ot byt
¢* cos® w = 2R* sin w.
Les courbes de ce type admettent une construction géométrique simple. Soit une
circonférence de rayon OL=a; sur LO, c’est-d-dire sur Oz, prenons un point M,
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considérons la circonférence de diamétre ML qui coupe 'axe polaire en N cl sa tan-
gente en M qui donne T sur la premiére circonférence. La droite NQ, parallele a LM,

et le rayon OT donnent un point P dont le lieu est une courbe du type indiqué.
En effet,

OM =O0Tsinw=asinw, ON=O0L.0OM =da’sinw

D’autre part, ON=0P cos v =:cosw et la comparaison des deux expressions
de ON donne

g’cos’w=a’sinw.

LLa grande circonférence qui sert de base 4 la construction doit avoir un rayon a
égal & Ry/2 si R est le rayon de la sphére donnée E. La courbe a quatre branches
symétriques dont une seule est représentée sur la figure.

Tout cone de sommet O, déterminé en T par un contour tracé sur la surface de
révolution ¢ ayant la courbe OP pour méridien, intercepte sur la sphére E une
aire o, égale & celle contenue dans la projection du contour X sur le plan z=o.

En particulier, considérons la calotte située sur K au-dessus du céne de révolution
d’axe Oz et dont une génératrice serait OP. Cetle calotte a pour fleche R — Rsin»
et pour aire 27R*(1 — sin w). Il est facile de voir qu’une telle calotte correspond & un
contour ¥ dont la projection s'étend, sur le plan z=o0, suivant une couronne cir-
culaire de cenlre O ayant pour rayons

OA=Ry>2, ON=Ry/2sino.

L’aire d'une telle couronne est bien celle trouvée pour la calotte. Plus particu-
liérement encore, laire de hémisphére ¥ doit étre celle d’un cercle de rayon OA, ce
qui se vérifie immédiatement.

On pourrait objecter que, dans ces derniers raisonnements, on emploie des con-
tours qui ne sont pas simplement connexes, d’ot des difficultés possibles pour
I'emploi de la formule de Stokes; mais il est aisé” de voir que la couronne, par
exemple, pourrait étre divisée en plusieurs parties pour lesquelles la 1égitimité scrait
hors de doule.

[42] Travaux de M. G. Humbert. — Dans son Mémoire Sur quelques propriéiés
des aires sphériques, déji cité, M. G. Humbert considére un céne dont le sommet S
est pris pour origine et une sphére de rayon R dont le centre est un point O(a, b, c).
Le cone pénétre dans la sphére suivant un contour ¥, enfermant unc aire sphé-
rique o, et en ressort suivant un contour ¥, enfermant une aire s,. Ici nous conti-
nuerons le cone de maniére A lui faire couper une surface s, indéterminée pour le
moment, suivant un contour ¥. Enfin, sur une sphére SA, de rayon 1, le cone dé-

coupe une aire » qui est, si l'on veut, I'angle solide an sommet de ce cone.
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Un cone élémentaire SM permet d’apercevoir de méme, en allant de S vers M, les
éléments d’aire dw, ds,, ds,, ds. Jécrirai, avec M. Humbert, les angles PM,0 el PM,0
étant égaux,
ds,cos PM,0  ‘ds,cosPM O ds,—ds, o

do = = — =—>——"cos PM,0.
SM: SME SM: — SM;
De plus,
2R cos PM,0 =8M, — SM,
et, par suite, si x, y, z sont les coordonnées de M,
— l z
ds, — ds, = 4RSP dw = 4R m—:)_y—_—————i dw.

\/wa+ye+zz

c—c:4l{//a£+b}l+07 do.
Vat +y + 2

On adonc :

Frc. 8.

On a ainsi, d’aprés MM. Darboux et Humbert, une différence d’aires relatives a la
sphére O exprimée par une intégrale double étendue & l'aire » qui est sur la
sphére SA.

Proposons-nous, au contraire, d’exprimer ¢, — ¢, en faisant intervenir la cloison ¢
pour laquelle on a, en M, I'élément ds avec une normale dont les cosinus directeurs
sont «, §,y. On a:
ax + By + vz ds
Vat+y + 2ot +y + 2
Fac. de T., 3¢ S., VI. 14

do =
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ax + by + ¢z
—-l;!{f/ ax + By + v2)ds.
@iyie )( + By + y2)ds

Or, dans cette intégrale double, le coefficient de (xx + By + y2)dg est homogéne
d’ordre —3 en ,y, z. Donc. daprés la formule (3), Uintégrale doit étre immédia-
temenl transformable en uné intégrale de ligne relative au conlour ¥. En fait si, dans
la formule (3), on pose

et, par suile,

. a b c
l‘:—‘;—‘,—”—:, G=——7F"> H= - Py )
x4y +2 4y +z T +y+z
cette formule (3) devient :
. de dy dz
ax + by 4 cz f I

AL 5 Z(l": —_— [
ff(fr+v+)( BRCARE S R
x y =z

Donc

de dy dz

1
ci——s':zﬂ—/——;———“————v, a b c
XAy + 2

x Yy oz

(Vest encore 1 un résultat donné par M. G. Humberl, en premier lieu d’ailleurs
(loc. cit., p. 318). En résumé, le but du présent paragraphe est simplement de
montrer que les deux expressions de s,— a,, par une intégrale de su)‘face et par une
intégrale de ligne, sont lransformées I'une de T'autre par la formule de Stokes ou,
d’une maniére plus précise, par une forme particuliere de la formule de Stokes,
forme particuliére exprimée en (3).

Les aires sphériques précédentes ont inspiré une Note, Ueber die von Humbert
untersuchlen Kugelflichenstiicke, due a R. Horre (Archiv der Mathematik und
Physik, 18go). Cet auteur considere d’ abord le premier point de vue de M. Humbert
dans lequel la sphére est transpercée par une pyramide qui ne donne le cone que
comme cas limite. Il remiplace des raisonnements géométriques par le calcul et
obtient finalement des propriétés des polygones, particuliérement des quadrilatéres
sphériques. L’article commence par cette phrase : Der Aufsatz von Humbert ist sehr
geeignel zu weilerer Verfolgunyg des Gegenstandes anzuregen.

(43| Essayons maintenant de reprendre, pour la différence s,— o, des raison-
nements analogues & ceux faits précédemment pour les cloisons 6. Supposons que
le centre O de la sphere de la figure 8 vienne sur l'axe Sz, ot a=o0, b=0. la
symétrie, ainsi légerement sacrifiée, serait facile & rétablir en vertu de la remarque
générale terminant le paragraphe 1. Alors

z
““““"ff—————— s (e By +v2)d
3 1 l]C fr('/l/‘“’}'y“‘l"z)(u +gy X)G
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et, en vertu de la formule (2), ceci peut immédiatement s’écrire

6,—G,= QRC[[W—Q(% y)](wdy—ydx),

si bien que, si le contour ¥ se trouve sur une surface ¢ d’équation

T 1

- Q _
a:~.'+y~.'.+z~.' g"(x’y) ZIBC’

sa projection sur le plan Oxy enfermera une aire égale ac,—o,.

Z /
e

A o
o ¥

P L

T

g K
N
F1G. 9.

Pour Q =o, la surface ¢ est une sphére de centre S et de rayon 2\/1’\(:. Sur la

figure g, OS=c et AO=R, sibien qu'une construction fort élémentaire donne

,
OB:\/RC et quil n’y a plus qu’a tracer la sphére ¢ de rayon 20B. Tout cone de
sommet S qui détermine sur la sphére O deux aires s, et 6, détermine surla sphére o
un contour dont la projection sur Sxzy contient l'aire 6,— g,. Ainsi, pour prendre
un exemple simple, le cone de sommet S, circonscrit a la sphére O, y détermine

deux calottes dont les aires, trés facilement calculables, sont :

27:R*<1+E>, 27:]’\2(1——-5).
¢ c

Ce méme cone découpe sur la sphére ¢ un cercle qui se conserve en projection et

R -
dont le rayon est 21{\/?; son aire est bien la différence des deux précédentes.

Signalons le cas particulier ou OS==0A; les deux sphéres sont alors langentes,
celle qui est intérieure ayant un rayon moitié du rayon de I'autre.
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[14] Prenons maintenant

I

Q. y) - +

et changeons ¢ en —¢, ce qui est sans inconvénient, car, aprés avoir mis O de 'autre
cdté du plan Sxy, on peut remettre ce point en sa position primitive, étant donnée
la symétrie de la surface ¢ que nous allons obtenir. Cette surface est de révolution
el, avec r"=ux"+y*, a pour équalion en coordonnées semi-polaires :

r*(r* 4+ z¥) =4Rc 2.

Ceci est, en coordonnées cartésiennes r et z, I'équation du méridien, laquelle, par
introduction des coordonnées polaires définies par r=gcosw, z=g¢sinwo, peut
s’écrire

g=2 \/l’\c tang .

C’est encore 14 une courbe bien connue sous le nom de courbe de Gutschoven ou
de cappa (G. Loris, Ebene Kurven, v édit., p. 182; H. Brocano, Bibliographie des
courbes géométriques, t. 1, p. 10; t. 11, p. 48). La forme de la courbe, comme l'in-
dique le dernier nom, est celle de la lettre grecque x. Ici la maniére la plus simple
de rattacher la courbe aux constructions déja effectuées sur la figure g est de consi-
dérer le cercle s, déja tracé avec un rayon SK:QOB:2\/E, d’y mener un seg-
ment tangent KL et de prendre, sur SL, SM=KL. Le lieu du point M est la courbe
cherchée; KL est une asymptote. La courbe est symétrique par rapport aux axes.
Tel est le méridien d'une surface de révolution s qui, quant & I'évaluation de la dif-
férence d’aires.sphériques s, — 5, considérée au paragraphe précédent, a la méme
propriété que la sphére 5.

AIRES ELLTPSOIDALES.

[45] Pour situer convenablement la question des aires ellipsoidales, je ne puis
mieux faire que de reproduire textuellement les lignes suivantes écrites par
M. G. Humbert, en 18go, dans son Mémoire déja cité, Sur le théoréme ' Abel el
quelques-unes de ses applications & la Géométrie (loc. cil., 1890, p. 234).

« Les propriétés des aires sur l'ellipsoide ont été jusqu’ici & peine effleurées par
« les géométres; nous ne connaissons, sur ce sujet, en dehors des travaux relatifs a
« Taire totale de la surface, que les recherches de Jellett et Lebesgue qui ont donné
« I'expression, a l'aide des intégrales elliptiques, d’aires ellipsoidales limitées par
« des courbes algébriques d’ailleurs trés particuliéres. Nous démontrons qu’on peut
« déterminer simplement sur U'ellipsoide une infinité de courbes algébriques & deux
« boucles fermées, comprenant entre elles une aire réductible aux fonctions ellip-
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« tiques et, sur une quadrique quelconque, une infinité d’aires dont la somme algé-
« brique s’exprime a l'aide de fonctions rationnelles et logarithmiques. Ce sujet
« étant nouveau, nous avons cru devoir le développer assez longuement. »

Ainsi, il y a vingt-cinq ans, un géométre d’une haute compétence pouvait consi-
dérer le sujet comme & peu prés vierge. Et il ne semble pas que les travaux de
M. Humbert aient entrainé depuis des adjonctions bien sensationnelles. Les mé-
thodes du présent Mémoire me semblent éclairer d’'une maniére assez curieuse les
difficultés de la question. Ce serait une méthode imparfaite que de vouloir délimiter
sur l'ellipsoide des aires & propriétés simples ou remarquables au moyen de contours
directement tracés sur cet ellipsoide. Ainsi l'aire lotale de la surface, que I'on trouve
dans de nombreux traités d’Analyse ou ouvrages sur les fonctions elliptiques (par
exemple dans celui de Tannery et Molk, t. IV, p. 170), n'a rien de spécialement
intéressant.

Quant aux courbes de M. Humbert, généralisations de celles de Jellett et
Lebesgue, ce sont les lieux des points N de 'ellipsoide ou la normale & celui-ci fait
un angle constant ¢ avec une direction fixe (de cosinus directeurs i, w, v).

Ce sont les courbes de contact des hélicoides développables circonscrits a 1'ellip-
soide, car de tels hélicoides sont des surfaces dont la normale fait un angle constant
avec une direction fixe; ils peuvent devenir d’ailleurs des cdones de révolution dont
le sommet décrit les focales de l'ellipsoide.

Les courbes cllipsoidales envisagées sont donc définies par I'¢équation de I'ellipsoide

(21) f=Az*+ By + Cz*=1

et par la seconde ¢quation
M —=cCcos o,
VI 1+
qui s’écrit
Ma 4 pwBy + ;/C:
VAR 4 By 4 2

:COS’T’a.

C’est 14 I'équation d’'un cdne qui a son sommet & l'origine O et passe par une
section plane X de l'ellipsoide auxiliaire

(22) Atx® + By + G2 =1,

cdne qu'on apergoit immédialement et qui coupe le premier ellipsoide suivant les
contours étudiés par M. Humbert. Or c’est ici le conlour £, non situé sur Uellipsoide
a éludier, qui joue un rdle simplificateur. Nous aurons, en effet, au paragraphe 18,
une intégrale simple pour représenter une aire ellipsoidale s (fig. 1), intégrale qui
sera attachée & un contour £ qu’on pourra tracer sur de tout autres surfaces que
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I'ellipsoide donné. Cette intégrale aura des singularités diverses qui se simplifieront
quand X sera sur 'ellipsoide auxiliaire. '

Pour commencer, nous allons essayer de traiter l'ellipsoide comme la sphére;
tous les résultats sphériques déja obtenus ne semblent pas également faciles & géné-
raliser, mais nous obtiendrons au moins, pour I'ellipsoide, une surface s analogue

a celle qui, dans le cas de la sphére, était de révolution et avait pour méridien une
trisécante (n° 10).

[16] Soit donc lellipsoide (21). Je suppose A >B>>C si bien que, contraire-
ment aux figures les plus habituelles de la géométrie analylique, le plus petit axe
sera dirigé suivant Ox et le plus grand suivant Oz. Quand Lellipsoide deviendra de
révolution autour de Oz, il sera allongé dans le sens Oz.

1équation (14) des surfaces ¢ est maintenant

. \/4"\21’24—]32}'2—}—022: )
(23) I——Q(J},}’)—Qf (sz_*_Byz_{_sz)z .

L’intégration partielle en z est élémentaire, mais laborieuse; enfin on a, toutes
réductions faites :

L O(x V) _ z \/;\zx%+ Bsyz_l_ sza
T (Ax® + By*) (Ax® + By* + C2%)
(24)

(A + By") 2 (A% + BYy) e tg VAZ + By \V/AC(A — )" + BC(B— C)y*
L VACA—C)* + BC(B—C)y? C(AZ® + By* + C2* + z \/A%® + By 4 C*2%)

11 semble, au premier abord, que de telles surfaces soient incomparablement plus
compliquées que les surfaces s obtenues dans le cas de la sphére. On pourrait no-
tamment se demander si, sur les surfaces s de I'ellipsoide, il n’y aurait pas & consi-
dérer une infinité de nappes ou régions qui correspondraient aux différentes déter-
minations présentées, dans l'équation (24), par la fonction arc tangente. La
considération de cette premiére difficulté ne s'impose peut-étre pas absolument. Le
coefficient de I'arc tangente est une fonction homogéne, d’ordre —2, ne contenant
que x et y; faire varier I'arc tangente de multiples de =, c'est ajouter, & tout le
second membre de 1'équation, de telles fonctions homogeénes et cela revient a mo-
difier Q.

Considérer, 4 la fois, loutes les déterminations de I'arc tangente ne s'impose donc
pas beaucoup plus que de considérer, a la fois, toutes les formes qu’on peut attribuer
a Q.

Je dis maintenant que si 'on pose

I
(25) Q(w’ y) - }&JCQ + Bya
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on a vraisemblablement, pour l'ellipsoide, la plus simple des surfaces s; celle-ci
correspond & celle obtenue en premier lieu pour la sphére (n° 10). Essayons de véri-

fier cette asscrtion en faisant

1
A__B__C_._F

dans (24), ot Q aura la forme (25). Le terme qui contient I'arc langente est de la
forme

3,2
o

1
—arctang hg = h ——— + ...,
¢ 3

ce qui se réduit & A quand ¢ tend vers zéro. Cette remarque faite, I'équation (24)
devient :

I I z T

Tr i oY T PSPy
T2+ Ve +y+ 4y +2+aVe+y+2

Le troisitme terme du second membre pouvant s’écrire

1 Zz

.fI:’—i—y’ (£2+y2)\/:;2+y2+2a’

on retrouve bien I'équation (19) dans I'hypothése k=R qui, nous I'avons vu, est
aussi simple que possible.

[47] La surface d’équation (24), ot Q est toujours délerminé par (25), parait, de
prime abord, d’une excessive complicalion ; mais, en vertu de la continuité, on peut
admettre que, pour un ellipsoide peu différent d’une sphére, elle différe peu de la
surface s, d’équation (1g), relative a la sphére. Cette intuition est susceptible de
quelques vérifications qui, pour é&tre partielles, n'en sont pas moins remarquables.

Ainsi nous avons vu, & propos de la figure 6, que le cercle de diamétre EE’, sui-
vant lequel la surface = coupe le plan z=o, avait une aire égale a 'aire de I'h¢mis-
phére. Ici I'intersection de la surface s, d’équation (24), par le plan =0, donne la
courbe d’équation

1 (Aa? +By) > (A 4 BYy) g VAC(A—C)a*+BC(B—C)y*
Az*+ By \/AC(A—C)a*+BC(B—C)y* CVAz* + By®
ou bien »
1= ,l : + - (Ao + By) ~@Ax +BY) al'CCOS\/C—‘——égCg+]3{,.
A+ By* © \/AC(A — C)a* + BC(B— C)y* A'a® + By

Celte courbe plane doit enfermer une aire égale a celle du demi-ellipsoide.
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Posons x==gcosw, y=:sinw et, en coordonnées polaires ¢, », nous aurons,
pour ladite courbe, I'équation explicile

r2 I

Y T Acosto + Bsino

C Acos’w + Bsin®w
Afcos*o + Bsin*ow

(A cos® w+Bsin®w) 2(A%cos® w4+ B*sin® ) \/
arc cos
VAC(A —C)cos* o + BC(B—C) sin®

Le premier terme du second membre correspond au carré du rayon vecteur de
Uellipse principale suivant laquelle V’ellipsoide donné coupe le plan z=—o0. Le der-
nier terme, pris d’abord positivement, ne peut changer de signe tout seul; il repré-
sente une adjonction, toujours finie et bien déterminée, au carré du rayon vecteur
précédent. On est donc bien en présence d’une courbe fermée. Vérifions qu’elle a une
aire moitié de celle de I'ellipsoide dans le cas ou celui-ci serait de révolution autour
de Oz et correspondrait &

C:-I—g, a>bh.
a

Alors I'équation précédente devient, si a’¢®—=a* — b,

a’b
\/aa 0
C’est celle d’un cercle de rayon ¢ constant et I'aire =z* est bien celle que I'on peut

trouver directement pour le demi-ellipsoide de révolution allongé (Cf. P. ArprLL,
Eléments d’Analyse, 1™ édit., p. 114).

F=b

arc cosgzab (\/I—e°‘+£arc sin e).

(48] C’est maintenant que nous allons pouvoir situer aussi bien que possible les
résultats précédents en montrant comment le choix des contours I, extérieurs &
Iellipsoide E, influe sur la nature analytique plus ou moins simple des aires o (fig.1).

Pour Y'ellipsoide (21), la formule (6) donne

\/A 3w2+B?y2+CQZ;:
_— = - g vz s
= f e e Gk by )

ce que (2) transforme en

zVN N—C2? M—Cz) (N—CM) | 2 dy —
(26) QGE:/[_ :{‘IJF N—C W VA ) ( )]oc y—yds

arc tg — _ _
VOO — CM) (M — C2?) VCO +2y/N) M—Cz

L’intégration est celle qui a déja été indiquée au paragraphe 16; on a simplement

posé, pour simplifier écriture,

M =Ax® + By* + Cz°, N=A% + By* + Cz*.
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Au second membre de (26) on doit pouvoir ajouter un terme de la forme
f @ @iy —yao),

Q(x, y) étant toujours une fonction homogéne d’ordre — 2, terme qui peut s’écrire

Y J
[‘D<;>d.arctgx.

11 est alors I'intégrale d’une différentielle exacte le long d’un contour fermé et est
nul au moins pour des contours ¥ suffisamment petits ou évitant des régions singu-
lieres qu’il conviendra d’abord de repérer. Peu importe pour ce que nous avons a
dire & présent.

Comment peut-on choisir, dans l'espace, les contours X pour qu’ils déterminent
sur l'ellipsoide E des aires o, aussi simples que possible?

L’idée de tracer directement ces contours sur l'ellipsoide, qui semble d’abord la
plus simple au point de vue géométrique, semble aussi étre, comme je I'ai déja dit
au paragraphe 15, une des plus imparfaites que I'on puisse avoir. Cela revient i
faire M =1 dans (26) et ne simplifie en rien les singularités de I'intégrale de ligne.

Le procédé de M. G. Humbert, comme je I'ai rappelé, consiste & prendre le
contour ¥ sur I'ellipsoide auxiliaire N=1; cette fois, \/§ disparait de l'intégrale &
¢tudier, simplification importante & laquelle correspondent les élégants et profonds
résultats obtenus par le savant géométre dans son Mémoire précité.

Enfin, en suivant le méme ordre de considérations, on est amené a égaler a
* P'unité tout I'ensemble de termes en M et N qui figure dans l'intégrale en litige.
C’est alors tracer le contour £ sur une surface s telle que celle étudiée aux para-
graphes 16 et 17.

AIRES PARABOLOIDALES.

[19] M. G. Humbert, aprés I'étude des aires ellipsoidales précédemment rap-
pelée, a montré que les résultats perdaient leur caractére transcendant quand on les
transportait sur le paraboloide, notamment sur le paraboloide elliptique (Bulletin de
la Sociélé mathématique de France, 1893). 11 y a ici une remarque absolument ana-
logue A faire, bien qu’il ne s’agisse pas forcément des mémes aires.

Soit le paraboloide elliptique. Pour qu’il ait une équation de la forme f=r1,
avec f homogéae, j’écrirai cette équation

Fac. de T., 3¢ 8., VL. 15
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Alors m = — 1t et I'équation (14) des surfaces s devient
1=0Q(x,y)+ 8 <£ +l—> /z \/(—93-4— —y—>“+ 4 <-T—, + 1—) 2*dz
p q p q/ p q
ou bien

K
2

9 /xt N st v\ x 2\ 2 * yx‘ 2
1=Q(3;‘,y)+§<'—+-y—> (—a+~—,> I:<—+l'> +4<—,+"—,>Z'_] .
p q P g p q P q -
[20] On ¢tudie aisément ces surfaces dans le cas ot le paraboloide est de révo-
lution. Soit donc g=20 et de plus Q =—=o. L’équation précédente devient :
' grw:['pl‘(’,ﬁ + Azz)s.
Elle représente une surface qui est aussi de révolution ou, si I'on veut, le méri-
dien de cette surface dans le plan Orz. Pour ce méridien, on a explicitement :

h2t = (—5—> re—r
21)-

dz 5(3 I
44%——5\2—#)’ —r.

@i

wlw

Pour que z soit réel, il faut 37° > ap®. Pour r2b5r*=12p*, Z—i s’annule, mais il
n’y a 14 ni maximum ni minimum réel pour la courbe méridienne, car, pour la
valeur de r ainsi déterminée, la condition de réalité relative & z n’est pas satisfaite.
Pour 3r*=2ap® la courbe coupe Or orthogonalement; comme elle est symétrique

par rapport aux axes, il suffit de construire la branche qui est dans I'angle Orz.

2

=

~J

Ed

0 A

Fic. 10.

Si l'on part du point A, sur Or, ou la courbe a une pente infinie, cette pente com-
mence & décroitre avec r croissant, mais elle tend i redevenir infinie pour les grandes
valeurs de r. 11 y a donc un point d’inflexion I sur la branche envisagée et, en for-
mant la dérivée seconde de z, on trouve que son abscisse r est donnée par la relation

Gr) = @)
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La courbe AM ne cbupc nulle part la parabole OP d'équation 2pz=r*. Si on
élimine r entre les équations des deux courbes, on a, pour déterminer les z des
intersections supposées, »
gpz* =(p + 22)".

Or cette équation ne peut avoir de racine positive et & un z négatif correspondrait
un r imaginaire. Tout ceci détermine bien suffisamment le méridien AM de la sur-
face de révolution s. Un cone, dont OPM, par exemple, est une génératrice, déter-
mine sur le paraboloide, dans le voisinage de P, une aire s, et sur la surface s, dans
le voisinage de M, un contour £ dont la projection sur le plan z==o0 doit enfermer
une aire égale i o,

En particulier, considérons la calotte paraboloidale limitée par un parall¢le pas-
sant, si I'on veut, par P. Elle doit avoir une aire égale a celle de la couronne formée,
dans le plan z=o, par des cercles de centre O ayant respectivement pour rayons OA
et Om.

2

En effet, P ayant pour coordonnées r et —, on a
2p

(Tn223&<1+,—2>, Of\i:ie-
3 p

et la différence de ces carrés, multipliée par =, est bien I'expression trés élémentaire
qu’on peut former directement pour 'aire de la calotte paraboloidale considérée.

32
A

[24] Toujours pour le paraboloide de révolution, soit maintenant Q — La

o

"
surface ¢ a alors pour équation :

9’,,6(’,2 . )\2)2 — lek (’,z + l'za):«x'

Il n’y a rien d’essentiel & changer aux considéralions précédentes. On a no-
tamment

3

Wf:£<1+-}%>+)?, or =22 43

I

3 3

et la différence des seconds membres n’est pas modifiée. Mais il est bien remardquable,
dans ce cas, de voir avec quelle facilité on obtient toute une famille de surfaces .

AIRES CONOIDALES.

[22] Les conoides droils, d’axe Oz, offrent un exemple de surfaces dépendant
d’une fonction arbitraire qu’il n’y a nul besoin de préciser pour pouvoir déterminer
les surfaces ¢ correspondantes.
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La maniére la plus simple, quant aux calculs subséquents, d’écrire I'équation du
conoide semble étre

f=ze"=1;

on fait usage de coordonnées semi-polaires et 6 désigne arc tang!—. Alors f est he-
x

- mogéne d’ordre 1 et I'équalion (14) des surfaces s devient :

- e 1 dyp\*, dz
1=Q(x, y) — 26 f\/l—{—(T%)Z -

On a, a désignant une constante quelconque,
— dz I I+ a2z’ —1
—2 /\/1 +az*—zT:—z—z—\/1 +az‘—alog\/———-+—————.
z

On prouverait facilement que cette égalité se conserve pour a==o, le terme loga-
rithmique disparaissant alors.

Finalement on a pour équation des surfaces s, en coordonnées z. r, 6,

, I I 1 do\* 1 do\? I 1 do\* 1
el —Q)=— —+<—-—‘> — === ) logl\/=+|—F"+) ——].
( ) z \/z’ rdv) \r dy) 08 2* rodo z
Mais ce résultat explicite ne m’a pas semblé pouvoir donner, méme pour les
conoides les plus simples, des conséquences géométriques aussi tangibles et intéres-
santes que celles précédemment obtenues quant au plan et aux quadriques. Remar-
quons toutefois, bien que ce soit la une vérification fort insignifiante, que, pour

4(8) = constante = — log ¢, le conoide se change en le plan z=¢ et la surface s
correspondante en

1 1
-5;(1 —(2):-2—2.

C’est le résultat ¢établi directement au paragraphe 7.

GENERALITES SUR LA CONSERVATION DES AIRES.

[23] Ainsi que je l'ai indiqué au début du paragraphe g, la question de la con-
servation des aires sphériques sur un plan a donné lieu & un nombre considérable
de travaux se rapportant surtout au point de vue géographique. L’examen de la
plupart de ceux-ci serait hors de propos par rapport aux considérations précédentes,
mais, dans 'ensemble, on peut tracer une voie plus géométrique que géographique
qui permellrait d’aboutir & des résultats intimement liés & ceux ici exposés. (Vest ce
que je me propose d’indiquer en quelques mots.
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A. Tissot, de 1878 & 1880, publie dans les Nouvelles Annales des travaux auxquels
il ajoute un Complément plus étendu encore; cela donne, sous forme de publication
isolée, le. Mémoire sur la représentation des surfaces el les projections des cartes géo-
graphiques (Paris, Gauthier-Villars, 1881). 11 y fait I'historique de la question depuis
I'antiquité égyptienne. Point n’est besoin de remonter jusque-la. Pour les modernes,
les noms d’Euler, Gauss, Lambert, Lagrange suffiraient a asseoir le probléme. Une
bifurcation analytique intéressante se présente avec la Thése d’Ossian Bonnet Sur la
théorie mathématique des cartes géographiques (Journal de Mathématiques, t. XVII,
pp- 301-340). Dans les derniéres pages, O. Bonnet s’occupe, en effet, des cartes con-
servant les aires; il montre que le probléme dépend d'une équation aux dérivées
partielles, mais il ne tente rien pour intégrer celle-ci. Il s’agissait, d’'une maniére
plus précise, de conserver non seulement les aires, mais aussi I'orthogonalité des
méridiens et des paralléles. 11 est assez ¢trange de constater que la question posce
par O. Bonnet ait attendu sa solution jusqu’en 18go, époque ou un géométre russe,
A. Korkine, la reprend dans un Mémoire Sur les cartes géographiques (Mathexhatische
Annalen, Bd. XXXV, 18go, S. 588-604). A. Korkine dit, en effet, que personne n’a
repris la question depuis O. Bonnet et qu’il va en donner la solution générale dans
le cas des surfaces de révolution.

En 1896, un autre géométre russe, D.-A. Gravé, dans un Mémoire Sur la cons-
lruction des cartes géographiques (Journal de Mathématiques, 5° série, t. II, 1896,
pp- 317-361), poursuit le but déja poursuivi par A. Korkine, mais par une méthode
analytique plus profonde. Ainsi, pour les simples correspondances d’aires planes,
tout revient & trouver des fonetions X(u, v) et Y(u, v) satisfaisant a I'équation

X Y XY

—_——— =1
u W du
C’est ici qu’intervient I'idée fort ingénicuse de transformer cette équation en y
prenant pour nouvelles fonctions Y(X,v) et u(X, v); elle devient alors

Y -

woOX
et est, par_suite, résolue par les formules

-

ALY 2D

=, Uu—-——,
X v
ou d est une fonction quelconque de X et v.
En 1913, M. A. Demoulin, dans une Note intitulée Résolution d'un probléme de
calcul intégral (Comptes rendus, 29 décembre 1913), résout complétement 1’équation

(E,) Muy, ...

’un) n
—=F(x,, .., x
Az, ..., x,) @, %)
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par une méthode qui généralise celle de M. D. Gravé et aprés avoir attribué aussi a
ce dernier la résolution d’équations (E,) particuliéres. Le résultat de M. A. Demoulin
est de la plus haute importance; il permet d’établir, entre deux surfaces données,
des correspondances ponctuelles telles que, si (u,v), (¢, v') sont les coordonnées
curvilignes de deux points correspondants, on ait

f/l*‘(u, v)da):/ffb(u',v')d;‘)',

dw, dw' désignant deux éléments d’aire correspondants et F(u, v), O, v') deux
fonctions données. Le probléme de la carte avec conservalion des aires est dépassé
de beaucoup.

Mais de méme qu’au point de vue géographique on sera toujours pratiquement
forcé de recourir a de certaines constructions et non a la solution analytique géné-
rale, le procédé de conservation des aires étudié dans les paragraphes précédents
(perspective de l'aire o sur une surface s et projection sur un plan, ce qui corres-
pond, ne l'oublions pas, & un usage particulier de la formule de Stokes) garde évi-
demment une valeur géométrique spéciale et méme remarquablement simple qui ne
se retrouverait certainement pas dans d’autres procédés.

Quel est le degré de généralité de celui ici employé par rapport au degré de géné-
ralité de I'ensemble des transformations admettant l’aire pour invariant intégral?

Pour le cas des correspondances entre aires planes, I'équation de M. Gravé, rap-
pelée tout & I'heure. est résolue aussi généralement que possible par l'introduction
de ®(X,v), c’est a-dire d'une fonction arbitraire de deux variables. La conclusion
serait la méme pour les correspondances entre aires planes et sphériques ou entre
aires planes et aires de révolution, le probléme n’étant pas essentiellement différent
au point de vue analytique (Cf. E. Picaro, Traité d' Analyse, t. 1, 2° édit., p. 483).
Elle est encore la méme, pour les correspondances entre aires gauches quelconques,
de par la méthode de résolution de I'équation (E,) de M. Demoulin. Or, dans les pla-
nifications d’aires effectuées par la méthode géométrique précédemment développée,
on disposait de la fonction arbitraire Q(x,y) non pas quelconque, mais homogéne
d’ordre — 2. Et, dans ces conditions, on peut prétendre que la planification conserve
encore un degré de généralité assez élevé.

[24] Remarque sur les surfaces de direction. — Quelles sont les surfaces E,
d’équation

f(ac,y,z)zl,

pour lesquelles la détermination des surfaces ¢ pourra s’effectuer par I'emploi des
seules fonctions élémentaires, comme dans tous les exemples précédemment traités?
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[

D’aprés (14), la coridition nécessaire et suffisante est ¢videmment que

m—+-2

VR GE

soit intégrable, par rapport & z, au moyen des fonctions élémentaires. Plus symétri-

1
2

quement, d’aprés la forme donnée en (7) & dsi, on peut considérer 'expression

o G

dont l'intégration, en z, par les fonctions élémentaires, rapproche la question de
celle des surfaces de direction. A ces surfaces, définies & I'image des courbes de direc-
tion de Laguerre et particuliérement étudiées par M. G. Humbert, je suppose une
équation ¢(x, y, z) = const., ¢ étant llomogésne: alors

(28) L(%%)*“ (:—i)+ (% >]

doit étre une fonction rationnelle de «, y, z. Si, de plus, je prends

m

f=¢% *,
c’est I'expression (27) précédente, en f, qui deviendra rationnelle et sera, par suite,
intégrable élémentairement. Donc, & chacune des surfaces de direction considérées,
correspond immédiatement une surface f=1 pour laquelle on pourra trouver é1é-
mentairement la surface s.

[25] Tout ceci conduit maintenant au probléme inverse de celui traité jusqu’ici :
Déterminer les surfaces E possédant une surface s donnée a U'avance. C'est égaler une
des expressions (27) ou (28) & une fonction donnée et chercher f ou 3. C’est donc
résoudre, par rapport & &, une équation

WV OV 0N
(ch ) T\ ) =FEra.

A1rEs QUELCONQEES ET VOLUMES CYLINDRO-CONIQUES.

[26] Si la planification des aires vient d’&tre traitée avec beaucoup de détails,
parce qu’elle était facilement comparablé & des questions d’invariance bien connues,
il ne faut point perdre de vue que la méthode générale de ce Mémoire peut donner
des correspondances tout aussi intéressantes entre aires et autres concepts géomé-
triques. Ceci d’aprés la méthode du paragraphe 5 qui, jusqu’ici, a été particularisée
par I'égalité (13) et qui pourrait I'étre avec une autre hypothése. Pour traiter briéve-
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ment un exemple, je rappelle d’abord ce que jai appelé volume cylindro-conique
dans mes Applications géométriques de la formule de Stokes, publiées dans ces Annales
en 1gio.

Soit un contour fermé  par lequel passe une cloison ¢ quelconque. En projetant
le tout sur Oxy, parallélement & Oz, on définit le volume cylindrique qui est le plus
simple du Calcul intégral et que j'ai désigné par U,; en projelant s coniquement,
vers O, on définit un volume conique. compris entre O et s, que jai appelé V,. Le
volume cylindro-conique est U, —V; il ne dépend pas de s, mais sculement de son
contour . C’est une fonction de ce contour, une fonclion de ligne au sens de
‘M. V. Volterra. On peut aussi considérer, sur £, un point M, de projection m sur Oxy,
et définir le volume cylindro-conique comme celui qui est balayé dans I'espace par
le triangle OMm quand M décrit £. C’est méme cette derniére définition qui permet
d’écrire tout de suite :

lb_mzéjlww—ymy
Ceci élant rappelé, remplagons I'égalité (13), du paragraphe 5, par

z
H=H =——
' 3k’
k étanl une constanle quelconque qu’on se représentera comme une longueur, quant
a ’homogénéité.

Alors I'équation (10) est remplacée par

Z 3 _1%3 2 2 2 %
(29) T = [T AL
et (12) par
(30) ke =TU,—V,.

Je dirai, pour abréger, que I'équation (29) représente une surface t associée a la
surface E qui, bien entendu, a toujours pcur équation f=r1. A tout contour %,
tracé sur la surface <, correspond, par perspective de centre O, une aire o sur E,

- puis le volume cylindro-conique atlaché a X, volume lié a o. par la relation (30).

[27] On pourrait évidemment appuyer ce théoréme par des exemples aussi
nombreux que ceux développés pour les correspondances entre aires. Ce serait peu
utile et je serai bref.

Pour surface L, f: 1, prenons d’abord le plan z=1Fk. On trouve immédiate-
ment, pour équation (29) des surfaces =,

3
(1) = Q)+,

22

Q(x, y) étant toujours ou nul ou homogéne d’ordre — 2.
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Prenons Q nul. Alors la surface t est le plan

1

z:<§> k.
2

A Tl'aire ¢y, quelconque dans E, correspond I'aire t de contour X pour laquelle les

.

volumes U, et V, sont :

U =2 ke, V.—='ka.
2 2

% 0

On a bien U, — V, =kaq,, ce qui est d'ailleurs le petit volume cylindrique de la
figure, volume défini en projetant o sur le plan Oxy.

k4

¢

S

Un tel exemple est tellement élémentaire qu’il en devient banal ; mais la question
reprend immédiatement de I'intérét si 'on songe que la propriété indiquée doit se
conserver en remplacant le plan © par de certaines surfaces , d’équations de la
forme (31) ou € est, cette fois, une fonction homogeéne d’ordre — 2 tout & fait quel-
conque. Les familles t sont étendues; clles comprennent notamment une infinité de
cylindres ou de surfaces de révolution.

(28] Pour surface F prenons encore la sphére de centre O et de rayon R définie
par I'équation (16) du paragraphe 1o. L’équation (29) des surfaces © est alors

[

—Q(x, y) — 3R* f @+ v+ ) de

=

o
ou bien

3R’z
@ +y)Va' +y + 2

2 Q. y) —
I{ __(.L', y)

Ici, contrairement & ce qui se passait pour la simple planification des aires sphé-
riques, la surface sera aussi simple que possible pour Q nul 4 cause de la suppres-
sion, alors possible, du facteur z. L'équation précédente peut ainsi s'écrire

r'(r* 4 2*) =gk*R"*
Fac. de T., 3¢ S., VI. 16
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ou, si (3, w) sont coordonnées polaires pour un point (r, z) du plan méridien Orz,
(32) ¢ cos® =23k R".

De telles courbes sont fort simples et ont déja ¢té rencontrées depuis fort long-
temps mais, semble-t-il, dans des recherches trés différentes de celles du présent
Mémoire (Cf. G. Loxia, Ebene Kurven, Die Multiplikatrix- und die Mediatrix-Kurven).
Avec des axes Ox, Oy. qu'on peut d'ailleurs échanger I'un en I'autre, on a évidem-
ment affaire avec une équation du type

y”l—»l Vx‘.', + y: — al",

représentant des courbes déja utilisées par Clairaut, pour diverses valeurs de m, sous
le nom de Courbes des médianes paraboliques et hyperboliques. Pour plu$ de détail,
je renvoie & I'ouvrage de M. G. Loria, car nous n’avons & nous préoccuper ici que de
la courbe (32) trés facile & construire. Elle est évidemment symétrique par rapport
aux axes Or, Oz et la branche comprise dans I'angle 20r a un point A, sur Or, tel que

O\ =3k I,

pA
T
M
B :
o ™ B A
Fig. r12.

La tangente en A est parallele & Oz. Quand o croit, de zéro & =, le rayon vecteur
2

croft sans cesse et donne une branche asymptote a Oz. l{epfésentons-rmus mainte-
nant la surface de révolution = ayant un tel méridien; si un point M y décrit un
contour fermé ¥, on aura pour celui-ci U, — V, =k, si s, est Iaire déterminée
sur la sphére E, par le cdne OX dont OM est une génératrice.

On aura une vérification élémentaire en imaginant qu’on agrandisse le contour X

jusqu’a en faire une zone, de la surface de révolution =, limitée par des paralltles
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passant respeclivement par A et M. Alors U, — V, correspond au volume engendré
par le triangle rectangle OMm tournant autour de Oz, volume qui est

:ﬁ = Om* _\l_f;l:% w(s €os )’ g sin w =127k R’sin w.

Quant & o, Cest l'aire de la zone sphérique engendrée par la rotation de CB
aulour de Oz, aire égale & 2zR*sinw. On a bien U, —V =/q,.

Pour revenir au cas du contour X quelconque, remarquons que celui-ci pourrait
étre tracé sur des surfaces t fort différentes de celles de la figure: elles correspon-
draient & Q non nul et ne seraient méme pas forcément des surfaces de révolution.

[29] Les surfaces t précédentes acquiérent une propriété particuli¢rement remar-
quable pour 3k =—R. On a alors U =V —V_, si V, désigne le volume com-
mun au céne OX el a la sphére E. Définitivement U, = V7, si V} désigne le volume
compris, dans le cone OX, entre la surface t et la sphére . Considérant la cloison =
intérieure & X, on peut dire que le volume U, & base plane, est défini par la pro-

"
o

jection orthogonale de « sur le plan Oxy; on peut dire, de méme, que Ie volume V
a base sphérique, est défini par la projection orthogonale de < sur la sphére E. H y a
donc la deux volumes, de définitions comparables, mais de formes bien différentes,
dont I'équivalence élait digne d’étre notée.




DEUXIEME PARTIE

Formules de Green a variables réelles ou complexes.

[30] L’identité (v) et la formule de Riemann. — On sait que, si 'on part de I'identité

I AXdY= dX dY
® Soxav= [ faxay,

~ relative, dans le plan YOX, & une aire A de contour C, le changement de variables
X=Xy, Y=Yy

change A en une aire S de contour ¥ et I'égalilé (1) en

/Y Y IX Y Y X
X = ) dxdy.
./; <Dx dx + dy dy) f[ ( Xy dx dy ) ddy

Si I'on pose

Y Y
y__ C o\
(2) P=XTo Q=X

la nouvelle égalité devient la formule de Riemann :

h] AP
3) fl’rl.r:—{—Qdy:f/ (—‘g— ‘P)da':dv.
i v 8 oL dy ¢

Pour plus de détails, on se reportera & mon Mémoire Sur la formule de Stokes

dans U hyperespace, publi¢ dans ces mémes Annales en 1911. Je disais d’ailleurs, en
cet endroit, que le raisonnement précédent était a considérer comme fort banal,
comme déjid employé dans des buts fort divers. Ainsi les égalités (2) reviennent &
I'égalité unique

Pdx + Qdy =XdY

toujours possible et qui rappelle, entre autres choses, 'existence du facteur inlégrant
pour une ¢quation différentielle du premier ordre.
Le raisonnement inverse, consistant & étudier la transformation des intégrales



TRANSFORMATIONS ET EXTENSIONS DE LA FORMULE DE STOKES. 121

doubles en partant de la formule de Riemann, a donn¢ lieu également & des considé-
rations intéressantes ou transparait surtout un grand souci de rigueur (*).

[84] L’identilé (4) et la formule de Green. — Suivant la marche du paragraphe
précédent, nous allons considérer I'identité

) //Xd\'dZ:f/[dXdeZ,
8 .

relative 4 une surface fermée S enfermant un volume V, et montrer qu’a I'aide d’un

changement de variables
(9) » X=X(x,7,2), Y=Y(=,y,2), L=1Z(x,y,2)

I'identité (4) est susceptible de se transformer en la formule de Green :

Dy 0 AG
® [ orrsienmd= [ f [ (ST

Ce sera méme la une démonstration de la formule de Green, parmi beaucoup

d’autres bien entendu. A ce dernier point de vue, on pourrait étre tenté de déclarer
que la démonstration qui suit est bien longue par rapport aux deux ou trois princi-
pales démonstrations classiques; mais I'important n’est phs de donner une nouvelle
démonstration A une formule qui en posséde déja un graﬁd nombre; c’est plutot de
montrer, au point de vue des principes, que la formule (6) n’est pas plus générale
que (4) et d’éclairer le role de (6), dans de nombreuses questions, en employant le
chéngement de variables qui raméne cette formule (6) & la forme (4). forme sous
laquelle elle n’est plus qu'une identité.

Partons donc de I'égalité (4) et de la transformation (5) qui change le volume V,
suppos¢ d’un seul tenant, en un volume W, supposé aussi d’un seul tenant; d’ordi-
naire, on ne fait point d’autres hypothéses pour établir la formule de Green.

A la surface fermée ¥, transformée de S, je suppose I'équation z=f(x, y), si
bien que si, entre celle-ci et les trois relations (5), on éliminait «, v, z, on aurait une
équation en X, Y, Z qui serait celle de S. .

(") E. Goursat, Sur le changement de variables dans une intégrale double (Bulletin des
Sciences mathémaltiques, 18g4).

J.-A. GMEINER, Rein analytische Herleilung der Transformationsgleichuny fiir eigeniliche
‘Doppelintegrale mil Ililfe des Green’schen Saizes (Monatshefte fiir Mathemalik und Physik,
1893).
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Le changement de variables dans (4) donne immédiatement :

XX\
- Ny Al Nz
iY—l—D\\p D\Y+%Y—‘I d dy 0z

ffx sy d;cdy_—_f// WY dyd.
 JE M M. M M w| dx dy &z
Wt y et R
o dy oz

Cela peut encore s’écrire :

) N 2 d
—b 1 ! Q& dy oz
Y Y Y g Y LY Y
X— X— ) ly = h ) 1z.
f.[ o dy KDz de dy f,/./u: Xbac \by X oz dedyd
Y/ M M VA A hY/
Qe dy oz dx dy hF4

Si do est, sur X, un ¢lément de surface en lequel la normale a pour coefficients
directeurs «, f, vy. ona: ‘

—pdxdy = ads, —qdxdy = 8ds, drdy = yds.

Si, de plus, on pose dxdydz—=dx et

notre égalilé devient bien

, . G M
© ./-.[M + {’G+“/H)daz./.f./w<m Ty +3?>df

Mais il est encore nécessaire de montrer que les fonctions ¥, G, H définies par (7)

peuvent étre quelconques ou, pour mieux dire, que, si I'on prend arbitrairement
F. G, H, il est possible de déterminer, par le systéme (7), des fonctions X, Y, Z don-
nant toujours une réalité a la démonstration.
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Or les trois équations (7) donnent :

/ Q Y A}
(P e Y

dx dy z
A M M .

2 (Fy, 2 <G 2 H>~o
\bw<'§>, dy Y>+az‘<x =0

On voit que Y et Z sont deux intégréles distinctes de I'équation

~
(=4

¢ d
oz

(9) F -

+ G

=0

[
~
<

et que X est, si I'on veut, un multiplicateur jacobien pour cette méme équation.
En résumé, on peut énoncer le résultat suivant :

SiY et Z sont deux intégrales distinctes de I'équation

Q

%4

O
~
kg &)

N

+ G

+ H

=0

(9) ‘ ¥

[

X

~

<
~
XY

el si X est solution de l'équation

d (F ) /G > /HN
o v () o (3) 4 (5) =

la transformation

(11) x:X(w’y’Z)’ YZY(OU,}GZ)» L=17L(xz,y,2),

appliquée & une surface fermée S enfermant un volume V, change U identité

W f[.‘ideZ:f/frleYdZ
.« S v

en la formule de Green :

s L . oK G ol
(6) /’/:(ll +.B('+YH)’IG—-—’/‘/-/\;<'5;+T;‘-+ ‘\Z>d't.

Il est & peine utile d’ajouter qu'une telle transformation peut &tre obtenue d’une
infinité de maniéres, car, si Y et Z sont deux intégrales distinctes de (9), il en sera

de méme de f(Y.Z) et f(Y,Z), en désignant par f, et f, des fonctions arbitraires
de YetZ.
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[32] La scule possibilité de passer de (4) & (6) par un simple changement de
variables implique, sans aulres remarques. des conséquences immédiates et capitales.
(’est ce que nous verrons, par exemple, & propos du théoréme de Cauchy-Poincaré
¢étendu aux fonctions de trois variables complexes.

Mais la question précédente semble aussi liée 4 une foule d’aulres.

Tout d’abord elle peut étre considérée comme linverse de celle traitée par
M. P. Appell dans une Note intitulée Le théoréme du dernier mulliplicateur de Jacobi
rattaché a la formule de Green (Comptes rendus, 4 novembre 1gr2). Ici, en effet,
c’est I'équation (10), définissant un multiplicateur jacobien pour (g), qui sert & par-
venir 4 la formule de Green, tandis que M. Appell, au conlraire, a tiré de celle-ci le
théoréme du multiplicateur. Les deux choses sont sensiblement réciproques.

I’extension du résultat de M. Appell au cas de n variables a été faite par M. de Donder
(Comptes rendus, 10 février 1913) dans une Note Sur un théoréme de Jacobi.

Je vais, & mon tour, réétablir la formule de Green dans I'espace & un nombre

quelconque de dimensions. Il s’agira simplement de montrer que cette formule n’est
qu’une transformation de I'identité

(12) /.../X,dxc...an:/f.../dX,d,‘(e...dX”,

ce qui est un but légérement différent de celui poursuivi par MM. Appell et
de Donder: mais il apparaitra toujours, conformément a I'opinion de ces géométres,
que c’est bien a Jacobi qu’il faut, au fond, faire remonter 12 principe de tels rappro-
chements. Ce qui va suivre peut n’étre considéré que comme un mode d’exposition
spéeial de la fameuse théorie du multiplicateur pour I'équation aux dérivées par-
ticlles linéaires, du premier ordre, &4 un nombre quelconque de variables.

Observons qu’on aurait pu commencer par ce cas de n variables en indiquant
sculement ensuite que les raisonnements des paragraphes 3o et 31 correspondent
A n=2, n=3.

Jai cependant préféré traiter en premier lieu ces cas particuliers, parce qu'ils
correspondent aux fonctions de deux et trois variables complexes et qu’il vaut mieux,
conformément a I'ordre historique, retrouver d’abord le théoréme de Cauchy-Poin-
caré relatif & deux variables, pour I'étendre ensuite a 3, ..., n variables, que de
vouloir réexaminer, pour n quelconque, une théorie qui n’a point commencé ainsi
et qu’il serait alors beaucoup plus difficile de comparer avec sa forme acquise. Mais
les raisonnements déja faits pour deux ou trois variables me permettront d’étre plus
bref pour le cas général: de cette maniére, 'exposition ne sera guére allongée.

[83] L’identité (12) et la formule générale de Green. — Dans l'espace & n dimen-
sions, et par rapport a des axes OX,X, ... X,, le sccond membre de (12) exprime
I'¢tendue d'une variété A n dimensions, d'un hypervolume enferm¢ dans une variété
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A n—1 dimensions 'a laquelle est étendue l'intégrale (n — 1)uple du premier
membre. Imaginons tous les X, déterminant si I'on veut le point (X), fonctions de
x,, &,, ..., &, déterminant un point (x) par rapport & d’autres axes. Imaginons aussi
que cette correspondance soit univoque et qu’a la variété fermée des (X) corresponde
pour les (x) une variété également fermée (*) limitée par I'hypersurface d’équation

Fx,, «,, ..., x,)=0 ou xr,=x,(x, ..., x,)-

La premiére intégrale de (12) peut alors se transformer en une intégrale analogue
en &, ou I'élément dx, ... dx, est multiplié par le facteur

X, X, e, X, X, xx, X, X, ¥z,
de, e, e, dx, T dx, dx, e,  dx, dx,
X, X, dxx, X, X, xx, X, | X, ox,
X, | @, = x u, & =z dx, e, dx, M,
X, X, dx, X, X, 2, X, X,
dxk, | dx, ¥, dx, dx, M, de, | dx, dx,
Or ce facteur peut aussi bien s’écrire
dx, PO o,
I — e —_— —_—
dx, dx, e,
X, X, X, X,
X, | &, dx, Qx, e, |-

bxn bx'l DXIL aXll
o, o, dx, &,
De plus, on a
e,  F [ JF e, F F
ke, " dx,” T e, - M, T

(*) De telles hypotheses ne sont pas absolument nécessaires. Ainsi la petite formule de
Riemann peut parfaitement s’appliquer & des aires a régions asymptotiques, qui peuvent
d’ailleurs étre en correspondance avec d’autres aires véritablement limitées; mais il n'y a
pas lieu de compliquer ici les choses avec des généralités dont les traités classiques ne
commencent nullement par se préoccuper quand il s’agit du point de départ élémentaire
constitué par la formule de Ricmann.

Fac. de T., 3¢ 8., VI. 17
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Quant au second membre de (12),
explication et (12) devient alors

AF, X, ... )dl' /‘ /‘b(\ . X)
\["\/‘v\/./ ) D(wl’wﬁ? sy :E" / b(w A w") dx"
n—i1

Posons, par définition,

le changement de variables s’y effectue sans

N
o,
oq, = y
< oF )2 < oF 2+ + F >2
2z, + bx2> (an
dx,...dr,=oads, de, dx =dr

Enfin, dans

- AF X, e X))
P, 2y, ., x,)]

soit @, le coefficient de S Dans ces conditions, on a enfin

/
[

(13) f.../(azl(b‘—}—...+a"(b,l)dc=ff.../<bb—(l)’-+... +M’")df.
———~— N ~—_~ Z

n

C’est bien I'habituelle formule de Green pour n variables.
D’aprés la définition des @,, on a

2 d
(14) D, DA + @, 5 f +o 0, L
‘ac
pour f=X,, X,...., X, cl. de méme

, d /D, d [ D, d <r>”>__
) w (3 (R g (3=

En résumé, la formule générale de Green (13) se change en Uidentité (12) par la
transformation

X, =X, (x,, %, ..., x,), X,=X/(z,x,...,2,),

si X,, ,.., X, sont n— 1 intégrales distinctes de (14) et si X, satisfail & (15), c’esl-a-dire

si XL est un multiplicateur jacobien pour (14).
“*
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[34] On voit que, comme il a été annoncé au paragraphe 32, le fait de passer
de (13) & (12) redonne, purement et simplement, la théorie du multiplicateur de
Jacobi et, qui plus est, sous une forme identique & celle adoptée par Jacobi méme.
Est-il besoin de redire maintenant des choses déja dites dans le cas de trois variables?
I n’y a nullement lieu de proposer de substituer 3 la formule (13), partout ou elle
est intervenue jusqu'ici (par exemple dans les questions de Physique généralisées
dans I'hyperespace), une formule (12) qui proviendrait d'un changement de variables
dépendant d’une équation (14) dont I'intégration sera, en général, impraticable. Mais
ce peut étre un secours singuliérement précieux, au point de vue des procédés
intuitifs de découverte, que de savoir que, derri¢re (13), il est toujours possible
d’apercevoir (12) et que les deux égalités sont, en somme, des identités de méme
nature.

C’est ainsi notamment que le théoréme de Cauchy-Poincaré pour les fonctions de
deux variables complexes peut étre étendu, sans aucun changement d’aspect dans les
raisonnements, au cas d’'un nombre quelconque de variables.

Considérée en elle-méme, la formule de Green, dans le cas de n variables,
remonte, au moins, a Carl Neumann qui I'étend ainsi, aprés I'avoir employée pour
n=23, dans son Kurzer Abriss einer Theorie der Kugelfunctionen und Ultrakugel-
Junctionen (Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, 1867).

Quant a 1a parenté de la formule avec I'identité (12), on pourrait aussi la ratlacher
4 la théorie des invariants intégraux conformément aux remarques déja faites dans
les Notes de MM. Appell et de Donder mentionnées plus haut.

CAS DES VARIABLES COMPLEXES.

[35] Le théoréme de Cauchy-Poincaré. — On voit immédiatement que I'égalité (1)
conserve un sens si I'on y suppose

(16) X=X,@ 1+ iX,(xy), Y=Y(x,y+iY,(=27y).

Cette égalité devient en effet

f X,dY, — X,dY, + i(X,dY, + X,dY,) ,

— f / dX,dY, — dX,dY, + i(dX,dY, + dX,dY,);
S

elle se scinde manifestement en

fX,dY,:f/XmdY‘
= S
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et en trois autres égalilés analogues; ces quatre égalités sont des formules de Rie-
mann analogues & (3).

On peut maintenant imaginer, dans (1), une substitution analogue & (16) mais
faite en deux fois. On considérera d’abord deux variables complexes

(17) u=u(@,y) +ig®y), v=v(zy+iv@y),
puis I'on posera
X=X(u,v)=X,(u,, u,;v,,v,) + iX,(u,, u,;v,,v,),

Y=Y, v)=Y,(u,,u,;v,0,) +iY,(u,u,:v,v,).

Finalement X et Y sont bien exprimables en « et y puisque u,, u,, v,, v, sont
fonctions de x, y.

Mais si I'on passe seulement de X et Y a u et v on a une formule de Riemann

(N ap>
(18) .(/U)Pdu+Qd¢_f/V (M ) dudo

ou naturellement V est la variété (4 deux dimensions dans V'espace & quatre)

(V) u‘:ul(x, y)’ vi:vl(w’ }')’ ug:us(w’ y)l vz:vg(w’ y)y

dont le contour (v) dépendra d’une relation convenablement établie entre x et y.

Or la parenthése de I'intégrale double de (18) est une fonction quelconque de «
et v, soit f(u. v). Nous venons donc de redéfinir l'intégrale double relative & une
fonction de deux variables complexes, intégrale étendue & une variété V, mais qui ne
dépend que du contour (v) de cette variété.

[36] Le théoréme analogue a celui de Cauchy-Poincaré pour les fonctions de trois
variables complexes. — Ce théoréme s’établira en calquant le raisonnement précédent.
L’égalité (4) conserve un sens si I'on y suppose

S X=X, (a9, 2) +iX,(x,7,2),
(19) Y=Y,(xr,y2)+iY, (2,7, 2),
( Z=172(x,y,2)+iZ,(x,y,2).

L ]
sette égalité devient en effet
f "X, dY,dZ, — X,dY,dZ, — X,dY,dZ, — X,dY,dZ, ]
> [+ i(X,dY,dZ, + X,dY,dZ, + X, dY,dZ, — X,dY,dZ,)

/ f dX,dY,dZ, — dX,dY,dZ, — dX,dY,dZ, — aX,dY,dZ, ] '
—JJw [+ i(dX,dX,dZ, + dX,dY,dZ, + dX,dY,dZ, —dX,dY,dz) ]’
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elle a un sens, car elle se scinde en huit égalités telles que

/ X, dY,dZ, = / f dX,dy,dz, ,
= w

et ces derniéres, si W est un volume réel et simplement connexe de I'espace & trois
dimensions limité par la surface fermée £, ne sont autre chose que huit formules de
Green analogues 4 (6). Dans ces huit formules, W, X et, par suite, «, 8, y sont les
mémes, mais, d'une formule a I'autre, F, G, H sont des fonctions différentes.

On peut maintenant imaginer, dans (4), une substitution analogue a (19), mais
faite en deux fois. On considérera d’abord trois variables complexes

‘u=u,(x,y,2)+ iu(xr,y,2),
(20) v=10,(2,y,2) + iv,(z,Y,2),
w=w,(x.y,2) + iw,(x,y,2),
puis 'on posera
S X =X, v.w)=X,(u,,u,;v,,v,; w,, w,) + iX,(n,, u,;v,v,;w,,w,),
(a1) < Y=Y, v,w)=Y,(u,,u;:v,,v,;w,w,)+ Y, (4, u:v,v,;w,w,),
( Z = Z(u,v,w)=Z,(u,, u,:v,,0,;w,,w,) + iZ,1,, ,;0,,0,;w,,Ww,).
Ce sont bien la des égalités qui, par leurs membres extrémes, sont analogues
a (19), puisque u,, u,; v, v,; w,, w, sont, d’aprés (20), des fonctions de x, y, z.

Mais si I'on passe seulement de X, Y, Z & u, v, w, cette transformation donnera
une formule de Green

dw w )dF G | oH
(22) A;(— Sa F— % G + H)dudv~ff[<w+ ™ + bw)dudv-dw

qui aura certainement un sens aux conditions suivantes :

i° En exprimant u, v, 2 en «, y, z, d’aprés les formules (20), car ce sera achever
la. transformation étudiée au début du présent paragraphe et qui, nous le savons, a
un sens. ' : :

2° En imaginant que le point x, y, z soit toujours & l'intérieur d’une surface
fermée a trois dimensions & (x, y, z) = o ou sur cette surface cas pour lequel s’éta-
blira, d’aprés les relations (20), une relation en u, v, w qui permettra de donner un
sens aux dérivées partielles figurant dans I'intégrale double de (22).

3° En disant que l'intégrale triple de (22) est ¢tendue a une variété U, & trois
dimensions dans I'espace & six, variété qui aura pour équations

u‘zu‘(w,y,z), v4=v1(‘”’y7z)’ w4:w4(x’y!z)’
(23)

u=ur,y,2, 0,=0(%7Y2), w=w(Y,2)
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et qui sera limitée par la variété (u) n’ayant que deux dimensions (toujours dans
I'espace & six), cette variété (u) étant définie par les équations (23) et par ®(x, y, z) =o.
Observons maintenant que la parenthése de l'intégrale triple de (22) est une
fonction quelconque de u, v, w, soit f(u, v, w). Nous ‘venons donc de définir I'inté-
grale triple relative & une fonclion de trois variables complexes, intégrale élendue &
une variété U, mais qui ne dépend que de (u) variété contour de U. .
[37] Le théoréme analogue & celui de Cauchy-Poincaré pour les fonctions de n
variables complexes. — 11 est maintenant absolument évident que le raisonnement,
fait pour n=2, n=3, est valable pour n quelconque. On aurait parfaitement pu
commencer par ce dernier cas et revenir ensuite & n égal a 2 ou 3, mais il aurait
fallu faire usage de notations assez touffues, si bien que je crois avoir adopté fina-

lement le mode d’exposition le plus commode. Et je me contenterai d’énoncer le
résultat général.

Le théoréme analogue & celui de Cauchy-Poincaré pour les fonctions de n variables
complexes peul revenir exactement & ceci : la formule de Green

2D >
(13) f.../(z,q>,+...+anf1»")dc=ff.../<M:_Jr .t bi")dx,dxz...dxn,
S~ N ~—

n
n—1

élablie pour des variables réelles, se conserve pour des variables imaginaires

’ — e o * . 1 ¥ -
— = (5 = I3 2 = =
{ xl_—‘x(ﬂ"-z’ "ut)._{—l.qfi(‘-ﬂ‘.w"ﬂ‘-n)?
— e * b . b b a-)
— 5 3 3 2 = 4
(2[‘) \x,—'—ig(;,y 29 "'a‘.n) + lw’,(‘.u wgy e/
) — ¥ - » . " I ?:)
—_— = - - - II' - -
\ xn_“—‘n AR fu) l n(‘-ﬂ A TR VA

3.
3

Le point (%,, &, ..., &,) est loujours & Uintérieur d'une surface fermée a n dimen-
sions {dans l'espace O%%, ... 2,), surface d’équation ®(,, %,, ..., 5,) = o. Quand il
vient sur celle surface, les relalions ® = o el (24) permellent d’élablir une relation
entre x,, ,, .... ¥,, laquelle donne un sens, dans le premier membre de (13), a
% %y -ory o, €6 @ d3. On peut dire que Uintégrale n-uple de (13), qui est de la Sforme

(25) /f...ff(ac.,acz,...,x”)dx,dxg...dx",

est élendue & une variété V, & n dimensions dans U'espace & 2n, variélté ayant pour

équations
T T (5 E £ T T (5 E ) E =2 )
‘:‘4_‘14(‘:4"4""’311)7 ':‘n—‘—z(‘.l’ S yen/y ot y g T =\ Rttt /o
. »” 3 » - ¥ }:) (v ?:)
\Ia_wl(:-ﬂgz"“’;u)’ W.z_qz(:‘u:-g" sty et ’ wn—‘pu AR X ) Su/ 2
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el sur laquelle la relation ®(%,, %,, .... 5)) = o lrace une frontiére F fermée. Alors
Uintégrale (25) est invariable quand V se déforme sans déformation de F. Par suite
Uintégrale (25) est nulle pour Uensemble de deux variélés V formant, par raccord le
long de F, une unique variélé fermée.

Au début des recherches sur les fonctions de plusieurs variables complexes,
c’était surlout la derniére phrase de ce théoréme qui semblait importante. Et il est
fort important, en effet, de pouvoir considérer des variétes fermées rendant nulle
I'intégrale (25). Mais si, sur ces variétés, on considére une étendue, une cloison non
fermée sur elle-méme et simplement limitée par une frontiére fermée F, quelle est
la valeur non nulle de I'intégrale (25)? La question a bien son importance aussi. Et
une telle question est immédiatement résolue par la formule de Green (13). On voit
donc tout le bénéfice des procédés déjd exposés par M. Emile Picard en vue de réunir
étroitement les fonctions analytiques de n variables et la formule de Green.

Dans mon Mémoire Sur la formule de Stokes dans I'hyperespace (Annales de la
Faculté des Sciences de Toulouse, 1911) j’avais, pour n = 2 et par une voie différente
de la précédente, montré que le théoréme de Cauchy-Poincaré n’était pas distinct de
la petite formule de Riemann a variables imaginarisées. La démonstration donnée
alors, plus longue que celle du paragraphe 35, montre, par contre, comment la
démonstration fondée sur la considération de la formule de Riemann se rattache aux
démonstrations classiques, données par M. Emile Picard dans ses Fonctions algé-
briques de deux variables el son Traité d’Analyse.

FormuLEsS AUXILIAIRES (V).

[38] Si la formule générale de Green est essentiellement contenue dans I'iden-
tité (1), cette derniére contient aussi, en puissance, d’autres formules, telles que la
formule de Stokes ordinaire, qui consistent en de nombreuses intégraleé, d’ordre de
multlpllcne quelconque, invarianles quant aux déformations des champs d 1ntegra~
tion pourvu que les frontiéres de ces champs soient conservées.

J’ai beaucoup insisté sur celte affirmation dans mes précédents Mémoires et par-
ticuliérement dans la Troisiéme partie de celui de I'an dernier. Toutes ées formules
se conservent quand on imaginarise les variables; cela résulte s1mplement du fait
qu'elles proviennent aussi, par des changements de variables que lon supposera
elmplement analytiques, d’idenlités du type (12).

Ces formules auxiliaires n’auront peut-étre pas, dans la théorie des fonctions de
n variables complexes, le rdle constructeur et capital de la formule de Green (13),

(*) Sar Vintervention des formules de Riemann, Slokes, Green dans lea extensions du théoréme
d’Abel (Comptes rendus, 28 décembre 1914).
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mais il est naturel de se demander & quoi elles correspondent au juste. Je m’expli-
querai trés suffisamment sur la formule de Stokes ordinaire qui peut s’écrire

So Sy S . ,
2 ) ) |dedy

(26) /[ % W e 2 _[de+Qdy+lldz
P Q R

si

(27) f(x,y,2)=o0.

Si I'on tirait z, de f=o0, pour le porter dans l'intégrale double, celle-ci serait une
intégrale complexe ordinaire; telle qu’elle est, elle représente tout naturellement le
type de I'intégrale double attachée i la surface analytique f==o. Et ceci semble, en
effet, d’autant plus naturel que lorsqu’on veut construire directement de telles inté-
grales doubles, sans faire appel & la formule de Stokes, on reconnait rapidement et
par des voies diverses la nécessité d’y introduire le diviseur f,.

L'essentiel est que I'intégrale double est ramenée, par (26), & une intégrale de
ligne.

Mais il n’y a pas que des intégrales doubles qui sont attachées aux surfaces analy-
tiques telles que (27). I1 y a aussi des intégrales de la forme

(2, 7, 2)
(28) f ~Pdx 4+ Qdy + Rdz.
(%03 Yos 7o)

Celles-ci sont des fonctions du point analytique (x, y, z) et non des fonctions de
ligne comme le second membre de (26), mais ceci n’empéche pas que les deux inté-
grales simples sont facilement comparables. Et ceci explique aussi pourquoi I'on
tombe sur des classifications semblables_quand, sur une surface analytique, on
étudie les intégrales doubles et les intégrales du type (28), notamment les intégrales
de différentielles totales.

[39] Considérons maintenant plus particuliérement le cas ot la surface f=o0 est
algébrique et ou P, Q, R sont fonctions rationnelles de x, y, z.

Prenons I'exemple particuliérement simple (E. Picarp, Fonctions algébriques de
deux variables, t. 1, p. 19o) de l'intersection de la surface f—o avec les deux fais-
ceaux de surfaces algébriques

A(x,y,2) + AB(x, y.2) =o,

(29) C(wz,y,2) + pD(x,y, z)=0o0,

tels que (27) et (29) définissent m points (x;, y,, z,) variables avec (3, ;Q.
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Quand (3, ) décrit un certain continuum E, de contour e, le point (x;, y;, z,) en
décrit un autre ', de contour vy,. Si P, désigne P(x;, y;. z,). le trindme

P.dx, + Q,dy, + R;dz,

_peut s’écrire

dx, dy, 7\ dx; dy, dz.
<P,.‘J,c‘+Qi Yi 4R, _'>(n\+<pi"_+oi Yi R, ’>dy,.
R AN YA !

Si I'on donne & i les valeurs 1, 2, ..., m, la somme des expressions obtenues est

fonction symétrique des points analytiques (x;, y,, z,): elle est donc fonction ration-
nelle de A et p. et Pon aboutit & une égalité telle que

m
(30) 2 / P dr, + Q,dy, + R,dz,= / Ldn 4+ Mdy..

Ceci en raisonnant sur le second membre de (26). Si 'on avait raisonné sur le
premier, on aurait eu de méme

~ oo dedy, M NN
(31) ‘,\_J.f/A(xt,),-,ﬁ) 7 -—f\/};(a)\— Dp.)d/\d‘l"

A désignant, pour abréger, le déterminant symbolique écrit dans (26).

Ainsi nous avons, en les premiers membres des égalités (30) et (31), des sommes
d’intégrales, consliluées conformément au théoréme d’Abel, qui contiennent I'une
des intégrales simples, l'autre des intégrales doubles; ces sommes sont identi-
quement égales et doivent s’étudier ensemble. Bien plus, ces premiers membres ont
conservé la marque de la cause primitive de leur identité, ceci par les seconds mem-
bres des égalités (30) et (31), égaux entre eux, & leur tour, par l'intervention de la
formule de Riemann. )

S'il s’agit de sommes telles que celle représentée par le premier membre de (30),
mais avec cette différence que les intégrales seront attachées non & des contours
fermés, mais a des contours ouverts terminés par des points analytiques, il n’y aura
certainement plus identité absolue entre les premiers membres de (30) et (31). Mais
il n’y aura cependant d’autre différence que celle qui existe entre intégrales de lignes,
portant sur de mémes expressions différentielles, attachées tantdt & un contour
fermé et tantot seulement & un arc de ce contour.

De 1a la raison de I'extréme analogie présentée par les extensions du théoréme
d’Abel aux intégrales doubles et, par exemple, aux intégrales de différentielles
exactes. ’

Au point de vue géométrique, il faut faire des remarques complétement ana-
logues.

Fac. de T., 3° S., VI. _ 18
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La formule de Stokes & variables réelles a d’abord unc valeur géométrique directe,
comme je I'ai & nouveau montré dans la premiére partie du- présent Mémoire. Sur
des surfaces algébriques, elle peut intervenir encore pour rassembler commodément
les intégrales qui sont susceptibles de I'étre de par le théoréme d’Abel:; elle lie entre
cux différents théorémes abéliens dont les applications géométriques, plus élevées, -
viennent alors logiquement aprés les précédentes. Ici se placeraient les travaux de
M. G. Humbert déja cités (n° 15).

A vrai dire, si I'on s’en tient aux fonctions algébriques de deux variables, aux
surfaces f(x,y, z)=o0, l'essentiel a été¢ fait par MM. Picard et Humbert. La formule
de Stokes ordinaire (26) n'apporte qu'un rapprochement dans des classifications et
applications géométriques déja fort élégamment exposées; mais le role des exten-
sions de cette formule apparait comme particuliérement important dans le cas d’un
nombre quelconque de variables complexes. De nombreux résultats seront vraisem-
blablement obtenus, sous la forme la plus directe et la plus simple, en considérant
les extensions de la formule de Stokes telles que celles obtenues dans mes précédents
Mémoires (particuli¢rement dans la troisiéme partic du dernier) et en y imaginarisant
les variables.

Ceci est d’ailleurs conforme & la méthode qui consiste a établir le théoréme fon-
damental de ta théorie des fonctions de n variables complexes en partant de la for-
mule géncrale de Green et en montrant simplement, sans rien changer & Uaspect de
Iz formule, que les variables peuvent y devenir complexes.

(A suivre.)



